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PROLOGO

El método del elemento finito representa una herramienta muy util como alternativa

para la solucion de problemas complejos de transferencia de calor.

El método del elemento finito permite el analisis de problemas complejos en dos y

tres dimensiones.

En ésta tésis nos abocaremos a la solucion de problemas de una sola dimensién. Aqui
el dominio total del problema sera dividido en sub-dominios a los cuales llamaremos

elementos finitos, y la interseccion entre ellos la conoceremos como nodo.

La solucién individual aproximada de cada elemenio finito aportara suficiente
informacion para la solucién del problema global en la medida en que se disminuya ei

tamafio de cada sub-division o elemento finito del dominio total.

Los programas computacionales actuales han venido a facilitar la metodologia de
solucion para el método del elemento finito aplicado a probiemas complejos de

transferencia de calor.
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CAPITULO 1

INTRODUCCION

1.1.Comentarios Generales:

Virtualmente, cada fenémeno en la naturaleza sea biologico, geologico o mecanico,
se puede describir con ayuda de las leyes de la Fisica en términos de ecuaciones
algebraicas, diferenciales o integrales, relacionando diversas cantidades de interés. Para
determinar la conceniracion de esfuerzos en un recipiente a presion, con agujeros
impares, numerosos refuerzos y sujeto a cargas mecanicas, térmicas y/o aerodinamicas,
para encontrar la contaminacion en el agua del mar o en la atmosfera, en la simulacion
del estado del tiempo para entender y predecir los mecanismos de formacion de

tornados y tormentas, son unos cuantos ejemplos de muchos problemas practicos

importantes.

La mayoria de los Ingenieros y Cientificos que estudtan los fendmenos fisicos estan

implicados en dos tareas principales:
1. La formulacién matematica de los procesos fisicos.

2. Ei analisis numérico de! modelo matematico.

La formulacion matematica de un proceso fisico requiere de las leyes de la Fisica y

ademas, ciertas herramientas matematicas, la formulaciéon consiste en exposiciones



matematicas, a menudo ecuaciones diferenciales que relacionan cantidades de interés
para el entendimiento y/o disefio de procesos fisicos. El desarrollo del modelo
matematico de un proceso se obtiene a través de suposiciones referentes a cémo trabaja
el proceso. En una simulacién numérica, usamos un método numérico y una

computadora para evaluar el modele matematico y estimar las caracteristicas del

proceso.

Mientras que la derivacion de las ecuaciones que rigen para la mayoria de los
problemas no es dificil, su solucion por métodos exactos de analisis es una enorme tarea.
En tales casos, métodos de anélisis aproximados proveen medios alternativos de
solucion, tales como los métodos de Rayleigh- Ritz ¢ Galerkin.

En la aproximacion de diferencia finita de una ecuacién diferencial, las derivadas se
reemplazan por cocientes diferentes (0 la funcién se expande en una serie Taylor) que
involucran los valores de 1a soluciéon en puntos de malla discretos del dominio. Las
ecuaciones algebraicas que resultan se resuelven, luego de imponer las condiciones de
frontera, para los valores de la solucion en los puntos de [a malla,

En la solucidon de una ecuacién diferencial por eI métode variacional, la ecuacion se

pone en una forma equivalente, la integral pesada y luego la solucion aproximada sobre

el dominic se supone que es una combinacion (Z ;6@ j) de funciones aproximacion

¢ ;; escogidas apropiadamente y coeficientes no determinados, ¢, .
Los coeficientes c¢;, se determinan de modo que la exposicion de la integral

equivalente a la ecuacion diferencial original se satisfaga.

Los diferentes métodos variacionales, por ejemplo: Rayleigh-Ritz, Galerkin y el
método de cuadrados minimos difieren uno del otro en la seleccion de la forma integral,
funciones peso, y/o funciones de aproximacion. Tienen la desventaja de que las
funciones de aproximacién para problemas con dominio arbitrario son dificiles de

construir.
El método del elemento finito supera 1a desventaja de los métodos variacionales

tradicionales mediante un procedimiento sistematico para la derivacion de las funciones



de aproximacion, en subregiones del dominio. EI método se basa en tres caracteristicas
que fo hace superior a los demas métodos:

Primero, un dominio geoméiricamente complejo del problema se representa como un
conjunto de subdominios geométricamente simples llamados elementos finitos.
Segundo, sobre cada elemento finito, las funciones de aproximacién se derivan bajo la
idea basica de que cualquier funcién continua puede ser representada por una
combinacion lineal de polinomios algebraicos. Tercero, se obtienen relaciones
algebraicas entre los coeficientes no determinados (valores nodales) satisfaciendo las
ecuaciones que rigen, a menudo en un sentido de integral pesada, sobre cada elemento.
Por lo tanto, el método del elemento finito, puede verse en particular como una
aplicacion habil de los métodos Rayleigh-Ritz o residuo pesado. En él, las funciones
aproximacion son a menudo consideradas como polinomios algebraicos vy los
parametros no determinados representan los valores de la solucion de un niimero finito
de puntos preseleccionados, llamados nodos, en la frontera y en el interior del elemento.
Las funciones aproximacion se derivan usando los conceptos de la teoria de la
interpolacion, y son por lo tanto, llamadas funciones interpolacion. Encuentra uno que el
grado de las funciones de interpolacion depende del mimero de nodos en el elemento y

del orden de la ecuacidn diferencial a resolverse.

1.2. ANTECEDENTES HISTORICOS:

La idea de representar un dominio dado, como un conjunto de partes discretas no es
solamente hacia el elemento finito. El valor de #= fue estimado por los antiguos
matematicos, considerando que el perimetro de un poligono inscrito en un circulo se
aproxima a fa circunferencia del ualtimo. Ellos predijeron el valor de # con
aproximacion de casi 40 digitos, representando el circulo como un poligono de un
numero finitamente grande de namero de lados. En los tiempos modernos, la idea
encontrd aplicacion en el analisis estructural de aeronaves, donde, por ejemplo, alas y
fuselaje son tratados como ensambles de largueros, revestimiento y paneles de corte. En
1941, Hrenikoff introdujo e} llamado meétodo armazdén, en el cual, un medio eldstico

plano se representd como un conjunto de barras y vigas. Courant en 1943 usé un



Considérese el problema de determinar el perimetro de un circulo de radio R (ver fig.
1.1a). Los antiguos matematicos estimaron el wvalor de la circunferencia por
aproximacion, mediante segmentos de linea cuyas longitudes eran medibles. El valor
aproximado de la circunferencia es obtenido sumando las longitudes de los segmentos
de linea usados para representarla. Aungue este es un ejemplo trivial, ilustra varias ideas
y pasos involucrados en ¢l andlisis del elemento finito de un problema. Nosotros
planeamos en los pasos involucrados en el célculo un valor aproximado de la
circunferencia del circulo. Haciéndolo asi introducimos ciertos términos que se usan en

el analisis del elemento finito de cualquier problema.

]

/ \ ol Figura 1.1* Aproximacidn de le

/ circunferencia de un circulo
— mediante elementos linea
o Circulo de radio R.

Malilas uniforme y no uniforme

8,
TR e
s kﬁm@ foagitad . usadas para representar la
/ Lo circunferencia del circulo.
1 i
) ‘

' / Un elemento tipico

Discretizacion del elemento finito. Primero, €l dominic (por e¢jemplo la
circunferencia del circulo) se representa como un conjunto de nimero finitc # de
subdominios, denominados segmentos linea. Esto se tlama discretizacion del dominio.
Cada subdominio (segmento linea) se llama un elemento. El conjunto de elementos es
llamado malla del elemento finito. Los elementos estan conectados unes a otro en puntos
llamados nodos. En el caso presente, discretizamos la circunferencia en una malla de 5

(n = 5} segmentos linea. Los segmentos linea pueden ser de diferente longitud. Cuando



todos los elementos (eje. segmentos linea) son de igual longitud se dice que la malla es

uniforme; lo contrario se llama malla no uniforme ver figura (1.1b).

Ecuaciones del elemento. Un elemento tipico (ejemplo el segmento €2°) se aisla y se
requieren sus propiedades por ejemplo longitud y se calculan por algin medio

apropiado. Haga que #, sea la longitud dei elemento Q° en ia malla para un elemento

tipico 2°, A, est4 dado por (ver fig. 1.1¢c)

1 .
h, = 2RSen: 8, (-1)

donde R es el radio del circulo y & , < & es el angulo subtendido por el segmento linea.

1.as ecuaciones anteriores se llaman ecuaciones elemento.

3.Ensamble de ecuaciones elemento y solucién. El valor aproximado de la
circunferencia (o perimetro} del circulo se obtiene colocando las propiedades del
elemento de manera significativa, este proceso se llama el ensambie de las ecuaciones
elemento. Este esta basado en el caso presente en la idea simple de que el perimetro total
de poligono (elementos ensamblados) es igual a la suma de las longitudes de los

elementos individuales:

P - Zn:hg (1.2)

Entonces P

"

representa una aproximaciéon del perimetro real p. Si la malla es

. . 2
uniforme, o /1 es la misma para cada elemento de la malla, entonces & ,=—, y
n

tenemeoes:



- (1.3)

P = n(ZRSen J
n

4. Convergencia vy error estimado. Para éste problema simple, conocemos la solucion

exacta: p=2x R. Podemos estimar el error en la aproximacion y mostrar que la
solucion aproximada P, converge a p exacta en el limite cuando #——>oc. Considere

el elemento tipico Q°. El error en la aproximacion es igual a la diferencia entre la

longitud del sector y la del segmento linea (vea figura 1.1c)

(1.4)

E, =[S, -,

Donde §, = R8, es la longitud del sector. Por tanto, el error estimado para un

elemento en la malla esta dado por

1.5
Z—H—ZSenﬂ (1.3)

E,=R
i

El ervor total (llamado error global) esta dado por la multiplicacion de £, por m

1.6
E=2R(rr—nSen%)=2ﬂR—ﬂ (1.6)

. . 1
Mostramos ahora que £ tiende a cero como 7 — oo Haciendo x = — | tenemos
n



P, = 2RnSen’ = 2R37X
n X
y
1.7
lim 7 = lim (212 enz x) = lim [zm""”"] =27 R 1.7
e ] x>0 X x—0 1

de aqui, £, tiende a cero como n———> . Esto completa la prueba de convergencia.

En resumen, se demuestra que la circunferencia de un circulo puede ser aproximada
tanto como queramos mediante un numero finito de funciones lineales. Conforme ¢l
numero de elementos aumente, mejora la aproximacion, el error en la aproximacion

disminuye.

Determinacion aproximada del centro de masa,
Otro ejemplo elemental para ilustrar el concepto de elemento finito consiste en el

calculo del centro de masa de un cuerpo continuo.

Se recordara, de un primer curso de estética de cuerpos rigidos que €l calculo del

centro de una masa irregular o el centroide de un volumen irregular hace uso del método
llamado de cuerpos compuestos, en el cual un cuerpo es dividido convenientemente
(discretizacion malla) en varias partes (elementos) de forma simple, para los cuales, la
masa y el centro de masa (propiedades del elemento) pueden calcularse facilmente. El
centro de masa del cuerpo total, se obtiene usando el principic de Varignon del

momento (una base para el ensamble de las propiedades del elemento).

(m, + 4o, ) X = X 1y X+ A, X, (1.8)

Donde X esla coordenada x del centro de masa del cuerpo total, m, es la masa
de la ¢-¢sima parte X, es la coordenada x del centro de masa de la e-ésima parte.

Expresiones similares se establecen para las coordenadas x e y del centro de masa del



cuerpo total. Relaciones analogicas se establecen para lineas compuestas, areas y

volimenes respectivamente.

Cuando un cuerpo dado, no es expresable en términos de formas geométricas simples
(elementos) para el cual la masa y el centro de masa puedan ser representadas
matematicamente, es necesario usar un método de aproximacion para representar las
propiedades de un elemento. Como un ejemplo, considere el problema de encontrar el
centroide @ del 4rea uregular (regidén) mostrada en Ia Fig.1.2. La regién puede
dividirse en un nimero finito de tiras rectangulares (elementos). Un elemento tipico con
un ancho de 4,y de alturah, El drea de la e-ésima tira esta dada por : 4, =5, Ei
area A, es una aproximacion del srea verdadera del elemento debido a que b, es una
altura promedio estimada del elemento. Las coordenadas del centroide de la region se

obtienen aplicando el principio del momento:

_ XAx, Ay,
e S 7 N—
24,7 XA

donde X, y ¥, son las coordenadas del centroide del e-ésimo elemento con respecto
al sistema de coordenadas usado para €l cuerpo total. Cuando el centro de masa es
requerido, A, en las ecuaciones anteriores se reemplaza por la masa m, = p A4, p,es
la densidad de la masa del e-ésimo elemento; para un cuerpo homogéneo, o, es la

misma para todos los elementos.

Se notara que la exactitud de la aproximacion se mejorara incrementando el nimero
de tiras usadas (decreciendo su ancho) se usan elementos rectangulares en la discusion
presente, solo por razones de simplicidad. Uno puede escoger el uso de elementos de
cualquier tamaiio y forma que aproximen al drea dada, hacia una exactitud satisfactoria.

Por ejemplo, un elemento trapezoidal requerira dos alturas para calcular el 4rea
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Figura 1.2
Determinacion aproximada del centroide de masa (o geométrico) de una region

irregular dividiéndolo en una serie de subregiones rectangulares o trapezoidales.
Donde b, y b,,, son las alturas izquierda y derecha del e-ésimo elemento.
Algunas Observaciones:

En resumen, en el método del elemento finito, un donunio dado, es dividido en
subdominios, llamados elementos finitos, v una solucién aproximada hacia el problema

se desarrolla sobre cada uno. La subdivisién de un total en partes tiene dos ventajas:

1. Permite una representacion exacia de geometria compleja y la inclusion de

materiales heterogéneos.

2. Da lugar a una representacion exacta de la solucioén dentro de cada elemento, para

descubrir efectos locales (grandes gradientes de fa selucion)

Los tres pasos fundamentales del método del elemento finito son;
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. Dividir el total en partes (ambos para representar la geometria vy solucion del

problema).
. Sobre cada parte, buscar una aproximacion a la solucién como una combinacion de

valores nodales y funciones aproximacion.

. Derivar las relaciones algebraicas entre los valores nodales de la solucion para cada

parte, y ensamble las partes para obtener la solucion del total.

Aunque los ejemplos anteriores ilustran la idea basica del método del elemento finito

hay otras caracteristicas que no se presentaron o no aparecen en la discusion de los

ejemplos.

Algunas observaciones son, en orden:

Uno puede discretizar un dominio, dependiendo de su forma, en una malla de mas de
un tipo de elemento. Por ejemplo en la aproximacién de un dominio irregular, uno
puede usar una combinacion de rectangulos y triangulos.

2. Si mas de un tipo de elemento es usade en la representacién del dominio, uno de
cada clase sera aislado y sus ecuaciones desarrolladas.

Las ecuaciones que rigen, son generalmente mas complejas que las consideradas en
los primeros dos ejemplos. Son generalmente ecuaciones diferenciales. En la
mayoria de los casos las ecuaciones no pueden resolverse sobre un elemento, por dos
razones. Primero, no permiten la solucién exacta. De aqui que los métodos
variacionales entren en juego. Segundo, las ecuaciones discretas obtenidas en los
métodos variacionales no pueden resolverse independientemente de los elementos
restantes debido a que el ensamble de los elementos esta sujeto a cierta continuidad,
frontera v/o condiciones iniciales.

Hay dos diferencias principales en la forma de la solucion aproximada usada en el
método del elemento finito y la que se usd en el método variacional clasico{por

ejemplo: método variacional aplicade al dominio total). Primero, en lugar de

representar la solucion « como una combinacion lineal (u =Zc, 45}) en términos



de parametros arbitrarios ¢, como en los métodos variacionales, en el método del
elemento finito la solucion es representada a menudo como una combinacion lineal

(u =2 uy J) en términos de los valores #, de # (y posiblemente sus derivadas) en

los puntos nodales. Segundo, las funciones aproximadas en ¢l método del elemento
finito son por lo regular polinomios que se resuelven usando la teoria de
interpolacion. Sin embargo, el método del elemento finito no esté restringido, al uso
de aproximaciones, que son combinaciones lineales de valores nodales », y
funciones interpolaciones ¥, que son polinomios algebraicos. Uno puede usar, en
adicién a valores nodales, variables sin nodo (como en el método Rayleigh-Ritz)
para representar la aproximacion de una funcion.

El mimere y localizacion de Ios nodos en un elemento depende de: a)La geometria
del elemento. b)E! grado de aproximacion polinomial. ¢)La forma integral de las
ecuaciones. Mediante la representacion de la solucion requerida en términos de sus
valores en los nodos, uno obtiene la solucion aproximada en los nodos.

El ensamble de elementos, en un caso general, esta basado en la idea de que la
solucion (y posiblemente sus derivadas para ecuaciones de mayor orden) es continua
en las fronteras del inter-elemento.

En general, ¢l ensamble del elemento finito esta sujeto a la frontera y/o condiciones
iniciales. Las ecuaciones discretas asociadas con la malla del elemento finito, se
resuelven solamente después de que se imponen la frontera y/o las condiciones
iniciales

Hay tres fuentes de error en la solucién de elemento finito: a)Las debidas a la
aproximacion del dominio (que fue el error presentado en los dos ejempios). b)Las
debidas a la aproximacion de la solucion. c)Las debidas al caleulo numérico. La
estimacién de estos errores, en general, no es materia sencilla. Sin embargo bajo
ciertas condiciones, pueden estimarse para un elemento y problema dado.

La exactitud y convergencia de la solucion del elemento finito depende de la

ecuacion diferencial, su forma integral y ¢l elemento usado.
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Exactitud se refiere a la diferencia entre la solucién exacta y la solucién de elemento

finito, mieniras la convergencia se refiere a la exactitud conforme el nmimero de

elementos en la malla se incremente.

10. Para problemas dependientes del tiempo, se sigue una formulacion en dos etapas. En

11

la primera, las ecuaciones diferenciales son aproximadas mediante ¢l método del
elemento finito para obtener una serie de ecuaciones diferenciales en tiempo. En la
segunda, las ecuaciones diferenciales en tiempo se resuelven exactamente o ain mas
aproximadas por métodos variacionales o métodos de diferencia finita para obtener
ecuaciones algebraicas, las cuales se resuelven para los valores nodales.

Cuando las condiciones de continuidad de ensamble se reemplazan por ias
condiciones de contacto, €l método se conoce como el método del elemento discreto
(DEM). En el método del elemento discreto, elementos individuales pueden tener
movimientos finitos {(desplazamientos y rotaciones). Tales métodos tienen
aplicaciones en mecanica de rocas, mecanica de hielo, y otros campos donde un
continuo es desintegrado durante la deformacién o el medio original es un conjunto

de particulas individuales (medio granular y biologia molecular).
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CAPITULO 2

FORMULACIONES INTEGRALES Y METODOS VARIACIONALES.

2.1 LAFORMA INTEGRAIL PESADA.

En el método del elemento finito, usamos una exposicidén integral para establecer

relaciones algebraicas entre los coeficientes »; de la aproximacion

n 2.1
u mz:‘ujz,y}
=

Donde u representa ia solucion de una ecuacion diferencial particular. El uso de una
exposicion integral equivalente a la ecuacion diferencial de dominio se necesita por el
hecho de que la sustitucion de (2.1) en la ecuacion diferencial de dominio no siempre
resulta con el numero de ecuaciones algebraicas lineales independientes requerido para
los coeficientes desconocidos. Una forma de asegurarse que hay exactamente €] mismao

mimero de ecuaciones como de incognitas es considerar que el error sea como en la

integral pesada.

A continuacion se daran mas detalles sobre esto.

Suponga que deseamos determinar una solucion aproximada de la ecuacion.
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(2.2 2)

2.
u(0)=1, (x‘i’i] =0 220

buscamos una solucién aproximada, sobre et dominio completo 3 =(0,1) en la forma,

N 23
unUy =5 e, +44(0) 23

donde ¢, son los coeficientes a determinar #,(x) y ¢,(x) son funciones
preseleccionadas de modo que las condiciones frontera del problema se satisfagan para
la  solucion  aproximada deN parametros U, . Por ejemplo si

N=20p =x*—2x,4, =x° 31,4, = 1)

umsUy =u(x* -2x)=c,(x* ~3x)=1

Lo cual satisface las condiciones de frontera (2.2b) del problema para cualquier valor

de ¢, y ¢,.Las constantes ¢, y c,. son determinadas de modo que la solucion
aproximada U/, en (2.3)satisface (2.2a) en algun sentido. Si queremos que U/, satisfaga

(2.2a) en el sentido exacto, obtenemos

- . 1 +U, = -2¢,(x~1) =3¢, (x* ~1)—2¢,x - 6¢c,x*

+0,(x? ~2x)+c,(x* -3x)+1=0

Ya que esta expresion puede ser cero para cualquier valor de x , los coeficientes de las

diferentes potencias de x deben ser cero.
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1+2¢, +3¢, =0
—(6¢, +3¢,)=0
¢, -9,=0

¢, =0

Estas ecuaciones son inconsistentes; no hay solucion para las ecuaciones. Por ofro iado
requerimos que la solucidn aproximada U/ satisfaga la ecuacién diferencial (2.2a) en el

sentido de integral-pesada .

ke =0 @24

donde R es llamado residuo

du, . d'U,
dx dx?

R=- +U,,

y w es llamada la funcién peso. De (2.4a) obtenemos ecuaciones independientes
lineales que son funciones independientes de w . Por ejemplo, si tomamos w=1 y

w = x Obtenemos,

1 1 1
0= Elex:(l-i-Zc, +3c2)+§(—6ci —3(:2)+§(cl —902)+4(:2

0= £dex= —;-(14-201 +3C:)+;(_601 —?,cz)-f-%(cl ~9c2)+_;_cz

(2.4b)
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que proporcionan dos ecuaciones lineales independientes para ¢, ¥ ¢,

Por lo tanto, las exposiciones integrales del tipo (2.4a) proporcionan medios de
obtencién de muchas ecuaciones algebraicas tantos como coeficientes desconocidos en
la aproximacion Este capitulo trata con la construccion de diferentes tipos de

exposiciones integrales usadas en diferentes métodos variacionales. Un método

variacional es en el cual se buscan soluciones aproximadas del tipo # ~ Z ;6,8 + &,
y los coeficientes ¢, se determinan usando una exposicion integral. El método

variacional difiere de otros en la seleccion de la funcion pesowy la exposicion integral

usada, lo cual dicta la seleccion de las funciones aproximacion ¢, . En el método del

elemento finito, un dominio dado es visto como un ensamble de subdominios (elementos
) , y una solucién aproximada se buscara sobre cada subdominio de la misma manera
como en los métodos variacionales, por lo tanto el estudio del método variaciona! es
informativo , antes de estudiar el método del elemento finito, nuestro objetivo en este
capitulo es ilustrar los pasos basicos en las formuilaciones integrales y las
aproximaciones asociadas de varios problemas frontera . Hacia este objetivo; primero

introducimos terminologia y anotaciones.

2.2 PROBLEMAS DE VALOR FRONTERA, INICIAL, VALOR PROPIO.

Dominio y frontera. El objetivo de la mayoria de los analisis es determinar funciones
desconocidas, llamadas vanables dependientes, que satisfagan una serie dada de
ecuaciones diferenciales en un dominio dado o region y alguna condicion de frontera
del dominio. Un dominio es un conjunto de puntos en el espacio, con la propiedad de
que si P es un punto en el dominio entonces todos los puntos cierran hacia P
perteneciendo al dominio. Si dos puntos cualesquiera de! dominio pueden unirse

mediante una linea tendida completamente dentro de €I, entonces se dice que el dominio
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es convexo y simplemente conectado. Las fronteras de un dominio son la serie de puntos
tal que, en cualquier cercania de esos puntos, hay puntos que pertenecen al dominio
como hay puntos que no. Notar que de la definicién que los puntos en las fronteras no
pertenecen al dominio. Usaremos el simbolo 2 para representar un dominio arbitrario y

I" representa su frontera.

Una funcion de diversas variables se dice que es de la clase C"({2)en un dominio
Qi todas sus derivadas parciales existen e incluyen el m-ésimo orden y son continuas

en ). Por lo tanto, si fes de clase C°en dos dimensiones entonces f es continua
(ejem. Bf/& y @rféy existen , pero no pueden ser continuas ). Las letras x ¢ y

seran usadas para coordenadas rectangulares de un punto en dos dimensiones.

Cuando las variables dependientes son funciones de dos variables independientes
{(xe y) el (dos dimensiones) dominio es una superficie (un plano) y la frontera es la
curva que lo encierra. No es raro encontrar problemas en que la variable dependiente y
posiblemente sus derivadas estan especificadas en puntos interiores el dominio (ejem.

Doblez de vigas continuas).

Se dice que una ecuacion diferencial describe un problema de valor frontera, si la
variable dependiente y posiblemente sus derivada toman valores especificados de la
frontera, un problema de walor inicial es en el que la variable dependiente y
posiblemente sus derivada son especificadas inicialmente (ejem. en tiempo ¢ =0 ). Los
problemas de valor inicial generalmente son problemas dependientes del tiempo.

Ejemplos de problemas de frontera y valor inicial se dan a continuacion.
Problemas de valor frontera:

(2.5)

d{ du
——lg=|= aral<x <1
aﬁc(aabc) S P



Problema de valor inicial:

2

—+tau = aral0<t <t
pdfz f p [}

adu
“(0): Uy, (a) =0 — Vo

Problemas de valor inicial y frontera:

& &l &l 123 24
- 3.._ 2 tp—= N <tst
(a j p 3 f(x,1) para {0 y

u(0,1) = dy (1)}, (a %) = 2,(t), #(x,0)= z:o(x)

19

(2.6)

@7

(2.8)

(2.9

(2.10)

Las condiciones en (2.6) se llaman condiciones frontera, las de (2.8) condiciones

iniciales. Cuando cualquiera de los valores especificados (ejemplo, d,,g,,%, ¥ ¥,) no

son cero, las condiciones son no-homogéneas, por lo contrario se dice que son

homogéneas: Por ejemplo #(0) =d, es una condicién de frontera no-homogénea y la

condicion de frontera, homogénea, asociada es #(0)=0.La seric de cantidades

especificadas (a,g,,4,,0,4,, V,) se llaman los datos del problema. Las ecuaciones

diferenciales en las que el lado derecho f es cero se Hlaman ecuaciones diferenciales

homogeéneas.

Problema valor propio. El problema de determinar los valores de la constante A4 tal que:
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—-—g}(d%):ﬂu paraQ <x <1

u(0)=0, [a @j1 =0

(2.11)

dx

Se llama el problema de valor propio asociado con la ecuacion diferencial (2.5}, Los
valores de A para los cuales (2.11) satisface se Jlaman valores propios, y las funciones
asociadas se llaman funciones propias.

La solucion clasica (o exacta) de una ecuacion diferencial es la funcion que satisface

idénticamente la ecuaciodn diferencial vy las condiciones de frontera.

RELACIONES INTEGRALES

La integracion por partes se usa frecuentemente en la formulaciéon integral de
ecuaciones diferenciales. En casos de dos dimensiones la integracion por partes se
conoce mas como los teoremas de gradiente y divergencia. En esta seccion, derivamos

algunas 1dentidades usuales para uso posterior.

FORMULA PARA INTEGRACION POR PARTES. Considere que #v,w son
funciones de las coordenadas x suficientemente diferenciables. Luego la siguiente

formula de integracion por parte deduce:;

I:w%dx = ['wav = [ vaw + [},

. J:vi:cbc +w{pp(B) - wlaa)

(2.12)

Esta identidad puede demostrarse facilmente. Primero, anote la siguiente identidad de

la regla diferenciacion del producto

ﬂ(WV)=?¢—V+W—-‘



Por lo tanto

a'v aw
®_d )
dx dx dx

Integrando ambos lados en el intervalo (a,b), obtenemos

Que es lo mismo como en (2.12)

Enseguida, considere la expresién

Lo o
a dxz a 6&

Usando (2.12), se obtiene

(2.132)

aw‘z‘dx:—fvdwcmw(b)v(b)-w(a)v(a)
du
f dx+w(b) (b)“w(a)g(a)

[ e L4 4 rwla ()—w(a)i(b) (2-13)

21
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Similarmente,

(a2
2

= J.:vi——gaﬁc, cuandou = f_ﬁ;

Usando (2.13a} cuando w = v, se escribe del lado derecho como

- f%%dx+v(b)j;(b)—v(a)g (a) (2.142)

Usamos (2.13b) con w = 4 y u = v para escribir (2.14a) como

2.14b
[ ae e @) 2 0% ) )@
Y, al final, reemptazamos u por el actual valor # = d*w/dx®, llegamos a
d*w d*wd*v d’ av d dv (2.15)
_[:"de . & dx'z dx+ —‘J;(a)**(a)“ d): (b)a(b)

+v(b) 5 (6)- () 7o)

Las ecuaciones (2.13a) y (2.15) se usan en la formulacion débil de ecuaciones

diferenciales de segundo y cuarto orden respectivamente.

Haga que VyV? representan, respectivamente, al operador gradiente y al operador

Laplaciano en el sistema cartesiano de coordenadas rectangulares (x, y):
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V.V o 02 (2.16)

Y
v=iZ+jZ, Z
" oy ox 5)’

Donde 7 y ] representan los vectores base unitarios a lo largo de las coordenadas x ¢ y

LI L]

respectivamente. El signo de intercalacion sobre los vectores indica que son de

longitud unitaria. Si F(x,y) v G(x,y) son funciones escalares de clase C°(Q)en el

dominio de dos dimensiones (2 se establecen los siguientes teoremas de gradiente y

divergencia.

TEOREMA DEL GRADIENTE

grad Fdxdy = |VF dxdy =} AFds
Q o T

)
(2.17a)

La segunda ecuacion da lugar (debido a que dos vectores son iguales, si y solo si, sus

componentes son iguales) a que se establezcan las siguientes relaciones:

F (2.17b)
I, ———dxdy 3 ands,J'Qdedy = | n Fds
TEOREMA DE LA DIVERGENCIA
. ¥ o (2.18)
jﬁ divGexdy = | | Gabualy ={ £Gds
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J-Q[é‘ (;;x +%}m@ ={ (.G, +n,G, ps

A
Aqui el punto representa al producto escalar de vectores, # representa al vector unitario

normal a la superficie I" del dominio Q 7, y 7, (Gx,Gy) son los componentes

rectangulares de 7(G)y el circulo de la integral frontera indica que la integral se hace

sobre la frontera completa (ver Fig. 2.1)

Frontera U

(T:roi' I"-I-I‘l-i- I‘!)

@)

Fig. 2.1

A
La direccion cosenos #,y n, del vector unitario 7 se pueden escribir como:

A A (2.19)
n, =cos x,n| B, =cos y,n

Donde co{x, n] es el coseno del dngulo entre la direccion positiva x v el vector #.
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Las siguientes identidades, pueden demostrarse usando los teoremas del gradiente y
divergencia se usaran en la continuacion. Considere wy G sean funciones escalares
definidas en el dominio Q de dos dimensiones.

Entonces:

n 220
IQ (VG)wdxdy = —_fn (Vw)G dxdy + anGds ( 2)
Y
oG (2.20b)
- [ V:Ghwardy = IQVw-Vdedy—frawds
Donde 0 onrepresenta a la derivada normal del operador:
E:=;1'-V=J"ixﬁ+n g @21)
on o oy

La siguiente forma de la ecuacion (2.20 a) con un cambio aproximado de vanables,

S usa

Inw%draj':-—-]ﬁg(?dxay+§rn!w6ds 2.222)

jnw Zfakay = —Iﬂ%GdfmﬁHfrnwads (2.22b)

FUNCIONALES:

Una expresion integral de la forma:

I(u):ij(x,u,uI}ix, u=u(x), u' =

B
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Donde el integrando F (x,u,u‘) es una funcién dada de los argumentos x,u y du dx se
llama funcional. El valor 7(u) de la integral depende de ; de aqui que la anotacion
I{u) sea apropiada. Sin embargo, para una « dada, / (u) representa un valor escalar.

Usaremos el término funcional para describir funciones definidas por integrales cuyos
argumentos involucrados son funciones. Una funcional es una “funcién de funciones™.

Mateméaticamente, una funcional es un operador 7 reconociendo # en el escalar /{u)se

dice linear en# si y solo si satisface la relacidn:
Iom + Bv)= ad(u)+ piv) (2.23)

Para cualquier escalar oy las variables dependientes u yv.

Una funcional B(x,v) se dice que es bitineal si estd es lineal en cada uno de sus

argumentos #yv.

Blu,av, + Pu,,v) = aBlu,,v)+ B(u,,v)
(lincalida d en el primer argumento) (2.24)
B(u,cw[ + ﬁvz) = aB(u, v, )+ ﬁB(u,vz)
{lincalida d en el segundo argumentao)

Donde u,u,,u,,v,v, y v, son variables dependientes. Una forma bilineal B(u,v) se dice

que es simétrico en Sus argumentos #, Vv si:
B{u,v)=B(v,u) (2.25)

Paratodos uyv.

Un ejemplo de una funcional lineal es:
L dv
I(V)I IO Vf dx + E;(L)Mo

Donde f = f(X) y M,son cantidades conocidas. Un ¢ emplo de una funcién bilineal es
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u w) L aF—aﬁc

Donde @ = a(x)es una funcion conocida.

EL SIMBOLO VARIACIONAL.
Considere la funcién F=F (x,u,u'). "Para un valor fijo arbitrario de la variable
independiente x,/ dependedew yu'. El cambio avenu, donde aes una constante y

ves una funcion, es llamada la variacion de u y representada por du
Su = av (2.26)

El operador &se llama el simbolo variacional. La wvarigcion Jdu de una
funcionu representa un cambio admisible en la funcion u(x)en un valor fijo de la

variable independiente x. Si wes especificada en un punto (generalmente en la
frontera), la variacion de u es cero, ello debido a que el valor especificado no puede
variarse. Entonces, la variacion de una funcion de wu deberia, satisfacer la forma
homogénea de las condiciones frontera para u.La variacién Swen ues un cambio
virtnal. Asociado con este cambio en u (ejemplo « tendiendo a # +au ), hay un cambio
en /. En analogia con la diferenciacion total de una funcién de dos variables, la

primera variacion de F en  ¢s definida por

spoOF s OF (2.27)
ou  ou'

Notar la analogia entre la primera variacion (2.27), y la diferenciacion total de F;

g OF 4 [ OF ,  OF (2.28)
ox ou ou’

Ya gue x no es variada durante la variacion de # hacia u +du,dx =0 y la analogia entre

oF y dF llega a ser evidente, 8 actua como un operador diferencial con respeto a las
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variables dependientes. Se puede verificar facilmente que las leyes de variacion de
sumas, productos, relaciones, potencias, y asi sucesivamenie son completamente

andlogas a las leyes de diferenciaciobn correspondiente. Por ejemplo si

F,=F(u)y F, = F,(z) entonces:

o
2. 9

F,)=&F, £ &F, (2.29)
F,)= F,0F, + F,5F,

W
Cry

(F +

("

(EJ F&‘? FioF,
F

4 61(F,)"I=n(za)"-’ap

Adn mas, el operador variacional puede conmutar con los operadores diferencial e

integral (asi como se fijan las coordenadas x,y coordenadas Lagrangianas):

d d _av ., [ (2.30a)
a(&:)—»d—x(av)—adx—&: _5[‘#]

5£u(x}ix _ E&l(x)ir {2.30b)

2.3 FORMULACION DEBIL EN PROBLEMAS DE VALOR FRONTERA

De 1a seccidn 2.1, recordar que la motivacion para formulaciones integrales de
problemas de valor frontera se debe al hecho de que los métodos variacionales de
aproximacion, el Ritz, Galerkin, colocacion o en general métodos de residuo-
compensado, estan basados en las exposiciones de integral-pesada de las ecuaciones que
rigen. De aqui el método del elemento finito es una técnica para construir funciones
aproximaciéon requeridos en aplicacion de elemento discreto de cualquier metodo

variacional, es necesario estudiar la formulacion de integral-pesada y la formulacion
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débil de ecuaciones diferenciales. En adicion a la razéon antenior, las formulaciones
suaves también facilitan, de manera natural, la clasificacién de condiciones frontera en
condiciones natural v esencial. La cual jucga un papel importante en la derivacion de las
funciones aproximacion y la seleccion de los grados de libertad nodales del modelo de

elemento finito.

En esta seccidn, nuestro objetivo primario sera construir la forma suave de una ecuacton
diferencial dada y clasificar las condiciones frontera asociadas con la ecuacion. Una
forma débil es una exposicion de integral-pesada de una ecuacién diferencial en la que
diferenciacion se distribuye entre las variables dependientes y la funcién peso ¢ incluye

las condiciones frontera naturales del problema.

INTEGRAL PESADA Y FORMULACION DEBIL

Considere el problema de resolver la ecuacidon diferencial

d du (2.31a)
-— —|=¢glx) para O<x <L
LG CR:
Para la solucion #(x), sujeta a las condiciones frontera:
du (2.31b)
ulOj=u,,, a— =
O=u. [(a%] -0

Donde a y g son funciones conocidas de las coordenadas x, w, y J, son valores

conocidos, y L es la Jongitud del dominio en una dimension. Las funciones ¢ y ¢ y las
constantes #, y (), a lo largo de la longitud L del dominio, son los datos del problema.
La soluciébn # es la variable dependiente en el problema. Cuando los valores

especificados son diferentes de cero (u, 20 o Q, #0) , las condiciones de frontera son

no hemogéneas; cuando los valores especificados son cero, las condiciones frontera son
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homogéneas. L.a forma homogénea de la condicion frontera u(O) =u,esu(0)=0 yla

forma homogénea de la condicion frontera (a d‘/‘/:bc)’ L= 0,.

Debera recordarse que el propodsito unico de desarrollar una exposicion de integrai-
pesada de una ecuacion diferencial es tener los medios para obtener N relaciones

algebraicas lineales independientes, entre los coeficientes ¢, de la aproximacion.

N 2.32
umUy =208, 4,5) e

Esta es perfecta si se escogen N funciones de peso lineales independientes en la
exposicion integral-pesada, como se vera pronto.

Hay tres pasos en la obtencion de la forma débil, si ésta existe de una ecuacidn
diferencial. Esos pasos se ilustran por medio del modelo de ecuacién diferencial y
condiciones frontera en (2.31).

PASO 1, Mover todas las expresiones de la ecuacion diferencial hacia un lado,
multiplique toda la ecuacion por una funcion w, llamada la funcidn peso, e integral sobre

el dominio =(0,L) del problema.

o= w[~%((;%) _ q}ﬁ (2.33)

A lo cual llamamos exposicion de integral-pesada o residuo compensado equivalente
a la ecuacion original (2.31a). La expresion en el paréntesis rectangular no es
idénticamente cero cuando u se reemplaza para su aproximacion, matematicamente,
(2.33)es una exposicion e que €l eror en la ecuacion diferencial (debido a la

aproximacion de la solucion) es cero en el sentido de ia integral-pesada,

Cuando u es la solucion exacta, (2.33) es trivial, la exposicion integral (2.33) nos

permite escoger NV funciones linealmente independientes, para w y obtener N ecuaciones

para c,,¢,...,¢, de(2.32).
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Notar que la exposicion de integral-pesada de cualquier ecuacion diferencial puede
desarrollarse. L.a funcion peso w en (2.33) puede ser cualquier funcion integrable
diferente de cero. En general, la funcion peso w es la exposicion integral estd sujeta a
menos requisitos de rigurosa continuidad que la variable dependiente u. La exposicién
de integral-pesada es equivalente a solamente a Ja ecuacién diferencial y no incluye

condiciones frontera.

PASO 2. Mientras la exposicion de integral pesada (2.33) nos permite obtener el nimero

necesario N de relaciones algebraicas entre ¢, para N selecciones diferentes de la

funcidn peso w, se requiere qae las funciones aproximacion sea tal que Unfver(2.32)]sea
diferenciables cuantas veces sea llamada en la ecuacion diferencial originai y sarisfaga
las condiciones de frontera especificadas. Si esto no es importante, uno puede proceder

con la exposicion integral (2.33) y obtener ecuaciones algebraicas necesarias para ¢, .

Métodos aproximados basados en la integral-pesada de la forma (2.33) se conocen como
métodos residuales compensado. Si la diferenciacion se distribuye entre la solucion
aproximada Ux y la funcion peso w, la forma integral resultante requerira de

condiciones de suavidad contimla eng,, y entonces la exposicion integrai-pesada es

Hamada la forma débil. La formulacién débil tiene dos caracteristicas deseables.

Primero, requiere de continuidad méas suave de la variable dependiente, y

ordinariamente esto da lugar a una serie simétrica de ecuaciones algebraicas en los

coeficientes.

Segundo las condiciones de frontera natural del problema, se incluyen en la forma débil,
y por lo tanto la solucién aproximada Ux es requerida para satisfacer solamente las
condiciones frontera esenciales del problema. Estas dos caracteristicas de una forma
débil juegan un papel importante en el desarrollo de modelos de elemento finito de un

problema.
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La distribucion equitativa de diferenciacion entre la funcion peso y la variable
dependiente es posible solamente si las derivadas que aparecen en la ecuacion
diferencial son de igual orden. El trato de diferenciabilidad de la variable dependiente a
la funcion peso es dictado por la necesidad de incluir fisicamente términos de frontera
significativos en la forma débil, a pesar del efecto sobre los requisitos de continuidad.
Por otro lado, el trato de diferenciaciéon desde la variable dependiente hasta la funcion
peso no debera lievarse a cabo si conduce a términos de frontera que fisicamente no son

significativos.

Regresando a la exposicion integral (2.33) integramos el primer termino de la

expresidn por partes para obtener :

(el ]a]
:J; —a——-wq gdx—|wa—
dr dx dx |, (2.34)

Donde la formula de integraciéon por partes
I:wdv :—J;L vdv+[wv]é (2.35)

Con v =—adu/dx es usada en el primer término para arribar 3 la segunda linea de (2.34)
Una parte importante del paso 2 es que identifica los dos tipos de condiciones frontera

asociados con cualquier ecuacién diferencial: natural y esencial.

La clasificacion es irportante para los métodos variacionales de aproximaciéon
considerados en este capitulo y las formulaciones de elemento finito presentadas en los
capitulos 3-5 . La siguiente regla se usa para identificar las condiciones frontera y su

forma. Después de! trato de diferenciacion entre la funcidn peso y la variabie por

-
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ejemplo después de completar el paso 2 examine todos los términos frontera de la
exposicion integral. Los términos frontera involucraran tanto la funcién peso como la
variable dependiente. Los coeficientes de la funcion peso y sus derivadas en las
expresiones frontera son llamados las variables secundarias (SV). La especificacion de

la variables secundarias en la frontera, constituye las condiciones de frontera

naturalNBC). Para el caso en cuestion, el término frontera es w(ad%&) . El

coeficiente de la funcidn peso es ad%ix_ De aqui la variable secundaria es de la forma

adys, .

Las variables secundarias siempre tienen significado fisico, y son por lo regular

cantidades de interés.

La variable dependiente de un problema, expresada en la misma forma que la funcion
peso que aparece en el término frontera, se llama la variable primaria (PV), y su
especificacion en la frontera constituye la condicién de frontera esencial (EBC). Para ¢l
caso en consideracion, la funcion peso aparece en la expresion frontera [ver (2.34)]
comow . Por lo tanto, la variable dependiente # es la variable primaria, y la condicién

de frontera inicial involucra especificacidbn » en los puntos frontera.

Debe notarse que e! nimero y forma de las variables primaria y secundaria dependen
del orden de la ecuacion diferencial. El namero de las variables primaria y secundaria
siempre es el mismo, y para cada variable primaria hay una variable secundaria
asociada. ( Ejemplo : desplazamiento y fuerza, temperatura y calor y otras). Solamente
una del par de variables primaria 0 secundaria se puede especificar en un punto de la
frontera.

Entonces un problema dado puede tener sus condiciones frontera en una de tres

categorias : (1) todas las condiciones de frontera especificadas son EBC; (z'i) algunas de
las condiciones frontera son EBC y el resto son NBC ; o (iii}todas las condiciones

frontera son NBC. Para una ecuacion simple de segundo orden , como en el caso

presente , hay una variable primaria u v una variable secundaria (. Enun punto de
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frontera , solo uno del par (u,Q) puede especificarse . Para una ecuacion de cuario

orden tal como la teoria clasica de vigas ( Euler-Bernoulli), hay de dos de cada clase

( ejemplo: dos PV y dos SV) como se ilustrar més tarde. En general una ecuacion
diferencial de 2mth orden tiene mPV; y mSV_ esto es m pares de variables primarias y

secundarias.

Considere la ecuacion 0 = (ad’/‘ cix}"‘

() = variable secundaria.

donde n_ representa direccion coseno. (2.36)

= los angulos entre eje x y el normal a la frontera

Para una dimension, la normal a los puntos de frontera esta siempre a lo largo de la

longitud del dominio. Por tanto m, =-1 en el extremo izquierdo y nx=1 en el

extremo derecho de dominic : 7,(0)= -1y n (L)=1

En (2.36), (2.34) toma la forma:

L

0= L (a—— — wq ) [wa %]0

e () (o

: I"‘[ __wq}:x Q) - (wQ),

x=L

(=]

(2.37)
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La ecuacion 2.37 es llamada la forma débil de la ecuacion diferencial (2.31) débil se
refiere a la continuidad reducida de, la cual se requiere que sea diferenciable dos veces

en la forma integral pesada (2.33) pero sélo una vez en 2.37.

Paso 3. El tercer y ultimo paso de la formulacion suave es imponer las condiciones
frontera reales al problema. Se requiere que la funcidon peso w desaparezca en los
puntos frontera esencial especificadas se requiere que w satisfaga la forma homogénea
de las condiciones de frontera esenciales especificadas del problema. Este requerimiento
en wpodra verse arbitrario cuando se esta familiarizado con calculo variacional. En las
formulaciones débiles, la funcién peso tiene un significado de cambio virtual (6
variacion) de la variable primaria. Si una variable primaria se especifica en punto, el
cambio virtual debe ser cero. Para el problema en cuestiéon las condiciones frontera
estan dadas, en (2.31b). Mediante las reglas de clasificacion de las condiciones frontera,
u =u,cs la condicién dc frontera esencial y(aiu-) = (), ¢s la condicién de frontera
x=L

natural. La funcién w es necesario que satisfaga.

w(0} = 0, debido a que #(0)=u, yaque w(0)=0y

du du
o)=(agm)=(a)_ =0
(2.37) reduce a la expresion:
238
O:LL[aZZ—wq]dx—w(Lpo (2.38)

Que es la forma debil equivalente a la ecuacion diferencial original (2.31a) y a la

condicion de frontera natural (2.31b).



36

Los términos ~ forma variacional "y ~ forma débil " seran usados alternativamente.

La forma débil de una ecuacion diferencial es una exposicion de integral -pesada
equivalente a la ecuacion diferencial y las condiciones de frontera natural especificadas
en el problema. La forma débit existe para todos los problemas - lineales 0 no- que son
descritas por ecuaciones diferenciales lineai y de igual orden, la forma débil resuhante

tendra una forma bilineal simétrica en la variable dependiente u v la funcién peso w .

FORMAS LINEAL Y BILINEAL Y FUNCIONES CUADRATICAS.

Es informativo, aunque no necesario para el uso de métodos variacionales o métodos
del elemento finito, ver la relacion entre la forma débil y el minimo de una funcion
cuadratica asociada con la ecuacidn diferencial, la forma débil (2.38)contiene dos tipos
de expresiones, las que comprenden la variable dependiente # vy la funcion peso w
y las que envuelven solo las tltimas. Representamos ¢sos dos tipos de expresiones por
B(w,u) y{w) respectivamente:

(2.39)

Blw,u)= LLaZ gdx, Hw)= .[:wqcbc+w(L)Qu

De aqui la exposicion débil (2.38)puede expresarse en la forma

0 = B{w,u)-1{w) (2.40)

La cual es llama el problema variacional (o suave) asociado con las ecuaciones
(2.31) Usando las definiciones de las formas lineal y bilineal de la seccién 2.2.3 puede

verificarse que B(w,u) es bilineal y simétrica cn w y u y que /(w) es lineal fver 2.23 y
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2.24] . El problema variacional asociade con (2.31 a,b) puede expresarse como uno de

encontrar la solucion « tal que u tal que:
B(w,u)=(w) (2.41)

cumple para cualquier w que satisfaga la forma homogénea de las condiciones de
frontera esencial especificada y condiciones continuidad implicado por la forma débil

la foncién w se puede ver como una variacion (o incremento) de la solucién real u *,

u=u*+w (2.42)

y ues la solucién variacional, ejemplo la solucion de(2.41). ya que u#y #* pueden
satisfacer cualquier condicién de frontera esencial especificada(en adicion , # * también
satisface cualquier condicion de frontera natural especificada), se sigue que wdebe
satisfacer la forma homogénea de la condicidn de frontera esencial especificada. Por lo

tanto en {a notacion de(2.26), w es la variacion, ver seccion (2.24) de la solucion:

w=45

Entonces (2.40) se prede escribir como:
0 = B(Gu,u)- I{Gu)
si B(;)es simétrica, podemos escribir:
(2.43 a)

=5[%B(,,,u)]_a{z(u)]

= 8l {u)



donde

(2.43b)

](u)zéB(u,u)—l(u)

Arribando a la segunda linea de la (2.43a) las siguientes identidades son usadas:

Bléu,u)= a dou du 4 _ s ZK%T}&

i & dxl (2.44a)
= —5L at —zfdx = EJ[B(u,u)]
= [[ugdc+ (L0,
(2.44 b)

i, 5[ [Fuqds +u(L)Qo] = 8li(u)]

33

Notar que la llave de paso en la derivacion de la funcional / (u) de la forma suave es

la linealidad y simetria de la forma bilineal B{w.x) .

La relacién B(du,u)= ;SB(u,u)se cumple sélo si B(w,u)es bilineal y simétrica en

wy en u. Por tanto siempre que B(w,u) sea bilineal y simétrica y /(w)sea lineal, la

funcional cuadratica esta dada por (2.34b). Cuando B(w,u) no es hineal en w y #, pero

es simétrica , la funcional /(u)puede ser derivada , pero no de (2.43b)
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La ecuacion (2.43a)representa ia condicion necesaria para la funcional /() para
tener un valor extremo. Para problemas de mecénica de solidos, /(u)representa la

funcional de la energia potencial total y (2.43a) es la exposicion del principio de la

energia potencial total.

De todas las funciones admisibles #, que hacen de la energia potencial total I(u)un

minimo, también satisfacen la ecuacion diferencial y la condicion frontera en (2.31) .
En otras palabras, la forma suave de una ecuacion diferencial es la misma que la
exposicion del principio de energia potencial total. Para problemas de mecénica de

sélidos, la funcional 7 (u) puede no tener el significado de energia pero no obstante, es

usado para analisis matematico.

Come se dijo antes, cada ecuacion diferencial admite una exposicion de integral-
pesada , v una forma débil existe siempre que la ecuacion sea de orden de dos o mayor.
Sin embargo no todas las ecuaciones admiten la formulacién funcional. Para que
exista la funcional, la forma bilineal asociada debera ser simétrica en sus argumentos.
Por otro lado, los métodos variacionales y €l método del elemento finito no requiere de
una funcional; una exposicion integral una forma débil de la ecuacion a resolverse es
suficiente. Si cuenta uno con una funcional, la forma débil se obtiene tomando su

primera variacion.

Ejemplo 2.1. Considere la ecuacion diferencial

2.45a

—gx—(a%)—w+x2=0 para 0<x>1 ( )
sujeto a las condiciones frontera:

(2.45b)

u(0)=0 ( d”\|r_, =1

“i)

los datos sonfcf (231)} g=-x*, O,=1 u,=0.



Siguiendo los tres pasos para la construccion de exposiciones variacionales obtenemos:

1 1
2. 0=I a@@—cwu +wx? iy — waﬁ (2.46)
N de ),

Del termino frontera; es claro que la especificacion de u es una condicidn de frontera

esencial, y la especificacion de a<es una condicion de frontera natural. Ya que

a2 =]lenx=1y w=0en x=0(debido a que wes especificada aqui)obtenemos Ia

forma débil:
3.0= i(ai%—cwujdx+iwzdxﬁw(l) (2472)
0= Blw,u)- 1w} (2.47Th)
Donde:
b= [ O f
1{w) = wxae + w(1) (2.47¢)

ya que B()es bilineal y simétrica y K-)es lineal, podemos calcular Ia funcional

cuadratica de (2.43):
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R I

Las ecuaciones del tipo de (2.45) son de interés en el estudio de la deflexién de un
cable (¢ = 0}, donde  representa la deflexion transversal y a la tension en el cable . Los
primeros dos términos en la funcional cuadratica representan la energia elastica de
deformacién, mientras el ultimo término representa al trabajo desarrollado por la fuerza

distribuida en movimiento através del desplazamiento « .

El siguiente ejemplo ilustra la formulacion variacional de una ecuacion diferencial

de cuarto orden en una dimension.

Ejemplo2.2. Considere el problema de encontrar la solucién wa la ecuacién

diferencial.

d’ d*w (2.49)
?[b(x) e }—f(x)z Oparao>x<l1
sujeta a las condiciones de frontera
0)=— ,,=0, | & =M,, i —b =0
W( ) dx z=0 L] ( dxz Jj"FL o f:ath de ix:L
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Esta ecuacion interesa por ejemplo, en el estudio de la flexion elastica de vigas {bajo
ia hipotesis de Euler-Bernoulii). En este caso, w representa fa deflexion transversal de

las vigas, L es la longitud total de la viga, #(x)> 0 es la rigidez a la flexion de 1a viga

(por ejemplo , el producto del modulo de elasticidad £ y el momento de inercia 7 :

b=FEI) , f(x) esla carga transversal distribuida, y M, es el momento de flexion . La

solucion w es la variable dependiente del problema, y las otras cantidades (1,5, f, M, )
que son conocidas, son los datos del problema ya que la ecuacion contiene una derivada
de cuarto orden la integramos dos veces por partes para distribuir las derivadas por
igual entre la variable dependiente w y la funcién peso v, e integrando el primer

término por partes , dos veces con respecto a x obtenemos [ver 2.15].

i 2 2 2.51
EC I -
_fl(_av\d [, dw)_ d, dw)]
o~ Rl &) e dl %)

L g 2 2\ (2.52)
g e - sy
" ae | &l a a & )|

De la daltima linea, se sigue que la especificacion de wy %constituye las

condiciones de frontera esencial {geométrica o estatica), y la especificacion de

(2.53a)

2
4 b dw = I (fuerza cortante)
dx\  dx

2
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(2.53b)

2
[b Zx}:’] = M (momento de flexion)

Constituyen las condiciones de frontera natural. En el case presente, las condiciones

de frontera especificadas son(debido a las condiciones)

w(o)z[dﬂ ~0

atx)x:l)

De aqui, la funcion peso es necesario que satisfaga las condiciones

v(O): [dpjixﬂﬁ 0 (2.54)

Las condiciones de frontera son:

2 2 (2.55)
__‘g.. b__d“: =0 bdw ZIM()
del i’ ’ dx* ) .
x=f x=,

Usando(2.54) y (2.55) en (2.52), obtenemos

4 2 2
i d'vdw dv
O:LLb——z 3 —UF}iiu(—)

(2.56a)

MO

x=L



44

B(v,w)= Av) (2.56b)
Donde
, d’vd'w (2.56¢)
B(V, W) = A b@g{

10)= " vfm(%LMo

La forma cuadratica, cominmente conocida como la energia potencial total de la

viga, se obtiene usando (2.56¢) vy (2.43b)

- L] e (2 asn

Note que para la ecuacion de cuarto orden, las condiciones de frontera esencial
involucra, no solamente la variable dependiente sino también la primera derivada. Como
se vio antes, en cualguier punto de la frontera, solo una de las dos condiciones frontera
puede especificarse (esencial o natural).Por ejemplo, si la deflexidn transversa se
especifica en un punto de frontera entonces uno no puede especificar la fuerza cortante

V' en el mismo punto, y viceversa. Comentarios similares se aplican a la pendiente

d‘%ﬁc y al momento de fiexibn M Notar que en el caso presente, w y d’%& son las

variables primarias, v V' y M son las variables secundarias.
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2.4 METODOS VARIACIONALES DE APROXIMACION,

Nuestro objetivo en este seccion es estudiar los métodos de aproximacion variacionales.
Estos incluyen los métodos de Rayleigh-Ritz , Gelerkin , Petrov-Galerkin , cuadrado
minimo, vy colocacion. En todos ellos, veremos una solucion aproximada en la forma de

una combinacion lineal de funciones de aproximaciéon ¢, conveniente y parametros no

determinados ¢;: I . ¢ = Los pariametros €, son determinados de manera que la

solucion aproximada satisfaga la forma integral pesada o forma débil de la ecuacion que
rige o minimiza la funcién cuadratica asociada con la ecuacion estudiada. Los diferentes
métodos difieren uno de otro en la seleccion de la funcion peso w y las funciones
aproximacion ¢, .

El objetivo primario de esta seccion es presentar un numero de métodos variacionales
clasicos. Ei método del elemento finito, hace uso de los métodos variacionales para

formular la ecuacién directa sobre un elemento.

EL METODO RAYLEIGH-RITZ

En el método Rayleigh-Ritz , los coeficientes (', de la aproximacién se determinan

usando la forma débil del problema , y la seleccion de las funciones peso estan
restringidas a las funciones aproximacion , w = ¢, . Recuerde que la forma débil contiene
tanto la ecuacion diferencial que rige y las condiciones frontera naturales del problema,
v €s menos estricta en los requerimientos de continuidad en la solucién aproximada de la
ecuacion diferencial original o su forma integral pesada. El método se describe para un

problema variacional lineal.



Considere el problema variacional de encontrar la solucion # tal que
Blw,u) = Mw) (2.58)

Para todas las funciones suficientemente diferenciables w que satisfacen la forma
homogénea de cualquier condicion de frontera esencial especificada en » . Cuando la
funcional B es bilineal y simétrica y A es lineal | el problema (2.58) equivale a la

minimizacidén de la funcional cuadratica

(2.59)

Hu)= %B(u,u)—l(u)

En el método Rayleigh-Ritz ; vemos una solucion aproximada a (2.64) en la forma

de una serie finita

4y = icﬁéj 4, (2.60)

donde las constantes ¢, liamadas los coeficientes de Ritz , se escogen tal que (2.58)
cumpla para w =¢, (i=12,.,N). (2.58) cumple para N diferentes selecciones
de w, asi que las ecuaciones algebraicas N en ¢, son obtenidas. 1.a ecuacion algebraica

ith se obtiene sustituyendo ¢, por w :

B[qi,i(?,% +¢n] =Ng, Ni=12,.,N)
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Si B es bilineal, la sumatoria y las constantes ¢, pueden colocarse fuera del

operador. Tenemos

(2.61a)

éB(¢f,¢} X, = ¥4,)-B(#.4,)

N 2.61b
Y BjC, =Fi,  Bij=Blg.g, | Fi=Ng)-B(, -4,) e

lo cual representa la iésima ecuacion algebraica en un sistema de N  ecuaciones

algebraicas lineales en N constantes C.

; -Las columnas (¢ hileras) de los coeficientes

de la matriz Bij = B(¢i,¢j) pueden ser independientes linealmente para que se pueda

invertir la matriz coeficiente en (2.61).

Para formar bi-lineales simétricas, el método Rayleigh-Ritz puede verse también como
uno que busca una solucion de la forma en (2.60) en el cual, los pardmetros son

determinados minimizando la funcional cuadratica correspondiente a la bi-lineal
{simétrica, esto es , la funcional I(u) en (2.59). [Sustituyendo después =, de (2.60)
por # enla (2.59) e integrando, la funcional I(Zl) llega a ser una funcidn (cuadratica)
ordinaria de los parametros ¢,c,,...,Cx ] es que su derivada parcial con respecto a cada

parametro sea cero:



48

ol o o (2.62)

Entonces, hay N ecuaciones lineales algebraicas en N incOgnitas,

cJU = 1,2,_..N). Esas ecuaciones son exactamente las mismas como las de (2.61) para

todos los problemas para tos cuales el problema variacional (2.58) es equivalente a

8l =0 Por supuesto, cuando B(,) no es simétrica, no tendremos una funcional

cuadratica . En otras palabras, (2.61) es mas general que (2.62), y son las mismas cuando

B(-;) es bilineal y simétrica. En la mayoria de los problemas de interés en el presente

estudio, tendremos una forma bilinsal simétrica.

Retornando al método de aproximacion w, Rayleigh-Ritz en (2.60) observamos que
u, debe satisfacer las condiciones de frontera esencial especificadas del problema;

cualquier condicion de frontera natural especificada estar incluida ya en el problema

variacional (2.58). La forma particular de #, en (2.60) facilita la satisfaccion de las

condiciones de frontera especificadas. Usaremos la forma:
N
uN = ZCJ'¢J (x)
=1

No sera necesario satisfacer las condiciones de frontera no homogéneas. Por ejemplo,

suponga que #,; es requerida para satisfacer la condicion uN(xn )=u, enun punto de

frontera x=»x, :
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Ya que c, son parémetros desconocidos a ser determinados, no es facil de escoger
) tal que cumpla esta relacién. Si u, =0 entonces cualquier ¢ tal que

#,(x,)=0 satisfaccion del requerimiento. Escribiendo la solucion aproximada #, en

la forma (2.60), una suma de partes homogéneas y no homogéneas, las condiciones de

frontera esenciales no homogéneas pueden satisfacer por ¢,,4,(x, )= u, y $, son

requeridas a satisfacer la forma homogénea de la misma condicién frontera, ¢, (xo) =0.

De esta manera, #,, satisface las condiciones frontera especificadas:

)= 3°C 8, (50)+ o x0)

J=1
=0+u,

Si todas las condiciones de frontera esenciales especificadas son homogéneas (en
consecuencia el valor especificado u, es cero) .Entonces ¢, se toma como ceroy ¢,
debera satisfacer las mismas condiciones, ¢ (x,)=0. Ya que ¢, satisface las

condiciones de frontera esenciales homogeneas, la seleccion de w = ¢, es consistente
con los requerimientos de una funcién de peso. Las funciones aproximacion ¢,

satisfacen las siguientes condiciones

1) (a) ¢, debera ser tal que B(¢i,¢j) este bien definida v no-cero [Esto es ,

suficientemente diferenciable como lo requiera la forma bilineal B(-,)].
(b) ¢, debe satisfacer minimo la forma homogénea de las condiciones de frontera

esencial del problema. (2.63)

=1

2) Para cualquier m N , la serie de {gél_ } N alo largo de las columnas (e hileras) de

B(¢, ,¢,) debe ser linealmente independiente .
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Ya que ambas condiciones frontera [1(0)=u(1) = 0] sen del tipo esencial, podemos
seleccionar @ en el parametro N de la aproximacion Ritz, para satisfacer las

condiciones ¢,(0} =4, (l) =0 seleccionamos las siguientes funciones; ¢, =0 y
¢, = x(1-x),¢, = x*(1-x),...¢y =x"(1-x) (2.68)

Si uno selecciona las funciones ¢, = x*(1-x),¢, = x*(1-x) etc. , [no incluyendo} el

requerimiento 3 en las condiciones (2.63) se viola, debido a que la serie no puede ser
usada para generar el termino lineal x si la solucion exacta fo contiene. Como regla,
uno debe arrancar con la funcidn admisible de orden inferior ¢ incluir todas las

funciones de orden mas alto hasta e! grado deseado.

La solucion parametro N Rayleigh-Ritz para el problema es de la forma

N 2.69
N:C’,gé]+C2¢2+...+CN¢N:ch¢j (2.69)
=t

Sustituyendo esto en el problema variacional B{w,u)=Xw) obtenemos
de (&, 49, I A,
%S0 %o S Jjr=fora

N )

(2.70a)

i]CJB(¢.,¢J)= "4,)

1020130043
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Donde los coeficientes B(gé:,-;ﬁj) y Mg,) estan definidos por

. I (2.70b)
Blg,.¢,) j["‘é @, ¢j]abc,r(¢:)=—1x2¢icbc

0

El mismo resultado se puede obtener usando (2.59) [en vez de 2.58] tenemos

J(u)= %i[(g—)z —u’ + 2x2u:|dj

0

Sustituyendo para = #, de (2.75) en la funcional de arriba obtenemos:

st ) gl

Las condiciones necesarias para la minimizacion del , la cual es una funcion

cuadratica de las variables ¢,c,K ¢, son:

£ eonf[ (50 ) oSen oo

s=1

donde:

<
£

{de —m}m F=-[x¢ds
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Que son las mismas como en (2.70). Las ecuaciones (2.70a, b) cumplen para

cualquier seleccién de funciones aproximacion permisibles ¢, .

Para la seleccion de funciones aproximacion en (2.68).

Los coeficientes de la matriz B, EB(¢,.,¢J,) y coeficientes del vector

F. =Ng,)-B(g. — ¢, )= Ng,) pueden calcularse usando:

g =x{t-x)=x —x"

E:% S e ()
Tenemos:
N e e N e - (2722)
_ 2 L 2
T ey -1 Gt 2)iie3)

1 (2.72b)

__1 2l —
Fi= Lx(x e (3+id4+)

La ecuacion {2.70) se puede escribir en forma matricial como

[Bic}={F} (2.73)

Por ejemplo cuando N=2 (2.73) sera

1 [126 63][e,] 1 [3
420 63 52|le,[ 602
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Usando la regla Cramer’s para resolver las ecuaciones da

¢, =—1=-00813, ¢,=-2=-01707

La solucion del parametro dos Rayleigh-Ritz esta dada por

U, = ¢,y +C,0, =("1l2%xx_x2)+(_i%l§xx2 “xs)

= —Lliox +11x? - 21x°)

La solucion exacta de (2.65) y (2.66a) esta dada por:

, (2.74)

ulx) = sen x +:e ls]f:ln(l - x_) 4y

Los valores de los coeficientes de Ritz para varios valores de N pueden obtenerse
resolviendo (2.73). Una comparacion de la solucidn Rayleigh-Ritz {2.69) con la solucion

exacta (2.74) se presenta en la tabla 2.1 y fig. 2.2.

Serie 2. Para la segunda serie de condiciones frontera (2.66b) forma bi-lineal es la

misma que la dada en (2.67) y (2.70b). La forma lineal esta dada por ¢, =0
?\(w) = —J: wx dx + w(l) (2.752)

Y por lo tanto tenemos:

F = —J:x2¢,.dx +4, (]) (2.75b)

En este caso, las ¢, deberan ser selectas para saiisfacer la condicién ¢,(0)=0 debido

a que EBC solo estan en x=0. La siguiente seleccion de ¢, revine los requenimientos:



b =x (2.76)
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Los coeficientes B, y F, pueden calcularse usando (2.76) en (2.70b) y (2.75b)

respectivamente:
By:‘c(ijx’” 2_xw)‘m:1+IJJ1Y:—1_1'+;'+I &7
F = —I:x‘”dxﬂ = _;1*3 +1
TABLA 2.1
Comparacion de las soluciones Rayleigh-Ritz y exactas de la ecuacion:

2
—i{zi—u+x2:0 para0 <x <1; #(0)=ull)=0

“Coeficiente Solucién Rayleigh-Ritz —10u4 Solucion
Ritz* X N=1 N=2 N=3 exacta
N=1: 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

¢1=-0.1667 0.1 0.1500 0.0885 0.0954 0.955
N=2 0.2 0.2667 0.1847 0.1890 0.1890
c;=-0.0813 0.3 0.3500 0.2783 0.2766 0.2764
¢=-0.1707 04 0.4000 0.3590 0.3520 03518
N=3: 0.5 04167 0.4167 0.4076 0.4076
c;=-0.0952 06 0.4000 0.4410 0.4340 0.4342
c>=-0.1005 0.7 0.3500 0.4217 0.4200 0.4203
¢3=-0.0702 0.8 0.2667 0 3486 0.3529 0.3530
0.9 0.1500 0.2115 0.2183 0.2182
1.0 0.0 0.0 0.0 0.0
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*La solucién para el parametro cuatro Rayleigh-Ritz coincide con la solucién exacta

hasta cuatro posiciones decimales

0.6
— Three-parameter solution
and exact
o1 --- Two-pammeter solution
. —- Ome-parameter solution

~0.24
u(x)
-0.34
.4
=0.5 T T T T T LA B S g |

Figura. 2.2 Comparacion de la solucidon Rayleigh-Ritz con la solucién exacta de (2.65) y

(2.66a). La solucidon parametro tres y la solucion exacta no difieren en la escata del

dibujo.
TABLA 2.2
Comparacién de las soluciones Rayleigh-Ritz y exactas de la ecuacién:
2
—Q—uﬂcz =0 paraO<x<1; #«{0)=0, (@)' =1
dx’ dx ) __
Coeficiente Selucion Rayleigh-Ritz Solucién
Ritz* x N=1 N=2 N=3 exacta
=1: 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

c=1.125¢ 0.1 0.1125 0.1280 0.1271 0.1262
N= 02 0.2250 0.2530 0.2519 0.2513

¢1=1.2950 03 0.3375 0.3749 0.3740 0.3742

c=-0.15108 04 0.4500 0 4938 0.4934 0.4944
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N=3: 0.5 0.5625 0.6097 0.6099 06112
¢1=1.2831 0.6 0.6750 0.7226 0.7234 0.7244

¢2=-0.11424 0.7 0.7850 0.8325 0.8337 0.8340

c3=-0.02462 0.8 0.9000 0.9393 0.9407 0.9402

co 1.0125 1.0431 1.0443 1.0433

1.0 0.1250 1.1442 1.1442 1.1442

*El parametro cuatro de la solucién Rayleigh-Ritz coincide con la solucion exacta hasta

cuatro posiciones decimales.

La solucion exacta en el presente caso esta dada por:

x -2

—x)- i
ufx) = 2cos(1-x)-senx  , (2.78)
cosl
En la tabla 2.2 se presenta una comparacion de la soluciéon Rayleigh-Ritz con la

solucion exacta.

EL METODO DE RESIDUOS PESADOS
Como se sefialé anteriormente, uno puede escribirse siempre la forma integral pesada de
una ecuacidn lineal o no lineal {en las variables dependientes). La forma débil puede
desarrollarse si las ecuaciones son de segundo orden o mayor aun si elias son no
lineales. Sin embargo, no siempre es posible construir una variacional cuya primera
variacion sea igual a la forma variacional. El método Rayleigh-Ritz puede también
aplicarse a todos los problemas, incluyendo problemas no lineales, que tienen forma
débil. En este método, las funcienes peso son igualadas necesariamente 2 las usadas en
la aproximacion. El método de residuos pesado es una generalizacion del método
Rayleigh-Ritz en que las funciones peso pueden escoger de una serie de funciones
independientes y requiere solamente la forma integral pesada para determinar los
parametros. El método de residuos pesados puede usarse para aproximar la forma
integral pesada de cuaiquier ecuacion. Ya que la forma posterior no incluye cuaiquier

condicion de frontera especificada del problema, las funciones aproximacion deberan
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seleccionarse de modo que la solucion aproximada  satisfaga las condiciones de frontera
esenicial y natural. En adiccion, las funciones peso pueden seleccionarse
independientemente de las funciones aproximacion, pero se requiere que sean
independientes (asi que las ecuaciones algebraicas resuliantes sean linealmente

independientes). Esta flexibilidad es ventajosa en ciertos problemas lineales.

En esta seccion, discutimos primero el método general de residuos pesados y luego
consideramos ciertos casos especiales que se conocen con nombres especificos (ej.

métodos Garlekin y cuadrado minimoy).

El método de residuos pesados se puede describir en su generalidad considerando la

ecuacion operador
Alu)=f enQ (2.79)
Donde A es un operador (lineal o no lineal), a menudo un operador diferencial, actuando

sobre la variable dependiente ¥ y f es una funcion conocida de las variables

independientes Algunos ejemplos de tale operadores son:

[ ]
N
p—
S
I
L:s,
[ %]
F Y
=
a
™
=
—

(2.80)

(%]
Sy
=
I
i
Q|
TN
-
Qo
e
+
@l
F Y
o
@ |
o

I

-
p S
I

|

| &
F Y
=2

| &
Ly

ou  ow Mtu O{oum o
3. A(u,v)::u Vet —— b —] — +—
& dy & pl\y &

Para que un operador A sea lineal en sus argumentos, debe satisfacer la relacion:



donde €2es un dominio de dos dimensiones , y ¢ son las funciones peso , las cuales

en general , no son las mismas que las funciones aproximacion ¢ .La serie {gﬁ,} debe

ser una serie independiente. Por otro lado, las ecuaciones dadas por (2.84) no serin

linealmente independientes y no seran solucionables.

Los requerimientos en ¢, y ¢, para el método residuo-pesado son distintos de los del

método Rayleigh-Ritz, los cuales estan basados en la forma débil (integral) de la
ecuacion diferencial. El requisito de diferenciabilidad sobre ¢, en el método de residuo
pesado es dictado por la exposicion integral (2.84) | opuesto a la forma suave del metido

Rayleigh-Ritz . Por o tanto, ¢ debe tener derivadas diferentes del cero hacia arriba en

orden de aparicién en la ecuacidén operador (2.79) . Ya que la forma integral pesada
(2.84) no incluye cualquiera de las condiciones frontera especificadas (esencial o

natural) , debemos requerir también que u, en (2.82) satisfaga todas las condiciones
frontera especificadas del problema . Consecuentemente, @ se requiere que satisfaga
todas las condiciones frontera especificadas , y ¢, se requiere que satisfaga la forma

homogénea de todas las condiciones frontera especificadas del problema. Esos

requerimientos sobre ¢ y ¢, incrementaran el orden de las expresiones polinomiales
usadas por el método residuo pesado. En general, las ¢, usadas en este método son

funciones de mayor orden que las usadas en el méiodo Rayleigh-Ritz, v las funciones
usadas en el pasado pueden no satisfacer los requisitos de continuidad
(diferenciabilidad) del métode o residuo pesado. Varios casos especiales del método

residuo pesado se discuten en los siguientes parrafos.

EL METODO PETROV-GALERKIN. Fl método residuo pesado esta referido al
método Petrov-Galerkin cuando w, #¢ . Cuando el operador A es lineal (2.84)

puede simplificarse a la forma

i [L¢r A(¢J Wykj = IQWr[f - A(¢0 )}"5“‘5’
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(2.84)

observe que la matriz coeficiente {A] no es simétrica:

A, = [ vAlg Jaedy = A, (2.85)

EL METODO GALERKIN . Para la seleccion de la funcion peso i igual a la de la
funcion aproximacion ¢ , el método del residuo pesado es mejor conocido como el

método Galerkin. Las ecuaciones algebraicas de la aproximacion de Galerkin son:
(2.86a)

N
ZAEC; = F:
71

Donde

A, =] g A(g Jady. £ a7 - Al ety (2.86b)

De nuevo observamos que A, no es simétrica.

En general el método Galerkin no es el mismo que el de Rayleigh-Ritz, esto en cuanto a

lo requerido para determinar los coeficientes ¢, .

Las funciones apreximacion usadas en el método Galerkin se requieren que sea de

mayor orden que las usadas en el método Rayleigh-Ritz .
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Si la ecuacidn lo permite y uno lo quiere, la diferenciacion puede transferirse de la
solucion u ala funcion peso w=¢ ;v con ello obtener uno la forma débil para relajar
los requisitos de continuidad en las funciones de aproximacion e incluyen las
condiciones de frontera natural especificadas del problema.

Los métodos Rayleigh-Ritz y Galerkin producen las mismas condiciones en los dos

casos: {/) cuando las condiciones de frontera especificadas del problema son todas del
tipo esencial, y por lo tanto los requerimientos sobre ¢ en fos dos métodos llegan a ser
los mismos y ia forma integral pesada se reduce a la forma débil; y (7)) cuando las

funciones de aproximacion del método Galerkin son usadas en el método Rayleigh-Ritz .

EL. METODO DE CUADRADO MINIMO. En este método, determinainos los

parametres, minimizando la integral del cuadrado del residuo (2.83):

%IaRz(x’%"f)dmj’ =0
(2.872)

f%Rdx@:O

La comparacion de (2.87a) con (2.83) muestra que ¢ = % si A es un operador

lineal, @ = A(g) y(2.87a)llegaa

ST, Ae) o bt e, = M) - A sy

iAﬁcj _r (2.87b)

Donde:
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4= [L0Ap ey, F = [ g7~ Ag sy (2870

Notar que la matriz coeficiente A;j es simétrica, pero involucra el mismo orden de

diferenciacion como el de la ecuacion diferencial gobernante.

ElL. METODO DE COLOCACION. En el método de colocacion obtenemos una

solucion aproximada u, a (2.79) en la forma de (2.82) requiriendo que el residuo en la
ecuacion sea idénticamente cero en N puntos seleccionados x' = (x’, V' Xz‘ =12, ,N ) en
dominio de Q.

Rl¥,y'.¢,)=0 (i=12,...N) (2.88)

La seleccién de los puntos x° es crucial en la obtencion de un sistema de ecuaciones
bien acondicionado y para la obtencion de una soluciéon exacta. El método de colocacion
puede mostrarse como un caso especial de (2.84) con y, = &{¥',y’) donde &(x) es la

funcion delta Dirac definida por:
[ (e~ E)acdy = £(¢) (2:59)
Con esta seleccion de funciones peso, la exposicion de residuo pesado llega a ser:
fgé‘(x -x )R(x,cJ )fb:dy =0
Rlx.c )=0 (2.90)

Consideremos un ejemplo para ilustrar el uso de varios casos del método residuo pesado.



Ejemplo 2.6. Considere la ecuacion diferencial [ ver giemplo 2.4 en condiciones de

frontera serie 2 |

au (291)

2

~u+x=0, u(0)=0, w'(1)=1

Para un métedo de residuo pesado,$, y ¢, deben satisfacer las condiciones siguientes:
2, (0)=0, #(1)=1 (satisface las condiciones de frontera real)

é, (0) =0, ¢ (1) =0 (satisface la forma homogénea de las

condiciones frontera especificadas)

Para una seleccion de polinomios algebraicos, suponemos que 4, (x) =a+bx y seusan

las dos condiciones en @, para determinar las constantes @ y 5. Obtenemos

¢o(x): x

Ya que hay dos condiciones homogéneas, debemos suponer un polinomio de
pargmetro tres como minimo para obtener una funcion no cero, ¢ =ag+bx+cx’,

Usando las condiciones sobre ¢, , obtenemos:

¢, =—c.(2-x)

La constante ¢ puede ser igual a la unidad debido a que se observara dentro del
parametro ¢,.

Para ¢, podemos suponer una de las formas

¢, =a+bx+de® 6 ¢, =a+cx’ +dy’
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con d #0; ¢, no contiene todos los términos de todos las ordenes en cualquier caso
pero, la solucidn aproximada es completa debido a que {g,,4,}contiene todos los

términos arriba del grado tres. Para la primer seleccién de ¢, , obtenemos:

E! residuo en la aproximacion de la ecuacion es:

_[O+i Cj;f] (¢O+Zc¢J (292

c1(2—2x+x2)+cz(—2+4x—x +1x? )-~Jc+x2

R
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CAPITULO 3

ANALISIS DEL ELEMENTO FINITO EN PROBLEMAS DE UNA
DIMENSION CON VALOR FRONTERA DE SEGUNDO ORDEN

3.1 COMPARACION DE ELEMENTO FINITO CON LOS METODOS
VARIACIONALES.

Los métodos variacionales tradictonales descritos en el capitulo 2 dejan de ser
efectivos debido a un defecto serio, particularmente, la dificultad de construir las
funciones aproximacion. Las funciones aproximacion, aparte de satisfacer continuidad,
independencia lineal, perfeccion, y condiciones de frontera esenciales, son arbitrarias, la
seleccién se hace mas dificil cuando el dominio dado es geométricamente complejo. La
calidad de la aproximacion es afectada directamente por la seleccion de las funciones
aproximacion, ¢s inquietante conocer que entonces no  existe procedimiento para
construirlas.

Debido a este defecto, a pesar de la simplicidad en obtener soluciones aproximadas,
los métodos wvanacionales tradicionales de aproximacion, punca se consideran
competitivos computacionaimente, cuando se comparan cou los esquemas tradicionales
de diferencia finita.

idealmente hablando, un método computacional efectivo debe tener las siguientes

caracteristicas:

1. Debe tener una matematica perfecta asi como bases fisicas.



