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No debera tener limitaciones cuando se considere la geometria, la composicion
fisica det dominio, o la naturaleza de la carga.
El procedimiento formulativo debera ser independiente de la forma del dominio y
la forma especifica de las condiciones frontera.
El método debera ser flexible en cuanto a los grados de aproximacion sin

reformular el problema completo.

Debers involucrar un procedimiento sistematico que pueda automatizarse para

usarse en computadoras digitales.

El método del elemento finito es una técnica en la que el dominio esta representado

como un conjunto de dominjos simples, {lamadas elementos finitos, tal que, es posible

construir sistematicamente las funciones aproximacién necesitadas en una aproximacion

variacional o residuo pesado de la solucion de un problema sobre cada elemento. Por lo

tanto, el método del elemento finito difiere de los métodos tradicionales estudiados

antes en 1a manera de como se construyen las funciones aproximacion.

I.

El método del elemento finito tiene tres caracteristicas basicas:

Division del todo en partes. Lo cual representa geométricamente un dominio
completo como un conjunto geométrico de dominios simples, que dan lugar a una
derivacién sistematica de las funciones aproximacion.

Derivacion de funcioues aproximaciéon sobre cada elemento;, las funciones
aproximacion son por lo regular, polinomios algebraicos que se derivan usando la
teoria de interpolacion.

Ensamble de elementos. Basado en la continuidad de la solucién y balance de
flujos internos. El ensamble de elementos representa una analogia discreta del
dominio natural, y el sistema asociado de ecuaciones algebraicas representa una

analogia numérica del modelo matematico del problema que se esta analizando.

Las tres caracteristicas constituyen los tres pasos principales de la formulacion del

elemento finito, La geometria de los elementos usada para representar el dominio de un

problema debera ser, tal que, las finciones aproximacion puedan ser derivadas Unicas.

Las funciones aproximacién dependen no solamente de la geometria, sino también, del
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nimero y localizacidn de puntos llamados nodos, en el elemento y las cantidades a
ser interpoladas (ejem. solucidn, o solucidon y sus derivadas ).Una vez que las funciones
aproximacion se han derivado, el procedimiento para obtener relaciones algebraicas
entre los coeficientes desconocidos (lo cual da los valores de la solucion en los nodos

del elemento finito) es exactamente el mismo usado en los métodos Rayleigh-Ritz y
residuo pesado.

El método del clemento finito, no solo supera el defecto de los métodos
variacionales tradicionales, sino que también estd dotado de una técnica computacional

efectiva.

Los pasos basicos involucrados en el analisis del elemento finito de un problema se
dan en la tabla 3.1

TABLA 3.1:

Pasos involucrados en el analisis del elemento finito de un problema:

1. Discretizacion (o representacion) del dominio dado en un conjunto de elementos

finitos preseieccionados. (Este paso puede postponerse hasta que se complete la

formulacién de la ecuacién del elemento finito)
a) Construya la malla del elemento finito de los elementos preseleccionados
b} Numero de nodos y elementos
¢} Genere las propiedades geométricas (coordenadas y areas de seccion
transversal) necesarias para el problema.

2. Derivacion de las ecuaciones de elemento para todos los elementos

tipicos en la malla.

a) Construir la formulacién variacional de la ecuacion diferencial dada sobre el

elemento tipico.

b) Suponga que la variable dependiente tipica # es de la forma.

1
u :‘zu;"f/i
|

y sustituya en el paso 2a para obtener las ecuaciones de elemento

en la forma
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& Hrt =4}

) Derive o seleccione, si estdn disponibles en la redaccion, funciones

interpolacién de elementos ¥; |y calcule las matrices de elemento.

3. Ensamble las ecuaciones de elemento para obtener las ecuaciones del problema total

a. Identificar las condiciones de continuidad de inter-elemento entre las
variables primarias (relaciones entre los grados de libertad locaics y los
grados de libertad globales-conectividad de elementos) mediante la relacion
nodos del elemento a nodos globales.

b. Identificar las condiciones de equilibrio enire las variables secundarias
(relacion entre la fuente local o componentes fuerza y las componentes de
la fuente especificada globalmente).

¢. Ensamble las ecuaciones de elemento usando los pasos 3a y3b.

4. Imposicion de las condiciones frontera de un problema.
a) ldentificar los grados de libertad globales primarios especificados.
b) Identificar los grados de libertad globales secundarios especificados (si no se

dan en el paso 3b).
5. Solucidon de las ecuaciones ensambladas.

6. Postprocesamienio de los resultados.
a) Calcular el gradiente de la solucién de otras cantidades deseadas de los
grados de libertad primarios calculados en el paso 5.

b) Represente los resultados en forma tabular o grifica.

En las secciones que siguen, nuestro objetivo seré introducir muchas ideas
fundamentales que forman las bases del método del elemento finito. Los pasos basicos
de un analisis de etemento finito se introducen via un modelo de ecuacion diferencial de

segundo orden, representativa de muchos sistemas de una ecuacion de una dimension.
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3.2 PASOS BASICOS PARA EL ANALISIS DEL ELEMENTO FINITO

MODELO DE PROBLEMA DE VALOR FRONTERA

Considere el problema de encontrar la funcion #=(x) que satisfaga la ecuaciéon

diferencial :

_“{( d_ﬂ‘) -0 Coexel (3.1)
~ e\ reu—g= para: 0 < x <

y las condiciones frontera
du 3.2)
u(O) =uy,, (a ——-] =0,

donde a=alx), c=cx), g=¢(x), 4,y Q, son los datos del problema (cantidades

conocidas).

La ecuacidn 3.1 esta en conexidn con la descripeidn analitica de muchos procesos
fisicos. Por ejemplo, conduccién y conveccion de calor en una pared plana o aleta
transferencia de calor en una dimensitn), flujo a través de canales y tuberias, deflexion
transversal de cables, deformacion axial de barras (ver fig. 3.1a) v muchos otros

procesos descritos en la tabla(3.1). La tabla 3.2 contiene una lista de varios campos de

probiemas descritos por (3.1).
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Figura 3.1 Discretizacion del elemento finito de un dominio en una dimension:

problema fisico; (b) idealizacion matematica; (c) discretizacion del elemento finito.

71

(a)



72

TABLA 3.2

Algumos gjemplos de las ecuaciones de segundo orden en una dimensidn

—-é(aﬁqu paral<x <l

du
Condiciones: de frontera esencial: # _,= u, de frontera natnral| a E =t =

Carnpo Variable primaria Término fuenie Variable seamdaria
u a g O,

1. Deflexion transversat Deflexion Tension en Carga transyersal Fuerza axial

de un cable transversal cable distribuida
2. Deformacién axial de Desplazamiento EA(E=mddulo, Friccidn o fierza de Fuerza axial

una barra longiudinal A= Area sece. Transv.) contacto sobse barra
2. Trensferencia de calor Temperatura Conductividad térmica Generacidn de caler Calor
4. Flujo através de Presitn 7z D*128u Fuerte de flujo Razén de flujo

tubos hidrostatica D=Diametro (2eneralmente cero)

H =viscosidad

5. Flujo laminar Velecidad Viscosidad Gradiente de presion Esfuerzo axial

mecompresible a
través de un canal
bajo gradiente a

presion constante

6.Flujo a través deun Fusntz de fluido Coeficiente do Flujo de fluido Flujo
medic poroso permeabilidad
7. Electrostatica Potencial Constante Densidad de carga Fluje elédrico

cectrostatico dieléctrica



73

5. Flujo laminar Velocidad Viscosidad Gradieme de presion Esfuerzo axial
incompresible a
través de un carsal
bajo gradiente a
presion constarte

6.Flujo a través (%e un Fuente de tluido Coeficiente de Flujo de fluido Flujo
medio poroso permeabilidad
7. Electrostitica Potencial Constante Densidad de carga Finjo ekéctrico
clectrostatico dieléctrica

Cuando o{x} =0.
A continuacion se presenta paso por paso un procedimiento para la formulacién y

solucion de (3.1) mediante el método del elemento finito.

DISCRETIZACION DEL DOMINIO

El dominio del problema en ¢l caso presente, consiste en que todos los puntos entre
x=0yx=L0,L}); ver fig. 3.1(b). El dominio Q se divide en dos series de elementos
finitos, un elemento tipico de longitud A, existe y esté localizado entre los puntos Ay
B. El conjunto de tales elementos se [lama la malla del eiemento finito del dominio.
(ver fig 3.ic). La razdn para dividir el dominio en elementos finitos es doble: primero,
para representar la geometria del dominio; y, segundo para aproximar la solucion sobre
cada elemento de la malla para representar mejor la solucion sobre el dominio entero.
La aproximacion del dominio en el caso presente ne es interés, ya que es una linea recta.
Si el dominio es una curva entonces la aproximacién mediante una serie de lineas rectas
0 curvas es necesaria para representarlo. La aproximacion de la solucion sobre cada
elemento de la malla es mas simple que su aproximacion sobre el dominio entero.
Recordar que en los métodos variacionales tradicionales, la solucion requiere satisfacer
las condiciones frontera del problema  Esto presenta algunas restricciones en la
seleccion de funciones aproximacion, especialmente cuando existe discontinuidad en ia

geometria, propiedades del material, y/o carga del problema.
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Para conectar los elementos e imponer continuidad de la sohucion en nodos comunes

a elementos, identificamos los extremos de cada elemento linea como los nodos del
elemento.
Dependiendo del grado de aproximacion polinomial usado para representar la solucion,
se pueden identificar nodos adicionales dentro del elemento. Los nodos juegan el papel
de puntos de interpolacion, en la construccion de las funciones aproximacion de un
elemento.

El nimero de elementos usados en un problema, depende del tipo de elemento y
exactitud deseada. Siempre que un problema se resuelva por el método del elemento
finito por primera vez, une requiere investigar las caracteristicas de convergencia de
aproximacion del! elemento finito refinando la malla gradualmente (incrementado ¢l
nimero de elementos) y comparando la solucién con los obtenidos por elementos de
mayor orden. El orden de un elemento se refiere al grado de polinomio usado para
representar la solucion sobre el elemento.

DERIVACION DE LAS ECUACIONES ELEMENTO

La derivacion de ecuaciones de elemento finito, esto es ecuacicnes algebraicas que
relacionan las variables primarias con las variables secundarias en los nodos de los
elementos involucran tres pasos.

1. Construir la forma débil o residuo pesado de la ecuacion diferencial.
2. Suponer la forma de la aproximacion sobre un elemento finito tipico.
3. Derivar ias ecuaciones de elemento finito mediante la sustitucion de la solucion

aproximada cu la forma debil o residuo pesado.
Un elemento tipico Q° = (x A,xﬂ) , cuyos puntos exiremos fienen las coordenadas
X=X,Yx=Xp, se aisla de la malla (ver fig 3.2a). Damos una solucién aproximada a la

ecuacidn que rige sobre el elemento, usando el método Rayleigh-Ritz.

En principio, cualquier método que permita la derivacion de las relaciones,
algebraicas necesarias entre los valores nodales de la variable dependiente puede usarse.
Aqui se desarrolian las ecuaciones, algebraicas usando el método Rayleigh-Ritz, que
se basa en la forma débil de la ecuacion diferencial. Las ecuaciones resultantes de la

aplicacion de un método variacional, son relaciones entre las variables primarias



75

{aquellas involucradas en la especificacion de las condiciones frontera esenciales) y las
variables secundarias (las involucradas en la especificacién de las condiciones de
frontera naturales). Los tres pasos en la derivacién de las ecuaciones de elemento finito

de un elemento tipico de la malla se discuten enseguida:

PASO 1: FORMA DEBIL. En el método del elemento finito damos una solucién
aproximada a (3.1) sobre cada elemento finito La aproximacidén polinomial de la

solucién para un elemento finito Q° es de la forma:

n 33
Us = Zujy/;(x) 33)

donde u;son los valores de la solucion en los nodos del elemento finito y y son las

funciones aproximacion sobre el elemento. Los coeficientes #, son determinados de

modo que (3.1) sea satisfecha en sentido de integral pesada. El nlimero necesario v

suficiente de relaciones algebraicas entre los u; puede obtenerse, cambiando la forma

de la ecuacion diferencial (3.1) en una forma ingegral pesada.

0=I:w[— %(a %) +cu— qjlctx GH

donde w(x)representa a la funcion peso y € = (xﬁ ,xB)es ¢l dominio de un elemento

tipico (ver fig. 3.2a). Para u ~ U* y cada seleccion independiente de w, obtenemos una

ecuacion algebraica independiente relacionando todos los u; del elemento . Un total de

n ecuaciones independientes se requieren resolver para # valores ;. Cuando se escoge
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que wsea ¥, y (3.4) se usa para obtener la i-ésima ecuacién de las n ecuaciones

requeridas, el modelo del elemento finito resultante (sistema de ecuaciones algebraicas

entre los valores modales) es ¢l modelo del elemento finito Galerkin. Ya que (3.4)
contiene la segunda derivada de U, las funciones aproximacién y; pueden ser
doblemente diferenciables. En adicion, si las variables secundarias son incluidas en el
modelo, y; puede ser cibica.

Para suavizar la continuidad requerida de las funciones y/j(x) , Nos ocupamos de la

diferenciacion de (3.4) desde » hasta wtal que u y wsean igualmente diferenciadas
una vez cada una en el presente caso. La forma integral resultante es llamada la forma
débil de (3.1). Esta forma, no tan solo es equivalente a (3.1) sino también contiene las
condiciones frontera natural del problema. El procedimiento de tres pasos de
construccion de a forma débil de (3.1) se presento en el cap. 2 vy es visitada de nuevo en

el siguiente parrafo.
El primer paso es multiplicar la ecuacton diferencial gobernante con una funcién peso

e integrar sobre un elemento tipico. El segundo paso es llevar a cabo la diferenciacion

desde w hasta w, usando integracion por partes. Considere ia identidad.

_w[i[ai‘ﬁﬂ - _i(wa@] ] (.59

Lo cual es simplemente la regla de la diferenciacion del producto aplicada al
d: : ..
producto de dos funciones, aau y w . Integrando esta identidad sobre el dominio del

elemento obtenemos:

x 3.5b
_L“w[%[agxg)}b=ijagx_[wa%]dx+1‘:3%%dx:_|:wa__] +J. » a’w ( )
4 %, .
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Sustituyendo (3.5b) en (3.4) llegamos al resultado

dw du a‘u]"‘ (3.6)
dx dx dx |

0= [:a(aﬂﬁ +cwu — wq)dx - ':wa_

A

El tercer y ultimo paso es identificar las variables primarias y secundarias de la forma
(débl) variacional. Esto requiere que clasifiquemos las condiciones frontera esencial (6
geométrica) y natural (o fuerza). La clasificacién se hace unicamente examinando el

término frontera que aparece en la forma débil (3.6).

al.
wa —
ax |,

Como una regla, ¢l coeficiente de la funcion peso en la expresion frontera se llama la
variable secundaria, y su especificacion constituye la condicion frontera natural. La
incognita dependiente en la misma forma como en fa funcion peso en la expresidn
frontera es la variable primaria, y su especificacion constituye la condicion frontera

esencial. Para ¢l modelo de ecuacion a la mano, las variables primarias y secundarias

san.

du
uy aazQ

En el escrito de la forma final de la expresion variacional (o débil), suponemos que
todas las condiciones frontera en el nivel del elemento son del tipo natural, asi que

pueden incluirse en la exposicion variacional.

du | du (3.7)
-0, *(a_)lx . O —‘[aa)x ,
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Las variables primarias y secundarias en los nodos se muestran sobre ¢l elemento

tipico fig. 3.2 (b).

Esta figura es el diagrama de cuerpo libre del elemento tipico. Con sus fuerzas
internas (reacciones) () y (J,. Las cantidades QOF =0, y O, =0, tienen el
significado de fuerzas en la deformacién axial de barras; O, es una fuerza compresiva
mientras Q; es una fuerza a tension (algebraicamente ambas positivas como se muestra

en la fig. 3.2b).

Con la observacion en (3.7) la forma variacional llega a ser.

of dwdu (3.8)
O:L:(aaak-z-cwuqu}ﬁr—w(xfipﬁ—w(xB)QB

e Xy |
e I
. e s —
s

——————————— - X=X-x,
7 _
/,_.,x Ar--»x B'

=0 x=h,

4

e du ule, J=u ulx, )= ) ( du)
Q,=—(ad;)xﬁxd — - e O =—a

Fig. 3.2, Discretizacion del elemento finito de un dominio en una dimension para el

modelo de problema (3.1) (2)Un elemento finito tipico de la malla de elemento finito en
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fig. 3.1 (¢), x= coordenada global x =coordenada local, (b) un elemento tipico, con la

definicion de variables primarias (u}y secundarias (Q)de los nodos elementos.

La ec. (3.8) completa el procedimiento de¢ tres pasos para consiruir la forma débil en
(3.8) contiene dos tipos de expresiones; las que contienen w y «; y 1as que contienen solo

w. Agrupando en una expresion simple llamada la forma bilineal:

Blw,u)= rg(afm du +cwu}ix (3.92)
dx dx

X4

Representando todos los términos que contienen solamente w por A{w}, llamada la

forma lineal.
1) = [ wade + (e, 10, + e, 0, ¢.5)
,La exposicidn variacional puede escribirse ahora como:
Blw,u)=I(w) (3.10)

La cual se llama el problema variacional asociado (3.1) como se verd mas tarde, la
forma bilineal resuita directamente en la matriz coeficiente dei elemento, y la forma
lineal aparece en el vector columna al lado derecho de las ecuaciones del elemento

finito.

Cuando se tiene interés en matematicas aplicadas, o mecanica de solidos y estructural
se apreciard el hecho de que el problema variacional (3.10) no es nada, pero la

exposicion de la minimizacién de una cuadratica funcional o de energia potencial total

1{):
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donde & es el simbolo variacional (ver sec. 2.3.3) e { es la funcional cuadratica definida

por [ver(2.43b)]
I{u)= L Blu,u) - Nx) (3.11)

La ecuacion (3.11) se cumple soto cuando Al#) es lineal en 'y B(w,u) es bilineal y

simétricamente en # y w.

Cuando (3.1) describe la deformacién axial de una barra {B{u,u) representa la
energia elastica de deformacién almacenada en la barra, A{w) representa al trabajo
desarrollado por las fuerzas aplicadas y /(u) representa la energia potencial total del
etemento barra. Es importante notar, que las formulaciones de elemento finito, no
requieren de la existencia de la funcional 7{u). La cual es necesitada como una forma de
obtener exactamente »n ecuaciones algebraicas entre las #; de (3.3) de modo que la

ecuacion diferencial gobernante sea satisfecha sobre el elemento de manera significativa.
En ¢l presente estudio, usamos la forma suave de Iz ecuacion diferencial (3.8) 0 (3.10) y

el método Rayleigh-Ritz para obtener las » ecuaciones algebraicas entre las variables

nodales #] y Q7.

Paso 2. Aproximacion de la solucién. La forma d¢bil sobre un elemento es equivalente
a la ecuacion diferencial y a las condiciones de frontera natural del elemento. Las
condiciones de frontera esencial del elemento, digamos u(x A) =u,, Yy u(x B) =u, no
estan incluidas en la forma débil. De aqui que puedan incluirse en la aproximacion de
u(x) . Por lo tanto, la aproximaciéon de #(x) debe ser un interpolante, es decir igual a
u, en x, y Uy €nx,.

Una vez que la forma débil contiene la derivada de primer orden de u, cualquier
funcion continua seria candidata para la solucion del elemento finito. Representemos la

solucion del elemento finito sobre el elemento Q° = (x 4 ,xB) por IJ°. Entonces daremos

la solucién aproximada {/° en forma de polinomios algebraicos. La razén para esta
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seleccion es doble: primero, la teoria de interpolacion de analisis numérico puede usarse
para obtener las funciones aproximacién sistematicamente sobre un elemento; segundo,
la evaluacidon numérica de integrales de los polinomios algebraicos es sencilla.

Como en los métodos variacionales, las solucion aproximacion U° debe cumplir
ciertos requisitos para que sea convergente con la solucion real u asi como se

incremente el niomerc de elementos. Estos son:

1. La solucion aproximada debera ser continua sobre el elemento, y diferenciable, asi
requerida por la forma débil.

2. Deber4 ser un polinomio completo, esto es, incluir todos los términos desde €l menor
hasta el de mayor orden usado.

3. Debera ser un interpolante de las variables primarias en los nodos del elemento

finito.

La razén para el primer requisito es obvia; asegura una matriz coeficiente no cero. El
segundo requisito es necesario para capturar todos los estados posibles, esto es constante

lineal y asi sucesivamente de la solucion real.

El tercer requisito es necesario para satisfacer las condiciones de frontera esencial del

elemento y forzar continuidad de las variables primarias en puntos comunes a varios

elementos.

Para la exposicion varnacional a la mano, el polinomio de minimo orden es lineal. Un

polinomio lineal completo es la forma.

Ut =a+bx (3.13)

donde a y b son constantes. Estas expresion cumple los primeros dos requisitos en

(3.12). Para satisfacer el tercero:

Ue(xf,)=uf, U"(xB):u; (3.14)
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Expresamos las constantes ¢ y & en (3.13) en términos de u} y 4,. Las ecuaciones

(3.14) provee dos relaciones entre (@,8)y (uf Uy )

e— 1
u; =a+bx,

u, =a+bx, (3.15a)

¢ en forma de matriz

uf _‘_1 X, a]}
wl| 11 x5 |2 (3.15b)

a=1 /1 ta ——(u, X5 -—uzexA)E i(a‘fuf+a§u§)
u; x5 1 X5 A, h,
e I
donde b, =x,-x, y
al=(-1x, Bi=(-1; x{ =x,, ¥ =x, (3.15d)

En (3.15d), i y j permutan en un orden natural

St i=/, entonces j=2, si i=2, entonces j=1

afy B se introducen para mostrar la forma tipica de las funciones interpolacién. La

sustitucion de (3 15¢) en (3.13) produce:
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)=l + agug) + (8 105+ 5303

1 1
= ;(a 1+ h fx)uf +~};—(a s+8 Zx)ug

Esto es :
4
U(x) = oy (hy + (s = 3w (s
2l

(3.16a)

donde :

¢ ___L € e X8~ ¢ ——1— : 2X) ="
U/I(X)— he (a ¥ +ﬁlx)—* X, -x, > Wz(x)‘_ he (a2 +ﬁ 2x) - (316b)

Las cuales se llaman funciones aproximacion del elemento finito lineal.
Para la interpolacion lineal (3.16) marcamos los extremos como nodos 1y 2, y

renombramos las variables secundarias como ;

Q=0 =0 (3.17)

El nimero de nodos global para elementos conectados en serie puede relacionarse
con el nimero de nodos del elemento. Para elementos lineales, el nimero de nodos
global del elemento € son ¢ y e+, y las coordenadas globales de los nodos del

elemento son x,.x,,, (estoes x, =x, ¥ x, =x,,,)

Notar que las funciones interpolacidon del elemento y/ en (3.16b) estan

expresadas en términos de la coordenada global x (la coordenada del problema) pero se

definen solamente en el dominio del elemento ° :(x A,x3)=(xe,x“,). Si los



expresamos en términos de una coordenada X con origen en el nodo 1 del elemento, ¥}

(3.16b) toma las formas:

(3.18)

LT

_ X =
wf(x)=1-7;, W (F) =1-

La coordenada ¥ se llama la local o coordenada elemento. Las funciones ¥~ se
muestran en la fig 3.3(a). Notar que | esiguala ] en el node 1 y cero en el nodo 2, y
y, esigual a 1 en el nodo 2 y cero en el nodo 1. Estas propiedades de ¥/ se conocen

como las propiedades de interpolacion.
Las funciones interpolacion global @, se pueden definir en términos de las

funciones interpolacion del elemento correspondiente al nodo global I (ver

e -1 L4 e+l e€+2
f——— -, L
b—%
i =1 - %th,
wE = &h,
(a}
T\—**“ 21w, ”
b rd
) ,_I
"@ A im
il F-2 I— 1~ I rvi N+1

Numeros de nodo global Elementos tipicos

D, = :
$, para X, <x<x,,

: (b)
Figura 3.3. Funciones interpolacién a) local, b) global pama el elemento dos nedes lineal

I-1
{ para X, <x<x

(xA = xe:xﬁ' = xe+1)

fig.3.3 b), va que U°(x) de (3.16a) es una interpolante de w(x} sobre los elementos
Q°, " son llamadas También funciones interpolacién. Las funciones interpolacion

derivadas usando ia dependiente desconocida - no sus derivadas- en los nodos (esto es
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funciones interpolacién con continuidad ¢°) se llaman la familia Lagrange de funciones
interpolacion. Cuando la dependiente desconocida y sus derivadas en los nodos se usan
para derivar las funciones interpolacion, las funciones interpolacion resultantes se
conocen como la familia Hermite de funciones interpolacion.

Notar que . son derivadas sistematicamente; arrancando con un grade de polinomios
algebraicos supuesto para la dependiente desconocida y determinando los coeficientes
det polinomio en términos de los grados de libertad primarios, expresamos la variable
dependiente como una combinacion lineal de funciones aproximacion y las variables
nodal primarias. La llave del procedimiento es seleccionar el nimero y localizacién de
nodos en el elemento, tal que, la geometria del dltime este perfectamente definida. El
namero de nodos debe ser suficiente, para permitir el grado de interpolacion supuesto de
la solucién, en términos de las variables primarias. Para una aproximacion polinomial,
lineal, dos nodos con una ircdgnita primaria por nodo, son suficientes para definir la
geometria del elemento, siempre que los dos nodos sean los extremos del elemento. Ya
que un polinomio cuadratico se define Gnicamente por tres parametros, un total de tres
puntos nodales deben ser identificados en ¢l elemento.

Para definir la geometria del elemento, dos de los nodos deben ser los extremos del
elemento. E! tercero puede identificarse dentro del elemento.

Retornando a la aproximacién lineal (3.13) que se rehace como (3.16a), notamos que
la solucién verdadera es aproximada sobre cada elemento mediante un polinomio lineal
{/“(x) (vea fig. 3.4a). El error en la aproximacion, £ = u(x) - U*(x), puede reducirse
disminuyendo el tamafio del elemento &, o incrementando el grado de la aproximacion
(ver fig. 3.4b).

Una aproximacion cuadratica, es de la forma:

U(x})=a+bx+cx’ (3.19)

La cual requiere tres nodos para reescribir {/° en términos de los valores de #(x) en
los nodos. Dos de los nodos estan identificados en los extremos de los elementos para
definir 1a geometria, y el tercer nodo se toma del interior del elemento. En teoria el

tercer elemento puede colocarse en cualquier punto interior. Sin embargo, ¢l punto

»
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medio del elemento, equidistante de los nodos extremos es la mejor seleccion. Otras
selecciones (punto cuario) se dictan mediante consideraciones especiales (para tener un
cierto grado de singularidad en la derivada de la solucion).

Por lo tanto, identificamos tres nodos en el elemento de longitud A, (ver fig. 3.5a) y

reescribimos I/ °(x) en términos de los tres valores nodales, (uf Uy Uy ,) Tenemos:

u; =U“’(xf)=a+bxle +c(xf)2

Uy = U"’(x.j) =a+bx; +c*(x;’)2 (3.202)

—— Sokecion Exacta
eve Soludio seis el

== Soluddn tres dementos
lineales

tas Faacl

uix) J

@

— — Soluddn elenento Encal
wlx) NN
—ve. Solucion elementa /;} .
cnadratteo ’,? N ",‘
2 \\“\_
e e — x
i 2 3 d 5 -] 7
/F/
s
-~
rotel
)
Figura 3.4

Refinamiento de soluciones de elemento finito
a)Refinamiento de la malla usando elementos lineales

b)Solucion cuadratica del elemento usando tres elementos



o en forma de matriz :

ue
U,

e

Uy

1

|

{1 x;
1 x;

{1 X3 (x3"

(3.20b)

donde x es la coordenada global del i-ésimo nodo del elemento Q° . Invirtiendo las

ecuaciones de arriba, obtenemos

3

azéezafuﬂ 0—'f=x§(x§)2’x§(xf)z
-1
3

s Tant. A =(s) -

x 3 (3.21)
=y, #=-{x-x) D'=Xa
D p— i=1
et
e
(a)

lﬂ':f
1N
1N

37



Figura 3.5

Elemento cuadratico Lagrange de una dimension y sus funciones iaterpolacion

a)geometria del elemento, b)funciones interpolacion, ¢) funciones interpolacién global

correspondientes a las funciones interpolacidn cuadraticas. 1 representa al numero

global, e al nimero de elemento e / al nimero de nodo del elemento.

y (3.19) toma Ia forma :

3 322
U(e) = e (D + w et +ydat = 3w (e .22)

7=1

donde ¥/ son las funciones interpolacion cuadratica de Lagrange,

(3.23)

o i) =123)

WI(x)= De

Aqui D* representa al determinante de la matriz en 3.20b), y a/,f7yy; estan

definidas por 3.21). Los subindices usados (3.21) permutan en un orden natural.
si i=1 el j=2yk=3
si i=2 el i=3yk=1 y iamemo (3.24)

Eth elemento

st i lyk=2
Por ejemplo, e 5,35y ¥, estan dados por

e _ e e 2 e € 2 e € 2 2 2 ] € [
a, _x3(xl) ‘x:(xz) . B =(x|) _(xz) s V1T X X,

Las funciones interpolacién cuadraticas pueden expresarse en términos de una

coordenada local! ¥, con origen en el nodo 1, el extremo izquierdo del elemento. La

coordenada global x esta relacionada con la coordenada local ¥ mediante la relacion

X=X +¥ (3.25)
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donde x7=x, es la coordenada global del primer nodo del elemento Q°. Para un

elemento cuadratico, con el nedo interior, nodo 2, localizado en ¥ = a A, , tenemos:

(-2

Vi)t 0-3) (.20

donde O<a<lyx;, =xf +ah,, Para a:%, cuando el nodo 2 se coloca en el punto

medio del elemento ,(3.26) llega a ser :

-0

wi(F) = 43(1 _-’?j (327

La grafica de las funciones interpoiacion cuadratica se da en la fig. 3.5(b). La funcion

¥ esigual a 1 el nodo 7 y cero en los otros dos nodos, pero varia cuadraticamente entre

los nodos.

Toda la familia de funciones interpolacion de Lagrange satisfacen las siguientes

propiedades, conocidas como las propiedades interpolacion.

of _|o sii = J
0 vit)=a={} 51
L] ) n CiQ{:
(2) Dyi(x)=1, deaqui ), T =0

7=i =1

(3.28)



90

donde n-1 es el grado de polinomios interpolacién y x7 es la coordenada global del

nodoj en el elemento Q°. Se puede verificar que las funciones interpolacion lineales en

(3.16)y las funciones interpolacién cuadraticas en (3.26) y (3.27) satisfacen las dos
propiedades en (3.28) . La primera es un resultado directo del requisito U e(xj) =u] ,y

la segunda viene de la inclusion de un termino constante en el polinomio . Por ejemplo ,
si la aproximacion [/° es para representar un estado de soluciéon uniforme

U® =U; = constante, entonces todas las #’ =U/; , y tenemos:

Us = 22Uy (x)
J=1

=35

Las proptedades de interpolacion (3.28) pueden usarse para construir las funciones de
interpolacion de Lagrange de cualquier grado . Por e¢jemplo , las funciones

interpolacion cuadraticas (3.27) pueden derivarse usando la propiedad (1) de (3.28) . De
aqui (%) debe desaparecer en los nodos 2y 3 estoesen X = %he y x=h, , esta es de

la forma :

vi® =(%-2n)(z-)

la constante C se determina de modo que ¥, esiguala 1l en ¥ = 0:

1 2
1:C(O+~"2~he)(0—hg) 6 C:E—z—

Esto da :



91

Que es la misma como en (3.27). Las otras dos funciones interpolacion pueden

derivarse de manera similar.

Aunque aqui se presenta una discusion detallada sobre como construir las funciones
interpolacién de Lagrange para elementos en una dimension, se encuentran disponibles
en bibliografias de an4lisis numérico, y su derivacion es independiente de la fisica del
problema a resolverse. Su derivacion depende solamente de la geometria del elemento y
del nimero y localizacién de los nodos. El mimero de nodos debe ser igual al nimero de
nodos en el polinomio. Por lo tanto, las funciones interpolacion derivadas arriba se usan
no solamente en la aproximacion del elemento finito del problema a la mano, sino
también en problemas que admiten la interpolacion Lagrange de las variables, esto es,
todos los problemas para los que las variables primarias son las incOgnitas dependientes

de ias ecuaciones que rigen:

PASO 3. MODELO DEL ELEMENTO FINITO. La forma débil (3.8) 6 (3.10) es
equivalente a la ecuacion diferencial (3.1) sobre el elemento Q° y también contiene las
condiciones de frontera natural (3.7). Mas aun las aproximaciones del elemento finito
(3.16a) 6 (3.22) satisfacen las condiciones de frontera esencial (3.14) de} elemento. Las
sustitucion de (3.16a) 6 (3.22) en (3.8) daran las ecuaciones algebraicas necesarias enire
los valores nodales u#° y (O dei elemento Q°. Para formular el modelo del elemento
finito basado en ta forma débil (3.8) no se necesita decidir el grado de aproximacion
de U°. El modelo puede desarrollarse para un grado de interpolacion arbitrario.

7
ute — Ue e x
; s (x) 5.29)

donde ¥/ son las funciones de interpolacion de Lagrange de grado n—1. Cuando

n>2, la forma débil en (3.8) debe ser modificada para que incluya las variables

secundarias diferentes a cero, si en el interier de cualquier nodo :



o-1(

Xy

aiﬂi@ +C\‘I’H)dx - qudr — iw(x:)Q,e
X4 =1

dx dx
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(3.30)

dondex; es la coordenada global del i-ésimo nodo del elemento Q°

Si los nodos 1 y n representan los extremos del elemento entonces O v OF

representan las fuentes de punto desconocidos . Y todas las demas (° son siempre

conocidas ( es decir fuentes de punto aplicado).

Siguiendo el procedimiento Rayleigh-Ritz desarrollado en la seccion 2.4 sustituimos

(329) para u y w,,y,..w. para w forma débil (3.30) para obtener

algebraicas :

0= _[:{a%i

n . dwe
(52

- |

Xp dy/e

0=| |a—2
XA [a Cix

Xp dl//e
0= '
‘[".4 [a 6&

S

1-1

o- o |

n
2.4

i-1

J +eyy [Zujwf(r)J —yiq -2yt
7=1

dy? S . o
"J+cw,{zu,.vfj(r)J—Mq >y
1-1 -1

(i-ésima ecuacion)

dw* n . L .
i}] +c¢f:(zﬂf§”;(x)] —wnq}i’— PR
g1 J=1

1 ecuaciones

(3.31a)
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Notar gue le nimero de ecuaciones algebraicas es de acuerdo a las variables

primarias del elemento . La i-€sima ecuacion algebraica puede escribirse como:

331b
ZK“ ¢ -0 (i=12....,n) ( )
Donde:
*u dl,l/, e . ¢ e e € ¢
K= [ 2 s ey o= Bluts), 4= [Paviae= ()
* (3.31c)

Notar que la propiedad (1) de interpolacioén de (3.28) se usa para escribir:

(3.32)

Swilxler -0

Las ecuaciones (3.31a) pueden expresarse en términos de los coeficientes
kj. 15 yQ como:
kil vk +. kol = £ 08
kol + ko vkl ul = £+ O

(3.332)

ket +ko i+, kiUt = £ 4O

Las ecuaciones algebraicas (3.33a) pueden escribirse en forma matricial como:

[k Yo} ={r}+{o} (3.33b)
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La matriz [k“] se llama lz matriz coeficiente, o matriz de rigidez en las aplicaciones de

la mecanica estructural. El vector columna { f "} cs el vector fuente o vector fuerza, en
problemas de mecanica estructural. Observe que (3.33) contiene 2n incognitas:
(uf Uy ,...,u:) y (Qf,Q;,...,Q: ) llamada grados de libertad nodal primario y secundario

del elemento. De aqui no se pueden resolver sin temer » condiciones adictonales.
Algunas de ellas se proveen por las condiciones de frontera y el resto por balance de las
variables secundarias (J' en nodos comunes a diferentes elementos. Este balance puede

implementarse colocando los elementos al mismo tiempo. (esto es, ensamblando las
ecuaciones elemento). Con el ensamble de ecuaciones y la imposicion de las condiciones

de frontera obtendremos el mismo niimero de ecuaciones algebraicas que el nimero de

grados de libertad desconocidos primario v secundario. La matriz coeficiente [ke], que

es simétrica, y el vector fuente { Vi "} pueden evaluarse para un elemento dado y datos

fac.y gq) para los valores de las constantes del elemento discreto acy ¢
(digamos a,.c,y qe) los coeficientes &, y f° pueden evaluarse ficilmente para un

elementa tipico

ELEMENTO LINEAL. Para una malla de elementos lineales Q° estd localizado entre

los nodos globates x, =xe y x; =x,,, (ver fig. 3.2). De aqui:

- d
K;=L’*[ d‘:c' di Cw.v/)]dx I f 'q, yldx

O en el sistema de coordenadas local ¥
d '// € € e he £
K= ( W vey, v/def, £o= [ apde

donde: x=x' +¥,y
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de=ar, WY
d  dE

Las y’° se pueden expresar en términos de ¥ [ver(3.18)] como:

S w

ol % e
¥, (x)=l—-h—, wi (%)=

£

Podemos calcular K7 y f;° evaluando las integrales. Tenemos:

a, 1
= ;1: + 3 Cehe
. A 1)1 Xx|Xx
s P55 (i e
1
=— h—” + gcehe =k, (por simetria)

Similarmente :
. ), 1 e (E) 1
.fl :L qe(}_;‘:]‘ﬁ—Ethe: fz —J; qg[h_eJﬁ_Ethe

Por lo tanto, para la constante g, la fuente total g, A es distribuida igualmente en los dos

nodoes. la matriz coeficiente y ¢l vector columna son:



qoaf 1 -1 enfz
[K]__k:[-—l 1}“ 6[] 2] (3.34)

a2, 1}
=5 {1 (3.34b)

Si a=a,x y ¢ =c,, 1a matriz coeficiente [k‘*] puede evaluarse como :

a,lx,+x,, 1 -1| chl|2 1 (3.35)
[K"’ = el et Tet g
h 2 -1 | 6 |1 2

&

13555588

)
:

-
!

e+l

Fignra 3.6. Aproximacion de un elemento con seccién transversal variable linealmente

mediante un elemento con seccién transversal constante.

Cuando @ es una funcion lineal de x, esto equivale a remplazar a en la matriz

coeficiente con su valor promedio [ comparar (3.34) con (3.35)]:

1 3.36
aa\g = E(xe +xe+1)ae ( )

Por ejemplo, en el estudio de barras con seccion transversal variable linealmente
e+l Ae =
a=FEA(x)=E| A, +——=%

Estas cantidades reemplazan la seccidn transversal variable con una seccidon
transversal constante dentro de cada elemento, el drea de la seccidon transversal de la

seccion constante, siendo el area promedio de la seccion transversal del elemento que
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varia linealmente (ver fig. 3.6). Aqui A4, representa al area de la seccion transversal en

x,y 4, estalque x=x,_,
Cuando a,c y ¢ son polinomios algebraicos en x, la evaluacion K y f; es sencilla.
Cuando son funciones de x complicadas se buscara la evaluacion numérica de las

integrales en [K’] y {f‘}.

Cuando a y g son constantes del elemento discreto v ¢=0, las ecuaciones del

elemento finito correspondiente al elemento lineal son:

al 1 -Vu| gqn (1] |OF
7l 1Hu;}‘7{1}+{95}

a a, 1 (3.37a)

=G = S0+ Of
ae e ag e 1 &
T TN = Ethe +4,
) ¢ (3.37)

ELEMENTO CUADRATICO. para una malla de elemento cuadratico, el elemento

) est4 localizado entre los nodos globales x, =x,,, ¥ X; =X,,,,. De aqui.

Kot dl‘/f dw d 4
K= [a — 17 de [ Loty
g Ix‘:r-l sz (ix 7 I ﬂk dx (338)

f= I:'wfqeabf = [*yrq.ax

Donde las funciones interpolacion cuadritica de Lagrange . (¥)i =12,3) estan

dadas en (3.27). Evaiuando las integrales en (3.38), obtenemos:



a8

2 2
e e _ [t 3 4x)4 & 1-3x (X} x( X
K =K., _j'0 {ae(—- A +hjj(he he]ﬂe[ n +2(he) }{4}1‘ [1—hj }}ﬁ

]

2
fe=p 4 1~§§+2[3J }& =;qehe =f; (porsimetria)

Notar que, para elementos cuadraticos, la fiente total ¢, no estd distribuida

igualmente entre los nodos. La distribucion no es equivalente a la de dos elementos

lineales de longitud ;hg. Por lo tanto, ¢l calculo de f° estaria basado en las funciones

interpolacion de ese elemento. La suma de f° para cualquier elemento seria igual a la

integral de g{x) sobre el elemento:

Z”:‘-ﬁ _ _[:q(x)dr (3.39)

Los valores de a,c, y g, las matrices del elemento de un elemento cuadratico son:

e N
a c
el L 3.40
[k w78 168 [+ 16 2 (3.408)
L1 -8 7 -1 2 4
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{re}=2eiy (3.400)

CONECTIVIDAD DE ELEMENTOS

En la obtencion de las ecuaciones del elemento, aislamos un elemento tipico (el e-
ésimo) de la malla y formulamos el problema variacional (o forma débil} y
desarroliamos su modelo de elemento finito. Para resolver el problema total, debemos
poner los elementos de vuelta en sus posiciones originales. Haciendo esto, antes de la
discretizacion, imporemos la continuidad de las variables primarias y el balance de las
variables secundarias en los nodos de conexion entre los elementos. La continuidad de
las variables primarias se refiere aqui a la naturaleza de la solucién evaluada simple; €l
balance de las variables secundarias se refiere al equilibrio de fuentes punto en la union
de varios elementos. Por lo tanto el ensamble de elementos se lleva a cabo imponiendo
las dos condiciones siguientes:

1. Continuidad de las variables primarias en nodos conectando

ut =u (3.41a)

esto ¢s, el ultimo valor nodal del elemento$2° es el mismo que el primer valor nodal del

elemento adyacente Q¢

2. Balance de las variables secundarias en los nodos conectados

0+ O 0 si no se aplica fuente de punto externa
+ = . .
noEt 0, siuna fuente de punto externa de magnitud ¢, se aplica (3.41b)

En ¢l escrito de (3.41) se supuso que los elementos estan conectados en secuencia. La

e+l

coniintidad de las variables primarias u; =u;" , y el balance de las variables

secundarias (J; + 0" parauna malla de elementos lincales se ilustra en la Fig.3.7 El
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balance de las variables secundarias puede interpretarse como la continuidad de a-;—ﬁi (
y4

no a?U /& ) enelpunto comun a los elementos Q° y Q' (cuando no hay cambio en

du
a~d—x se impone externamenie)

St

[éﬁje ( @erlmo
adr +—adx/, =

05+ =0

Lie*\(x)

I \ |

1

; 1

i

{
l;f N

" - 2 e e 2_!

e ° e+ 1 e+1e+2
MNimere de Neds Glabal

{a)

Figura 3.7.
Ensamble de dos elementos lineales de Lagrange :

a)continuidad de la variable primaria.

(3.42)
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b)balance de las variables secundarias.

La continuidad de las variables primarias en el inter-elemento es impuesta por €l renombre

de las variables #° y "' en x = x,, como uno y el mismo, particularmente el valor de

# en el nodo global V:

W=u=sU, (3.43)

donde N =(n-1)e+1 es el nimero de nodo global correspondiente al nodo # del
elemento Q° y el nodo 1 del elemente Q°' . Por ejemplo , una matla de £ elementos
finitos lineales (# =2} , tenemos :
w =U,
w=u; =U,

2 _ .3
U, = “Ua

(3.44)

Para gjecutar el balance de las variables secundarias (OF (3.41b) es claro que
podemos hacer Q7 +(O7"! igual a cero o un valor especificado solamente si tenentos

tales expresiones en nuesiras ecuacioncs. Para obtener tales expresiones, debemos

agregar la n-ésimo ecuacion del elemento ©Q° a la primera ecuacion del elemento Q7'

esto es, agregamos |

ZKe e_fe+Q

y ZK2+I e+] + e+l
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para dar:

(3.45)
&+ k)= g4 1 (@0
5=t :j-:_*_f;eﬂ_{_go

Este proceso reduce el nimerc de ecuaciones desde 2F hasta £ +1. La primera
ecuacion del primer elemento y la Ultima ecuacidén del Gltimo elemento permaneceran
invariables , excepto para el renombre de las variables primarias . El lade izquierdo de

(3.45) puede escribirse en términos de los valores nodales globales como:

(K:iuf + Ko ul+. .+K:mu§,) + (Kf]“uf” K v K ')
=K U, + KUy ot AKEU )

K U 4 Ky Uyt A KU g 1)

= K:IUN + K:ZUNH +"‘+K:(n—l)U\'+ﬂ—2

(K + KWy 4Ky 4 AR Uy

(3.46)

donde N =(n—1e+1  Paraunamalla de £ elementos lineales (n=2) , tenemos :

KU KLU, = 11 +0) (invariable)

KU, +(Ky + KN, + KU, = £+ R+ 0+ A

KU, +(KL + KW, + KU, = f2+ /7 + G + &0
(3.47a)
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Ky Uy MK+ KE Uy + RS, = 5 + £ 4 O 4 OF

Kf;UE + KZEZUEH = f2E + QzE Ginvariable)
invariable

Estas son llamadas, las ecuaciones ensambladas. Contienen la suma de coeficientes y
terminos fuente, en nodos comunes a dos elementos. Notar que la numeracion de las
ecuaciones globales corresponden a la numeracion de los grados de libertad primarios

global, U, . Esta correspondencia conduce a la simetria de las matrices del elemento a la

matriz global. Las ecuaciones (3.47a) pueden expresarse en forma matricial como:

P < o
K, K, +K? K 0 U,
K, K, +K} ) Us r
0 Ki'+KE K& Ug
| Kzsl bi; J ‘UE“‘
) [ @ (3.47b)

=< ' . ) >

T AE , T+ OF
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Recordar, que toda la discusion anterior de gnsamble, esta basada en la suposicién de que
los elementos estan conectados en serie. En general, varios elementos pueden ser
conectados en un nodo y los elementos no tienen que ser necesariamente numerados. En

este caso, la idea de arriba se mantiene, con el cambio de que los coeficientes de todos los

elementos conectados en un modo se sumaran

Barra Rigida
{restringida 3 meverse
horizenialmente)
Yt hy — - %
i =—=—"HE SN
g 1
o2l
ﬁ 3
1¢ - » o I
oL
% =
b hy —— hy = hy
Figura 3.8

La geometria y malla del elemento finito de una estructura barra.
Por ejemplo, considere la estructura que consiste en tres elementos barra mostrados en la

fig. 3.8. Considere que la barra de conexion es rigida (esto es, no deformable) y obligada a

permanecer horizontal todo el tiempo. Entonces las condiciones de continuidad y balance
v=ut=ul=U,, Q) +0+0QF=2P (3.48)

Para conseguir estan condiciones, debemos sumar la segunda ecuacion del elemento 1, la

primera ecuacion del elemento 3, y la segunda ecuacion del elemento 2:
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(Ki! + Kl )+ (Koad + K )+ (K202 + Koyu?) (3.49)

=[S SO0+ O

Anotamos la siguiente correspondencia de los valores nodales local y global (ver fig.

3.8)

De aqui (3.49) llega a ser:

KU+ KU, (K + K+ KW, +RSU, = [+ 2+ QL+ 07 + O
=f, + f+ fl+2P

Las otras ecuaciones permanecen invariables, excepto para ¢l renombre de las

variables primarias. Las ecuaciones ensambladas son:

0 K, 0 U A :
K, K} 0 JUz | I .. 2 ?

k k k5 ||u| |Aeres| |@rgio (3.50)
o kX Kk WU f? &

A
Donde. K=K, +K; +K},

Los coeficientes de la matriz ensamblada pueden obienerse directamente. Notamos que
el coeficiente global K}, es una propiedad fisica del sistema, relacionando el nodo global
1 al nodo global J. Para deformacién axial de barras, K, representa la fuerza requerida en
el nodo [ para inducir un desplazamiento unitarioc en el nodo ., mientras los

desplazamientos en los demas nodos son cero. Por lo tanto, K, es igual a la suma de
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todos los K para los cuales / correspondealy ja J,e/yj son los nodos locales del

elemento Q°. Por lo tanto, si tenemos una correspondencia entre los nimesos de nodos del
elemento y el nimero de nodos global entonces los coeficientes global ensamblados
pueden escribirse en términos de los coeficientes del elemento. La correspondencia se
puede expresar mediante una matriz [B], llamada la matriz de conectividad, cuyo
coeficiente 8, tiene el siguiente significado:

b, es el nimero de nodo global correspondiente al j-ésimo nodo del elemento 7.

Por ejemplo, para la estructura de la fig. 3.8, la matriz [B] es de orden 3X2 (3 elementos y

2 nodos por elemento).
1 3
[B]={2 3
3 4
Este arreglo puede usarse en una variedad de formas, no solo para ensamble, sino

también en la implementacion de la computadora en calculos de elemento finito. La

matriz [B] se usa para ensamblar matrices coeficientes como sigue:

K =K, Debido a que el nodo local 1 del elemento | corresponde
al nodo global 1.
K}, =K., Debido a2 que los nodos locales 1 y 2 del elemento 1

corresponde a los nodos globales 1 y 3 respectivamente

Y asi sucesivamente. Cuando se conecta mas de un elemento a un nodo global, los
coeficientes del elemento son sumados. Por ejemplo, el nodo global 3 aparece en las tres
hileras (elementos} de la matriz [B], implicando que los tres elementos estdn conectados
en el nodo 3 Mas especificamente, esto indica que el nodo 2 del elemento 1, nodo 2 del

elemento2, y el nodo 1 del elemento 3 son los mismos que el nodo global 3. De aqui

KL, +K;,+K: =K,
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Para la malla de 1a figura 3.8 tenemos:

K, =K}, Debido a que et nodo global 2 es el mismo que el nodo 1 y
el nodo global 3 es el mismo que ef nodo 2 del elemento 2.
K, =0, Debido a que los nodos globales 2 v 4 no pertenecen al

mismo elemento.
R 2 3
K33 “Kzz +K22 +Ku

vy asi sucesivamente.
IMPOSICION DE CONDICIONES FRONTERA.

Hasta este punto, la naturaleza especifica del problema no ha sido utilizada en el
desarrotlo del modelo del elemento finito o en el ensamble de elementos finitos. En otras
palabras, las discusion en la secciones anteriores, es valida para cualquier ecuacion
diferencial que sea un caso especial de la ecuacion del modelo (3.1). Un problema
pariicular difiere de otros, en Ja especificacion de los datos y condiciones frontera. Aqui
discutimos como imponer las condiciones frontera de un problema, sobre la serie
ensamblada de ecuaciones algebraicas. Sobre esto liltimo. Usamos el problema en la fig
3.8 Sus condiciones de frontera son evidentes en la estructura. Los grados de libertad

primarios conocidos {desplazamientos) son:
w =U, =0, ul=U,=0, u; =U, =0, (3.51a)
Los grados de libertad secundarios conocidos (fuerzas) son:

0;=0; =0} =2P (3.51b)
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Las fuerzas 0,.07 y {7son desconocidas (fuerzas de reaccion) y pueden
determinarse en la postcomputacion, es decir, después de que se determinen los grados

de libertad primarios.

Imponiendo las condiciones frontera (3.51) sobre el sistema ensamblado de las

ecuaciones (3.50), y para f°:

Kill 0 Kliz 0 ||U,=0 Qll
RN i
KZII K221 K?l.?. + K222 + K'l32 Kla'l US - 2P
0 0 K3 K WU =0] {02 (3.52)

debido a quel/,,l/, y U, soncero
Esto contiene cuatro ecuaciones con cuatro incognitas: U,,Q,,0] v O;.

SOLUCION DE ECUACIONES
Come un procedimiento estandar en el analisis del elemento finito, los grados de
libertad pnmarios desconocidos, son determinados considerando primero, que las
ecuaciones algebraicas corresponden a las variables primarias desconocidas. Por lo

tanto, en el caso presente, consideramos la tercera ecuacion en (3.52) para resolver U/, .

K U + KU, +(KL + KL + K, +K2U, = 2P
6

("(;z"'K;z +K|3| /3=2P—(K2'1U|+K;U2-

Las variables secundarias desconocidas, se determinan considerando las ecuaciones

restantes de (3.52), esto es, aquellas que contienen las variables secundarias

desconocidas:
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Klll 0 Kllz o Ul =0 Q:
0 Kl:!l Klzz 0 UZ =0 _ 12
Ky K5 Kp+Kp+Ky K| U [ |2pP
0o 0 K3 K3 U, = o (3.52)

debido a quel/,,U, y U, soncero

Es posible, aunque no comin con programa de computadora, mover todas las
incognitas al lado izquierdo en (3.52) y resolver para toda a Ja vez. Sin embargo este
proceso requiere mas tiempo computacional en problemas practicos.

En general, las ecnaciones del elemento finito ensambladas se pueden repartir

convenientemente en la forma siguiente:

g

donde {U '} es la columna de variables primarias conocidas, {U 2} es Ja columna de
vartables primarias desconocidas, {F '} es la columna de variables secundarias

desconocidas, y {F 2} es la columna de variables secundarias conocidas. Escribiendo

(3.55) como dos ecuaciones matriz obtenemos:

o) e )= ) @ 560
e} e ) 560

De (3.56b), tenemos:

PERTER) | 0509

Una vez que {U 2} se conoce, {F '} puede calcularse de (3.56a).
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POSTPROCESAMIENTO DE LA SOLUCION

La solucién de las ecuaciones del elemento finito da los valores nodales de las
incognitas primarias (esto es, desplazamiento, velocidad o temperatura). El
postprocesamiento de los resultados incluye uno o mas de lo siguiente:

1. El calculo de cualquier variable secundaria (el gradiente de la solucion).

2. Interpretacién de los resultados para checar si tiene sentido la solucién (una
comprension de los procesos fisicos y la experiencia son las guias cuando no hay
disponibles otras soluciones para comparacion).

3. Tabular y/o graficar la presentacion de resultados. Para determinar la solucion w
como una funcidn continua de posicion x, regresamos a la aproximacion (3.29) sobre

cada elemento:

U= 3y )

w(x)~{ U() = Y uly? (x)

U@ = Yul) ()

donde N es el nimero de elemento en la malla. Dependiendo del valor x, se usa la
ecuacion de elemento correspondiente de (3.57). La derivada de Ia solucion se obtiene

por diferenciacién de (3.57)
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(3.58)

e

de la solucién del elemento finito lineal /¢ es constante

Notar que la derivada

dentro de cada elemento, y es discontinua en los nodos debido a que la continuidad de la

derivada de la solucion del elemento finito en los nodos de conexion no es impuesta;

dUe 4 d(]'e-rl
dx dx

La derivada calculada para diferenties elementos que se encuentran en un nodo es
siempre discontinua en todas las aproximaciones C° (esto es aproximaciones en que solo

los valores funcion son interpolados), a menos que la solucion aproximada, coincida con
la solucién real.

Las variables secundarias ()] pueden calcularse de dos formas diferentes. En (3.54b),
determinamos las variables secundarias desconocidas, O/,07 y O, de las ecuaciones
ensambladas del problema en la fig. 3.8 ya que las ecuaciones ensambladas a menudo

representan las relaciones equilibrio de un sistema, las (° de ellas seran representadas

por (Qf)

equil
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Las (O° pueden determinarse también usando las definiciones en (3.7), reemplazando

u con U/ . Representariamos (J° calculado de ésta forma por (Q,")M - Ya que (Q;’") ar S€
calculan usando la aproximada U/°, no son tan exactas como (Qf)eqm. Sin embargo, en

codigos de computadora del elemento finito, (Qf)dg se calculan en vez de (Qf )Wl Esto

se debe principalmente a aspectos computacionales.

Recordar que, al llegar a resultado (3.54b), usamos parte de la matriz coeficiente
ensamblada. En la solucion numeérica de ecuaciongs algebraicas simultaneas en una
computadora, la matriz coeficiente ensamblada original se modifica con frecuencia, y
por lo tanto los coeficientes requeridos para la determinacion de las variables

secundarias no estan disponibles, a menos que sean asegurados en un arregio adicional.

Para el problema en la fig. 3.8. Tenemos:

@), = —(EA%) o= «M—mh‘l—“ = -%og = KLU,
(07) a "(EA dEquIM = KU,

, dU U,-U
@), =(£4% )| =E4=5 = (3.59)

EAU,
hy

= K;Us

donde A y 4, son las longitudes de los elementos 1 y 3, respectivamente. Las O,
calculados usando las definiciones (3.7) son los mismos que los derivados de las
ecuaciones ensambladas en general para el problema en la fig. 3.8, Esta igualdad no es
esperada en general . De hecho, cuando el vector fuente ¢ no es cero, la variables
secundarias calculadas de las definiciones (3.7) estarin en error comparadas con las
calculadas de las ecuaciones ensambladas. El error decrece conforme el nimero de

elementos del grado de interpolacion se incremente.
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Esto completa los pasos basicos involucrados en el analisis del elemento finito de la

ecuacion modelo (3.1).

COMENTARIOS SOBRE LOS PASOS DESCRITOS PARA EL. MODELO DE
ECUACION

Comentario 1. Aunque el método Rayleigh-Ritz se usd para obtener las ecuaciones del
elemento, cualquier oiro método podria usarse. Tal como el residuo ponderado,

(cuadrado minimo o Galerkin).

Comentarie 2. Los pasos 1-6 (ver tabla 3.1) son comunes para cualquier problema. La
derivacion de las funciones interpolacion dependen solamente de la geometria del
elemento, y el nimero y posicién de nodos en el elemento. El nimero de nodos en el

elemento y el grado de aproximacion usado estan relacionados.

Comentario 3, Las ecuaciones del elemento finito (3.31) son derivadas para la ecuacion

lineal de! operador:

d{ d
Alu)=¢g, donde A= _E(QEJ +c

Son validas para cualquier problema fisico que se describe por la ecuacion A(u)=¢ o
sus casos especiales . Uno necesita solamente interpretar las cantidades apropiadamente.
En la tabla 3.2 se enlistan ejemplos de problemas descritos por este operador. Por tanto,
un programa de computadora escrito para el analisis del eiemento finito de (3.1) puede
usarse para analizar cualquiera de los problemas de esta tabla.

Notar también que Jos datos a=alx),c=c{x),q = g{x) pueden ser diferentes en cada

elemento.
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Comentario 4. La integracion de las matrices elemento en (3.31¢) puede llevarse a cabo
en unag computadora, usando integracidn numeérica. Cuando esas integrales son

complicadas algebraicamente, no tiene uno otra scleccién, mas que la integracion

numerica.

Comentario 5. Como se notd en (3.48) y (3.51b), las fuentes punto en los nodos, estin
incluidas en el modelo del elemento finito via el balance de fuentes en ios nodos. Por
tanto, en la construccion de las mallas de elemento finito, uno incluiria nodos en los
lugares de las fuentes punto. $i una fuente punto no ocurre en un nodo, es posible
distribuirla a los nodos elemento. Haga que (J, represente una fuente punto en el punto

X,,X, < X, < x,. La fuente punto O, puede ser representada como una funcién mediante

g(x) = 0,8 (x - x,)

donde la funcién delta Dirac & () esta definida por :
[ s (x - x, )b = Fx,)

La contribucion de la funcidn g¢x) a los nodos del elemento Q° = (x y ,xB) se calcula de

[ver(3.31c)]

(3.60)

fi= J‘:‘I(X)V/.e(x)dx = _[:Qoé(x'” xo)'//;e(x)& = Qot//:e(xa)

donde ¥; son las funciones interpolacion del elemento Q. Por tanto, la fuente punte

(), es distribuida al nodo 7 de elemento mediante el valor Qozyf(xo). La ecuacion (3.60)
cumple para cualquier elemento sin tomar en cuenta el grade de la interpolacion, la
naturaleza de la interpolacion (polinomios Lagrange o Hermite), o la dimensién (1-D,

2-D 6 3-D) del elemento. Para funciones interpolacion Lagrange en 1-D, (3.60) produce
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f=0 a0, S =0

e €

Xpg — Xy _

=a(,

donde a:(xB —-xo)/ #1, es la razon de la distancia entre el nodo 2 y la fuente, a la

longitud det elemento.

Comentario 6 Hay tres fuentes de error que pueden contribuir a la inexactitud de la

solucién de elemento finito de un problema:

1. Error en la aproximacion del dominio, €l cual se debe a la aproximacién del

dominio.

2. Errores computacionales, los cuales deben a la evaluacion inexacta de los
coeficientes K y f,° 6 se introducen obligadamente a la aritmética finita en una
computadora.

3. Emor de aproximacion, debido a la aproximacion de la solucion mediante

polinomios de piezas discretas.

Una vez que la geometria del problema es representada exactamente, la aproximacion
lineal es capaz de representar la solucidbn exacta en los nodos (para
a=FA=consiante,c-0,f=0) . El primero y tercer tipo de errores son cero en el probiema
de la figura 3.8. E! unico error que puede introducirse en el resultado numérico final es

posible debido a la evaluacion por computadora de los coeficientes K] y f " y la

solucion de ecuaciones algebraicas.
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Comentario 7. La aproximaciéon usada en métodos matriciales de analisis estructural
para resolver ¢l problema en la fig 3.8, no es muy diferente el presentado aqui. La
diferencia consiste en la derivacion de las ecuaciones elemento (3.37a). En los métodos
matriciales de analisis estructural, las ecuaciones elemento se obtienen directamente de
las definiciones de esfuerzo y deformacion y sus relaciones. Por ejemplo, considere el
diagrama de cuerpo libre de un elemento barra (ver fig 3.2b). De un curso de cuerpos

deformables tenemos :

[fuerza=esfuerzo X drea de la seccion transversal
esfuerzo= modulo de Young's X deformacion

deformacion=elongacion/longitud original

La deformacién, es la deformacion promedio (0 de Ingenieria). Matematicamente, la
deformacién se define como & =d’%ix , siendo u el desplazamiento , que incluye

movimiento de cuerpo rigido tal como la elongacion en una barra . De aqui, la fuerza

en ¢l extremo izquierdo del elemento barra es:

Pf= A%t = AE"sp = AE T O (e )
1 o, & s 7 U, 2

donde o es el esfuerzo y E es el moédulo de Young's. Similarmente la fuerza en el

extremo derecho es:

By =2 (us 1)

(4

En forma de matriz , esas relaciones pueden expresarse como:

all -1|lz _ Pt
_B B 1l us = P (3.61)

La cual es [a misma que (3.37a) con £° = + f° . Note que en la derivacion de las

Ll

Bl

ecuaciones de elemento hemos usado el conocimiento de la mecinica de materiales y

la suposicion de que la deformacion es constante (o el desplazamiento es lineal) sobre
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la longitud del elemento. Las ecuaciones del tipo (3.61) pueden también obtenerse
para un elemento resorte, un elemento flujo en un tubo , un elemento resistencia
eléctrica y asi sucesivamente . Si se requiere una representacion de mayor orden de la
deformacién (o desplazamiento) no podemos escribir directamente [as relaciones
fuerza-desplazamiento (3.61). Debemos usar el principio de desplazamiento virtual ,

equivalente a la forma débil de la ecuacion que rige.

Comentario 8 : Otra interpretacion de (3.37) puede darse en términos de la
aproximacion de diferencia finita. En cualquier punto, x esta dada por:

P(x)=EAdu dx. Usando la aproximaciéon diferencia, aproximamos dudyx y

escribimos:

= P, = B Aol ), Go2)

Py = P, = B Afulx, ) - ufx)] (3.62b)

Las cuales son las mismas como en (3.61), con #; = u{xe) yu; = u(xm). A menudo se
usa la interpolacion lineal para obtener el valor de # en un punto diferente a los nodos

( o puntos malla)
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Comentario 9. Para el modelo del problema considerado las matrices de elemento [K "]

en (3.31b) son simétricas: K = K}, Esto le facilita a uno calcutar K,j(z =12,..n) para
Jj<i solamente. En otras palabras, uno necesita calcular solamente los términos
diagonal y los términos diagonal superior o inferior. Debido a ia simetria de las matrices
elemento, la matriz global ensamblada también sera simétrica. Por tanto, necesita uno
almacenar solamente el tridngulo superior, incluyendo la diagonal de la matriz
ensamblada en un programa de elemento finito. Otra caracteristica propia del método del
elemento finito es el esparcimiento de la matriz ensamblada. Ya que K, =0 si los
nodos globales no pertenecen al mismo elemento, en la matriz coeficiente global todos
los coeficientes mas alla de una cierta distancia de la diagonal son cero (matriz
bandeada). el maximo distancia entre el elemento diagonal, incluyendo el mas reciente
de una hilera y el Gltimo coeficiente no cero en esa hilera se lama el ancho medio de

banda y se puede calcular con la ecuacion

ancho de banda medio = max(|b,, -b,|+ 1) x NDF

donde E es el numero de elementos en la malla, NDF es el nimero de grados de libertad

por nodo, n es ¢l nimero de nodos por elemento y b, son los coeficiente de la matriz

conectividad. Una matriz es bandeada y simétrica, necesita uno almacenar solamente las
entradas en la banda superior o inferior de la matriz.

La simetria de la matriz coeficiente depende del tipo de ecuacion diferencial, su forina
variacional, y el naimero de ecuaciones del elemento fintto. El esparcimiento de la matriz
es el resultado de las funciones interpolacion del elemento finito que tienen valores no

cero solamente sobre un elemento del dominio.
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Comentario 10. El balance (¢ equilibrio) de las variables secundarias { o fuerzas) Q°

en las fronteras del inter elemeto se expresa por (3.41b). Estas sumatorias imponen la

condicion de que la variable secundaria aE en el nodo, donde # es la solucion real,

€

sea continua. Sin embargo, esto no implica continuidad de « o donde U° es la

solucion del elemento finito. Por tanto en general, tenemos:

O +0 =00 O, (3.63a)

pero :

(3.63b)

e\ e+l
("ﬁ‘}& +[—adl‘; J'I‘ 0 o O,

Nota: en la mayoria de los libros del método de elemento finito, este punto no esta claro
para ¢l lector. Esos libros consideran la forma cuadritica (3.11) del problema total y

omiten la suma de las contribuciones inter elemento (para elementos lineales)
N {2 0]
>(Tow]

en la forma cuadratica del problema. Sin embargo estas sumatorias imponen condiciones
de equilibrio de la forma (3.63a). Cuando se especifica que la variable secundaria no es

cero (digamos (J,) en una frontera inter elemento (digamos en el nodo global 2),

tenemos

01 +07 =0, Gi
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En oros libros, ¢J, se incluye en la funcional como Q,U, , donde U, es el valor de

u en el nodo global 2.

La forma variacional de la ec. (3.1) sobre el dominio entero {cuando ¢ =0), esta dada

por:
_t dvdu B
O—L (a e vgydx —v(x,) 0, @i

Cuando » es aproximada mediante funciones que se definen para un intervalo
local{que es el caso del método del elemento finito), el uso de la forma variacional
implica la omisidn de la suma de las contribuciones inter elemento de (1).

Yaque w’(R=123) es cero en cualquier elemento Q’, para e = f (ver fig.3.3b), la

solucion de elemento finito (global), para ¢l dominio entero esta dada por:

U,(x)- Zr[zu wf};m o,() )

donde @, (_r) (I = 1,2,3,4) son las funciones de interpolacion global continuas:

o, (x): w;.u)(x_) para x,  Sx<Xx »
%I(x) para x, <x<x,,



Sustituyendo (iv) para # y v =, en (iii), obtenemos:

L d®,
.L ( dfrj “I)JQJabc_q)J (xz)Qo
J' l
ya que ¢, es diferente de cero solo entre x,,, ¥ ¥, ,las integrales son:
J‘%f+1'_ d‘b ﬂiq) _ d(p dq) +
0= L 1‘}"?@&1 -_af)iil +U1 ‘B;} +U1+1 _abcf—l) - q)qudx_ (DI (xz )Qo

y tenemos (para una malla de tres elementos):

5 | dD do ad
=i O:L,*O[a Cbrul((]] —-‘;r—l-‘i'Uz EZ‘)—G)IQ:,C&—(DI(XZ)QO

= | dP, do, ao, ao
1= O:LI—O[ "Ex_([] Fx“ +(] a& U T{f]—@g}dx—@z(xz)Qo

I=3 ozf“L{a%(

dod
4 d; )_(I)Sq]dx_q)z(xz )Qo
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(vi)

(vii)
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x=L| d® dd do
=4 0:_[@ {a d; [Us a;+U4 d‘]—d)“q]dx—d",(xz)Qu

Esas ecuaciones, llevando a cabo las integraciones, dan la (3.47) con la tltima columna

en la posiciéon reemplazada por:

?’ (%)
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CAPITULO 4

ANALISIS DE ERROR DEL ELEMENTOQO FINITO

4.1. ERRORES DE APROXIMACION
Los errores introducidos al interior de la_solucion de una ecuacidén diferencial dada
pueden atribuirse a tres fuentes basicas.
1. Error de aproximacion del dominio, debido a la aproximacion del dominio.
2, Errores de cuadratura y aritmética finita, debidos a la evaluacion numérica de
integrales y al calculo numérico en una computadora.

3. Error de aproximacion, debido a la aproximacién de la solucion.

N 4.1
usu, = ZU1¢1 1)
F

dondel/,, representa el valor de wen el nodo global /7, y ¢, representa la funcion
interpolacion global asociada con el nodo giobal 7 (ver Fig. 3.3b).

En los problemas de una dimensién discutidos, los dominios considerados han sido
lineas rectas. Por lo tanto la aproximaciéon del dominic no ha sido necesaria. En
problemas de dos dimensiones gue involucran dominios no rectangulares, errores de
aproximacion del dominio son introducidos en las soluciones del elemento finito. En
general pueden interpretarse como errores en la especificacion de los datos del

problema debido a que resolvemos ahora la ecuacién diferencial dada sobre un dominio
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modificado. Como refinemos {a malla, el dominio es representado mas exactamente, v,
por lo tanto, los errores de aproximaci6n frontera se espera se aproximen a cero.

Cuando los calculos del elemento finito se desarrollan en una computadora, errores
redondeados en el calculo de nimeros y errores debido a la evaluacidn numérica de
integrales son introducidos en la solucion. En la mayoria de los problemas lineales con
nimero pequeiic razonablemente de grados de libertad totales en el sistema, esos
errores se espera sean pequefios (o cero cuando solamente se desea exactitud en un
punto decimal).

El error introducido en la solucion del elemento finito {/°debido a la aproximacion

de la variable dependiente » en un elemento £2°es inherente a cualquier problema:

N n M (4.2
U, :Zzuf'ﬂf :ZUJ¢; )
I=1

e=1 =1
Donde u,es la solucion de la solucién del elemento finito sobre el dominio

(u#, =U° en3°), N es el mimero de elementos en la malla A es el nimero total de

nodos giobales, y 7 es el ntimero de nodos en un elemento. Deseamos conocer como el
error £ = u —u, medido de manera significativa se comporta conforme se incremente el
numero de elementos en la malia. Se puede demostrar que el error aproximacion es
cero para ecuaciones simples de segundo orden y de cuarto orden con coeficientes
constantes del elemento discreto[ver (4.30)-(4.35}]

4.2. DIVERSAS MEDIDAS DE ERRORES

Hay varias maneras de medir la “diferencia”(o distancia) entre dos funciones

cualquiera #y u, El error de punto discreto es la diferencia de #y u, en cada punto
del dominio. Puede uno también definir la diferencia de » y u, a ser el maximo de

todos los valores absolutos de la s diferencias de # y u, en el dominio Q = (a,):

'.'.I

e —u,| =max

&
A
®
1A
o
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La medida de la diferencia se llama la supmétrica. Notar que la supméirica es un
namero real , de todas formas, el error de punto discreto es una funcion y no califica

como distancia o norma en sentido matematico. La norma de una funcién es un mimero

real no negativo.

Mas medidas usadas generalmente (o normas) de la diferencia de dos funciones son
la norma de energia y la norma L, (pronunciada norma L-dos).

Para cualquier funcion integrable cuadrada # y u, definida sobre el dominio

Q = (a,b), las dos normas son definidas por::

2
sl d'uy d'u
normaenergia u-—u,| = ’ - -—k dx 4 4
-'l' -.‘a; dx dx ) ( )
‘ | b 2 yE
norma L, \u—u,,‘ 0= Llu—uk dx (4.5)

Donde 2Zm es el orden de la ecuaciéon diferencial a resolver. El término “norma
energia” se usa para indicar que esta norma contiene derivadas del mismo orden que
fa funcional cuadratica ( la cual , para la mayoria de los problemas en mecanica de
solidos, representa a la energia ) asociada con la ecuacion. En la Fig. 4.1 se ilustran
diversas medidas de la distancia entre dos funciones. Estas definiciones pueden

modificarse facilmente para dominios en dos dimensiones.
4.3 CONVERGENCIA DE LA SOLUCION

La solucién del elemento finito #, en (4.1) se dice que converge en la norma energia

a la soluciop verdadera wsi:

bt —u,| <ch” para p>0

Donde ¢ es una constante independiente de w y u,, & es la longitud caracteristica
de un elemento. La constante p es llamada la razén de convergencia. Notar que la
convergencia depende tanto dehcomo de p; p depende del orden de la derivada de

u [ver 4.15 abajo]. Por lo tanto, el error en la aproximacion puede reducirse, ya sea
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reduciendo el tamafio de los elementos, o incrementando el grado de aproximacion. La
convergencia de las soluciones del elemento finito con los refinamientos de la malla
(esto es, se usan mas de la misma clase de elementos) es el término

convergencia—/4.La convergencia con el incremento en el grado de polinomios es

llamada convergencia— p .

i (1.)

) Maxgims \ A

%2 Nerma
(Area sombreads) %

-
-
.

Figura 4.1 Diferentes medidas de error, £ =u~u, entre la solucién exacta » y la

solucion del elemento finito u, , se ilustran la norma maxima y la norma Z, .

4.4 EXACTITUD DE LA SOLUCION
Regresando a la cuestion de estimar el error de aproximacion, consideremos una

ecuacion diferencial del orden 2m ésimo en una dimensién(m =1, ecuaciones de

segundo orden , m = 2 ecuaciones de cuarto orden):

d'u
dxi

-1y

=1

i 4.7
[a,ﬂjzf for O<x<L
‘&i’

Donde los coeficientes g, (x) y a,(x), se supone que son positivos. Suponga que las

condictones de frontera esencial del problema son:

u(0)=u{L)=0 (m=12) (4.8)
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dx ax

La formulacidn variacional de (4.7) v (2.9) esta dada por:

(4.10)

”’ d vd'u
o=
dx‘ dx'
La funcion cuadratica correspondiente a la forma variacional es:

(4.11)

16)= [ é{z [ ] Jdr~fufdx

=i

Ahora considere una discretizacion del dominio del elemento finito mediante &

elementos de igual longitud h. Si #, representa a la solucién del elemento finito en

(4.1) tenemos, de (4.11)

T, )= .LLI{I"’ a’[i;l’h

(4.12)

=

En los parrafos siguientes, demostramos que en la energia f asociada con la solucion
del elemento finito se aproxima a la energia verdadera de arriba, y nosotros damos

entonces un error estimado. Confinamos nuestra discusion, por razon de simplicidad a
la ecuacion de segundo orden {m =1).
De(4.11)y(4.12)y

tenemaos:



128

[@)C @) Jm,iu_d(u_uh)}ay “1s)
dx dx dx dx

Por lo tanto:
1{u,)= I(u) (4.14)

La igualdad se mantiene solo para # =w,. La ecvacion (4.14) implica que ia
convergencia de ia energia de la solucién del elemento finito a la energia verdadera, es
desde arriba. Ya que la relacion en (4.14) se mantiene para cualquier #,, la no igualdad
también indica que la solucion verdadera # minimiza la energia. Una relacion similar
se puede establecer para la ecuacion de cuarto orden (m = 2),

Ahora, suponga que las funciones interpolacion del elemento finito

@®,(7=12,...,M) son polinomios completos de grado K. Entonces el error en la

norma energia puede mostrarse para que satisfaga la no igualdad.
e =lu—u, <ch’, p=k+1-m>0 {(4.15)

Donde ¢ es una constante. Esta estimacion implica que el error tiende a cero como la
p €stma potencia de ~ como h ¢s disminuida (o el numero de elementos es
incrementado). En otras palabras, el logaritmo del error en la norma energia tiende a

cero en la relacion de & +1-—m; ¢l error en la norma L, disminuird en consecuencia
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mas rapidamente en la relacién k +1; esto es, las derivadas convergen mas lentamente

que la relacion por si sola.
Errores estimados del tipo (4.15), son muy usados porque da una idea de la exactitud

de la solucion aproximada, conozcamos ¢ no la solucion verdadera. Mientras el
estimado da una idea, de cOmo rapidamente la solucion del elemento finito converge a

la solucidon verdadera m cuando se refine fa malla.

Esta decision corresponde a los analistas, porque solo ellos saben la tolerancia
razonable para los problemas que se estén resolviendo.

Como un ejemplo de estimacion del error en la aproximacion, (4.15), considere el

elemento lineal (dos nodos) para una ecuacién de segundo orden {m =1).

Tenemos para un elemento:

u, =u(l-5)+u,s (4.16)

X ‘.
Donde s = 7 y ¥ es la coordenada local. Ya que #, puede verse como una funcion

de u, via (4.16) puede uno expandir %, en una serie de Taylor alrededor del nodo 1

para obtener.
iy =ty +lul (4.17)
., du .
Donde o = o Sustituyendo esto en (4.16) obtenemos:
(4.18)

u, =u tuS+iu’ 4
Expandiendo la solucion verdadera en una serie Taylor, alrededor del nodo 1,

obtenemos

u=u tusiul 4. (4.19)
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Por lo tanto, tenemos de (4.18) ¥ (4.19)

du| . d? (4.20)

ldzu‘ (4.21)

Estas conducen a:
b —u,), <k, b, SC,h (4.22)
Donde las constates ¢, y ¢, dependen (inicamente de la longitud L del dominio.
Ejemplo 4.1

Consideramos aqui, un ¢jemple computacional para verificar el error estimado en

(4.22) Considere la ecuacion diferencial:

z 423
- -Z%? =2 for 0<x<l ( )
Con:
u(O) =u(l)=0
la solucic')q £xacta es’
u{x) = x(1- x) (4.24)

Mientras las soluciones de elemento finito son para & =2



|k x/m) para 0<x<l|
" |#(2-x/R)  para h<x<2h

para N =3
2h*(x/h) para 0<x<h
u, ={2h*(2-x/h)+ 2h*(x/h-1) para h<x<h (4.25)
2h*(3-x/h) para 2h<x<3h
ypara N=4
3h*(x/ h) for 0<x<h
_|3r*(2~x/R)+ an* (x/h 1) for h<x<2h
P an* (3 - x/ k) + 3k (vh-2) for 2h < x < 3h
3h*(4— x/h) for3h < x < 4h
TABLA 41
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El error L, vy el eiror en la norma energia de la solucion a (4.23) (Ejemplo 4.1)

h log,, A Ie’\o log,, €, Je‘l log,, 2N
: -0.301 0.04564 -1.341 (0.2887 -0.5396
5
I -0.477 0.02028 -1.693 0.1925 -0.7157
3
l -0.601 0.01141 -1.943 0.1443 -0.84006
4

Para el caso del elemento (7 = 0.5)los errares estan dados por:
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Ju—uh|: :f:(x—xz —hx)zdx-f-fh(x-—xz - 2Kt +xh)2afr
=(0.002083

4.26)
du  du, (

2 2h 2
E*Ti;',, :f(l—zx—h) de+ (1~ 2x+ h)'dy

=0.08333

Calculos similares pueden ser llevados a cabo para N =3 y N =4 La tabla 4.1da

los errores para N =23 y 4.

Las graficas delogle,yloge contralog# demuestran (ver Fig. 4.1) que:
loge), =2logh+loge,, logel =logh+logc, (4.27)

En otras palabras, la razén de convergencia de la solucion del elemento finito es 2 en
lanorma L, y1 enla norma energia, verificando los estimados en (4.22).

Mucha de a discusion aqui presentada, se puede aplicar a elementos curvados y a

elemento en dos dimensiones.
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iog “9"1 -~
~log llello = dog ¢; + 2 log 4
log "9"0 —
L log liefly = log s+ log
[~ 5
I8
- ,,
log ¢ 2
~loger L]
log A
Fig. 4.2:

Graficas de las normas energia y L,de errores contra el tamafio de la malla. La
grafica log—log da las razones de convergencia en las normas respectivas. Las razones
de convergencia estan dadas por las pendientes de las lineas. (las_graficas mostradas

son para elemento lineales)

Cuando los clementos con lados no rectos, estan involucrados, el error estimado
también depende de la transformacion Jacobiana. Debido a la naturaleza introductoria
del estudio presente, estos topicos no se discuten aqui.

Como se noto, en el caso de ecuaciones de segundo y cuarto orden con una sifiple
incognita v coeficientes constantes, el error entre la solucion exacta y la solucién de
elemento finito en los nodos es cerc. Esto no es accidental, podemos probar, que

cuando los coeficientes ay & son constantes, las soluciones del elemento finito de las

ecuaciones.
d ( du) (4.28)

d—z(b%J = f{x) (4.29)
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Coincide con las soluciones exactas en fos nodos La prueba es presentada abajo para

la ecuacién de segundo orden.

Considere la ecuacion:

2 430
-a % =f para 0<x<L @30
con u(0)=0, u(L)=0 (4.31)

La solucién de elemento finito global esta dada por (U, =U,, =0)

= (4.32)
u, =y U,
i-2

donde ®, son las funciones interpolacién lineal global mostrada en la Fig. 3.3(b).

De la definicion del problema variacional , tenemos:

(4.33)

_Ll d—(pi@-”——dblf =0 porhecho/=2,. N-1
dx  dx

Donde 7 =7, . La solucion exacta también satisface esta evaluacién. Sustrayendo la
ecuacién. Sustrayendo la ecuacion de elemento finito (4.33) de la solucidn, exacta

obtenemos :

[ (e‘z_ﬁ)%@:o (=12, .N-1)

Ya que tenemos @, =0 para x2{(/+1k y x<(I-1h, d®,/dc=1h por
(I-Vh<x<ihy d®,/dc=-1h por ]th$(1+1)h~1 para Th<x<(I+1)h, se

sigue que:
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%(— €., ¢ ‘*EJH):O (1=2,3,...,N—1) (4.35%)

Donde &, = &(7h) (esto es el valor £ enx=1k . Ya que g, = £, =0(debido a que
u yu, ambas satisfacen condiciones de frontera iniciales). Se sigue de las ecuaciones
homogeéneas de arriba que la solucion es trivial; €,=€,=...=¢,_ = 0. Esto implica que

la solucién del elemento finito coincide con la solucién exacta en los nodos.
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CAPITULO 5

SOLUCION A PROBLEMAS DE TRANSFERENCIA DE CALOR EN UNA
DIMENSION APLICANDO EL METODO DEL EI EMENTOQ FINITO CON
AUXILIO DE UN PROGRAMA DE COMPUTADORA

Problema 1: Considere un cilindro sblido largo de radio R, en el cual la energia se genera
a razon comstante 4, (W m‘3) La superficie de frontera en r =R, se¢ mantiene a
temperatura constante 7,. Deseamos calcular la distribucion de temperatura 7(r)y el flujo
de calor Q(r)=-K dT dr (o calor Q= -AK dT dr).

La ecuacion que gobierna para este problema esta dada por:

'%%(mxrdr dr)=27K con g=gq,

Las condiciones frontera son;

T(Ro)zTo, (Wdfdr) ro =0

Las condiciones frontera de flujo cero en » =0 es un resultado de la simetria radial en
r=0. Si ¢l cilindro fuera hueco con radio interno R, , entonces la condicion de frontera en

r=R, puede ser temperatura especificada, flujo de calor especificado, o condicién de
frontera conveccion, dependiendo de ia situacién.

El modelo del elemento finito de la ecuacién que gobiema esta dado en:
[Ke J{u"’ }: {fe }+ {Qe} ;para una altura unitaria del cilindro y a=Kr .
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73 d‘/’: d
K, =2r &-a} , Aiz2n [ yiq,dr

donde:
Ty d‘/’, d':”,: _ F .
K, <[ Kr-o—tar , f 27:_[;%%@
. d; . d
Q1 =ﬁ2ﬂ"k(rd_?)’| ) Qz = 27k (r E:f') B
y (r,.rs) son coordenadas del elemento O ={r,,r,). Para la seleccion de las

funciones interpolacion lineales i/
wi=(ry~rYhe , wi=(r-r)lhe
Las ecuaciones elemento para un elemento tipico lineal son

ek v, +r,| 1 1T h 2r,+r, Q;’
2 o, =2 .
h, 2 (-1 1 ||L} 6 |7, +2r, Q2

e+l

Las ecuaciones elemento para elementos individuales son obtenidas de estas dando la

longitud del elemento 4, y las coordenadas global de los nodes del elemento, »,=r, y

Yo =75,

Para la malla de un elemento lineal, tenemos 1, =0, r,=h, =R, u

Al - ]

Las condiciones frontera en este problema, implica U

=1y y O/=0. De aqui la
temperatura en el nodo 1 (global) es

U=, Rs 3k+1,

yelcaloren r=R,es
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2
Q; :”k(Uz _UI)_EE‘IGRQZ =“"7”10R02

El signo negativo indica que el calor es removido del cuerpo (debido a que d7 dr 0). La
solucidn de un elemento en funcion de la coordenada radial r es

') =Uw!(r)+U,wi(r)= %‘:—"Z[I —é]ﬁﬁ,

El flujo de calor es

La solucion exacta del problema puede obtenerse integrando

rdr dr

y evaluando las constantes de integracion con la ayuda de las condiciones frontera del

problema.
T(r)= %[1 -[}—%J }r};

. [ dr 2
)= ) OR)={2ekr ]| =,

Para una malia de dos elementos lineales, tomamos A = A, = —;— Ry, r,=0,r,=k = % R,y

r, =h +h, = R, . El ensambie de los dos elementos da

1
1 -1 o] (v 55 o}
2 1
, :-——-—HQ;R" Ry+2R, ++10y+ Q!

U
U, %Ro ar,| | @



. . . 1 .
Imponiendo las condiciones frontera U, =1, ¥ () =0, las ecuaciones condensadas son

1 —1|[U ] - mR 1 0
A el )

Su solucion es:

Del equilibrio, Q; se calcula como
5
g, = _E” quR; +37 kU, ~U,)= -7 4,8,

La solucién del elemento finito llega a ser

Uy} + UL,
Wi e = [s k 36 &

,[37 WRe JZ(Ro 1)r

R,

Tfem (F‘) =

Ul +Uw; Ro

R 3r 1
S0 - — |+, O<r<—
18k [r ROJ s Dara r 2RU

) 7 4R, r 1
E—-k—[l*}g]*’% ParazRoerRoJ

QORO +TJR0 2r+( 7 g‘l&i.{.%]zﬁ
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Notar que el flujo de calor se predice aproximadamente para ambos modelos de uno y dos
elementos. La temperatura en el centro del cilindro de acuerdo a la solucién exacta es

T(0)=gq,R; 4k +T,, q,R 3k +T, y q,R 18k +7, de acuerdo a modelos de uno y dos
elementos respectivamente. Las soluciones del elemento finito obtenidas usando malla de

uno, dos, cuarto y ocho elementos comparada con la solucidn exacta se puede observar en
la tabla 5.1. La convergencia de las soluciones de elemento finito a la solucién exacta con

un incremento en el nimero de elementos es clara.
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Tabla 5.1
Comparacion de las soluciones elemento finito y exacta para transferencia de calor en un

cilindro radialmente simétrico. (Rﬂ =0.0lm,q, =2x10*Wm ™ k =20Wm™"°C"T, = 100°C)

Temperatura u (r)
Un Dos Cuatro Ocho
r/R, eiemento elementos Elementos elementos Exacto
0.000 43333 37778 358.73 352.63 350.00
0.125 391.67 356.24 348.31 347.42 349.09
0.250 350.00 335.11 337.99 335.27 334.38
0375 308.33 31528 313.59 31548 314.84
0.5300 266.67 294 44 28929 287,95 287.50
0.625 255.00 24583 24970 252.65 25234
0.750 183.33 197.22 210.12 209.56 20938
0.875 141 67 148.61 i55.06 158.68 158 59
1.600 160.00 100.00 100.00 100.60 100.60 ]

Solucién del problema 1 con auxilio de un programa de computadora FEM1DV3,

TRASFE DE CALOR EN UN _CILINDRO _SOLIDO _RADIAI MENTE
SIMETRICO. La ecuacién que gobierna en el problema esta dada por:

—%[27!!(?‘%):21&10 para0<r <R,

(2042 =078,

Con k=20Wm'°C™,q,=2x10*Wm™ T, =100°C, y R, =0.0lm tenemos MODEL=},

NTYPE=0, ITEM=0 (para solucion estado estable), y los datos son continuos (ICONT=1)
en el dominio para una malla de dos elementos cuadraticos (IELEM=2, NEM=2).

Eldatoes

a=2rkr—a,=0 a =2k 5=0—-5,=00 b =00
c=0-¢,=0.0 ¢, =0.0 f=2nq,- f,=00, f,=2n4q,, f,=00

Por lo tanto, tenemos [Para valores & = 20Wm™'°C™, g, = 2x10*Wm™

AX0=0.0 AX1=125.6637 BX0=0.0 BX1=0.0 CX0=0.0 CX1=0.0
FX0=0.0 FX1=12.5664E8 FX2=00
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El arreglo {Dx} y la informacién de frontera esta dada por

{Dx}={0.0, 0.0025, 0.0025, 0.0025, 0.0025}

NSPv=1

ISPV(1,1)=5 ISPV(1,2)=1, USPV(1)=100

ARCHIVO DE DATOS DE ENTRADA PROBLEMA 1 (P4-1. DAT)

Problema 1: Transferencia de calor en cilindro solido radial simétrice

O
C
1 ¢ 0O
O
2 2
11
0.0 0.0G5 0.005
0.0 125.6537
0.0 0.0
0.0 0.0
0.0 12.56637E8 0.0
1
5 1 100.0
0
0

MODEL, NTYPE ITEM

IELEM, NEM
ICONT, NPRNT
DXA{I)

AX0, AX1

R¥0, BX1

X0, CX1

FX0, F¥1l, FX2
N3PV
ISPVI(I, ) ,VSPVI1)
NSSV

NNBC

Con los datos de archivo de entrada se procede a correr el programa obteniendo los

siguientes resultados.

**% ECHO OF THE INPUT DATA STARTS *+**

Froblema 1: Transferencia de calor en cilindro solido radial simétrico

G
0
O
U
1 o 0
2 2
11
0.0 0.005 0.005
0.0 125.6637
0.0 0.0
0.0 0.0
0.0 12.56637ES
1
5 1 100.0
0
0

¢.0

MODEL, NTYPE ITEM
IELEM, NEM
ICONT, NFRNT

DX (I)

AX0, AX1

BX0, BX1

CX0, cx1

FX0, E‘Xlr FX2
NSPV

ISPV(I, J),VsSPV (1)
NSSV

NNBC

++%% ECHO COF THE INPUT DATA ENDS #++#



OUTPUT FROM

PROGRAM FEM1DV2.1 BY J. N. REDDY

Problema 1l: Transferencia de calor en cilindro sclido radial simétrice

**+ ANATYSIS OF MODEL 1, AND TYPE Q PROBLEM **=*

(

sea the c¢ode below)

MODEL=1,NTYPE=0: A problem described by MODEL EQ.

MODEL=1,NTYP
MODEL=1,NTYP

MCODEL=2, NTYPE=0:
MCODEL=2,NTYPE=1:
MODEL=Z,NTYPE=2:

MODEL=2, NTYP
MODEL=3, NTYP
MODEL=3, NTYP
MODEL=4, NTYP
MODEL=4, NTYP
MODEL=4,NTYP

Elemen

No. of
No. cf
No. of
No. of

No. of
No. of

Boundary info
5 1

Global coordi
.00000E+CO

Coefficients

AXO
BX0
CX0
FX0

il

circular DISK (PLANE STRESS)
circular DISK (PLANE STRAIN}
Timoshenko BEAM (RIE) problem
Timoshenko PLATE (RIE) problem
Timoshenko BEAM (CIE) problem

E=i: A
A
A
A
A
E>2: A Timoshenko PLATE {CIE) proklem
A
A
A
A
A

E>1:

E=0: Euler-Bernculli BEAM problem
E>{: Euler-Bernoulli Circular plate
E=0: plane TRUSS problem

E=1: Euler-Bernoulli FRAME problem
E=2: Timoshenko (CIE} FRAME problem

t type (0, Hermite,>0, Lagrange)..
deg. of freedom per node, NDF....
elements in the mesh, NEM........
total DOF in the model, NEQ...,...
specified primary DOF, NSPV......
specified secondary DOF, N3SV....
specified Newton B. C.: NNBC..... =

i

1l

i

rmation on primary variables:
.10000E+03

nates of the nodes, {GLX}:

.25000E-02 .50000E-02 . 15000E-02

of the differential equation:

.0000E+00 AX1 = .1257E+03
-Q000E+QO BX1l = . 0C00E+Q0
. 0000E+00 C¥l = -0000E+00
. 0Q00E+GO FX1 = »1257E+10

Element coefficient matrix, [ELK]:

.62832E+02
-.83776E+02
.Z20944E+02

-.83776E+02 .20944E+02
.33510E+03 ~-.25133E+03
-.25133E+03 .23038E+03

Element source vector, {ELF}:

-.22315E-13

.10472E+05 . 52360E+04

1

DO MN - N

F¥2

.10000E-01

.CO0GO0E+0D
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SOLUTION {values of PVs)

at the NODES:

.35000E+03 .33437E+403 . 28750E+03 L20837E+03
b4 P. Variable 5. Variable
.00000E+00 .35000E+03 .00000B+00
.62500E-03 «34502E+02 -.24544E+03
.12500E-02 .34608E+03 -.98175E+03
.18750E-02 .34121E4+03 -,22089E+04
.25000E~-02 .33437E4+03 -.3%270E+04
.31250E-02 .32559E+03 -.61359E+04
.37500E-02 .31484E+03 -.88357E+04
.43750E-02 L302185E403 -.12026E+05
.50000E-02 .2B8750E+03 -.15708E+05
.50000E-02 L28750E+03 -.15708E+0b
.56250E-02 L27090E+03  -.19880E+05
.62500E-02 .25234F4+03 ~.24544E+05
.6B8750E~-02 ,23184E+03 ~.29688E+05
.75000F-02 20937E+03 ~.35343EFE+05
.81250E~02 .18496E+03 ~.41479E+05
.87500E-02 .15858E+03 -.,48106E+05
.93750E-02 L13027E+03  -.55223E+05
.10000E-01 .10000E+03 -.62832E+05

.10000E+03
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PROBLEMA 2

Consideremos una loza de espesor L y conductividad térmica constante k (Wm-1 °C-1).
Suponga que la energia a una razon uniforme de qO(Wm-3) se genera en la pared.
Deseamos determinar la distribucion de temperatura en ia pared cuando las superficies de
frontera de la pared estan sujetas a la siguiente condicion frontera:

dT _ -2 fg — =
[-kgjﬂ—go(Wm [k iy Tw)}_L 0

La ecuacion diferencial que gobierna para este problema esta dada por:

d dr
dx

kA— |+eT = Ag+eT_é=P
dJ q+el, (2}

con =90

De aqui, e! modelo de etemento finito en l]c"’ J{T ¢ }: {f ¢ }+ @‘ } es posible. Podemos seleccionar el orden
de aproximacién { o tipo de elemento) para evaluar los cocficientes &7 ¥ f,° en

XA dx dx
para la seleccién de elementos lineales y el dato a = KA = constante y ¢ = Ag, =constante ,

[K"]{T*}={f‘a}+ {Qe} toma la forma

.@[1 -1[7] _ 4ah [T, [OF
-1 v |lref 2 1 e

Para una malla uniforme de N elementos, esto ¢s una malla de elementos del misto tamafio,

e Y8 d .ed[fye e. e e ¥E €
K= [m-“ihwmw,w,}w =] wi(ag+ PR T Y

n =h,=. =L N =h, las ecuaciones ensambladas son.
_ Uy
1 -1 U,
~1 1 -1 0
K4 1+1 1+1 v
—_ . + P,
P o
Q 1+1 -1 .
] -1 1_| UN
.‘UNHJ
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(1) )

1+ | Q)+

1+1 2 :
_.-14q0}2'~J Q2 +Ql
=— . r+< . 4

2
1+l o0
L1 o, |

Donde U; (I=1,2, . . . ,N+1) representa Ia temperatura en el nudo global I La superficic en x = 0 estd sujeta a
un flujo de calor uniforme g0 (Wm-2) (si estd aislada, g0=0), v el calor se disipa por conveccion a un fluido

de temperatura 7, y 13 superficie frentera en x = L. Estas condiciones frontera implican que

dr

Qll E(_'M dr

J[x—o:Agﬂ
Q;.v = (Mg}ﬁf,: _Aﬁ(T‘Tao),x:Lz _Aﬁ(UNH _Tw)

donde A es el drea de la seccién transversat normal a! flujo de calory f es el coeficiente de transferencia de
calor en las ecuaciones

2 '+Q; =0 parae=23, N

sor validas para esi¢c caso. Para vna malla de un elemento (N=1, b=L)}, las ecnaciones de elemento finito son

k4t U -1||Uy | Aqh |l Ag,
w1 1 u,]T 2 -4, + 46T,

i
kA{l -1 HU'}— EAq0h+Ag0h
su selucion es




donde @ =1+ fh Kk , la solucién exacta es

2 2
F(x)=q°L 1+£-~x—2 JBlfy KX +T,
w g ) kU AL

ARCHIVO DE DATOS DE ENTRADA PROBLEMA 2 (P4-2.DAT)

Problema 2: Conduccién de calor en una loza.
0

MODEL, NTYPE, ITEM

o
—

IELEM, NEM

= O 0RO
na

ICONT, NPRNT
0.5 DX(I)

AX0, AX1

BX0, BX1

CcX0, ¢x1
0.0 FX0, X1, FX2
NSPV
ISPV(I,J), VSPV(I)
NSSV
NNBC
CTO0, CT1
DT, ALFA, BETA

. .
[l = B e B

SO OO0
OO0 O0OWw

[ I on }
M N
L3
o .
o
(93]
o
[

1.0 GUO (I)

OF OO0 ODODOH O
o
<
o

+

<
—
.

Con los datos de archivo de entrada se procede a correr ¢l programa obteniendo los siguientes resultados.

*x+ ECHO OF THE INPUT DATA STARTS ***
g

O
Prchblema 2: Conduccidn de calor en una loza.

MODEL, NTYPE, ITEM
IELEM, NEM
ICONT, NPRNT
0.5 DX (I)
AXC, Al
BX0, BX1
CX0, CX1
0.0 FX0, FX1, FX2
HSPV
ISPV(I,J), VSPV(I)
NSSV
NNBC

[
H

L B I o Y e R e
oo oo
S OO ow

COHPFPFOQQOQOFRFOMNO
l_'l
o]
]

0 2 INCOND, NTIME, INTVL
0
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1.0 0.0 CTC, CT1

0.05 0.5 0.C DT, ALFA, BETA

1 20 2 INCOND, NTIME, INTVL
0.0 1.0 1.0 GUO (I}

*+++ ECHO OF THE INPUT DATA ENDS **+=*

CUTPUT FRCM PROGRAM FEMIDVZ.1 BY J. N. REDDY

Problema 2: Conduccidn de calor en una loza.

*#** ANATYSTS OF MODEL, 1, AND TYPE 0 PROBLEM ***
{see the code below)}

problem described by MODEL EQ. 1
circular DISK (PLANE STRESS3)
circular DISK (PLANE STRAIN)
Timoshenko BEAM {RIE) problem
MODEL=2 ,NTYPE=1: Timoshenke PLATE (RIE) problem
MODEL=2, NTYPE=2: Timoshenko BEAM (CIE) problem

MCDEL=1, NTYPE=0: A
A
A
A
A
A

MODEL=2,NTYPE>2: A Timoshenko PLATE (CIE) problem
A
A
A
A
A

MODEL=1,NTYPE=1:
MODEL=1,NTYPE>1:
MODEL=2, NTYPE=0:

MODEL=3, NTYPE=(: Euler-Bernoulll BEAM problem
MODEL=3, NTYPE>O: Eulet-Bernoulli Circular plate
MODEL=4,NTYPE=0: plane TRUSS problem
MODEL=4,NTYPE=1: Fuler-Bernoulli FRAME problem
MODEL=4,NTYPE=2: Timoshenko (CIE} FRAME problem

Element type (0, Hermite,>0, Lagrange)..
No. of deg. of freedom per node, NDF....
No. of elements in the mesh, NEM........
NHo. ©f total DOF in the model, NEQ......=
No. of specified primary DOF, NSPV......=
No. of specified secondary DOF, N3SV...,.
No. of specified Newton B. C.: NNBC.....=

#

]

COR WN H R

TIME-DEPENDENT (TRANSIENT} ANALYSI3

Q
=
o

fl

Coefficient, CP0... . i iteacnnsnansnasnn - 1000E+01
Coefficient, CTl..... fh e s et et raer e .0000E+GO
Parameter, ALFA......... e s s e PR .5000E+G0
Parameter, GAMA..++ - ceunasnns cre e . J000E+0G
Time increment, DT...c¢ceeerienen haeaaras .5000E-01
No. of time steps, NTIME......:0ev0s0v...= 20

Time-step interval to print s¢ln., INTVL= 2

(|

Initial conditions on the primary wvariables:
.G0000E+00 . 10000E+01 .10000E+01

Boundary information on primary variables:
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1 1 .000COE+Q0
Globkal coordinates of the nodes, {[(GLX}:
.00000E+00 .50000E+00 .10000E+01

Coefficients of the differential equation:

AXO = -1000E+01 AX] = . 0000E+00
BXO = .0000E+00 BX1 = -0000E+00
CX0 = . 0Q00E+00 CX1l = .0000E+00
FAQ = . 0000E+00 FX1 = .D000E+00 FX2 = . 0000E+0Q0

Element coefficient matrix, {[ELKj:

.21667E+00 .33333E-01
.33333E-01 .2166TE+00

Element source vector, {ELF]:
.13333E+00 .11667E+00

TIME = . 1000E+00 Time step number = 2

SOLUTION (values of PVs) at the NODES:

.0C000E+00 ,8660085+00 . 92793E+00

X P. Variable 8. Variable

. 00QQ0E+00 . 00G00E+0QC .132028+4+01
-62500E~01 .82510E-01 .13202E+01
-12590E+00 -16502E+00 .13202E+01
-18750E+00 +24753E+00 .1320ZE+01
.25000E+00 .33004E+00 -13202E+01
.31250E+00 .41255E+00 « 1320ZE+01
.37500E+00 .49506E+00 .13202E+01
.43750E+00 - 5TI5TE+00 .13202E+01
.50000E+00 .66008E+00 .13202E+01
.50000E+00 .66008E+00C .53570E+00D
.56250E+00 . ©69356E+00 .53570E+00
.625G0E+0D0 . 72704E400 .53570E+00
. 68750E+00 . 7T6052E+00 .53570E+00
. 75000E+00 . 79400E+00 .53570E+00
.8125CE+00 .8274%E400 . 53570E+00
.87500E+00 .860975E+00 .53570E+00
-93750E+00 .89445E4+00 -53570E+00
.10000E+01 .92793E+00 . 53570E+00

TIME = .2000E+00 Time step number = 4
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SOLUTION (valves of PVs) at the NODES:

. COO00E+0C »50745E4+00 L 71757E+00

b P. Variable 5. variable

.C00CGOE+0C .00000E+00 .10149E+01
.62500E-01 +63431E-01 .10143%E+01
.12500E+00 .12686E+0Q0 .10149E+0C1
. 18750E+Q0 +18029E+00 . 10149E+01
.25000E+00 .25372E+00 .10149E+01
. 31250E+00 . 31716E+00 -10142E+01
. 37500E+00 . 38059E+00 .10148E+01
.43750E+00 .44402E+00 -10149E+01
.50000E+00 . 50745E4+00 .10143%E+01
. 50000E+00Q . 50745E+00 .42024E+00
. 526250E+00 .53371E+G0 .42024E+00
. 62500E+00 -559%8E+00 -42024E+00
.687508+00 .58624E+00 .42024E+00
. 75000E+0GC .61251E+00 .42024E+00
.B1250E+00 .56387T7E+00 .42024E+00
.87500E+00 . 66504E+00 42024E+00
.93750E+400 .69130E+00 .42024E+00
.10000E+01 .71757E4+00 .42024E+00

TIME = .3000E+00 Time step number = 6

SOLUTION (values of PV¥s) at the NODES:

-Q00GOE+0D .39124E+00 .55329E+00

X P. variable S. Variable

.Q0000E+00 .00000E+00 . 78247E+0Q0
.62500E-01 .48905E-01 .78247E+00
. 12500E+00 .87809E-01 .78247E4+00
.18750E+Q0 .14671E+00 .T78247E+00
.25000E+00 .18562E+00 . 718247E+00
.31250E+0C .24452E+00 T8247E+00
.37500E+0Q0C -29343E4+00 .78247E+00
. 43750E+00 . 34233E+00 .78247E+00
.50000E+00 .39124E+00 .18247E+00
-50000E+00 -39124E+00 .32411E400
.56250E+00 .41149E+00 .32411E+00
. 6Z2500E+00 .43175E+00 »32411E+00
. 68750E+00 -45201E+00 .32411E+00
.75000E+00 LATZ226E+00 .324311E+00
. 81250E+00 L49252E+00 .32411E+00
.87500E+00 .51278E+00 +32411E+00
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. 93750E+G0 .53303E+00 .32411E+00
.10000E+01 .58329E+00 .32411E+00

TIME = .4000E+Q0 Time step nuwmber = 8§

SOLUTION ({values of PVs) at the NODES:

.0GO00E+00 .30165E+0Q0 .42660E+00

X P. Variable 35, Variable

.00000E+0Q0 .00000E+0C .B60331E+00
. 62500E-01 .37707E-01 . 60331E+00
.12500E+00 . 75414E-31 .60331E+0Q0
.18750E+00 .11312E+00 .60331E+00
.25000E+00 .15083E+0C0 .60331E+00
. 3125%0E+00 . 18853E+00C .60331E+00
.37500E+00 .22624F+00 .6C331E+00
.43750E4+00 .26395E+00 .60331E+00
.50000E+00 .30165E+00 .60331E+00
.50000E+090 .30165E+00 .24990E+00
.56250E+00 .31727E+00 . 24990E+00
.62500E+00Q .33289E+00 .24990E+00
.68750E+00 .34851E+00 .24990E+00
. 75000E4+00 .36413E+00 .249%0E+00
-B1250GE+0Q . 37975E+00 .24990E+00
. B7500E+G0 .38537E+00 .24990E+00
. 93750F+00 .41098E+00 .24990E+00
.10000E+02 .42660E+00 .243890E+00

TIME = .53000E+00 Time step number = 10

SOLUTION (values of PVs) at the NODES:

.00000E+00 .23258E+00 . 32892E+00

b4 P. Variable 5. Variable

. 00DOOE+CO .00000E+00 -46517E+00
.62500E-01 .290738-01 .46517E+00
.12500E+00 .58146E-01 -4B6517E+00
.18750E+00 .87219E-01 .46517E+00
. 25000E+G0O .11629E+00 .46517E+00
-31250E+0Q0 .14536E+00 .46517E+00
.37500E+00 .17444E+0C L46517E+00
.43750E+60 .20351E+00 .46517E+Q0
. 50000E+00 .23258E+00 -46517E+00



. 50000E+00Q .23258E+00 .1%268E+00
.56250E+00 .24463E4+00 .192@8E+00
.62500E+00 . 25667E+C0 .19268E+00
.68750E+00 .26871E+00 . 18268E+00
.75000E+00 L 28075E+00 .19268E4+00
.B1Z250E+00 .292B80E+00 .1926B8E+00
. 87500E+00 . 30484E+00 .18268E+00
.93750E+00 .31688E+00 .19268E+00
.10000E+01 .32892E+00 .19268E400
TIME = .6000E+00 Time step number = 12
SOLUTION (wvalues of PVs) at the NODES:
.00000E4+D0O .17933E+00 .25361E4+00
X P. Variable 3. Variable
.0D00CE+QO0 .DG000E+00 .35866E+00
.62500E-01 .22416E-01 .35866E+00
.12500E+00 .44832E-01 . 30866E+00
.18750E+080 .67248E-01 .35866E+00
.25000E+0Q0 .B9664E-01 .35866E+00
.31250E+00 .11208E+0Q0 .35866E+00
.37500E+00 .13450E+090 .35866E+00
+43750E+00 .15691E+00 .35866E+00
.50000E+00 .17933E+00 .35866E+00
.50000E+00 . 17933E+00 . 14856E+00
.56250E+00 .18861E+00 .14856E+00
. 62500E400 L19790E+00C .14856E4+00
.G8750E+00 .20718E+00 .14856E+00
.75000E+00 .21647E4+00 .14856E+(C0
.81250E+00 L 22575E+00 .14856E+00
.87500E+00 . 23504E+00Q .14856E+00
.93750E+00 . 24432E+00 .14856E+00
L10000FR+01 .25361E+00 .14856E+00
TIME = -7T000E+00Q Time step number = 14
SOLUTION (values of PVs) at the NODES:
.00Q00E+00 .13827E+00 .19554E+00

X P. Variabhle 3. Variable
.Q0DOQE+DO0 .00000E+0Q .27653E+00
.62500E-01 .17283E-01 L27653E400
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.12500E+090 .34567E-01 +27653E+00
.18750E+00 «51850E-01 .27653E+00
. 25000E+00 .69133E-01 .27653E+00
.31250E+00 .86417E-01 .27653E+00
.37500E+00 .10370E+00 -27653E+00
.43750E+00 .12098E8+00 -27653E+00
.50000E+00 .13827E+Q0 .27653E+00
.50000E+00 .13827E+00 .11454E+00
.56250E+00 . 14543E+00 .11434E+00
. 62500E+00 .15258E+00 .11454E+00
.68750E+00 .15974E+00 .11454E+00
.75000E+00 .16690E+00 - 11454E+G0
.B1250E+00 .17406E+00 .11454E+00
. 87500E+00 .18122E+00 .11454E+00
. 93750E+00 .18838E+00 .11454E+00
.10000E+01 .19554E+00 .11454E+00

TIME = . 8000E+00 Time step number = 16

SOLUTION (values of PVs) at the NODES:

.00Q00E+A0 .10661E+00 . 15077E+00

X P. Variable S. Variable

.00000E+00 .00000E+00 ,21322E+00
.62500E-01 . 13326E-01 21322E+00
.12500E+00 -266525-01 L21322E+00
.18750E+00 .39978E~01 .21322E+00
.Z25000E+00 .53304E-01 .21322E+0C
. 31250E+Q0 .66630E-01 .21322E+00
-37500E+00 . 79956E-01 L21322E+00
.43750E+00 .93282E-01 LZ21322E+00
+50000E+00 .10661E+00 L21322E+00
. 50000E+090 .10661E+00 .88317E-01
. 56250E+00 -11213E+00 .88317E-01
.62500E+00 -11765E+00 .88317E-01
.68750E+00 .12317E+00 .B8317E-01
. 75000E4+00 .12869E+00 .88317E-01
.81250E+Q0 .13421E+00 .88317E-01
.B7500E+00 .13973E+00 .88317E-01
.93750E+00 -14525E4+00 .88317E-01
.10000E+01 -15077E+00 .88317E-01

TIME = . 9000E+00 Time step number = 18

SOLUTION (values of PVs) at the NCDES:

.000Q00E+QQ .B2197E~01 .11624E+00
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X P. Variable 5. Variable

.00000E+0C . 00000E+0Q .16439E+00
.62500E-01 .10275E-01 .16439E+00
12500E+006 .20543E-01 .164339E+00
.18750E+00 -30824E-01 .16439E+00
. 25000E+Q0 .410%9E-01 .16439E+00
.31250E+00 .51373E~-01 . 16439E+00
.3750CE+00 .61648E-01 +16439E+00
- 43750E+00 .11%23E-01 .16433E+00
.50000E+00 .82197E-01 . 16439E+CG0
.50000E+00 .82187E-01 .68094E-01
.56250E+00 .86453E-01 .68094E-01
.62500E+00 .90709E-01 .68094E-01
.6875CE+00 .94965E-01 .68094E~-01
. 75000E+00 .99221E-01 .68094E~-01
.81250E+00 .10348E+00 . 68084E-01
.87500E+00 .10773E+00 -68084E-01
. 93750E+00 .11199E+00 .68094E-01
-10000E+01 .11624E+00 .68094E-01

TIME = .1000E+01 Time step number = 20
SOLUTICN (values of PVs) at the NODES:

.00000E+0Q0 .63376E-01 .B9628E-01

X P. Variable 8. Variable

.GO0C0E+0O .00COQE+0D .12675E+00
.62500E-01 .79220E-02 . 12675E+00
-12500E+00 .15844E-01 .12675E+00
.18750E+00 .23766E~-01 .12675E+00
.25000E+00C .31688E-01 . 12075E+00
.31250E+00 .39610E-01 12675E+00
.37500E+00 .47532E-01 .12675E+00
.43750E+00 .55454E-01 . 12675E+00
.50000E+00 .63376E-01 .12675E+00
.50000E+060 .63376E-01 .52503E-01
.H6250E+00 .66658E-01 .52503E-01
.62500E+00 .69938E-01 .52503E-01
. 68750E+00 .73221E-01 -52503E-01
. 15000E4+00 .76502E-01 .52503E-01
.81250GE+00 .79783E-01 .52503E-01
. 875C0E+00 .830658-01 .52503E-01
. 93750E+00 .B86346E~C1 .52503E-01
.10000E+01 .89628E-01 .52503E-01

*+x+% Nymber of time steps exceeded NTIME **x#¥
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CAPITULO 6

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

En una simulacion numérica de un proceso fisico, empleamos un método numérico y
una computadora para evaluar un modelo matemético del proceso. El método del
elemento finito es una técnica numérica efectiva diseflada para evaluar procesos fisicos
complejos.

Para resolver un problema, como se ha visto, se debe representar el dominio del
problema con un conjunto de subdominios (elementos finitos), formando el conjunto de
ellos una malla .

El proceso fisico sobre cada elemento finito se aproxima con funciones polinomiales
y ecuaciones algebraicas que relacionan cantidades fisicas en nodos del elemento que se

analiza.
De aqui, se procede a ensamblar las ecuaciones usando la continuidad y / o el balance

de las cantjdades fisicas

Se debe buscar una solucién aproximada # de la forma:

n i3
U ZuJWJ +ZCJ ¢J
7=t

J=1

Donde #, representa a los valores de # en los nodos del elemento, y, son las
funciones interpolacién, ¢; son los coeficientes sin nodo, y ¢, son las funciones

aproximacion asociadas.
Se requiere de un nimero suficiente de ecuaciones para obtener los coeficientes no

determinados ¢, y u,.
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Por esta razén €s necesario un procedimiento como el de la integral pesada de la
ecuacion diferencial que rige.

Pueden ser més de un elemento finito # en un mismo problema, el tipo de modelo
depende de las ecuaciones diferenciales y métodos usados para obtener los coeficientes
no determinados sobre un elemento.

La integral pesada se requiere para generar las ecuaciones algebraicas para resolver

los pardmetros ¢, en la solucion aproximada. Esto equivale a minimizar ei error en la

aproximacion de la ecuacion diferencial en sentido de integral pesada.

Es necesario seguir el procedimiento de los tres pasos para obtener la forma débil de
una ecuacion diferencial y para obtener las ecuaciones algebraicas en funcion de los
parametros desconocidos de la solucién aproximada, lo que se traté en el capitulo dos se
considera como el corazon del método del elemento finito.

Los métodos wvariacionales presentados son un medio sencillo para encontrar
soluciones aproximadas continuas en problemas fisicos, las cuales son funciones
continuas de posicion en el dominio.

Encuentro una desventaja de los métodos variacionales con respecto a los métodos de
diferencia finita tradicionales, la dificultad para seleccionar las funciones aproximacion
no existe un procedimiento Unico para construirlas sobre todo cuando el dominio es
geométricamente complejo y / o las condiciones frontera son complicadas.

Los métodos variacionales proveen un medio potente para encontrar soluciones
aproximadas para la construccion de las funciones aproximacion que dependen de la
ecuacion diferencial a ser resuelta y no de las condiciones frontera del problema. Un
probiema difiere de otro solo en los datos y por ésta razon se puede usar un programa de
proposito general.

Una vez construida la region, las funciones se pueden representar con formas
geométricas simples, de modo que sea mas sencilla la construccidén de las funciones
aproximacion.

En el método del elemento finito, se debe discretizar un dominio mediante
representaciones geométricas simples en cada elemento, para formular la ecuacién que
rige usando cualquier método variacional. Se generan las funciones aproximacion

sistematicamente usando las condiciones de frontera esencial, se conectan los elementos



156

imponiendo la continuidad de las variables dependientes a través de los limites del inter
clemento.

El modelo del elemento finito, se desarrolla siguiendo tres pasos:

1. Formulacion débil de la ecuacion diferencial ¢n un elemento.
2. Interpolar las variables primarias de la forma débil.
3. Formular el elemento finito sobre un elemento tipico.

Las variables primarias deben ser continuas en el dominio, incluyendo los nodos

conexion de los elementos.. Se identifican con la forma débil.

Las funciones interpolacion requieren continuidad e independencia lineal. Con el
método del elemento finito, se sustituye la interpolacién de la variable primaria en la
forma débil de la ecuacion diferencial.

Las variables secundarias se pueden calcular usando las ecuaciones algebraicas de la
malla del elemento finito (ecuaciones condensadas) o por interpolacion del elemento
finito.

Las variables secundarias calculadas, usando elementos lineales Lagrange son
elementos constantes, y son elementos lineales para elemenios cuadraticos Lagrange .

Después de haber hecho un anélisis detallado en cuanto a los tipos de errores de
aproximacion del elemento finito, de ecuaciones diferenciales y sus mediciones para
ecuacion diferencial de segundo orden simple, se llega a la conclusiéon de que las
ecuaciones diferenciales con coeficientes constantes son exactas en los nodos. Sin
embargo, esto no se mantiene para ecuaciones diferenciales de segundo orden acopladas
con coeﬁcif:nicsmnsianles.

Del capitulo 5 se deduce que, el uso de un programa de computadora como el
descrito,, es una herramienta computacional importante dada la simplicidad en su
implementacion para la solucion de problemas de transferencia de calor en una

dimension y la rapidez con que se lleva a cabo ¢l proceso de solucion aproximada.
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CAPITULO 10

APENDICE

GLOSARIO DE TERMINOS USADOS EN EL METODO DEL ELEMENTO
FINITO

Convergencia.- Exactitud conforme se incremente el nimero de elementos en la
malla.

Componente de rigidez.- Fuerza causada por un desplazamiento unitario aplicado.

Condicion de frontera esencial (EBC).- Especificacion de la variable primaria en la
frontera.

Condicién de frontera natural (NBC).- Especificacién de las variables secundarias
en la frontera.

Condiciones de frontera homogeneas.- Cuando los valores especificados son cero
=0 0 Qo =0

Condiciones de frontera no homogeneas.- Cuando los valores especificados son

diferentes de cero u, 20, ¢, #90

Cenectividad del elemento.- Nimero de nodos que limitan al elemento.

DEM .- Método de} elemento discreto donde los elementos individuales pueden tener
movimientos finitos.

Discretizacion.- El dominio del problema es dividido en regiones mas pequefias. Es
la preparacion de un archivo de entrada gue contenga:

(1).- Coordenadas de todos los puntos nodales.
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(2).- Tipos de elementos.
(3).- Conectividad de elementos.

(4).- Elementos constantes aplicables.

(5).- Propiedades del material.

Dominio (£2) .- Conjunto de puntos en el espacio, con la propiedad de que si P es un
punto en el dominio, entonces todos los puntos cierran hacia P, perteneciendo al
dominio.

Dominio convexo.- Cuando dos puntos cualesquiera del dominio se pueden unir con
una linea tendida completamente dentro de €l.

Ecunaciones consistentes - Son las que no tienen solucion.

Elemento finito.- Dominio en mimiatura (subdominie), desde el cual se pueden
obtener una serie de ecuaciones algebraicas para las incognitas nodales.

Ensamble de matriz de rigidez global. Se refiere a la suma de las rigideces de los
elementos individuales, cuando se calculan en el sistema de coordenadas global.

Exactitud de la solucién.- Diferencia entre la solucion exacta y la solucion del
elemento finito

Forma débil de una ecuacion diferencial - Es una exposicion de integral pesada de
una ecuacion diferencial en la que la diferenciacion se distribuye entre las variables
dependientes v la funcién peso ¢ incluye las condiciones frontera naturales del problema.
Se conoce tambi¢n como “ forma variacional”.

Frontera de unr dominio ( I' ) .- Serie de puntos tal que, en cualquier cercania de

esos puntos, hay puntos gue pertenecen al dominio y puntos que no. Los puntos en la

frontera no corresponden al dominio.

Funcional-  Expresion  integral de la  forma J(u)sz(x,u,u'):tx

_ 1_du
u=ufx) u y

Donde el integrando F (x,u,u‘) es una funcion dada de los argumentos

du

x.u, Yy e

Funcional bilineal - Funcional lineal en cada uno de sus argumentos #  y v
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Ferma bilineal simétrica.- Cuando B{u,v)= B(v,u)

Grado de libertad (DOF).- Se refiere a las incognitas a resolver para un problema,
!ias cuales dependen de la manera de modelar el problema.

Integral pesada.- Procedimiento para dar lugar a un nimero necesaric y suficiente

de ecuaciones para los coeficientes no determinados, ¢, y #,

Malla del elemento finito. Conjunto de elementos finitos.

Malla uniferme.- Todos los elementos son de igual longitud.

Malla no uniforme.- Los elementos son de diferente longitud.

Matriz bandeada.- Todos los términos de la matriz estan colocados alrededor de la
diagonal principal.

Matriz de elasticidad [D].- Es una propiedad del material del elemento.

Matriz de rigidez [B].— Es una propiedad de la forma del elemento. En mecanica de
materiales expresa ecuaciones esfuerzo- deformacion. Es la matriz de las derivadas de
las funciones interpolacion, por lo cual recibe el nombre de matriz gradiente.

Matriz simétrica.- Implica que la matriz es cuadrada, significaque K, , = K,

Método variacional de aproximaciéon - Método que sirve para obtener una solucion

aproximada en la forma de una combinacion lineal de funciones aproximacion ¢,,

convenienie y parametros ¢, no determinados.

Z ij¢J' ’

Nodos.- Puntos de conexion de unos elementos con otros.

RIE.- Elemento de integracion reducida.

Simbolo variacional - Operador & en el cambio v, donde & es una constante y v
es una funcion : u = av

Singularidad de [K ].- Significa que la ecuacién [K ]{u} ={f} no se resuelve como
tal ya que la matriz [K ] tiene un determinante cero.

Variable primaria PV .- Es la variable dependiente de un problema, expresada en la
misma forma que la funcion peso gue aparece en el término frontera

Variables secandarias SV .- Son los coeficientes de la funcién peso y sus derivadas

en las expresiones frontera. Siempre tienen significado fisico.
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