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RESUMEN

Los modelos de redes neuronales artificiales se estdn aplicando con gran éxito
en la solucidn de una amplia variedad de problemas complejos, tales como, el
reconocimiento de formas y de voz, el control de robot, el filtrado de sefales, etc. A
pesar de esto, existen una serie de problemas no resueltos en el aprendizaje de las
redes neuronales que limitan, en cierto modo, una mayor aplicacidn de este tipo de
metodologia. En este trabajo de investigacién se tratan tres de los problemas
fundamentales en el aprendizaje de redes neuronales artificiales de propagacion hacia
adelante: 1) Determinar la cantidad de neuronas en la capa oculta para que una red
neuronal pueda clasificar un conjunto de patrones, 2) Obtener un aigoritmo de
entrenamiento, con menor cantidad de operaciones de punto flotante que las
diferentes variantes del algoritmo de retropropagacion del error y 3) Desarrollar un
algoritmo de entrenamiento para redes neuronales clasificadoras de metmoria entera.

Para dar solucion al primer problema, a partir del andlisis de los espacios de
patrones y de pesos, se disefid un algoritmo que determina la cantidad de neuronas en
la capa ocuita para clasificar un conjunto no contradictorio de patrones en dos clases.
Este algoritmo determina, en cada iteracién, un hiperplano que separa la mayor
cantidad de patrones de una misma clase.

Para resolver el segundo problema, se disefié un algoritmo para entrenar una red
con funciones continuas de activacién con un nimero de operaciones muy inferior al
de las diferentes variantes del algoritmo de retropropagacion del error, Este algoritmo
toma como memoria inicial, la que se obtuvo de la red del problema anterior y es
aplicable al filtrado de sefiales, donde el objetivo es minimizar una funcién de error
cuadratico.

Por ultimo, se estudia el problema de entrenamiento de una red neuronal de

memoria entera para clasificar un conjunto de patrones en dos clases. Aqui, utilizando

iv



los procedimientos se desarrollaron para ¢l discio de la red, se obtienen diferentes
hiperplanos separadores y después de realizar un proceso de discretizacién de los
coeficientes, se selecciona el hiperplano que separa la mayor cantidad de patrones de
una misma clase. La importancia de este algoritmo de entrenamiento estd en que las

redes de memoria entera son muy econdémicas en sus diferentes formas de

implementacion.
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CAPITULO 1

INTRODUCCION

1.1 Antecedentes.

Debido a la complejidad de los problemas actuales de la ciencia y la técnica se
estan desarrollando de forma acelerada nuevos modelos matematicos y métodos de
las ciencias de la computacién que se basan en el comportamiento de sistemas
bioldgicos. Estos métodos son capaces de manejar incertidumbres que aparecen
cuando nos enfrentamos a problemas reales v ademas pueden ofrecer soluciones
robustas y de ficil implementacion.

Los modelos de redes neuronales artificiales {RNA) estan inspirados en el
funcionamiento del cerebro humano y son capaces de dar solucion a una extensa
variedad de problemas complejos. Estos modelos estan formados por una gran
cantidad de unidades de procesamiento (neuronas), interconectadas entre si y que
operan masivamente en paralelo.

Las ideas primarias sobre los modelos de RNA aparecen en 1936 en los
estudios de A. Turing, que es el primero en estudiar el cerebro como una forma de ver
el mundo de la computacién, aunque los primeros tedricos de la computacidn

neuronal son considerados W. McCulloch v W. Pitts, quienes en 1943 desarrollan



una teoria scbre la forma de trabajar de las neuronas y modelan una red neuronal

simmple mediante circuitos eléctricos [107].

Los sucesos de mayor importancia en los primeros afios de desarrollo de la
teoria de las RNA se pueden resumir en los siguientes [104]:

e En 1958 F. Rosenblatt introduce un nuevo enfoque al problema d¢ reconocimiento
de patrones en sus trabajos sobre el Perceptron, que es considerada como la red
neuronal mas antigua.

¢ En 1960 B. Widrow y M. Hoff introducen el algoritmo de los minimos cuadrados
y lo usan para formular Adaline, que es la primera red neuronal aplicada a un
problema real. La diferencia fundamental entre el Percepfrén 'y Adaline radica en
el procedimiento de aprendizaje.

e En 1967 S. Grossberg desarrolla una red neuronal, denominada Avalancha, que es
utilizada para resoiver actividades tales como reconocimiento continuo del habla y
aprendizaje del movimiento de los brazos de un robot.

Esta primera etapa de desarrollo se caracteriza fundamentalmente por ver a las
redes neuronales como unos modelos matemadticos “maravillosos” con los que se
podia resolver una gran cantidad de problemas dificiles.

Por estos afios comienzan a aparecer algunos problemas, tales como el
problema de clasificacién para el “or-exclusivo™ y el problema de asignacién de
crédito, que no podian ser resueltos por los modelos existentes de RNA. Esto conlleva
a la realizacién de un analisis mas profundo sobre el funcionamiento de estos
modelos, surgiendo asi una serie de criticas que culminan en 1969 cuando M.
Minsky y S. Papert [76] publican el libro “Percepirons”, donde ofrecen un andlisis
matemético detallado del Perceptron, criticandolo fuertemente y considerando que la
extensién a perceptrones multicapa era completamente estéril,

A partir de la aparicion de este libro disminuye considerablemente la
produccion cientifica sobre redes neuronales, la mayoria de los investigadores se
orientan hacia la Inteligencia Artificial y solo continlia trabajando en el tema un

pequeiio grupo, que por lo general elude utilizar el término de red neuronal.



En 1982 aparecen dos trabajos cientificos que hacen resurgir el interés por las
redes neuronales.

J. Hopfield [32] presenta un trabajo en el que describe con claridad y rigor
matematico una red que es una variacién del asociador lineal. Ademads, mostrd cémo
pueden trabajar tales redes y qué se puede hacer con ellas.

T. Kohonen [51] publica un articulo sobre un modelo de red neuronal con
capacidad de formar mapas de caracteristicas de manera similar a como ocurre en el
cerebro humano, basandose en el principie de formacion de mapas topoldgicos para
establecer caracteristicas comunes entre la informaciéon de entrada a la red. Una
explicacion mas detallada sobre este trabajo puede encontrarse en la referencia [50].

A pesar de que estos trabajos no son sobre redes neuronales de propagacién
hacia adelante, si permiten que se vuelva a retomar este tipo de modelo, comenzando
asi una nueva etapa de desarrollo de la Teoria de Redes Neuronales Artificiales.

Desde los primeros aiios de desarrollo se habia notado, que si un problema no
podia ser resuelto por una red neuronal de propagacion hacia adelante, entonces era
necesario agregar capas de neuronas ocultas, pero no se tenia fundamentacién teorica
sobre esto y ademas no existian algoritmos de entrenamiento.

En ese momento, los problemas fundamentales a los que se enfrentan los
investigadores son:

1. Disefiar algoritmos de entrenamiento para redes multicapas.

2. Determinar la cantidad de capas ocultas de neuronas en la red.

3. Determinar la cantidad de neuronas en cada capa oculta.

El primero de estos problemas es resuelto en 1986, cuando aparece publicado
un articulo por Rumelhart, Hinton y Williams [82], donde reportan un algoritmo de
aprendizaje para redes multicapas, conocido como retropropagacion del error
(backpropagation). Ademas también fue obtenido de forma independiente por otros
dos investigadores al mismo tiempo, Parker [80] y LeCun [67].

Es necesario sefialar [103] que en 1974 Werbos, en su tesis doctoral realizada
en la Universidad de Harvard, describe este algoritmo para modelos de redes mas

generales, donde las redes neuronales pueden ser consideradas como un caso



particular. Desafortunadamente este trabajo de Werbos fue desconocido para la
comunidad cientifica por mas de una década.

El primero en dar una solucién al segundo problema es Cybenko, quien
demostré rigurosamente que una sola capa de neuronas ocultas es suficiente para
poder aproximar cualquier funcidn continua soportada sobre un hipercubo unitario.
Este resultado se conoce en el entorno de las RNA como el Teorema de
Aproximacién Universal y fue publicado, por primera vez en 1988, como un reporte
técnico de la Universidad de Illinois y un afic después en la referencia [15].

En 1989 son reportado otros dos trabajos sobre las capacidades de
aproximacion de las redes de propagacién hacia adelante: Funahashi [25] y Homik,
Stinchcombe y White [33].

El teorema de aproximacién universal es un teorema de existencia y es
considerado como ¢l resultado tedrico de mayor importancia para este tipo de redes.

No obstante, este teorema deja abiertos dos problemas de gran importancia para
la implementacion de sistemas de RNA de propagacién hacia adelante :

1. Cantidad de neuronas en la capa oculta

2. Acotamiento de los pesos de la red.

En ¢l problema de mantener la propiedad de aproximador universal con una
cantidad de neuronas limitada y pesos acotados se estd trabajando actnalmente en
diferentes institutos de investigacion a nivel mundial y aunque se han obtenido
algunos resultados particulares | 3,21,35,38,39,55,59,60,61,95]}, el problema general
aun no esta resuelto.

En 1992 se reportan dos resultados que garantizan que la superficie de error no
presente minimos locales. Estos resultados representan condiciones suficientes para
que el algoritmo de entrenamiento sea convergente.

El primero es presentado por X. Yu [105] y plantea que son suficientes 7 —1
neuronas en la capa oculta, pero este valor resulta demasiado grande en la solucion
de problemas pricticos, por lo que esto representa una cota superior para el niimero

de neuronas en la capa oculta.



El otro resultade es dado por Gori y Tesi [27], pero las condiciones que
plantean son muy dificiles de verificar en la practica. Otra forma de abordar este
problema ha sido mediante algoritmos constructivos [10,11,12,23,71,80], pero solo se
pueden aplicar a redes con funciones discretas de activacion.

Para determinar el nimero de neuronas en la capa oculta, aln se sigue
utilizando un procedimiento de ensayo y error [44,29], es decir, se construye una red
de gran dimension y se van eliminando neuronas de la capa oculta mientras se
mantenga la convergencia del algoritmo de entrenamiento, o bien se construye una
red pequeiia y se le van agregando neuronas hasta que se alcance la convergencia.

En el problema del acotamiento de los pesos de la red también se esta
trabajando actualmente y se han obtenido algunos resultados tedricos
[35,38,53,59,62,67], pero los mayores esfuerzos estdn orientados hacia redes con
memoria discreta y en particular las que utilizan memoria entera
(22,46,71,72,77,84,86].

Cuando la memoria de la red estd formada por valores enteros pequeiios, estos
modelos resultan muy atractivos, ya que sus diferentes formas de implementacion son
sumamente econbmicas.

El caso ideal es cuando los pesos toman solamente valores del conjunto

{—1, 0, 1}, que son las llamadas redes libres de multiplicacién [47], va que para
calcular la entrada neta a cada neurona, no es necesario realizar operaciones de
multiplicacién, solo sumas y restas. Ademas, en este caso los pesos de la red pueden
ser almacenados mediante cadenas binarias de longitud 2.

Otro caso de gran interés es cuando los pesos estan restringidos a tomar valores

enteros del intervalo [— 3; 3], ya que se requieren solo de 3 bits para su
almacenamiento y ademds proporcionan mayor diversificacion para los hiperplanos
separadores [48].

En estos dos tipos de redes los principales resultados han sido obtenidos por
Khan [46] en su tesis doctoral presentada en 1996.

Otro problema que ha llamado la atencidn de los investigadores en RNA es que

el algoritmo de retropropagacion del error resulta demasiado costoso, desde €l punto



de vista computacional, a pesar de todas las mejoras implementadas por diferentes
autores {14,19,27,28,31,40,81,88,99,106].

El resultado mas significativo en este sentido fue reportado por M. Biancini y
M. Gori [7] en 1996. Ellos reducen el calculo del gradiente del orden O{M 2T ) al

orden O{M.T), donde M es el total de pesos de la red ¥ T es la cantidad de patrones

en el conjunto de aprendizaje.

1.2 Justificacion del trabajo de investigacion.

Debido a sus fundamentos, 1os modelos de RNA presentan varias caracteristicas
semejantes a las del cerebro. Esos modelos son capaces de aprender de la experiencia,
de generalizar de casos anteriores a casos nuevos, de extraer caracteristicas esenciales
a partir de datos que contienen informacion irrelevante, etc. Esto hace que ofrezcan
numerosas ventajas, por lo que este tipo de metodologia se estd aplicande en
multiples areas.

A pesar de que los modelos de RNA se estan aplicando con gran éxito en la
solucion de problemas reales de alta complejidad, todavia existen una serie de
problemas tedricos y practicos no resueltos.

Los tres problemas fundamentales en el aprendizaje de redes neuronales de
propagacién hacia adelante son:

1. Disefio de la red neuronal.

2. Desarrollo de algoritmos eficientes de entrenamiento desde el punto de vista

computacional.

3. Disefio y entrenamiento de redes neuronales de memoria entera.

El problema del disefio de la red neuronal consiste en determinar la cantidad de
neuronas en la capa oculta para que el algoritmo de entrenamiento sea convergente,
ya que la cantidad de neuronas en las capas de entrada y de salida es fija para cada
problema particular.

En el caso de redes ncuronales para la clasificacion, este problema estd

estrechamente relacionado con el problema de determinar el mayor subconjunto



linealmente separable de un conjunto de entrenamiento, el cual es de la clase NP-
completo [90].

El segundo problema esta relacionado con las deficiencias del algoritmo de
retropropagacion del error [17,18,3052,54,65,66,69,83,94], las cuales son :

e Laarquitectura de la red neuronal ¢s determinada por ensayo y error.

s Alto nimero de operaciones, tanto en su fase hacia adelante en el célculo de
las salidas, como en su fase hacia atrds en la modificacion de los pardmetros
de la red.

e La cantidad de ciclos de entrenamiento depende de la memoria inicial, la
cual se selecciona de forma aleatoria.

La importancia del problema de disefic y entrenamiento de redes neuronales de
memoria entera se debe al bajo costo de produccion de este tipo de tecnologia. Tanto
el problema de disefio, como ¢l de entrenamiento de la red cuando la memoria es
entera estan catalogados como NP-completos [46].

A partir del andlisis de estos problemas definimos la orientacion de nuestro
trabajo de investigacion hacia el desarrollo de métodos y algoritmos de entrenamiento
para modelos de RNA de propagacion hacia adelante que determinen la cantidad de
neuronas en la capa oculta, que sean eficientes computacionalmente y que obtengan

una memoria con valores enteros pequefios.

1.3 Objetivos de la investigacion.

Del andlisis de los problemas fundamentales existentes en el aprendizaje de
redes neuronales para la clasificacidn, planteamos los siguientes objetivos de
investigacidn.

1. Desarrollar un algoritmo para determinar la cantidad de neuronas en la
capa oculta de una red neuronal de propagacion hacia adelante.

2. Disefiar una nueva forma de entrenar una red con menor namero de
operaciones que la mejor variante del algoritmo de aprendizaje existente

{(backpropagation).



3.

Diseiar un método de entrenamiento para redes neurcnales de propagacidn

hacia adelante con memoria entera.

1.4 Metodologia de investigacion.

Para llevar a cabo el trabajo de investigacidén se propuso la signiente

metodologia a seguir :

1.

Investigacion bibliografica sobre los problemas del aprendizaje en redes

neuronales de propagacion hacia adelante.

. Andlisis de los problemas de clasificacion de patrones, de separabilidad

lineal y de transformacién de conjuntos de patrones en conjuntos linealmente
separables. Esto permitird desarrollar un método que determine el nimero de
neuronas en la capa oculta de redes neuronales de propagacién hacia

adelante.

. Andlisis del problema de aproximacién de funciones y su aplicacion en el

aprendizaje en redes neuronales de propagacion hacia adelante.

. Estudic de los fundamentos tedricos y analisis riguroso del problema de

aprendizaje en redes neuronales de propagacion hacia adelante, asi como de
su algoritmo de entrenamiento. Esto permitird proponer un método mas
eficiente en relacién con la cantidad de operaciones a realizar en el proceso

de aprendizaje,

. Analisis de la propiedad de aproximacion universal en redes neuronales con

memoria entera y de métodos de programacién entera para disefiar un

algoritmo de entrenamiento para redes con memoria entera.

. Conclusiones de la investigacion y recomendaciones para futuros trabajos en

esta linea de investigacion.

1.5 Estructura de la tesis.

El trabajo de tesis estd compuesto por 6 capitulos. El capitulo 2 es de marco

teérico y se da una descripcion de los conceptos, métodos y algoritmos que se

referencian en este trabajo de tesis.



En el capitulo 3 se estudia el problema de disefio de redes neuronales para la
clasificacion. Aqui, a partir del estudio del problema de clasificacidn vy
reconocimiento de patrones y del andlisis de la estructura de los espacios de patrones
y de pesos, se desarrolla un algoritmo para determinar la cantidad de neuronas en la
capa oculta.

En el capitulo 4 se analiza el problema de la eficiencia del algoritmo de
entrenamiento y se propone una nueva forma de entrenar redes neuronales para la
clasificacién que toma como memoria inicial la que se obtuvo de la solucion del
problema de disefio de la red. El funcionamiento de este algoritmo se basa en explotar
las propiedades de las funciones continuas de activacién. Con esta nueva forma de
entrenamiento s¢ logra reducir significativamente la cantidad de operaciones del
proceso de aprendizaje de la red, asi como la cantidad de parametros a modificar.
Ademas, la memoria inicial no se toma de forma aleatoria.

El capitulo 5 estd dedicado a los problemas de disefio y entrenamiento de redes
neuronales de memoria entera para la clasificacion. En este capitulo los pesos de la
red estas restringidos a tomar valores enteros del intervalo [-3, 3] y los métodos
propuestos son modificaciones de los algoritmos desarrollados en los capitulos 3 y 4.

El capitulo 6 es el de conclusiones y recomendaciones. Aqui se resaltan los
principales logros y limitaciones de los resultados obtenidos en este trabajo de
investigacion, asi como se dan una serie de recomendaciones para irabajos futuros, en

relacion con la generalizacién de los resultados obtenidos.
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CAPITULO 2

MARCO TEORICO

2.1 Introduecion.

Uno de los principales objetivos y preocupaciones de los cientificos a lo largo
de la historia ha sido conseguir disefiar y construir maquinas capaces de realizar
procesos con cierta inteligencia. De los intentos realizados en este sentido se han
llegado a definir las lineas fundamentales para la obtencién de maquinas inteligentes.

A pesar de disponer de herramientas y lenguajes de programacién disefiados
expresamente para el desarrollo de maquinas inteligentes, existe un problema de
fondo que limita enormemente los resuitados que se puedan obtener y es que estas
maquinas se implementan sobre procesadores basados en una filosofia de
funcionamiento, que se apoya en una descripcion secuencial del proceso de
tratamiento de la informacion. El desarrollo de estos procesadores no deja de seguir la
linea de que, una maquina puramente mecanica es capaz de realizar tareas mecanicas,

de forma increiblemente rapida, pero es incapaz de obtener resultados aceptables
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cuando se trata de tareas sencillas para un ser humano como reconocimiento de
formas, de voz, etc.

El desarrollo de la logica formal permiti¢ contar con una notacion precisa para
representar aseveraciones relacionadas con todo lo que existe en el mundo, asi como
sus relaciones mutuas.

Para crear sistemas inteligentes, la Inteligencia Artificial se esfuerza por
elaborar programas que puedan describir un problema en notacién logica y
encontrarle solucion.

Actuar racionalmente implica actuar de manera que se logren los objetivos
deseados, con base en cierto supuesto. Un agente es algo que es capaz de percibir y
actuar. De acuerde con este enfoque, la Inteligencia Artificial se considera como el
estudio y construccion de agentes racionales.

Un agente es todo aquello que puede considerarse que percibe su ambiente
mediante sensores y que responde o actia en tal ambiente por medio de efectores. El
objetivo fundamental es disefiar y construir agentes racionales, es decir, agentes que
logren un buen desempeiio en su ambiente.

Uno de los objetivos fundamentales de los Sistemas de Redes Neuronales
Artificiales es también ¢l disefio y construccién de agentes racionales, pero lo hacen
de una forma completamente diferente. Las redes neuronales se pueden enmarcar
dentro de las denominadas redes de autoproceso, que estin formadas por nodos
procesadores de informacion de cuyas interacciones locales depende el

comportamiento global del sistema.

2.2 Neuronas biologicas y sus modelos artificiales.

La teoria y la modelacién de redes neuronales artificiales estd inspirada en la
estructura y funcionamiento del sistema nervioso.

La neurona o célula nerviosa es la unidad funcional basica de los tejidos del
sistema nervioso, incluido el cerebro. Las neuronas estin formadas por el cuerpo de

célula o soma, donde se aloja el nicleo de la célula. Del cuerpo de la célula salen
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ramificaciones conocidas como dendritas, y sale también una mas larga denominada

axon. Como se muestra en la figura 1,

/</ S
::_Q *

— .

Soma Axén /

Zs 3

Figura 1 : Partes de la neurona.

Las dendritas se ramifican tejiendo una tupida red alrededor de la célula,
mientras que el axdén tiene una longitud, por lo general, de 1 em (100 veces el
diametro del cuerpo de la célula) y en casos extremos llega a medir hasta un metro.
Finalmente, el axén también se ramifica en filamentos, mediante los cuales establece
conexidn con las dendritas y cuerpos de otras células. Esta unién o conexién se le
COTIOCE COMO STAAPSIS.

Cada neurona establece sinapsis con una cantidad variable de otras neuronas,
que oscila desde una docena hasta ciento de miles.

Las sefiales se propagan de neurona a neurona mediante una complicada
reaccion electroquimica. Las sinapsis liberan sustancias quimicas transmisoras y
entran a la dendrita con la cual se eleva o se reduce el potencial eléctrico del cuerpo
de la célula. Una vez que ¢l potencial eléctrico rebasa cierto valor de umbral, se envia
al axdn un impulso eléctrico o potencial de accion. El impulso se difunde a traveés de
las ramas del axén y finalmente llega a la sinapsis y libera transmisores en los cuerpos

de otras células.



13

Las sinapsis que aumentan el potencial se conocen como excitadoras, y las que
lo disminuyen se denominan inhibidoras. La caracteristica mds importante de las
conexiones sindpticas es que muestran plasticidad, es decir, alteraciones a largo plazo
de la intensidad de las conexiones como respuesta al patrén de estimulacidn. Las
neuronas establecen nuevas conexiones con otras neuronas, y €n ocasiones con grupos
completos de neuronas capaces de migrar de un sitio a otro.

Se considera que los mecanismos anteriores constituyen el fundamento del
aprendizaje en el cerebro.

Este modelo del sistema nervioso parte de que las neuronas se comunican entre
si por medio de impulsos eléctricos y que forman una red neuronal que tiene una
estructura compleja de interconexiones. La entrada a la red proviene de receptores
sensitivos que estdn en contacto con el mundo exterior. Estos sensores envian
estimulos en forma de impulsos eléctricos que llevan la informacién a la red de
neuronas. Como resultado del procesamiento de la informacidn en el sistema nervioso
central, los efectores controlan y dan respuesta en forma de diversas acciones.

De esta forma este sistema esta formado por los receptores, la red neuronal y los

efectores en el control del organismo y sus acciones, como se muestra en la figura 2.

44— Red

Estimulos —j»|Receptores Neuronal |

Efectores |— Respuesta

Figura 2: Flujo de informacion en el sistema nervioso.

Las redes neuronales artificiales son modelos que intentan repreducir el
comportamiento del cerebro humano. Cada modelo neuronal consiste de un elemento
de procesamiento con conexiones de entrada sindpticas y una salida simple.

En la figura 3 se muestra un modelo general de un elemento de procesamiento
(PE). La i-ésima sefial de entrada que recibe este elemento de procesamiento se
representa por x;. El flujo de sefial de una neurona de entrada es considerado
unidireccional y esta indicado por el sentido de la flecha. Cada conexion tiene

asociada una magnitud llamada peso o intensidad de conexién y se dencta por w,.
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Cada PE determina un valor de entrada neta basandose en todas las conexiones
de entrada. Por lo general, se calcula el valor de entrada neta mediante la suma
ponderada de las entradas por sus pesos correspondientes y se denota por ret es
decir,

n
net =2 wx, =W'X 2.1
i=1
donde W=[w,,w2,-~,w"]’ es ¢l vector de los pesos, y X :[x,,;!cz,---,x"]r es el
vector de entradas.

Nétese, ademas, que el umbral se puede considerar como un peso mas para una
sefial de entrada igual a -1 y que por comedidad se asume que es igual a x,,.

Una vez que la entrada neta ha sido calculada, se puede calcular el valor de

salida aplicando la funcién de activacidon o = f(rnet)

- net— e fine) | —P O

Figura 3 : Simbologia para las neuronas artificiales

Las funciones de activacion mas usadas son

2

S (net) =S Tre Lo (2.2)
1, net = 10)

Sfinet)=1_ 1, net <0 (2-3)

Las funciones de activacion (2.2) y (2.3) son conocidas como funcién continua
bipolar (funcién sigmoide) y funcién binaria bipolar (funcién signo). Note que

cuando A - *oo, la funcién continua tiende a sgn{net).
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Otras funciones que también se usan como funciones de activacion son

1
S (net) = T o im (2.4
1, ret 20
flnet) = 0, net <0 (25)

que se denominan funcidén continua unipolar y funcién binaria unipolar
respectivamente.
La mayoria de los modelos neuronales emplean uno de estos tipos de funciones

de activacion

Dada una capa de m neuronas, sus valores de salida o,,0,,:--,0, se pueden
agrupar en un vector de salida
!
O=l90,,0,,-,0,] (2.6)

donde o, es la sefial de salida de la neurona i.
El dominio del vector O estd definido en un espacio m-dimensional por
(-1, )" ={0eR”, o, e(-1, 1)}, i=12,-,m
para la funcidn bipolar continua, o por
(0, )"={0er", 0, €0, )}, i=12,-,m
para la funcién unipolar continua. Es evidente que el dominio del vector O, en este
caso, es el interior de un cubo m-dimensional.
Para valores de salida binarios o,, el dominio de O en el espacio m-
dimensional esta dado por
{1, 13" ={0er", 0, e{-1, }},i=12,-.m

para la funcién bipolar discreta, o por

(0, 1" = {0 R, 0, <[o, B}, i= 12
para la funcidén unipolar discreta.
En este caso el dominio del vector O esta formado por los vértices de un

cubo m-dimensional.
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2.3 Clasificacién y Reconocimiento de Patrones.

En la etapa de funcionamiento de redes neuronales, el procesc calculo de una
salida O para una entrada X' dada, es conocido como recordar y el objetivo de esta
fase es restaurar la informacién. Recordar corresponde a descifrar el contenido
almacenado que puede haber sido introducidoe a la red previamente.

El término de patrén es utilizado para referirse a los elementos del conjunto de
entradas que se le presentan a la red en la etapa de entrenamiento. Mas ain, un patron
debe ser una descripcion cuantitativa de un objeto, evento o fendmeno.

Supongamos que un conjunto de patrones puede ser almacenado en la red.

Existen diferentes formas de asociacion entre la entrada y la salida, como se muestra
en la figura 4.
Autoasociacion : A la red se le presenta una entrada y ella responde con miembro del
conjunto almacenado que mds se parece a esta entrada. Este proceso generalmente es
usado para reconstruir una determinada informacidon de entrada que se presenta
incompleta o distorsionada.

Heteroasociacion: es cuando la red almacena parejas de datos

(A, , B, );(A[2 B, );---;(A,, , B,,) de forma tal que cuando se presente una entrada ella la
asocia  al patrdn almacenado mas parecido 4, y responde con la salida
correspondiente B, .

Clasificacién : Es cuando el conjunto de patrones de entrada es dividido en clases o
categorias. En este caso al presentar una entrada, la red debe dar como respuesta a qué
clase pertenece. Generalmente las clases son expresadas por vectores de salida de
valores discretos y se usan funciones de activacion binarias.

Reconocimiento : En este caso también el conjunto de patrones de entrada es dividido
en clases o categorias, pero la nueva entrada que se le presenta a la red no es
exactamente igual a ningun miembro del conjunte de patrones de entrada, por 10 que

la red lo asocia a una clase donde se encuentre el patrén que mas se le asemeje.
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Heteroasociacian
A—O
Co2MAO0CY =20 C=2O—/7 /7
X— 8

Autoasociacion

Clasificacion Reconocimiento

A=DIAOO :v[ﬂ ADHIA XO! :D[.ﬂ

Figura 4 : Tipos de asociacién.

La principal funcion de un sistema de clasificacién es decidir a qué clase
pertenece la entrada que se presente. Conceptualmente, el problema puede se descrito
como una transformacién de conjuntos o funciones desde el espacic de entrada al
espacio de salida, que es llamado espacio de clasificacién.

El objetivo de la clasificacion de patrones es asignar un objeto fisico, evente o
fendmeno a una de las clases o categorias preestablecidas. El problema de
clasificacién de patrones puede ser considerado como uno de discriminacion de datos
de entrada dentro de una poblacidon de objetos, mediante la busqueda de atributos
invariantes entre los miembros de la poblacion.

El estudio extensivo de procesos de clasificacion ha conducido al desarrollo de
modelos matemaéticos abstractos que proporcionan las bases para el disefio de
clasificadores [8§,24,68,92,98].

En la figura 5 se muestra un diagrama de bloques para sistemas de
reconocimiento y clasificacion.

Los sistemas de clasificacion contienen un traductor de entradas que provee al
extractor de caracteristicas de patrones de entrada. Generalmente, las entradas al
extractor de caracteristicas son conjuntos de vectores de datos que pertenecen a cierta
categorfa. El extractor de caracteristicas reduce la dimension de los datos, por lo que

el espacio de caracteristicas es de menor dimensién que el espacio de patrones. El
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vector de caracteristicas contiene solamente las caracteristicas esenciales del vector de

patrones que le permita mantener la probabilidad de hacer una clasificacion correcta.

Mediciones Datos Caracteristicas
Extractor de . Clases
— 1 Traduct . Clasificador ———»
raductor carateristicas|
Espacio de Espacio de Espacio de
Datos Patrones Caracteristicas

Figura 5 : Diagrama de bloques para sistemas de reconocimiento y clasificacion.

La entrada es representada como un vector X y la clasificacién a la salida del
sistema es obtenida por un clasificador implementado por una funcioén de decisién
i,(X) que puede tomar uno de los valores discretos 1,2,..,R , donde la respuesta
representa la categoria a la cual puede ser asignado el patron, como se muestra en la
figura 6. Es decir

iy = I (X) 2.7

donde X = [xl,xz,---,x,,]’

Clasificador | 1%5%% ; =1624..6R

Figura 6 : Esquema de un clasificador multicategoria.

La funcién de clasificacién (de decision) de la ecuacidn (2.7) representa una
transformacion o aplicacién de un vector n-dimensional X a una de las categorias
i (X).

La clasificacién también puede ser descrita convencionalmente en forma
geométrica. Un patron puede ser representado por un punto en un espacio euclidiano
n-dimensional R”, denominado espacic de patrones. Los puntos en este espacio

corresponden a los elementos del conjunto de patrones que son veciores n-
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dimensionales. Un clasificador de patrones aplica conjuntos de puntos del espacio
R” en el espacio de uno de los numeros i,(X)=1, 2,---, R como describe la
funcién de decision (2.7).

Las regiones denotadas por C; son llamadas regiones de decision y las
fronteras que separan una regién de las otras se denominan superficies de decision. En
un espacio R" las superficies de decisién son hipersuperficies de n-1 dimensiones.

Durante la etapa de clasificacién, para determinar la pertenencia a una
categoria, el clasificador necesita basarse en la comparacién de los calculos para el
patrén de entrada X de R funciones de discriminacién g,(X), g,(X), -, g:(X). Las
funciones de discriminacién toman valores escalares y un patrén pertenece a la i-
ésima categoria si y solo si se cumple que

g(X)>g,(X), Vi,j=1 2, R; i#] 2.8)

Esto significa que dentro de la region C, la i-ésima funcién de discriminacién

toma el mayor valor. Esta propiedad de la funcion de discriminacién g, (X) de tomar
el valor maximo para un patrén que pertenezca a la clase i es fundamental y es usado
para seleccionar formas especificas de las funciones g,(X).

Las funciones de discriminacién g,(X) y g,{X) para regiones de decision
contiguas C; y C, definen las superficies de decisién entre patrones de las clases i y j

en el espacio R”.

El diagrama de bloques para un clasificador basico lo podemos adoptar como el
que se muestra en la figura 7.

Para un patron dado el i-ésimo discriminador calcula el valor de la funcion
g, (X} que se denomina simplemente discriminante. El seclector del maximo
implementa la condicidn (2.8) y selecciona la mayor de todas las entradas

produciendo una respuesta igual al nimero de categoria i;(X).
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< ] *  Selectordel [ g i
. ) miximo Caiegoria
o w2k
Mms

Discriminantes
Discriminadores

Figura 7: Diagrama de bloque de un clasificador basico

En el caso que R =2, el clasificador es denominado dicotomizador y en este
caso la condicion (2.8) puede ser reducida a la inspeccion del signo de la siguiente
funcion de discriminacion

g(X) =g (X)-g,(X)

(2.9)
Por lo que aqui la regla general (2.9) puede ser reescrita como
X)>0, siXeC
g(X) . 1 (2.10)
g(X) <0, siX eC,

La evaluacién de esta condicién es mas facil de implementar en la practica que
la condicidn del méximo. Para construir un dicotomizador simple puede ser usada una

unidad logica de umbral (TLU) simple como la que s¢ muestra en la figura 8.

TLU
X .
X— g(x) _g—(T)'_'.‘ —ﬁ—h— —-.'“30
Painin Discriminante 1 € | Categoria

Figura 8 : Dicotomizador.

Una TLU puede ser considerada como una version binaria de una neurona, el la
cual los pesos son introducidos come en un perceptron binario. Las respuestas 1, -1
de la TLU pueden ser interpretadas como indicaciones de las categorias 1 y 2

respectivamente. La TLU simple implementa la funcién signo definida como
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iy (X) = sgn(g(X)) = {_ : iggz 3

El disefio de clasificadores se puede basar por completo en el calculo de las
fronteras de decisidn que se derivan de los patrones y de su pertenencia a determinada
clase.

Un clasificador eficiente, que tenga un diagrama de bloques como el que se
mostrd en la figura 7, puede ser descrito, en general, por funciones de discriminacidn
que dependan de forma no lineal de las entradas x ,x,,---,x,. Pero, el uso de
funciones de discriminacidon no lineales puede ser eludido mediante el disefio de
clasificadores de propagacion hacia adelante que sean multicapas.

En el caso de la clasificacidn lineal, la superficie de decision es un hiperplano.

En la figura 9 se muestra una funcién discriminante lineal en el caso bidimensional.

*xz gix)>0
u Hiperyplano
de decisiotn
x)<0
. . g (x) 5 (x) =0
o
| | | |
A ®
n L J
® e
m Clase |
® Clase 2

Figura 9 : Ilustracion de una funcién discriminante lineal bidimensional.

La forma lineal de las funciones discriminantes también puede ser usada para la
clasificacion en mas de dos categorias. En el caso de R categorias separables dos a
dos existen a lo sumo R(R-1)/2 hiperplanos de decisidn. Para un nimero de categorias
elevado, algunas de las regiones de decision C; , C, pueden no ser contiguas, por lo
que se eliminan los hiperplanos de decision.

El diagrama de bloques para un clasificador lineal se muestra en la figura 10

que se puede ver como un caso especial del diagrama de la figura 7.
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2

Selector

del ——p io
maximo

Figura 10 : Clasificador lineal.

El clasificador lineal est4 compuesta por R nodos de calculo de producto escalar
y un selector de maximo. Durante la clasificacion, se calculan R funciones
discriminantes g,(X) para el patron de entrada X, estos valores se dan como entrada
al selector del maximo que da como resultado el nimero de clase para el cual el
determinante tuvo mayor valor.

Para introducir la nocién de patrones linealmente separables, se asume que el

conjunto de patrones X se puede dividir en los subconjuntos X, X,,..., X;

respectivamente. Si un clasificador lineal puede clasificar los patrones de X; como

Y.L
11

pertenecientes a la clase para i =1, 2,---, R, entonces el conjunto de patrones X

es linealmente separable.
Usando las propiedades de las funciones discriminantes lineales, la
separabilidad lineal se puede formular mas formalmente. Si existen R funciones

lineales de X tales que

g(X)>g,(X), vXeX, i,j=1,2R; i#],
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entonces los conjuntos de patrones X; son linealmente separables.

2.4 Aprendizaje en redes neuronales de propagacion hacia adelante,

2.4.1 Aprendizaje para clasificadores lineales.

Cuando se analiza el problema de clasificacion de patrones, resulta interesante
el estudic de aquellos clasificadores, que sus capacidades de decisién son generadas
por patrones de entrenamiento mediante aprendizaje, entrenamiento o algoritmos
iterativos.

La clasificacion de un dato es aprendida gradualmente mediante la inspeccion
repetida y clasificacion de ejemplos.

Cuando el tipo de funcién discriminante ha sido seleccionado, el algoritmo de
aprendizaje da como resultado la solucién para los coeficiente, inicialmente
desconocidos, de la funcién discriminante, que se obtiene a partir del conjunto de
patrones de entrenamiento.

Para el estudio de clasificadores entrenables (adaptativos) se asume que :

1) El conjunte de patrones de entrenamiento es conocido, asi como la
clasificacién de todos sus elementos, por lo que el entrenamientio es
supervisado.

2) Las funciones discriminantes tienen una forma lineal y solo sus coeficientes
son ajustados en el proceso de entrenamiento.

Bajo estas suposiciones, un clasificador entrenable puede ser implementado por
el aprendizaje mediante ejemplos. El interés, por lo tanto, esta enfocado hacia
vectores de datos de entrada para los cuales se conoce su clasificacion correcta, y a
los que se denominan prototipos de clase.

El problema de clasificacion consistird entonces en determinar las superficies de
decisién en un espacio n-dimensional a partir de la correcta clasificacion de los
prototipos y que permita con un grado de confianza realizar correctamente el
reconocimiento y la clasificacién de patrones desconocidos que no hayan sido usados

en el entrenamiento. La unica limitacidn que se tiene para que los patrones
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desconocidos sean reconocidos es que tengan el mismo formato que se uso en los

patrones de entrenamiento.

2.4.2 Aprendizaje cemo aproximacion,

En general, el aprendizaje es un cambio permanente y relativo en el
comportamiento basado en la experiencia. En redes neuronales, €l aprendizaje es un
proceso mas directo y se puede entender como una relacion causa-efecto que puede
ser vista como una relaciéon que transforma las entradas en las salidas para un
conjunto de ejemplos de pares entrada-salida.

Una fundamentacién clasica a este problema proviene de la Teoria de

Aproximacion. Esta teorfa consiste en aproximar una funcién continua multivariable

h(X) por otra funciéon H(W, X) , donde X = [x, Xy, X, ]r es ¢l vector de las entradas

y W= [wl,wz,-u,w"]’ es el vector de los parametros (pesos). En este sentido a las
redes neuronales se les puede ver como un sistema que puede aprender la
aproximacion de relaciones.

Con este enfoque, el aprendizaje consiste en hallar el vector # que de la mejor
aproximacion posible de A(X) para un conjunto de ejemplos de entrenamiento X. La

seleccion de la funcién H(W, X) para representar a #(X) es conocido como un
problema de representacion. Una vez que hava sido seleccionada H(W, X) , el
algoritmo de aprendizaje de la red es aplicado para encontrar los parametros Optimos
W=,

Una formulacién mas precisa del problema de aprendizaje puede ser establecida

como los célculos que involucran a W* de forma tal que

o[H(W*,X),4(x)] < p[H(W, X),4(X)]
donde p[H(W, X) , A(X)] es una funcién distancia y representa una medida cualitativa
de aproximacion entre H(W, X} y h(X). Cuando ¢] ajuste se determina sobre la base
del cuadrado de las diferencias para un conjunto de ejemplos de entrenamiento X,

entonces la distancia tiene la forma de la suma de los errores cuadrados.
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2.4.3 Regla general de aprendizaje en redes de propagacion hacia adelante.

Una neurona es considerada como un elemento adaptativo. Sus pesos son
modificables en dependencia de la sefial de entrada que recibe, de su valor de salida y
de la respuesta del supervisor. En el caso del aprendizaje no supervisado la
modificacion de los pesos se basa solamente en la sefial de entrada y/o en los valores
de salida.

En el proceso de aprendizaje se modifican las componentes w, , que estin sobre

las conexiones de la j-ésima entrada con la i-ésima neurona de cada vector de pesos

W.. En general las entradas pueden ser las salidas de otras ncuronas o entradas

externas.

En la figura 11 se muestra e} entrenamiento de una neurona.

neutrona

1

» O
x5
xn
AW ¢
ﬂ Generador
X --+——] de sefial de *_E.
aprendizaje

Figura 11: Esquema del aprendizaje supervisado en una neurona.
Para el estudio de redes neurcnales se toma la siguiente regla general de
aprendizaje :
! . vy
*“ El vector de pesos W, = [w“,wn,---,w,.,,] se incrementa en proporcidn al producto

de la entrada X y de la seiial de aprendizaje r ™.
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Esta sefial de aprendizaje es en general una funcion de W, de X y en algunos

casos de la sefial del supervisor dj .
r=r(W,X,.d)
El incremento del vector de pesos W, es producido por el paso de aprendizaje

en el instante de tiempo # de acuerdo a la regla de aprendizaje

AW, () = e r[W, (1), X(0),d, ()] X (¢) 2.11)
donde ¢ es un nimero positivo denominado constante de aprendizaje y determina la
velocidad del aprendizaje.

De (2.11) se tiene que

W,(t+1) = W,(0) + ¢ r|W(0), X (1).d, ()] X(t)

Para sistemas discretos en el tiempo se utilizan superindices para especificar el
paso de aprendizaje, es decir, para €l k-€simo paso se tiene

Wkt =Wk +cr[PKk,X*,df]Xk
por lo que el aprendizaje toma la forma de una secuencia discreta de modificaciones

de los pesos.

2.4.4 Reglas cliasicas de aprendizaje en redes de propagaciéon hacia adelante.

Las reglas de aprendizaje mas comunes [2,5,29,107] para las redes neuronales

de propagacion hacia adelante son:

» Regla de aprendizaje del perceptron.

El andlisis del disefio de clasificadores de patrones estd basado en el célculo de
las superficies de decisidn a partir de los prototipos o grupos de patrones muestrales.
Los coeficientes de las funciones discriminantes lineales son los componentes del
vector de pesos ¥ pueden ser determinados a partir de la informacion que se tiene del
conjunto de patrones sobre la pertenencia de sus elemento a clases o categorias.

Los vectores de patrones de muestrales X,, X,,---,.X; forman una secuencia de

entrenamiento y se les presentan al clasificador conjuntamente con la respuesta de
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salida correcta. El clasificador modifica los parametros mediante un aprendizaje
iterativo supervisado.

El aprendizaje del clasificador se¢ basa en la experiencia lograda por la
comparacion de la respuesta correcta con la respuesta obtenida y su estructura
usualmente es ajustada después de cada respuesta incorrecta. El ajuste se realiza sobre
la base del valor del error generado.

El dicotomizador consta de n+1 pesos y de una TLU como elemento de
decision binaria. La entrada a este TLU es la suma ponderada de los componentes del

vector de entrada. Ver figura 12.

Figura 12 : Dicotomizador lineal con TLU.

Al presentarle al dicotomizador un patrén, la informacién sobre el error puede
ser usada para adaptar los pesos.

Por lo que puede verse que esto es lo mismo que la regla de aprendizaje para el
perceptrén discreto.

Para esta regla la sefial de aprendizaje es la diferencia entre la salida deseada y
la salida obtenida de la neurona al aplicarle una entrada X. Ademas, aqui el
aprendizaje es supervisado. Ver figura 13.

En este caso la sefial de aprendizaje tiene la forma

r=d,-o

donde o, = sgn(W,.’ X ) y d; es la respuesta deseada.
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Figura 13 : Aprendizaje en un perceptron discreto.
El ajuste de los pesos en esta regla de aprendizaje se realiza mediante la
expresion
AW, = c[d, - sen(; X)] X
y cada elemento del vector de pesos se ajusta por
Aw, =c [d,. — sgn(W, X)] X, (2.12)
Esta regla es aplicable solo para ncuronas de respuesta binaria y las relaciones
(2.12) expresan la regla para el caso bipolar binario. Bajo esta regla los pesos son

ajustados solo en caso que ¢, sea incorrecta. Obviamente, como la respuesta deseada

es 1 & -1, el ajuste de los pesos se reduce a

AW, =+2cX
donde el signo “+” es aplicable cuando d, =1 y o0, =-1 y el signo “-” cuando
d=-lyo =1.

o Regla delta de aprendizaje.

Esta regla es aplicable solamente para las funciones de activacion continuas
bipolar y unipolar definidas anteriormente y para un aprendizaje supervisado. En esta

regla la sefial de aprendizaje se denomina delta y esta definida por :
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Figura 14 : Aprendizaje en un Perceptrén continuo.

El término f.(;;?f X) ¢s la derivada de Ia funcién de activacion, calculada para

net =W'X .

Esta regla de aprendizaje puede ser obtenida directamente de la condicién del

error minimo cuadratico entre d; y o,.

Calculando el vector gradiente respecto a W, del error cuadratico definido por
1
=—(d —-0)*
S, o)
0 a su expresion equivalente
1 C AR
E=5[d,.—f(W;X]
obtenemos el vector gradiente del error.
VE =-{d,~o]f (W x)x (2.13)

Los componentes del vector gradiente seran

oF
ow

= _[d:' _Or]f’(W;,X) X;

i
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Como se requiere la minimizacién del error cuadratico, para realizar el cambio
de los pesos, se toma la direccién negativa del gradiente, es decir,

AW, = -nVE (2.14)
donde m es una constante positiva.

Entonces de (2.13} y (2.14) se obtiene
AW, =n[d, ~o,] (W x) X (2.15)

y para cada componente del vector de pesos

aw, =ld, =0 | f (W X)x,, j=12.m
Aplicando a este caso la formula general de aprendizaje definida por (2.11) se

tiene que el ajuste de los pesos se realiza mediante

AW, =dd, ~o,| f' (W' X) X
y comparandola con la expresion (2.15) se ve que son idénticas ya que ¢ y n son
constantes arbitrarias.

Para el entrenamiento de este tipo de redes es necesario inicializar €l vector de
los pesos.

Esta regla requiere del calculo de f'(net) en cada paso. Para este proposito se

1
usa el resultado que f'(net) = 5(1 - of) , que es valido para la funcidn de activacién

continua bipolar.

Este resultado es de gran utilidad ya que expresa la pendiente de la funcion de
activacion en términos de la sefial de salida de la neurona,

Como este método cstd basado en el movimiento del vector de pesos sobre la
superficie de los pesos en la direccion negativa del gradiente de error, requiere de
pequefios valores de ¢, ¢l cual es seleccionado de forma empirica y ajustado en el

proceso de aprendizaje.
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¢ Regla de aprendizaje del perceptron discreto multicategoria.
Para poder entrenar un clasificador multicategoria es necesario asumir que cada
clase es linealmente s¢parable respecto a las restantes clases, esto ¢s equivalente a que

existan R funciones discriminantes lineales tales que

2(X)>g,(X), VXX ij=1, 2, R; inj

Por comodidad, €l umbral de la i-ésima neurona es denotado por w,, ., v es

agregado a los vectores de pesos, también a los patrones de entrada se le agrega una

componernte x —1, obteniéndose los vectores ampliados

il T

— !
W); =[w.r]’wil’.“’win9wi,n+]] H

B
K = [x.l] "xi2 N “"xr'n ’_]]

En el perceptron discreto multicategoria, el selector del maximo puede ser
sustituido por R unidades l6gicas de umbral, que son mas faciles de implementar. En

la figura 15 se muestra la estructura de un perceptron discreto multicategoria,

TLU#1 —w O

TLU #2 ——w O3

TLU #R |——» ORr

Figural3 : Estructura de un perceptron discreto multicategoria.
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En este caso la salida deseada correspondiente al patréon X, serd un vector
d, =[d,.d,,--,dg]' , donde las componentes d, cumplen que
l,s1X, eC,,j=k
Y :{—-I, siX, eC,,j>k
En esta regla de entrenamiento, el objetivo es que el vector de salida de la red
0, =[0,,0,,""*,04] , para cada patrén de entrenamiento X, coincida con el vector
de salida deseada correspondiente, por tanto, la red se considera entrenada si se
cumple que
LsiX, eC,,j=k
% ={—1, siX, eC,,j2k’
lo que significa que d, ~ o, =[0,0,---,0]' eR".

Aqui, el problema de aprendizaje puede ser formulado como:
Dado un el conjunto de entrenamiento {(X,,d, ),(1’6’.2,0’2 ),---,(X?,,dr)}, donde

X, = (x X; ,---,x,.”) eR”, i=1,---,T representan a los patrones de entrenamiento y

n>»
d = (d“, ,2,---,diR), i=1,--,T es el vector de salida deseada correspondiente al

patrén X, , siendo

r

1,siX, eC,,j=k
¥ -1, 81X, €C,, ik’

determinar una matriz de pesos

Wy Wi Wy, Wy

7 _| o Y Wan Wagn

W Woy =Wy, Weun
R 2

iZ(dfr _Oa) =0,

=1 j-1I

N | =

de forma tal que £ =

donde o, = sgn(net,) ,i=1,-,T;j=1,--,R

Si el patrén esta mal clasificado, la modificacion de los pesos se realiza segtn la

expresion
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D = +§(d§ —0.;)}? Ji=1,T;j=1,R

¢ Regla de aprendizaje del perceptron continuo multicategoria.
Este tipo de redes difiere del caso discreto en que utiliza funciones continuas de

activacién, por lo que las componentes del vector de salida, en el caso de la funcion

bipolar, cumplen

o,.j[ < 1. Ver figura 16.

Figura 16 : Estructura de un perceptrén continuo multicategoria.

Aqui, la funcion de error tiene la misma forma que en el caso discreto, es decir

pero gy =—————1,i=1,--,T;j=1,--,R ,ence¢l caso bipolar y

L PP

1 . ) .
0, TR i=1---,T;j=1,--,R ,enel caso unipolar.
+e !

En esta regla de aprendizaje, los pesos se modifican segiun ¢l método del

descenso acelerado, después que se le presenta un patrén a la red.



34

Aqui, el problema de aprendizaje puede ser formulado como:
Dado un €l conjunto de entrenamiento {(Xl ., ),(X2 .4, ),---,(XT,dT)} , donde
X, (x.| 2Xinst s ,,,) eR", i=1,---,T representan a los patrones de entrenamiento y

d, = (d,,,d,z,---,d,ﬁ,), i=1--,T es el vector de salida deseada correspondiente al
patrén X , siendo
L,siX, eC,,j=k
i ={—1, siX, eC.jzk’
determinar una matriz de pesos
W W, Wy, W

W | W Wy Wy, Way

2

T R
de forma tal que E = %ZZ(&’U _0&) <E

donde o, =——7F—-1,i=1--,T;j=1,-,R y E,, e el error de

if e —:bret,}

aproximacion.
Los componente de la matriz de pesos se modifica segin la expresién

oF
Aw,j = —ngf

i
Como los pesos se modifican al presentar a la red cada patrén, entonces la

. T 1 R 2
funcién de error puede ser escrita como £ = Z E,,donde E; = EZ( f.J,) es el
i=1 j=I

error asociado al patrén X, .

En este caso los pesos se modifican segun la expresién
AW, = dld, = o, ) (1)1
donde

p— {
VVJ = [wil5wf2 w.m’wf,rl+l] b
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I= [xn s X2t Ky ’—I]l

¢ Regla de aprendizaje para redes mnlticapas.

Cuando ¢l conjunio de patrones no es linealmente separable, una red neuronal
con una sola capa de neuronas no es capaz de realizar correctamente la tarea de
clasificacién. En estos casos son necesarias superficies de decision no lineales para
separar €l conjunto de patrones, por lo que se implementan redes con capas de
neuronas ocultas.

En la figura 17 se muestra una red neuronal multicapa con dos capas ocultas

de neuronas.

Figura 17 : Red Neuronal con dos capas ocultas.

Hasta el momento no se ha encontrado ninguna generalizacion de la regla de
aprendizaje del perceptrén para redes multicapas, solo existen algunos algoritmos
constructivos de aprendizaje que van agregando neuronas durante el proceso de
entrenamiento, que estan basados en la regla de aprendizaje del perceptron discreto o
en alguna de sus modificaciones.

Para el entrenamiento de redes multicapas de propagacion hacia adelante se
utiliza un algoritmo, conocido como el algoritmo de retropropagacion del error

(backpropagation) y es una generalizacién de la regla delta de aprendizaje.
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El algoritmo de retropropagacion del error es un algoritmo iterativo, basado en
la técnica del descenso acelerado y su objetivo de entrenamiento consiste en

minimizar determinada funcién de error.

Supongamos que se tiene un conjunto de aprendizaje no contradictorio de la

forma {(Xl,d,),(Xz,dz)""=(Xr=dr)}’

donde )(,.=(Jc,-l,x,.2,-~,xr.,,)f eR", (i=1,..,T) representan los de patrones de

entrenamiento y d, € R® es la salida deseada correspondiente al patrén X, , siendo

ademas

l,siX, eC,,j=k
P -1,siX, eC,,j2k

Para analizar el funcionamiento del algoritmo de retropropagacién del error en
el entrenamiento de una red con L -1 capas de neuronas ocultas (L >2), se
introducen las siguientes notaciones:

e n(l) alacantidad de neuronasenlacapa /, (0=</< ).

* y,;. a la salida de la neurona ; enla capa / para el vector X .

. w;;j al peso de la conexion entre la neurona kde la capa !y la neurona jde la
capa I -1

. net; a la entrada a la neurona j enlacapa /, (1</ < L)parael vector X;.

e ¢, al error generado por el vector X, en la neurona j de la capa de salida.

Segun la notacion utilizada, entonces

n(0)y=n
y;} = xy, (.} = 1,,.”1(0))
yiu,n((])+l = _1

Cada iteracion del algoritmo consta de dos faces, una hacia adelante y otra hacia
atras.

En la fase hacia adelante se le presenta a la red un patrén y esta calcula la salida
y el error correspondientes.

En esta primera fase se calcula sucesivamente para /=1,--+,L
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n{{-1)

net) = > whyl', (i=1-nl =1 +1;7=1,--,n()
k=1

y,j. =f (netg,) ,donde f es la funcidn de activacidon continua bipolar.

Al llegar a la capa de salida se determina el error asociado al patrén X, como

i ) 2

E =)

i=

=

_ i
donde ¢, =d, — y,
La funcién del error total de un ciclo de entrenamiento se puede expresar como

el cuadrado de la norma euclidiana de la diferencia entre la salida deseada y 1a salida

calculada por la red, es decir,

En la segunda fase ¢l error es propagado hacia atras, a través de la red y los
pesos son modificados segin la direccidn negativa del gradiente de la funcién de
€rTOor.

En un proceso de propagacion hacia atras, para /=L, [ —1,---,1 , se calcula

eﬂ.f’(net;. ), =L

! n{i+1)

T nee) DA WE 1= L1,
k=1
y los pesos se modifican segun la regla delta generalizada
i F_i-l
Awy =cd,y;
La presentacion completa del conjunto de entrenamiento es conocida como

ciclo de entrenamiento y el algoritmo termina cuando al concluir un c¢iclo de

entrenamiento, el error total del ciclo es menor que un error prefijado con antelacidn.

2.4.5 Algoritmos constructivos de aprendizaje.
Para el entrenamiento de redes multicapas, el algoritmo de aprendizaje utilizado

tradicionalmente es el algoritmo de retropropagacién del error. Este algoritmo
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presenta la desventaja de que presupone conocida la arquitectura de la red, es decir, €l
ndamero de capas y la cantidad de neuronas por capas.

Los algoritmos constructivos de aprendizaje [10,11,79,100,102] son
procedimientos que se usan para disefiar y entrenar redes neuronales multicapas para
la clasificacion. Estos algoritmos obtienen redes neuronales de arquitectura sub-
optimal en ¢l sentido del nimero de neuronas en las capas ocultas.

En la mayoria de estos algoritmos, el entrenamiento estd basado en alguna
variante de la regla de aprendizaje del perceptron discreto y su funcionamiento
consiste en ir agregando neuronas a la red hasta que se logre que la igualdad a cero de
la funcion de error para todos los patrones del conjunto de entrenamiento.

Es conocido que cuando el conjunto de patrones no es linealmente separable, es
imposible realizar la clasificacién correcta del conjunto de entrenamiento sin agregar
capas de neuronas ocultas.

El principio general de funcionamiento de los algoritmos constructivos de
aprendizaje es determinar, en cada iteracion del algoritmo, un vector de pesos y un
valor de umbral que proporcione el valor minimo de la funcién de error, el cual es
igual a cero si el conjunto de entrenamiento es linealmente separable.

Entre los algoritmos constructivos, los mas eficientes son [10,11]:

e Algoritmo de bolsa con mecanismo de reten ( Pocket algorithm with ratchet
modification ).

o Algoritmo del perceptron térmico ( Thermal perceptron algorithm ).

e Procedimiento de correccion baricéntrica { Barveentric correction procedure ).

Esta comprobado [90] que el problema de determinar ¢l mayor subconjunto
linealmente separable de un conjunto de entrenamiento es NP-completo. De aqui que
todos estos algoritinos constructivos son procedimientos heuristicos que en cada
iteracion tratan de determinar, con una complejidad polinomial, el mayor
subconjunto linealmente separable.

El algoritmo de bolsa con mecanismo de reten utiliza la regla del perceptron

para la modificacion de los pesos y guarda en un vector #,,,,, el vector de pesos que

proporciona el menor valor de la funcién de error. En cada iteracidn se compara el
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valor de la funcién de error para el vector de pesos W calculado con el valor para

W ok Y sl este valor es menor, se reemplaza W, por W . Estid comprobado [26]

que este algoritmo converge al menor valor de la funcién de error.

El algoritmo del perceptron térmico es utilizado para controlar la modificacién
de los pesos durante el proceso de entrenamiento. En el algoritmo clasico de
entrenamiento del perceptrén, cuando el conjunto de patrones no es linealmente
scparable, pueden ocurrir cambios bruscos en los pesos, que producen fluctuaciones
severas en la funcién de error y entorpecen el proceso de clasificacion.

Para estabilizar el proceso de aprendizaje se introduce el siguiente factor

amortiguador en la ecuacion de modificacién de los pesos

7. x|
W<—W+c[d,.—o,.)]X,.exp —~——Q—

El valor de O se le da un valor de , al comienzo del entrenamiento y
gradualmente se aproxima a cero a medida que progresa el aprendizaje.

Este factor amortiguador introducido en la regla de modificacion de los pesos
no permite cambios bruscos en los pesos al final del entrenamiento.

El procedimiento de correccién baricéntrica es un algoritmo eficiente para

entrenar una unidad l6gica de umbral. En este procedimiento los patrones son

separados en dos subconjuntos S*y S7. El baricentro de cada subconjunto se define

como la media ponderada de los patrones multiplicados por su correspondiente

) ¢ )
coeficiente de peso. El vector de pesos W = (w, S W, ,---,w") es determinado como la

diferencia entre los baricentros de los dos subconjunto de patrones y el valor de

umbral w

n+l

es seleccionado de forma tal que minimice la funcién de error.
Inicialmente a cada patrén se le asocia un coeficiente de peso igual 1.

Si el conjunto de patrones es lincalmente separable, este procedimiento
determina, de forma mas eficiente que los dos algoritmos anteriores, ¢l hiperplano

que separa al conjunto de patrones en las dos clases 0 categorias.,
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2.5 Teorema de Aproximacion Universal.

Después de encontrar un algoritmo de entrenamiento para redes multicapas, el
problema fundamental que enfrentaron los investigadores en redes neuronales fue
determinar la menor cantidad de capas de neuronas ocultas para que este algoritmo
fuera convergente.

En 1989 se da solucién a este problema mediante la demostracién de un
teorema que es conocido como el Teorema de Aproximacion Universal. Este teorema
estd considerado como el resultado teérico de mayor importancia para redes
neuronales de propagacion hacia adelante y fue reportade en tres trabajos diferentes:
Cybenko [15], Funahashi [25] y Hornik, Stinchcombe y White [33].

El teorema puede ser formulado como:

Teorema: Sea (p() una funcién continua, mondtona creciente y acotada. Denotemos
por I, ¢l hipercubo unitario n-dimensional [0, 1]" y por C(I,,) el espacio de las

funciones continuas sobre 1,. Entonces, dados una funcion f eC(I,,) y un £>0,
existen un entero m y conjuntos de constantes reales «,,0, y w,, donde

i=1--,m;j=1---,n tales que se puede definir

F(x,,....x,) = th,(p[z w,X; - 9,.]
i=] =1

como una aproximacion de la funcién £, que cumple

|F(Jcl S —f(xt,...,x”)l <& para todo (x] ,...,xn) el,.
El teorema de aproximacion universal es un teorema de existencia y establece
que una sola capa oculta es suficiente para que una red neuronal multicapa calcule

una aproximacién uniforme para un conjunto de entrenamiento dado, representado

por el conjunto de entradas (xl,...,x,,) y una salida deseada f(x],...,x,,).
La demostracion de este teorema estd fundamentada en el teorema de
aproximacién por superposicion de Kolmogorov. En el entorno de las redes

neuronales, estos dos resultados han sido ampliamente discutidos y analizados por
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diferentes autores [34,36,37,41,42,43,45,56,57,58,74,75,85,96], ademds, han sido
aplicados a redes neuronales con otros tipos de funciones de activacion [20,31,78].

El teorema de aproximacion universal no impone ninguna restriccién sobre la
cantidad neuronas en la capa oculta ni sobre la magnitud de los valores de los pesos
de la red. De aquf que deja abiertos los problemas de si se mantiene la propiedad de
aproximacién universal, si se imponen restricciones a la cantidad de neuronas en la

capa oculta y/o a los pesos de la red.

2.6 Conclusiones.

En este capitulo se da una breve introduccion a la teoria de las redes neuronales
para la clasificacion.

El objetivo de este capitulo es describir y explicar los conceptos, métodos v
procedimientos que, a nuestro juicio, son necesarios para una mejor comprensidn de
este trabajo de tesis.

Comenzamos con la explicacion de la teoria del funcionamiento del cerebro en
que se fundamentan los modelos de redes neuronales artificiales y de como esta teoria
es simplificada para conformar los modelos artificiales.

Luego tratamos el problema de clasificacién de patrones y como este puede ser
abordado mediante los modelos de redes neuronales de propagacion hacia adelante.

Maés adelante, tratamos ¢l problema del aprendizaje de las redes neuronales de
propagacion hacia adelante, describiendo las diferentes reglas cldsicas de aprendizaje,
asi como los algoritmos constructivos de aprendizaje de mayor eficiencia
computacional, reportados en la literatura.

Al final de] capitulo incluimos el teorema de aproximacion universal, debido a
su importancia dentro de la teoria de las redes neuronales de propagacion hacia

adelante, ya que garantiza la existencia de la solucidn del problema de entrenamiento.
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CAPITULO 3

DISENO DE REDES NEURONALES
DE PROPAGACION HACIA
ADELANTE PARA LA
CLASIFICACION

3.1 Introduccion.

Uno de los problemas fundamentales en las aplicaciones de los modelos de
redes neuronales multicapas de propagacion hacia adelante es el problema del disefio
de la red, es decir, la cantidad de neuronas en cada capa.

La cantidad de neuronas en las capas de entrada y de salida estd determinada
por la naturaleza del problema a resolver, por lo que el problema de disefio de la red
se reduce a determinar cuantas neuronas deben tener las capas ocultas.

El teorema de aproximacién universal [15,25,33] garantiza que una sola capa
oculta es suficiente para que los modelos de redes neuronales de propagacién hacia
adelante puedan aproximar uniformemente cualquier funcién continua soportada
sobre un hipercubo unitario, pero deja abierto el problema de la cantidad de neuronas

necesarias en esta capa oculta para que se alcance esta propiedad.
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Este teorema, también es aplicable a redes neuronales con funciones discretas
de activacidn en las neuronas, que se utilizan para la clasificacion y/o reconocimiento
de patrones [7,27,105].

En otros trabajos posteriores [27,105] aplicados al problema de clasificacion de
patrones, se demuestra que con {(T—1) neuronas en la capa oculta, donde T es la
cardinalidad del conjunto de entrenamiento, la superficie de error no presenta
minimos locales, por lo que el algoritmo de aprendizaje es convergente. Pero en la
practica este valor (7—1) resulta demasiado grande y ademas, en la resolucion de
diferentes problemas practicos, se ha comprobado que el algoritmo de entrenamiento
es convergente con menor nimero de neuronas en la capa oculta.

Los métodos mas usuales, que aparecen en la literatura para determinar la
cantidad de neuronas en la capa oculta, son los llamados procedimientos de
depuracidn y crecimiento [29,44], que operan por ensayo y error. Esto conlleva a que
¢l proceso de entrenamiento de la red sea muy costoso computacionalmente,

En los procedimientos de depuracidn se construye una red de gran tamafio y se
eliminan neuronas mientras se mantenga la convergencia y en los de crecimiento se
construye una red pequefia y se agregan neuronas hasta que se alcance la
convergencia del algoritmo de entrenamiento. Ademas, estos métodos utilizan como
algoritmo de entrenamiento al algoritmo de retropropagacion del error, el cual es
criticado en la literatura por su alto costo computacional.

Otra forma de abordar ¢l problema en redes neuronales para la clasificacion, ha
sido mediante algoritmos constructivos [10,11,12,23,71,80,89,103]. Estos algoritmos
tratan de encontrar el mayor subconjunto linealmente separable de un conjunto de
entrenamiento dado y su funcionamiento se basa en diferentes modificaciones del
algoritmo de aprendizaje del perceptrén discreto,

En este capitulo se trata el problema de disefio de una red neuronal para la
clasificacion. Este problema se puede enunciar como: Determinar el numero de
neuronas en la capa oculta para que una red neuronal, con funciones discretas de
activacion en las neuronas, clasifique correctamente a un conjunto de patrones de

enfrenamiento.



3.2 Analisis del problema de clasificacién.

Analicemos el problema de clasificacién de un conjunto de patrones en dos

clases o categorias C| y C,.
Denotemos por {(Xl,dl),(Xz,dz),---,(XT,dr)} el conjunto de aprendizaje,

donde X, =(x,.l,x,.2,---,x,.,,)‘ eR",(i=1..,T) representan los patrones de

entrenamiento y d, es la salida deseada correspondiente al patrén X, , siendo ademas

I, siX, eC,

!

Cuando un conjunto de patrones es linealmente separable, entonces existen un

vector de pesos W = (w] JW, ,--A,w,,)f € R" y un valor de umbral w,,, € R, tales que

para cada patrén de entrenamiento X, se cumple que

¥

i(xﬁ.wj)-wml >0,s1X, eC
A (3.1)
z(x!f'wj)_wnﬂ <0, si X ECz

j=1

Esto significa que existe un hiperplano de la forma X'. W —w,__, = 0 que separa
¢l conjunto de patrones en las dos clases C, y C,.

Si se muitiplica cada una de las desigualdades en (3.1) por la salida deseada del
patrdn correspondiente, obtenemos una condicion equivalente

d,.(zn:(xﬁ.wj)—wm} >0, i=1,-,T (3.2)

J=l

Cada una de estas desigualdades en (3.2) representa un semiespacio abierto en
el espacio de pesos y si el conjunto de patrones es linealmente separable, este sistema
de T desigualdades representa el interior de un cono poliédrico, que es a su vez, el
conjunto de soluciones factibles de este sistema de desigualdades.

En el caso en que el conjunto de patrones no sca linealmente separable, el

conjunto de soluciones factibles de este sistema de desigualdades es vacio, lo que
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significa que para cualesquiera vector de pesos W y valor de umbral w,

n+l?

siempre
existe un grupo de desigualdades en (3.2) que se incumplen.

En este caso, se determinard un hiperplano X'.W -w,,, =0 que separe
correctamente la mayor cantidad de patrones, por lo que es necesario determinar un
vector W y un umbral w,,, para los cuales se cumplan la mayor cantidad de
desigualdades en (3.2).

Este hiperplano divide el conjunto de patrones en dos subconjuntos, los cuales
pueden contener patrones de las dos clases, por lo que para cada uno de estos
subconjuntos se buscard un hiperplano que dé la mayor cantidad de patrones bien
clasificados y se procedera asi sucesivamente hasta que scan separados todos los
patrones.

En el principio de determinar el hiperplano que separe la mayor cantidad de
patrones se basan todos los procedimientos de disefio de redes para la clasificacién
que aparecen reportados en la literatura. Estos procedimientos tienen la dificultad de
no separar ningin patrén, cuando la menor cantidad de patrones mal clasificados
coincide con todos los patrones de una misma clase.

Para eliminar esa dificultad, desde el principio, buscard un hiperplano que
clasificando correctamente todos los patrones de una misma clase, garantice la mayor
cantidad de patrones bien clasificados de la otra clase.

Para determinar este hiperplano, en el sistema de desigualdades (3.2) se

introducen 7 variables auxiliares z,z,,---,2,, de la siguiente forma

*

d,,[i(xﬁ.wj]—w,,ﬂ]—zi =0, (i=1-,T) (3.3)

=l

Si el conjunto de patrones es lincalmente separable, entonces existen un vector

de pesos W = (w] S Wy, W )J y un valor de umbral w,,,, para los cuales el vector de

”

las variables auxiliares Z = (z] B ANY -,z;,.) tiene todas sus componentes positivas.
En caso en que el conjunto de patrones no sea linealmente separable, en el
sistema (3.2) existen desigualdades que se incumplen y por tanto, algunas de las

variables auxiliares toman obligatoriamente valores menores o iguales que cero.
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Con esta forma de introducir las variables auxiliares se logra una doble
correspondencia entre patrén bien clasificado y variable auxiliar positiva.

Ahora, el problema se ha transformado en determinar las soluciones

(wl,wz,---,w",w,,”,z],zz,---,zr) del sistema de ecuaciones (3.3) que contengan la
mayor cantidad de valores positivos correspondientes a las variables auxiliares
7,,Z,,*»Zp ¥ que entre las positivas, estén todas las que pertenecen a una misma
clase.

El sistema de ecuaciones (3.3) puede ser escrito como
dr(Z(xlf'wf)_wnHJ:Z: , ((=1-7), 3.4)
=1
o en forma matricial,

d]x]] d1x12"‘d1x|n —d] W, 1 0 -+ 0 z,
dyXy dyxy - dyXy, —d; | W, 01 - 0fz

dpxp dexpy o dyxy, —dp | W, 0 0 - 1|z
teniendo per matriz asociada, la matriz
dx, dx, dx,-d/1 0 - 0
d,x, d,x,, "~ dyx,, —d, |0 1 - 0
drXp dpXpy -deXg, —dp |0 0 - 1
Supodngase que el conjunto de entrenamiento contiene 7, patrones de la clase 1
y T -7, patrones de la clase 2 , ademas que esta ordenado de forma tal que primero
se encuentran los 7, patrones de la clase 1.
Entonces para determinar el hiperplano separador hay que resolver uno de los

siguientes problemas:
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-

T
max ngn(zj)

=T+

{5 a d,(i(xg.wj)—wm,]q,, i=1,T (P3.1)

J=1

z; >0, j=1T,

w

-

5
maxz sgn(z;)
j=1

5. a d,.[i(xﬁ‘wj)—wm] =z, i=1---,T (P3.2)

J=1

2,50, j=T +1,-,T

Después de obtener un hiperplano separador, el conjunto de patrones se divide
en dos subconjuntos. Si el conjunto de patrones no es linealmente separable, entonces
uno de estos subconjuntos contiene patrones de las dos clases, por lo que a este
subconjunto se le aplica de nuevo el procedimiento descrito. Este proceso continta,
hasta que se encuentre un subconjunto linealmente separable.

Cada uno de estos hiperplanos separadores representa una neurona de la capa

oculta de la red y las componentes del vector W y ¢l valor de w__,, asociados a cada

e+l ?

hiperplano, representan los pesos y el umbral respectivamente, entre la capa de

entrada y cada neurona de la capa oculta de la red.

3.3 Cota superior para el nimero de neuronas en la capa oculta.

El procedimiento de separacion de patrones que se propone, se basa en dividir
¢l conjunto de patrones en dos subconjuntos de¢ forma tal que: la interseccion de sus
envolturas convexas sea vacia, uno de estos subconjuntos contenga patrones de una
sola clase y la cardinalidad del subconjunto que contiene patrones de una sola clase

sea maxima.
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Esto permite determinar un hiperplano separador que divide al conjunto de
patrones en dos subconjuntos, donde en uno de ellos solo hay patrones de una misma
clase y ademas la cardinalidad de este subconjunto es maxima.

En el proceso de separacion de los patrones se obtiene un arbol como el que se

muestra en la figura 18.

Figura 18: Arbol asociado al proceso de division.

El nodo raiz de este arbol representa al conjunto de patrones de entrenamiento y
los restantes nodos representan los subconjuntos en que se va dividiendo este
conjunto de patrones. Los nodos hojas del arbol representan los subconjuntos en que
se divide al final el conjunto original de patrones y la cantidad de estos nedos hojas,
disminuida en una unidad, representa la cantidad de hiperplanos que se utilizaron para
separar el conjunto de patrones.

En el peor de los casos, en cada divisién se logra separar un solo patrén y el
Gltimo subconjunto a dividir estara formado por dos patrones de diferentes clases,
siendo en este caso la cantidad de nodos hoja serd igual a 7 y la cantidad de
hiperplanos igual a 7 —1. Este ultimo valor coincide con el valor conocido de la cota
superior del nimero de neuronas en la capa oculta para que la superficie de error no

presente minimos locales.
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3.4 Algoritmo de solucion,

3.4.1 Transformacién de los problemas planteados.

Para facilitar la resoluciéon de los problemas (P3.1) y (P3.2), se realiza un
intercambio entre variables libres y variables dependientes del sistema, mediante un
proceso de eliminacion gaussiana, de forma tal que queden come variables
dependientes las componentes del vector de pesos y el umbral.

Noétese que el rango del sistema de ecuaciones homogéneas (3.3) esiguala T
por lo que siempre tiene soluciones diferente de la solucion trivial, ademas el sistema
fundamental de soluciones consta de »+ 1 soluciones. Esto significa que hay n+1
variables libres y T variables dependientes.

Si el rango de la matriz

Xy Xppeexy,—1

X - Xy Xyt X 1
Xgt Xpp 7 Xg, =~ 1

formada con los patrones ampliados, es igual a n+1, entonces s¢ pueden

intercambiar las variables que representan los pesos y el umbral con n+1 de las

variables auxiliares, obteniendo una matriz de la siguiente estructura

(10:--0] a,  ay; - Ay 0---0

01---0 a3 Gy - Gypy 0000

am—l,l an+l,2 e an+],n+1 0---0

o » &

00---

00---0 Apia,1 an+2,2 RO 1---0

00---0{ @ry Qry " Grpy 001

—

Si mnk( X ) =n, <n+1, entonces al realizar el proceso de intercambio entre
variables libres y variables dependientes, solo n, de las componentes del vector

! - .
W = (w] SW, s Wy Wy ) pasan a ser variables dependientes.
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En este caso la matriz del sistema (3.4) se transforma a una matriz, donde entre

las columnas asociadas a las variables w,w,, -, w,,w

"3 nrl?

solo existen n, columnas
formadas por vectores candnicos y las n+1-n, columnas restantes contienen, en
general, », componentes distintas de cero.

Por ejemplo, se obtiene una matriz de la siguiente estructura, aunque el orden

de las columnas no es necesariamente el que se presenta.

10---0X) . Xjpy | @y @p = Gy 0020
01...0x2.n|+] X Q) @y *** azrl] G---0
001X, i Xy a1 | An i By 2 Gy, 00
00---0 0 - 0 2y an,+l,2“'an]+l,n, 1---0
000 0 - 0 |ap ag = ap 001

Como el objetivo es determinar un vector W = (wl,wz,--- wow )‘ =0, que

2Ry et
le correspondan valores no nulos de las variables auxiliares, entonces se les pueden
asignarle valores iguales a cero a todas las componentes del vector # que quedaron
como variables libres. Esto significa que existen n+1-p componentes en los
patrones ampliados que no tienen influencia sobre la determinacion del hiperplano
separador y por tanto en este caso se puede reducir a », la dimension de los patrones

ampliados.

De todo esto se puede concluir que cuando rank( X ) =n, <n+1,el vector W

tiene #+1—#, componentes iguales a cero y para tener uniformidad en el desarrollo
del procedimiento, se realizard la asignacion n < n, —1.

Supdngase ahora, por comodidad de notacién, que las primeras n+ 1 variables
auxiliares z,,z,,--,z,,, son ahora las variables libres, entonces ¢l sistema (3.4) se

2%+l

transforma en



