PROPUESTA DE TESIS

INDICACIONES METODOLOGICAS PARA LA REALIZACION DE
LABORATORIOS DE COMPUTACION Y/O COMPUTADORAS EN LA
ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS.

8.1 “INDICACI
EONSEBE

1. Lograr la integracion:

La computadora no puede sustituir al maestro, ni al libro de texto. No puede
remplazar ninguno de los recursos que se posee para llevar a cabo el proceso, ella se

integra a esos recursos, aportando posibilidades nuevas.
2. Lograr la racionalidad en el uso de la computadora:

La computadora debe wusarse en aquelias tareas que hacen uso de las
potencialidades que ella ofrece en la activacién del proceso de aprendizaje

(simulacion de procesos, calculo, interaccién con el alumno etc.).

3. Lograr el disefio programatico del contenido introduciendo Ila

computadora:

Usar la computadora para ilustrar ejemplos del curriculum actual no es
suficiente. Hay que analizar el curriculum asumiendo la disponibilidad de las
computadoras y sus potencialidades, realizando el disefio programatico  del

contenido teniendo en cuenta estos elementos.
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4. Doble papel del maestro:

En el proceso docente al maestro le corresponde el papel de guiar y
mediatizar 10s saberes socioculturales que debe aprender a interiorizar el alumno.,
Esto significa que debe ensefiar en un contexto de interactividad propiciando que los

alumnos reconstruyan el conocimiento.
5. Principio de la interactividad del alumno:

El alumno interioriza el conocimiento primero en el plano interindividual y
posteriormente en el plano intraindividual. Por ello el uso de la computadora debe
concebirse de forma tal que permita fa interaccidén entre los alumnos y entre estos y

el profesor.
6. Concebir su utilizacion bajo el principio de la caja transparente:

La computadora debe dar la posibilidad de evaluar y de autoevaluar a los
alumnos en cada etapa del proceso con el fin de que los alumnos detecten sus

preconcepciones errdéneas y puedan modificarlas.

an'1a ensefianza de:lasmatematicas!
1. Provocar la contradiccion dialéctica entre la prediccion de lo que el alumno
piensa que va a suceder y la realidad.
Propiciar el proceso de construccion de los nuevos conceptos a partir de las
acciones que los alumnos realizan (seminario computarizado).
Propiciar la generalizacion, lo que contribuye a que el alumno no solo se
apropie de casos particulares (variar las condiciones del problema dado y

estudiar diferentes situaciones).
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4. Propiciar el descubrimiento de nuevas relaciones y la formulacién de nuevas

leyes desconocidas para él, por las potencialidades de calculo de la
computadora.

Para la segunda funcidn, el laboratorio debe tener los siguientes requisitos:

1. A partir del conocimiento de las principales dificultades del tema, determinar
los conceptos que se quieren ilustrar en el laboratorio.
Determinar el momento mas apropiado del tema para hacer el laboratorio.
Determinar el conocimiento previo que es necesario para el laboratorio.
Seleccion de las tareas.

Determinar las preguntas mas apropiadas para motivar y dirigir la observacidn

de los estudiantes y el proceso de razonamiento, antes, durante y después del

laboratorio.

Determinar las preguntas de seguimiento que pueden set usadas para evaluar

el desarrollo de la comprensidn del nuevo concepto.

Seminario computarizado:

Se inserta en el curso posterior a las clases tedricas con el objetivo de que los
alumnos consoliden los conocimientos a partir de sistematizar los conceptos. En esta
clase los alumnos trabajan por parejas con la computadora, interactuando a su vez

con el maestro.
Importancia de los seminarios computarizados:
» Establecimiento de las conexiones entre conceptos.

« Comprender las relaciones y diferencias entre los conceptos, propiciando una

estructura conceptual coherente.
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Garantizar el sistema de tareas para el laboratorio en soporte electronico.
El nimero de tareas para el laboratorio debe ser lo suficientemente amplio de
forma que se garantice el trabajo para los estudiantes aventajados que se

adelantan a los demas; asi como para el trabajo independiente.

Incluir, siempre que sea posible la instruccion del sistema de computacion o la

calculadora que se debe utilizar en el enunciado dei ejercicio.

Considerar la posibilidad de planificar trabajos extraclases con el uso de las

computadoras.
En el desarrollo del curso, mencionar siempre que sea posible las instrucciones

del MatlLab, Derive u otro sistema que se utilizan, para realizar las

operaciones indicadas, describiendo su sintaxis o pedir a ios estudiantes las

instrucciones que utilizara para resolver determinado ejercicio.
Hacer ver al estudiante que el sistema matematico es bueno solo con e} uso de

los conceptos matematicos (no confiar ciegamente en los resultados que da la

maquina)
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ALGEBRA LINEAL

Laboratorio Computacion .

Orientaciones a los estudiantes.

Algunos comandos basicos del matlab

« MATLAB distingue entre minusculas y maytsculas, esto quiere decir que A y a
representan vatiables diferentes

» Para introducir matrices en MATLAB : A=[1 2 3;4 5 6,7 8 9] es decir se entra por
filas y estas separadas por ;
C=rref(A) se obtiene la matriz C = a la matriz escalon de A
C= [Ab] Forma ia matriz ampliada (A/B)
Para resolver un SEL se utiliza el comando X=[A\B]
Para escribir una linea de comentario, esta comienza con el simbolo %.
Calculo de inversa, use el comando inv(A).
Producto de matrices A*B, suma A+B, diferencia A-B
B=c*(2*rand(n,m)-1) genera una matriz aleatoria de orden n por m con
elementos entre -cy ¢
Una potencia entera de una matriz A" se usa el comando A”™n donde n tiene
valor asignado previamente,
El comnado triu(A) forma matrices triangulares superiores a partir de la matriz
aleatoria A, y el comando tril{A) es para las triangulares inferiores
el comando R=eye(n) forma la matriz R idéntica de orden n.

Con el comando A~ se obtiene la transpuesta
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TAREAS

1. Si se tienen dos puntos en el plano con coordenadas X distintas, existe una recta
unica y= C; X +C;, que pasa por ambos puntos. Si se tienen tres puntos en el
plano de coordenadas x distintas, existe una parébola Unica. Y = C; X2 + G X +
C3s que pasa por los tres puntos. Si se tienen n+1 puntos con coordenadas X
distintas, entonces existe un polinomio de grado N unico que pasa a través de los
n+l puntos: y = C; X" + Co X ™ 4+ 4 Cnsq los coeficientes Cy,..., Cos1 S€

pueden encontrar resolviendo un SEL.

Encuentre los puntos Cy;, C; y C; de manera que vy = C; X+ G X+ G pase

por los puntos

a) P1(2,5), P2 (3,10) y P3(4,-3)
b) Pl = (ll-l)l P; (313)1P3 (4r_2)

2. Encuentre una matriz A
£ el 9007
A= g)Blaserly 5)%o |

3. Un fabricante de joyeria sobre disefio tiene drdenes por dos anillos, tres pares de
aretes, cinco prendedores y un collar. Ei fabricante estima que le Hleva 1 hora de
mano de obra hacer un anillo, 12 hacer un par de aretes, 2 hora va prendedor

y 2 horas un collar.

a) Exprese las ordenes del fabricante como una matriz fila.

b) Exprese los requerimientos en horas para los distintos tipos de joyas como
una matriz columna.

c) Utilice el producto de matrices para calcular el nimero total de horas que

requerird para terminar las ordenes.
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4. La siguiente tabla contiene ventas, utilidades brutas por unidad y los impuestos

por unidad sobre las ventas de una compaiiia grande.

Producto Utilidad unitaria Impuestos unitarios
Articulo vendido (en cientos de {en cientos de

Mes 1 |I 111 dolares) dédlares)

enero (4 |2 20 3.5 1.5

febrero |6 |1 9 2.75 2
5
8

marzo 3 12 1.5 0.6
Abril 2.5 |20

Encuentre una matriz que muestre las utilidades y los impuestos totales para

cada mes,

5. Calcule AZ, A%, A%, A® y A%, Si A es la matriz idéntica de orden cinco. Diga que

reqularidad observa.

6. Una matriz de probabilidades es una matriz cuadrada que tiene dos propiedades.

1) Todos sus elementos son no negativos (>0).

2) La suma de los elementos de cada renglén es 1.

Las siguientes matrices son de probabilidades.
W Vo Vo 75
P=\Va Yo Ja| e=[0 1 0
0 0 1 J 2 A A

a) Pruebe que PQ y P? es una matriz de probabilidades

1 -1

5 _ ) se quiere encontrar una matriz B tal que AB = BA.

7. Para una matriz 4 —[
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8. Genere dos matrices A y B de orden 2 con elementos entre -10 y 10. Encuentre

9.

. Dada la matriz 4=

. Buscando la matriz escalon de A=

C(A+B)? y D=A’+2AB+B’compare Cy D, encuentre C-D.

Repita lo anterior varias veces con matrices distintas. Qué puede concluir la
afirmacion (A+B)? = A%+2AB+B?

Genere dos matrices A y B triangulares superiores de orden 3. Halle su producto.
Repita para otras 3 pares de matrices aleatorias. Qué puede concluir sobre el
producto de matrices triangulares superiores. Que puede concluir para matrices

triangulares interiores.

. Se dice que una matriz A diferente de cero es muitipotente si existe un nimero k

tal que A* = 0. El indice de nilpotencia se define como entero méas pequefios que
A* = 0. Genere una matriz aleatoria A de orden 5 (tridngulo superior). Compare

A?, Aa’, etc. Demuestre gue A es nilpotente y encuentre su indice de nilpotencia.

Conviértala en matriz escalon y argumente por

5 8
5 8
9 8
11

qué el SEL [A:b] tiene solucidn independiente del vector b de orden 4x1 que se

elija.

Argumente por qué existe

o RN USTN N |

1
un vector b de 4x 1 para el que el sistema [A:b] no tiene solucion. Realice un

experimento para encontrar un vector b para el que no exista una solucién
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éCoémo pueden generarse vectores b que garantice que habra solucion?

Pruebe su procedimiento.

-~

. Muestre que la Matriz ( ?

4 o
~ 3] es su propia inversa

. Pruebe que la inversa de A tiene ceros abajo de Ila diagonal
~17 4
13 22 . ] _

4 .Repita para otras matrices triangulares superior vy

5
0 =7

obtenga una conclusién. Cémo son los elementos de la diagonal de la matriz

inversa de una matriz triangular.

. Pruebe si las siguientes matrices, y otras con el mismo patrén general, son o no
inversibles. Describa sus resultados.
1 2 3 4
5 6 17
9 10 11 12
13 14 15 16

Obtenga una conclusidn sobre la relacién entre la

invertibilidad de su producto. Expligue de qué manera la evidencia apoya su

conclusion.

. Pruebe la relacién entre inv(A' ) y (inv A) "

. Genere cuatro matrices aleatorias de diferentes tamanos, algunas cuadradas y
otras no cuadradas. Para cada matriz F generada, encuentre G = F, F\. Describa

los patrones observados en la forma de estas matrices G.
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EIEMPLOZ2

LABORATORIO DE GRAFICOS POR COMPUTADORA
Descripcion del laboratorio.

En este ejemplo haremos una descripcion breve de la experiencia realizada,

en seminarios computarizados.

a) Aplicacion del concepto de funcion como modelo.

Objetivo 1: Explotar e interiorizar los siguientes conceptos: variable
dependiente e independiente, dominio, condominio y ambito de funciones, funcién
continua, discontinua, creciente, decreciente y constante, maximos y minimos de
funciones, conjuntos solucion de f(x)>0, f(x)<0 y f(x) =0, intersecciones con los

ejes,

Objetivo 2: Ligar los conceptos del objetivo anterior con la visién de funcién
como modelo: reconocer el poder descriptivo de las funciones para modelar diversos
fendmenos de la naturaleza y desarrollar la habilidad de interpretar fa informacidn

que dichos modelos resumen.

Este laboratorio consistid en una practica de solucidon de problemas de
optimizacién, donde se hizo énfasis en el concepto de funcion como modelo. El
vocabulario de funciones y los conceptos que ellos encierran se vieron en clase sin
utilizar la computadora, y ademas se construyeron algunos graficos de funciones

sencillas con lapiz y papel.
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Para resolver 12 problemas de este tipo, se emplearon 10 lecciones de 40
minutos cada una (2 semanas lectivas). El laboratorio consistid en una combinacion

adecuada de trabajo en el aula y trabajo en las computadoras considerando:
1) discusion del enunciado de los problemas en clase

2) trabajo en el laboratorio para manipular las funciones y obtener resultados

3) discusion y analisis de resultados en el aula.

b} Introduccion de la funcion cuadratica.

Objetivos: Explicar los graficos de funciones cuadraticas y descubrir o verificar
los patrones existentes entre la forma general del grafico y el valor del discriminante
y del coeficiente a de su ecuacion algebraica. Verificar la validez del resultado sobre
el nimero de raices reales de una ecuacion cuadratica y el signo de su discriminante.
Resolver ecuaciones e inecuaciones cuadraticas graficamente y verificar los

resultados analiticamente.

Para este laboratorio se emplearon seis lecciones y se aplico para introducir el
tema por primera vez. Previamente, los estudiantes habifan trabajado el tema de
funciones en general. La labor de los estudiantes en el laboratorio se orientd con una
guia de ejercicios de explotacion de graficos de parabolas clasificadas y ordenados
apropiadamente. En el transcurso de las actividades de laboratorio, se discutieron en
clase, los principales resultados que los estudiantes fueron descubriendo y se

justificaron tedricamente.

c) Graficas de funciones trigonomeétricas.

Objetivos: verificar o0 redescubrir algunas identidades trigonométricas vy
contribuir a que los estudiantes interioricen los conceptos de amplitud, periodo y

traslacidn,
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Se dibujaron 42 graficas de funciones trigonomeétricas en dos lecciones de 40
minutos. Los estudiantes habian trabajado el tema de trigonometria en clase y

dibujado algunas funciones con lapiz y papel.

RESULTADQOS DE LA EXPERIENCIA

. Los laboratorios resultaron elementos motivadores para las clases de matematica.

El romper la rutina de las actividades usuales de clase e introducir el uso del

computador desperté un mayor interés de los estudiantes por las clases de

matematica en general.

. La tarea de elaborar drdenes para comunicar al computador el grafico por
construir contribuyé a mejorar el emplec del lenguaje simbolico de la matematica:
uso de paréntesis, operadores aritméticos y sus operandos, funciones y sus
argumentos. E! trabajo de “hacerse entender” por el computador y su evidente la

necesidad de ser riguroso en el empleo del lenguaje matematico,

. El recurso Grafica posibilitd al estudiante construir muchas graficas de funciones

en corto tiempo, sin que se cansara o aburriera, y le permitid explorar las

caracteristicas de estos objetos, por ejemplo: donde son crecientes, decrecientes,
constante, periodicidad, amplitud, simetrias, intersecciones con los ejes, intervalos

donde las imagenes son positivas o negativas, valores donde se alcanzan maximos

y minimos. La manipulacidn de graficos de funciones redundd en que los

anteriores conceptos resuitaran “visibles” y por lo tanto mucho mas naturales.

- Se amplié el horizonte sobre el tipo de funciones que el estudiante podia
manipular y de las cuales extraer informacion. Ademas permitio tratar nuevos

conceptos relativos a funciones como maximos y minimos.

Con este recurso se hizo posible introducir el tema de funciones, a estudiantes

que lo estudian por primera vez, abordando las funciones como recursos para

describir situaciones de la naturaleza que aportan informacion valiosa sobre el

fendmeno que modelan, cuestion que antes requeria esperar hasta un curso de
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calculo universitario. Este enfoque clarifica y motiva al estudiante sobre la

necesidad de estudiar el tema de funciones.

Todo esto fue posible sin abandonar otros temas del programa de matematica v

utilizando la misma cantidad de horas lectivas por semana.

. El recurso de construir graficos rdpidamente permitid economizar tiempo para

enfatizar sobre aspectos conceptuales.

. La solucion grafica de ecuaciones e inecuaciones posibilitd abordar problemas que
usualmente no se resuelve por su dificultad o incluso cuya solucion requiere de
mayor teoria matematica. Por ejemplo, aproximar soluciones de ecuaciones con

raices no enteras. Esto contribuye a que el estudiante reconozca en la matematica

que estudia un aparato no acabado que muchas veces no da respuesta a

problemas relativamente sencillos.

. En la exploracidon de funciones trigonométricas, los estudiantes dedujeron y
comprobaron muchas de las entidades clasicas. Identidades como sen (-y) = -sen
(x) o sen (y+1) = sen () comenzaron a ser mas naturales cuando los estudiantes

verificaron que los graficos de y = sen (=) v y = -sen (y) son iguales. Por otra

parte al dibujar juntas funciones como y = sen (2y) Y y = 2sen () se pudo ver la
falsedad de la identidad sen {(2y) = 2 sen (x) que muchos estudiantes inventan.

. A pesar de que aln son pocas las experiencias de este tipo que hemos realizado,
nos parece gue el conocimiento que adquiere el estudiante es mas duradero al ser
mas significativo y estar asociado a ideas graficas. Por otra parte, pareciera que el
estudiante adquiere mayor madurez para operar expresiones algebraicas como
ecuaciones e inecuaciones cuando le es posible apoyarse en una descripcidon

geométrica.

El hecho mismo de usar computadoras para graficar funciones no es lo que
contribuye hacer de la ensefianza de la matematica un proceso de autoconstruccion

del conocimiento, como algunas veces se pretende.
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La definicion de un material de trabajo apropiado vy la actitud correcta del
profesor en el laboratorio son esenciales. Por ejemplo, un cierto material puede ser
usado de una manera dirigida haciendo que el estudiante construya graficos
automaticamente y anotando las conclusiones del docente, sin darle 1a oportunidad
de pensar y llegar a conclusiones propias. O por el contrario, se puede usar de
manera que el estudiante se cuestione sobre los significados y caracteristicas del
objeto matematico que manipula, descubra patrones de similitud o que verifique

resultados tedricos. Todo esto con el cuidado del docente, al conducir la clase, de

lanzar solo las preguntas indispensables para guiar el trabajo de los estudiantes o

hacerles pensar sobre aspectos importantes que dejan de lado.
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EJEMPLO 3

LA SUPERCALCULADORA: EL CONCEPTO DE FUNCION Y LOS CONTEXTOS
GRAFICO-ALGEBRAICO

En este ejemplo se describen los resultados mas relevantes de la aplicacion en
calculo, en relacion al concepto de funcidn y la interaccion entre los contextos
grafico-algebraico, con el uso de supercaiculadoras. Se ofrecen, ademas, aigunas

reflexiones en torno al estudio realizado.

Las situaciones de apoyo que dieron pauta a 1a ejecucion de este laboratorio,

fueron las siguientes:

Conservamos los elementos basicos con los que se ha trabajado como resultado
de las investigaciones realizadas en torno al curso de precalculo, como lo es la
construccién de nuevas funciones a partir de las funciones elementales (f(x)=x,

f(x)=1x, f(x)= sen x, etc.).

Implementamos el uso de supercalculadoras (Texas Instruments, modelo TI-81)
como herramienta didactica, intentando favorecer la interaccion entre contextos,
concerniendo especialmente a la viabilidad de un acercamiento cualitativo a este

nivel.

Asi, en este ejemplo, presentamos los resultados mas relevantes del trabajo,
principalmente en lo que respecta al uso de las calculadoras con capacidad grafica.
Entre tales resultados, a grandes rasgos, podemos mencionar {0os siguientes: el uso
de este tipo de calculadoras para el estudio de funciones en diferentes contextos,

parece favorecer la descompartamentalizacion.
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Por otra parte, dada la rapidez de graficacion y capacidad visual de estas
maquinas, en las secuencias de ensefianza de operaciones graficas, para construir
nuevas funciones, resulta de gran utilidad. También, constituye un apoyo didactico
efectivo en el entendimiento de conceptos tales como: funcidn creciente,

decreciente, valores maximos y minimos, etc.

Para el estudio de nociones especificas, en tanto su expresién analitica, se
partid del supuesto reconocimiento por parte de! alumno de algunas de las formas
elementales (curvas) en cuanto a su relacién con la expresion analitica,
minimamente abordadas en los cursos de Geometria Analitica (nivel medio superior),

identificandolas como funciones: f{x) = x, f{x) = x*, entre otras; las cuales seran e}

punto de partida para iniciar la construccién de nuevas funciones como resultade de

operar graficamente, obteniendo la expresion analitica como producto de las
transformaciones asociadas a la representacién simbdlica de ejecucidon de una

secuencia de operaciones.

En esta parte, utilizamos la supercalculadora intentando explotar su potencial
en cuanto a la visualizacion del efecto que hacen en la grafica, por €jemplo, los

parametros a, b, ¢ € R en la secuencia:

f(x) = 1/x,

f(x) = a/fx,

f(x) =a/(x+b),

f(x) = [a/x(x+ b)] + c.
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Se experimentd con secuencias similares para funciones algebraicas y

trascendentes en general.

En cuanto a la evaluacidn, durante el desarrollo de la experiencia, utilizamos
un recurso que denominamos tareas. A fin de analizar las respuestas de los
estudiantes, se diferencian tres indicativos de interaccidn entre los contextos

algebraicos y graficos: la interpretacion, la prediccién, y la justificacion.

Caracteristicas de las tareas en el indicador interpretacion: Iz informacion estd
dada en dos contextos simultaneamente; el problema a ser resuelto requiere

interaccion entre las dos partes de la informacion.

Caracteristicas de las tareas en el indicador prediccion: la informacion se da

en un solo contexto, el problema a ser resuelto requiere solucian en el otro contexto.

Por dltimo, en e! indicador justificacidn, se requiere que el estudiante argumente el
porqué de sus respuestas.

En el examen, se incluyen algunos reactivos con el proposito de explorar hasta
gué punto la supercalculadora brinda informacién que pueda conducir a sus
soluciones, y como es que el estudiante interacciona con ella bajo los conocimientos

y habilidades que se pretendian desarrollar en la experiencia. Por ejemplo:

cCudntas soluciones tiene la ecuacion sen (1/x) = 0?, Argumente su respuesta,

En este reactivo, observamos en cierta medida, la potencialidad de la utilidad
de la supercalculadora Algunos alumnos que dan la solucion correcta, ofrecen

argumentaciones coma las siguientes: “de la grafica se puede ver que tiene infinitas
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", w

soluciones”; “parece que la funcion cruza el eje x infinidad de veces, aunque se le dé

-a la magquina- un rango pequefio, no se determinan las raices,... entonces tiene un
numero infinito de soluciones”. Ademas dos de estos estudiantes, van mas alla en
sus argumentaciones, escriben, por ejemplo, “todas las soluciones estan dentro del
intervalo [-2, 2] porque después, hacia el infinito positivo y negativo, la funcion ya
no cruza al eje de las x”, “la funcion tiene infinidad de raices que se pegan cada vez

mas al cero, pero aqui no esta definida,...”.

Dado el tipo de argumentaciones, podemos decir que el uso de la
supercalculadora resulta bastante Util en la explotacién de este tipo de problema.
Pero se debe tener presente que la maquina tiene una cierta capacidad, y, en
ocasiones, si nos guiamos solo por las graficas que dibuja, sin utilizar otros caminos
(estrategias, conacimientos), podemos llegar facilmente a conclusiones o respuestas

erréneas.

Para las principales relaciones entre los dos contextos, por ejemplo, en los
reactivos de interseccién en el indicador interpretacién, se propone un dibujo
(contexto grafico), a fin de corresponder a criterios de asociacion cualitativos para,
que por lo menos, dos expresiones funcionales; asi resultan mdas verosimiles los

resultados obtenidos.

Los resultados obtenidos dejan entrever un desarrollo satisfactorio de las
habilidades y conocimientos pretendidos en los estudiantes. Satisfactoric en el
sentido de gue son competentes en su mayoria, en la resolucion de problemas. Estos
resultados sugieren también que las tareas involucradas en el examen pueden ser
correctamente resueltas a este nivel, al menaos en el grupo experimental, con escasa

intervencion del profesor (después de ser ensefiadas las estrategias y habilidades
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necesarias), Y que los criterios supuestos de asociacién entre contextos parecen

cumplirse,

REFLEXIONES FINALES,

En la experimentacion (y después de ella), se observd que el estudiante
recurre a la graficacién en forma espontanea con el fin de “corroborar” sus
procedimientos analiticos; consideramos que es necesario estudiar tal conducta de

los alumnos.

Por otro lado, para dar una idea de lo que se puede lograr con las alternativas

propuestas en esta investigacion, mencionaremos un ejemplo sobre las ventajas que

se tienen cuando el alumno es capaz de reconocer y trabajar con funciones en

diferentes contextos.

"

Cuando se trataba el estudio del cdlculo integral, se les preguntd a los
estudiantes si podian encontrar la solucidn, sin utilizar férmulas, de la integral. Varios
alumnos indicaron que si lo podian hacer, y, como esperdbamos, en sus
explicaciones aludian a la representacién grafica de la funcion f(x)=sen x vy al

conocimiento de la integral como area.

Como senalamos en la primera parte de este escrito, con las estrategias,

habilidades y conocimientos adquiridos en el curso, con apoyo en la

supercalculadora, el estudiante es capaz de reconocer y trabajar con funciones en
diferentes contextos. Creemos gue es ésta una situacion que puede favorecer el
hecho de evitar compartamentalizacion del conocimiento (al menos en lo que

respecta al concepto de funcion). Asi, se hace necesario, en la elaboracion de
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estrategias didacticas y en la observacion sistematica de experiencias de aprendizaje,

analizar tal situacion.

Por otra parte, consideramos se debe tener cuidado al intentar introducir Ja
supercalculadora en la ensefianza; es conveniente explorar sus ventajas y
limitaciones a fin de evitar conflictos técnicos que puedan propiciar en el estudiante
un aprendizaje deficiente. Aun mas, debido a que ellos no estan acostumbrados a
utilizar este tipo de calculadoras con otro fin el de realizar calculos numéricos, se
puede correr el riesgo (si no se aclara el uso que se pretende darles), de que en
otros cursos de matematicas en los que no tengan a su disposicidén estas maquinas,
no sean capaces de enfrentar satisfactoriamente, cuando se requiera, problemas que

involucren tas habilidades y conocimientos que se pretenden desarrollar.

Por “ultimo, en relacion a los cursos de precdlculo vigentes, una reflexion
importante, es la posibilidad de ofrecer una alternativa diferente que permita a los
estudiantes interaccionar los conocimientos del algebra y lo geométrico-analiticos
mediante la construccion de funciones y la solucion de problemas en estos

contextos.
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EJIEMPLO 4

L
RNy S o X

FUNCIONES CUADRATICAS

En este laboratorio se parte de un problema real para llegar a describir las

caracteristicas de las funciones cuadraticas.

Descripcion detl laboratorio:

Problema inicial:

El Sr. Alonso es propietario de un edificio de departamentos el cual cuenta con
60 habitaciones, €l puede rentarlas todas si fija una renta mensual de $200 por
habitacion. A una renta mas alta, algunas habitaciones quedaran vacias. En
consecuencia, por incremento de la renta de $5, una habitacion gueda vacia, sin
posibilidad alguna de rentarla. Determine la relacion entre ingreso total y el numero

de habitaciones vacias.

La intencion de resolver este tipo de problemas, es para destacar que la
solucion, se puede encontrar a través de diferentes vias llamadas métodos didacticos
tales como: el método de la ensefianza problémica, el método de aprendizaje por

descubrimiento, el método de induccidn.

Aparte de lo interesante que vya resulta encontrar la solucion,

independientemente del método que se elija, en este tipo de problemas, el
estudiante puede valerse del uso de una computadora, o bien de una calculadora
sofisticada pero el hecho de contar con estos recursos, no es garantia de poder
llegar a la solucion, ya que para resolver el problema, se requiere de un

razonamiento previo donde podamos establecer una 0 mas estrategias de solucién.
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Una vez encontrado el resultado del problema con los datos obtenidos
procederemos, a construir una grafica con la ayuda de una calculadora grafica, con
la finalidad de indicarle a los estudiantes, que se trata de una funcion cuadratica, vy
de paso aprovechar, para explicar las caracteristicas y cualidades de las funciones

cuadraticas.

Con la ayuda de una calculadora se le pide a los estudiantes que desarrollen
una tabla con tres columnas, una para representar las habitaciones rentadas, otra
para el costo de la renta de cada habitacion y la tercera para los ingresos, y de esta
manera poder apreciar el comportamiento que tiene la columna de ingresos. Pues

en el problema se nos pide encontrar el ingreso maximo

NUMERO DE HABITACIONES RENTADAS PRECIO DE RENTA X HABITACION INGRESQOS

&0 200 12000
29 205 120895

58 210 12180
57 215 12255

56 220 12320
EF] 225 12375

230 12420
235 12455
240 12480
245 12495
250 12500
255 12485

260 12480

265 12455
270 12420
275 12375
280 12320

285 12255
250 12180
285 12095
300 12000

305 11895

Si observamos los valores de la tabla podemos encontrar que en la columna
de ingresos esta el maximo valor que es $12,500, el cual se obtiene si
multiplicamos la columna de habitaciones rentadas por fa columna de precio de la

renta por habitacion. Si observamos las otras dos columnas podemos encontrar

también que las celdas de cada una de estas dos columnas multiplicadas

representarian el nimero de habitaciones rentadas y asi como el precio de lo que

debe ser rentada cada habitacion.

LA COMPUTACION Y LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS




De esta forma podemos apreciar gue la solucion de este problema puede ser
encontrada a través de la realizacién de simples calculos. Pero es impartante hacer
un razonamiento previo que nos permita interpretar correctamente la solucion del

problema.

Se le pide también a los estudiantes que grafiquen los valores obtenidos en la
tabla anterior donde el eje de las “x” serfa el ndmerc de habitaciones rentadas
mientras el eje de las “y” seria el ingreso obtenido de las habitaciones rentadas.
Mediante la visualizacion de esta gréfica, les explicamos a los estudiantes lo gue

significa cada una de las intersecciones con el gje “x”, y también lo que significan las

intersecciones con el eje “y”, finalmente cudl es el valor maximo de la funcién, v

como se obtiene este valor.

10.12.500

f{x)= - 5% + 100x + 12000

1z 000
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Este problema también se puede resolver, sobre la base de métodos

numeéricos, es decir, lo que seria una interpolacion elemental. Donde se trata de
buscar un polinomio que mejor aproxime esos numeros del problema, y esto se

logra haciendo unos célculos muy sencillos.

Otro meétodo que también nos puede ayudar a encontrar la solucién de este
ejercicio serla mediante la utilizaciéon del método algebraico, el cual consiste en

resaltar las condiciones del problema mediante la asignacion de variables.

Regresando a los datos del problema una de las condiciones que tenemos,
nos dice que si se aumenta en $5 el precio de renta a cada habitacion, se deja de

rentar una.

Por lo tanto consideramos que la variable x seria el # de habitaciones que
quedaran vacias, y esto a su vez nos dice que el incremento de la renta entonces
seria 5x. Por esta razon tendriamos que {60-x) seria el nimero de habitaciones
rentadas. De tal forma que (200+5x) seria el precio de renta fijado para cada

habitacidn.

Si multiplicamos:
(# de habitaciones rentadas) x (el precio de renta de cada habitacion)

= obtendriamos un ingreso.

En base a lo anterior las ecuaciones quedarian expresadas de la siguiente forma:
1 x = #de habitaciones vacias.
2. (60 -x) = #de habitaciones rentadas.
5. (200+3x)= Precio de la Renta Mensual de cada habitacion
(# habitaciones rentados) por (renta mensual) = ingreso.
Ingreso=I{x)

(60-x)(200+5x)= I(x)

LA COMPUTACION Y LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS




Del producto de la ecuacion 2 y la ecuacion 3 obtenemos la siguiente funcion.
I(x)=12,000+300x-200x-5x" que esta seria la funcion de ingreso. Al simplificar vy
ordenar nos quedarfa la ecuacion de esta forma: Ifx)=5x*+100x+12,000. COMO
segundo paso se procede a resolver la funcion de ingreso mencionandole a los
estudiantes que pueden utilizar el método que para elios se ies haga mas facil de
resolver 6 el que mejor dominen. A través de la observacion nos hemos dado cuenta

que por lo general el estudiante decide resolver el problema utilizando el método de

formula general.

_—b++b’ —4ac

Xy =
1.2
2a

De la ecuacion de I(x)=5x’ +100x+12,000 tomamos los valores de los

coeficientes a, b, ¢, que correspenden a la forma f(x)=ax® + hx+¢ donde

a=-5
b=100
¢ =12,000

Sustituimos estos valores en la formula general con el objeto de encontrar los

valores de x1 y x2 quedando de la siguiente manera.

~(=100) +/(100)* - 4(~5)(12,000)
e 2(-5)

1.2

Simpilificando

(-100)+ (10,000) + 240,000
X, =
- -10

La siguiente simplificacidon nos permite observar en el discriminante (valor que

esta dentro de la raiz cuadrada) es (10,000) + 240.000 , y ademas representa un
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valor positivo por lo tanto, la funcidon cuadratica tiene raices reales, es decir se les
explica a los estudiantes, que en la grafica, la funcidn debe cruzar dos veces el eje
de las “x”. También aprovechamos para recalcar los conceptos que se derivan de los
posibles valores que pueda tener el discriminante de la funcion cuadratica, si el
discriminante es > 0 (positivo), la funcion debe cortar dos veces el eje de las “x”, si
es < 0 sus raices seran complejas y estaran formadas por un nimero real y un
imaginario, por lo tanto nunca podran cruzar el eje de las “x”, finalmente si el
discriminante es = 0, entonces sus raices seran el vértice de la funcion, por lo tanto

lox1 y x2 tendran un mismo valor ( x1=x2).

. _—100x 250,000
1.2 (~10)

—100+ 500
T

—100+500
-10

~ —~100-500
-10

x, =60
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Se hace también la indicacion, que los resultados obtenidos, son las

intersecciones que cortan el eje de las “x” de la funcién. Pero que esto no contesta
la pregunta requerida por el problema, motiva por el cual es necesario encontrar los
vértices de la funcién donde, el vértice en el eje “y" vendria a ser el ingreso maximo

y el vértice en el eje “x” el nimero de habitaciones vacias.

. -b ‘s . X
Mediante la formula x=_- obtenemos el vértice de la funcion en el eje x,
[4]

sustituyendo los valores de los coeficientes correspondientes.

-100
X=——

2(=3)

_ —100
-10
x=10

X

~

. . dac-b* . L
Tambien mediante la formula y = 4 obtenemos el vertice de la funcidn,
44

pero ahora en el eje y, quedando de la siguiente manera:

_ dgc - b

’ 4a

4(=5)(12,000) — (100)’
- 4(-5)

—240,000-10,000
-20

—250,000
- 20

¥ =12,5000
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Finalmente se les hace IaAepricacién a los estudiantes, con la ayuda de la
grafica, que el vértice del eje y= 12,500, es el punto mas alto de la funcién y que
por lo tanto este valor es el resultado del problema, destacando que en este

resultado, se trata de un punto maximo de la funcion.

Resolver este tipo de ejercicios, mediante la utilizacion del método algebraico,
es la manera tradicional como se les explica a los estudiantes en el salén de clases,
pero hemos observado que la utilizacion de este método crea un alto grado de
confusion e incertidumbre entre los alumnos, dandc como resultado una
comprensidn deficiente de los conceptos. Por esta razdn consideramos que con [a
ayuda de las computadoras y de las calculadoras graficas, para resolver este tipo de
ejemplos pudiéramos utilizar cualquiera de los meétodos didacticos anteriormente
mencionados, creemos que esto puede contribuir en un ahorro de operaciones y
calculos engorrosos, y ayudados con una visualizacién grafica, apropiada del
problema hecha con los mismos datos de este, esto puede contribuir a incrementar

la comprensidn, la asimilacion vy la solidez de los conceptos de la funcidn cuadratica.

Aprovechando la oportunidad que nos dio el problema anterior, y con la
seguridad que hemos involucrado a los alumnos en el tema de funciones cuadraticas

escogemos un ejemplo sencillo de una funcion cuadratica de la forma
fixy=ax’ +hx+c¢ con la finalidad de destacar el comportamiento que tiene la

funcion al cambiar intencionaimente cada uno de los coeficientes «.5.c.

La funcidn cuadratica que escogimos es la siguiente:
f(x)=x"+2x+1 por lo tanto el valor de los coeficientes a.b.c. son los

siguientes:

h

o
¢

1
2
1

LA COMPUTACION Y LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS




Con la ayuda de un Software de Matematicas creado por la Compafiia 1BM

llamado Sintesoft Matematicas Funciones, obtuvimos las graficas, el mismo programa

nos permitid cambiarle los valores a los coeficientes y construir las graficas de una

forma rapida y sencilla, pero una de las restricciones que ofrece el programa para el

tema de funciones es que solo permite cambiarle {os valores a los coeficientes de 1a

funcién cuadratica en un dominio (-10;10), lo cual es una limitante que solo se

puede usar para funciones cuadrdticas cuyos coeficientes comprendan solamente

esos valores.

x*+2x+1

fix}l=x"2+42=%+1

5% +2x+1

Con estas graficas
buscamos destacar el
comportamiento de la
funcion al incrementar
el coeficiente a de una
cuadratica.

10x% +2x +1
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del coeficiente “a”, la
funcion cuadratica
tiende a cerrarse sobre
el eje de las “y”.




En estas graficas lo que hicimos fue cambiar el valor del coeficiente “b” vy

como podemos observar el comportamiento de 1a funcion nos muestra que a medida

que incrementamos el valor del coeficiente “b” la funcion tiende a desplazarse hacia

la izquierda sobre el eje de las *x” y aumenta su concavidad.

x4+ 2x+1 x? +5x+1

x* +8x+1
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En estas grdficas lo que hicimos fue cambiar el valor del término
independiente “¢" y como podemos observar, el comportamiento de la funcidn nos
muestra que a medida que incrementamos el valor del termino independiente “c” la
funcidn tiende a desplazarse por encima del eje de las “x” y disminuye su
concavidad. El término independiente de una funcidn cuadrdtica representa también

la interseccidn con el gje de las "y”.

2+ 2x+1 P +2x+5

x> +2x+8
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CONCLUSIONES

Durante los ultimos anos el impacto de la Computacion ha sido impresionante.
De hecho la velocidad con que cambia es muche mayor que |a que han tenido otras
ramas del conocimiento, donde ia mayoria de los campos de la accion humana han

sido invadidos con fuerza por este instrumento poderoso.

En los afos cincuenta se comenzd a pensar que la computadora, podria
desempenar un papel importante en los procesos de aprendizaje. En la actualidad las
computadoras son instrumentos con frecuencia presente en los lugares de trabajo y
estudio, por lo que la educacion no escapa a esta realidad, lo que trae como
consecuencia, que el sistema educativo deba enfrentarse a la problematica de su
incorporacion al proceso de ensefianza - aprendizaje, incorporacion que por supuesto
medifica este proceso, en particular en la ensefianza de la matematica, que hace
surgir ante la presencia de este instrumento, una serie de interrogantes, que

podriamos resumir en la siguiente prequnta Zef ordenador serd un instrumento

adecuado para ensefiar matemadtica, y si lo es cudl es la forma mds

apropiada para utilizarlo?

Puede ser un instrumento para ensenar matematicas si se tiene en cuenta

para su utilizacion:

Los principios didacticos.

Las indicaciones metodoldgicas aqui propuestas

Las funciones metodoldgicas de su utilizacién en la enseianza de las
matematicas.

Las regularidades metodologicas que se deben manifestar en su uso.

Un aspecto esencial es que se puede incorporar en la ensefianza de las

matematicas como una herramienta de calculo, pero también como un medio para
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hacer una matematica mas experimental, es decir utilizarla como un recursc

didactico donde se pueda unir el mundo abstracto de las matematicas con el mundo

concreto del alumno.

Lo mas importante, es que la tecnologia avanza a pasos agigantados y que los
profesores de matematicas no podemos quedarnos rezagados. Que aquellos que
apoyan la incorporacion de la computadora y adn no saben cual es la mejor forma de
hacerlo, no es motivo para que quienes estén interesados v que poseen los recursos

accesorios no la utilicen ya en sus labores.

Ademas una de las orientaciones que se deben introducir a la ensefianza de la
matematica es la de vincularla con todos los fendmenos del mundo y el universo,
debido a que ellgs nos proporciona los instrumentos que debe manejar nuestro
pensamiento, para decidir y actuar en una realidad cambiante, sin olvidar nuestra
responsabilidad ante la naturaleza y la vida que es, en el ultimo de los casos, la

razon de nuestra existencia.
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» Investigar en 10s requerimientos metodoldgicos a tener en cuenta para

seleccionar los software mas conveniente para cada nivel escolar y para

contenido matematico en especifico.

Investigar en la necesidad de cambios profundos en la curricula de
matematicas para que los alumnos utilicen las computadoras y las

calculadoras de manera reflexiva y creativa.
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