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Resumen 
Diseño de controladores y observadores discretos para sistemas no 

lineales 

Publicación No. 
César Guerra Torres 

Universidad Autónoma de Nuevo León 
Facultad de Ingeniería Mecánica y Eléctrica 
Profesor Asesor: Dr Jesús de León Morales 

Noviembre, 2001. 

En este trabajo se presenta un estudio relacionado con el diseño de controladores y observadores 

para una clase de sistemas no lineales en tiempo discreto. Esto es motivado gracias a los avances 

alcanzados tanto en electrónica digital como computacional. Mientras que por el lado teórico, éste 

es un tema de investigación actual. 

Existen en la literatura varios resultados para sistemas no lineales de tiempo discreto y la mayoría 

de estos modelos discretos se obtienen mediante el proceso de discretización de un modelo continuo. 

Aunque son diversas las técnicas para discretizar un sistema continuo, en este trabajo se hará énfasis 

a la discretización tipo Euler hacia adelante (Euler forward). 

Por otro lado, existen diversas técnicas de diseño de controladores y observadores para sistemas 

no lineales en tiempo continuo. Sin embargo, estás técnicas no se pueden extender de la misma 

manera para el caso discreto. Por tal motivo, es importante desarrollar nuevas estrategias de control 

y observación para la clase de sistemas discretos. En esta tesis se proponen estrategias de control 

y de observación para la clase de sistemas no lineales discretizados mediante la aproximación de 

Euler. 

Además, los esquemas de control y observación propuestos son aplicados a un modelo de 

un generador síncrono conectado a una barra (bus) infinita, para ilustrar su eficiencia mediante 

resultados en simulación. 



Notación 
€ Pertenece a 

Existe 
V Para todo 

Implica que 
Tiende a 

IMIp norma p 
R Conjunto de los números reales 
Rn Espacio vectorial de dimensión n con componentes reales 
jjnxm Campo de las matrices de dimensión n x m con componentes reales 
AT Matriz transpuesta A 
A-1 Matriz inversa de A 
ln Matriz identidad de dimensión n x n 
diag(A) Elementos de la diagonal principal de la matriz A 
col(X) \fector columna 
A Operador en diferencias 
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A valor característico 
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Capítulo 1 
Introducción 

1.1 Antecedentes 

El uso de herramientas que faciliten el trabajo en la industria ha sido desde hace tiempo una 

de las preocupaciones principales, tal es el caso de los sistemas de control en donde el interés por 

diseñar controles más eficientes con el fin de facilitar más los procesos industriales y mejorar la 

calidad del producto aumenta considerablemente. 

El modelado de un sistema dinámico es una herramienta de suma importancia en el estudio y 

análisis de sistemas de control, ya que permite comprender el comportamiento de un sistema a 

través de simulaciones, que permitirán posteriormente el diseño de prototipos. 

Las primeras aportaciones en el estudio de sistemas de control fueron aplicadas en el análisis 

de sistemas lineales en tiempo continuo, dentro de los que destacan: a) métodos de la respuesta a 

la frecuencia desarrollados a principios del siglo XX; y b) el método del lugar geométrico de las 

raíces desarrollado por Evans en la década de los cuarenta. 

A mediados del siglo XIX se desarrolló un procedimiento matemático que permite descomponer 

una ecuación diferencial de orden n, en un sistema de n ecuaciones diferenciales de primer orden, 

lo cual facilitaba la solución, dando lugar al concepto de variables de estado. 

Los métodos de análisis y diseño para sistemas no lineales han adquirido un interés especial 

puesto que la mayoría de los sistemas físicos tienen un comportamiento no lineal. 

Por otra parte, el estudio de la estabilidad para sistemas no lineales ha sido un problema que 

continua abierto, ya que no existe una metodología general que se pueda aplicar a todos los sistemas 

no-lineales. En 1892, A.M. Lyapunov, Ingeniero y Matemático Ruso, propuso un nuevo enfoque 

para el análisis de la estabilidad de sistemas no lineales. 

Con esta nueva herramienta, se desarrollaron nuevos métodos y técnicas tanto para el diseño de 

controladores como para el de observadores no lineales, que hoy en día se siguen explorando. 



1.2 Motivación 

En los años recientes y gracias al desarrollo tecnológico, se ha incrementado el uso de 

controladores digitales en sistemas de control para imejorar el desempeño de los procesos. 

Diversos métodos han sido empleados para el diseño de controles y observadores para sistemas 

no lineales en tiempo continuo. Sin embargo, al implementar estas técnicas de control con la 

tecnología digital, es necesario trabajar con una representación de dicho sistema en tiempo discreto. 

Por tal motivo, es necesario desarrollar nuevas estrategias para el diseño de controladores y 

observadores para sistemas no lineales discretos. 

Existen en la literatura varios resultados sobre el diseño de controladores y observadores 

para sistemas no lineales discretos, por ejemplo, en [4] se presenta una técnica de control por 

retroalimentación de estado, en [2] se presenta el problema de linealización por retroalimentación 

de estado en sistemas discretos, [12] presenta una técnica de observación para una clase de sistemas 

no lineales discretos. 

En este trabajo se presentan las herramientas y condiciones necesarias para transformar un 

sistema no lineal discreto en otro parcialmente lineal, posteriormente, basado en este modelo se 

propone una técnica de control y otra de observador para estabilizar el sistema. 

Con el fin de hacer un análisis comparativo, además, se muestran las técnicas de control y de 

observación propuestas en [11]. 

Diversos temas relacionados con el control de sistemas no lineales discretos son considerados, 

tales como la discretización de modelos, período de muestreo, análisis de estabilidad, los cuales 

requieren de un tratamiento diferente al caso continuo. 



1.3 Planteamiento del problema de estudio 

En este trabajo se considerará una aproximación tipo Euler de un sistema no lineal continuo para 

obtener un modelo discreto del mismo ya que es comúnmente empleado como'un primer intento en 

la modelación de sistemas no lineales discretos. 

A partir de los modelos no lineales discretizados se desarrollarán algunas estrategias de diseño 

y contracción de controladores y observadores. 

En lo que respecta al diseño de controladores, se propone una técnica de control basada en una 

transformación de coordenadas y un diseño de un control de retroalimentación y estabilización. 

Además se muestran los resultados de [11], basado en transformaciones de similitud, la cuál permite 

construir un controlador simple para la clase de sistemas no lineales discretos considerados. 

Puesto que todos estos algoritmos de control requieren de toda la información de las componentes 

del vector de estado para poderse implementar, es necesario diseñar observadores para estimar las 

componentes del vector que no son medibles. En este trabajo se presenta el diseño de observadores 

no lineales discretos. Además, se presenta un análisis de la convergencia de dichos observadores. 

Para ilustrar la eficiencia de los esquemas de control y de observación, se empleará un modelo 

de un generador síncrono conectado a una barra (bus) infinita(o) representado en un circuito 

equivalente de Thevenin, cuyo objetivo será controlar el ángulo del rotor. 

Resultados en simulación serán presentados para mostrar la eficiencia de los controladores y de 

los observadores. 

1.4 Organización y alcances del trabajo 

El contenido de este trabajo está organizado de la siguiente forma: 

En el capítulo 2 se introducen una serie de conceptos básicos para la formulación de los diferentes 

problemas que serán planteados en este trabajo. En el capítulo 3 se dan algunos conceptos y 

resultados relacionados con la estabilidad de los sistemas no lineales discretos. 

En el capítulo 4 se dan los esquemas de control para una clase de sistemas no lineales 

discretizados mediente la aproximación de Euler. 



En el capítulo 5 se dan los algoritmos para el diseño de observadores para una clase de sistemas 

no lineales discretizados mediante la aproximación de Euler. 

Posteriormente, en el capítulo 6, se emplearán las técnicas de control y de observación vistas en 

los capítulos 4 y 5 para estabilizar el ángulo del rotor de un generador síncrono conectado a una 

barra infinita. 

Por último, en el capítulo 7, se darán las conclusiones de este trabajo, las recomendaciones, así 

como los trabajos futuros. 



Capítulo 2 
Preliminares 

2.1 Preliminares matemáticos 

En este capítulo se introducen una serie de conceptos básicos necesarios para la formulación 

teórica de los sistemas no lineales en tiempo discreto que se emplearán en este trabajo. Además, 

se presentará un panorama de los métodos más usados para la discretización: Euler hacia adelante, 

Euler hacia atrás así como el trapezoidal (Euler's forward, Euler's backward y Trapezoidal). 

2.1.1 Funciones, función composición [9] 

Sean S y T, dos conjuntos cualesquiera, una función o aplicación / : 5 —> T es una regla 

que asigna cada elemento de s E 5 un único elemento í e T, Una función f se dice que es 

suprayectiva, o sobre si para todo t € T es imagen bajo / de algún s € S\ y es inyectiva o uno a 

uno si para si ^ 52 en S, f{si) f(s2) en T. Si / : S —> T es suprayectiva e inyectiva entonces 

se dice que es biyectiva. 

Definición 2.1 Si g : S —• T y f : T U, entonces la función composición (o función 

compuesta) denotada por f o g es la aplicación f o g : S —• U definida mediante (/ o g) (5) = 

I (9 (s)) pora todo s € S. 

Algunas propiedades importantes de la función composición son: 

(1) Sí h : S -»• T, g : T U y / : U K, entonces / o (g o h) = (/ • g) o h. 
(2) Si g : S —*• T , f : T —> U son biyectivas, entonces / °g : S —• U también es biyectiva. 
(3) Si / : S —*• T es una biyección, entonces / o / - 1 = it y f"1 o f = is, donde is y ¿t son las 

aplicaciones identidad de S y T, respectivamente. 

2.1.2 Espacio Euclidiano y Espacio Vectorial 

Definición 2.2 (\%},PP- 58). Un Espacio Euclidiano, denotado por Rn, consiste en un conjunto 

de vectores de dimensión n, x = col(xi,... ,xn) donde x\,.. • xn son números reales. Un Espacio 



Euclidiano de dimensión 1 está compuesto por todos los números reales y se denota por R. 

Definición 2.3 ({14], pp. 7). Un espacio vectorial X es un conjunto de elementos llamados 

vectores junto con dos operaciones fundamentales 

• Vx,y G X x + j/GX, 
• V z e X y V a e K ax G X, 

además, cumple con los siguientes axiomas: 

(1) x + y = y + x, 
(2) (x + t / ) + z = x + ( y + z), 
(3) Existe un elemento nulo 0 en X tal que x + 6 = Va; G X 
(4) Va G R y Vx, y G X, a (x + y) = ax + ay, 
(5) Va, ¡3 G R y Vx G X, (a + /?)x = a x + /3x, 
(6) Va, P G R y Vx G X, (a/?)x = a(/3a:), 
(7) fe = 6, l x = x. 

El conjunto de los números reales R es un Espacio \fectorial ya que cumple con las dos 

propiedades fundamentales y los axiomas. Una extensión del ejemplo anterior es el conjunto R n . 

Seanx, y G R n , donde, x — (a?i,... , x n ) y y = {yu • • • ,yn) Y sea el vector nulo 9 = ( 0 , . . . , 0). La 

operación x + y define un vector en R n , es evidente que si a es un escalar ax también pertenece a 

R71. Los axiomas en la definición se cumplen para R n . 

2.1.3 Espacio lineal normado 

Definición 2.4 ([14], pp. 7). Un Espacio lineal normado en R n es un par ordenado (X, || • ||) donde 

Xes un espacio vectorial lineal y ||arg|¡ : X —• R es una funcional que cumple con los siguientes 

axiomas: 

(a) ||x|| > 0 , Vx G X, ||x|| = 0 <í=> x = 0. 
(b) ||aa:|| = |a | ||x||, Vx G X, Va G R. 
(c) ¡¡x + í/ll < ||x|| + | |y||, Vx ,y G X. 

En un espacio Euclidiano R2 y R 3 la norma ||arg|| es una generalización de la longitud de un 

vector. Es bien conocido que si x G R n , la norma más usada es precisamente la norma Euclidiana 

definida por: 



|| || 2 = ( |^l |2 + • • • W 2 ) ^ 2 = ( X T x ) l / 2 

Todas las normas — p (p = 1,2, ...oo) son equivalentes en el sentido de que si ||-||Q y \\-\\p son 

dos normas - p diferentes, entonces existen unas constantes positivas ci y c2 tales que 

c i | | - l l a < II-II/3 <call-IL 

2.1.4 Normas inducidas [8] 

Sean x e Mm y A e Mn X m una matriz que define el mapeo lineal y = Ax, desde K m a R " , la 

norma p inducida de A es definida como 

||Ac|l 
||A|| = sup ,, „ = max | |Ar|L 

P M p NIP=i P 

donde sup y max significan el supremo y el máximo, respectivamente. Para p = 1,2, oo la norma 

inducida de A es 
m n 

llalla - max V l a ^ l , ||A||2 - [Amax (A T A)] 1 / 2 , HAI^ - raaxV l a j 7 í i=l 1 
Algunas propiedades de las normas — p inducidas para p = 1,2, oo son: 

• UB\\P<U\\p\\B\\p, VA, B g 
. | |AB|| = sup (\\ABx\\) 

IMI=i 
• \\Ay\\p< WAWJyl VA e IRnX7i, Vy e M51 

• | | A B s | | p < | |A | | p | | £ | | p | | x | | , V A , 3 e R n x n , Vz € R n 

2.2 Discretización [15] 

El proceso de discretización consiste en la aproximación numérica de una ecuación diferencial, 

dando lugar a una ecuación en diferencias. 

Existen básicamente dos métodos de aproximación: integración numérica y diferenciación 

numérica. 

El método más empleado es la diferenciación numérica, debido a que los errores que se cometen 

durante el intervalo de muestreo tienden a desaparecer. Este método consiste en dividir el intervalo 



de integración en varios subintervalos de amplitud r de tal manera que la contribución de cada 

"rectángulo" se aproxima a la evaluación de la integral (figura 2.1). 

e(t) *ffl eflj 

(a) (b) (c) 

Figura 2.1. Aproximación usando (a) Euler hacia adelante, 
(&) Euler ha,cía atras y (c) Trapezoidal 

Considere la siguiente ecuación diferencial 

f = e(t) (2.1) 

Integrando ambos lados de la ecuación se tiene 

/(*) = /(¿o) + f e{t)dt (2.2) 
Jto 

Para cada muestra de tamaño t = kr, k — 0 , 1 , 2 , . . . n, y durante un intervalo to = kr a 

t = kr + r , la solución de (2.2) está dada por 
pkr+T 

f{kr + r) = f{kr)+ / e{t)dt (2.3) 
J kr 

Ahora bien, existen diferentes métodos para aproximar la integral para cada intervalo r , los 

cuales se mencionan a continuación. 

2.2.1 Método de Euler hacia adelante 

Una aproximación de la integral en la ecuación (2.3) es una constante que se obtiene al determinar 

el valor del área de cada subintervalo tomando el punto izquierdo del "rectángulo" multiplicado por 

el período de muestreo, esto es 

j{kr + r ) = f(kr) + re{kr) (2.4) 



2.2.2 Método de Euler hacia atrás 

Ahora bien, este método se procede de igual manera que en el método anterior, solo que el valor 

de la integral se obtiene tomando del punto del lado derecho del rectángulo. A este método se le 

conoce como Euler hacia atrás, cuya ecuación está definida por 

f(kr + t ) = f(kr) + re(kr + r ) (2.5) 

2.2.3 Método Trapezoidal 

Los métodos anteriores son conocidos como métodos rectangulares, debido a que durante el 

intervalo de muestreo, el área bajo la curva equivale a una aproximación rectangular, a estos 

métodos también se les conoce como métodos de primer orden . 

Por otra parte, una mejor aproximación es aquella que toma en cuenta la regla trapezoidal en la 

integración, cuya expresión está dada por 

f(kr + r ) = f(kr) + ^ [e(ftr) + e(kr + r)] 

Este método es conocido como de segundo orden. 

Sin perdida de generalidad, en este trabajo se empleará la siguiente notación para describir el 

tiempo entre muestras, k = kryk + l = (k + 1 )r , para r fijo. 

2.3 Ecuaciones en diferencias 

Una ecuación que relaciona una función u(k) con sus evaluaciones u(k-\-l), u(k+2),... u(k+n) 

se le conoce como ecuación en diferencias. Una ecuación en diferencias es análoga a una ecuación 

diferencial, solo que la primera es utilizada para describir el comportamiento dinámico de sistemas 

discretos. 

De manera similar al caso continuo, se define el operador análogo a la derivada (vea [3], p. 36,37 

y [16]), el cual llamaremos la diferencia D (o diferencia finita) y que se define como 

D u{k) = u(k + 1) (2.6) 



En cambio, el operador en diferencias A se define como 

Au(fc) = u(fc + l) - u ( k ) (2.7) 

Supongamos que una función u(k) está definida para todos los enteros no negativos. Si 

los valores de u(k) k — 0 , 2 , . . . se ordenan de la forma -u(O), u( l ) , u(2),..., entonces a 

este ordenamiento se le llama sucesión. En términos generales, si la sucesión (ia(/c)} aumenta 

progresivamente, es decir, u(k + 1) > u(k), para toda k, entonces se llama suseción monótona 

estrictamente creciente. Si los términos disminuyen, es decir, u(k + 1) < u(k), entonces se le 

llama suseción monótoma estrictamente decreciente. 

Por otro lado, en algunos casos es posible resolver una ecuación en diferencias. Un ejemplo de 

una ecuación en diferencias cuya solución será usada posteriormente es 

u(k + 1) = au(k) (2.8) 

donde a es una constante, si ko — 0, entonces una solución de esta ecuación en diferencias es 

u{k) = cak, c = u(0). (2.9) 

Es fácil probar que (2.9) es una solución de (2.8). Sea u(k + 1) = ca,k+1, por lo tanto 

u(k + 1) = caka = au(k). 

si k0 0 entonces, una solución es 

u(kQ + k) = u(k0)ak, u(ko) = cak°. 

2.4 Conclusiones 

En este capítulo se introdujeron una serie de conceptos matemáticos necesarios para la 

comprensión de los capítulos posteriores. 

Se presentaron algunos métodos de discretización frecuentemente empleados, entre los cuales 

destaca la discretización tipo Euler hacia adelante, el cual será empleado en la discretización de 

los sistemas no lineales continuos que serán considerados en este trabajo. Esto se debe a que este 

método ofrece una buena aproximación y la facilidad de uso. 



Capítulo 3 
Estabilidad en sistemas discretos no lineales 

3.1 Introducción 

En este capítulo se presentan los conceptos fundamentales del análisis de estabilidad de sistemas 

dinámicos no lineales discretos, los cuales serán aplicados en capítulos posteriores. 

Uno de los métodos más empleados para el análisis de estabilidad es conocido como el método 

de Lyapunov expuesto en 1892 por A.M. Lyapunov. La estabilidad en el sentido de Lyapunov 

está relacionada con el comportamiento de las trayectorias de un sistema cuando su estado inicial 

se encuentra cerca del equilibrio. Desde un punto de vista práctico ésto es de gran importancia 

ya que el efecto de las perturbaciones externas e incertidumbres, tales como ruido, errores en los 

componentes, etc., las cuales siempre se encuentran presentes, mueven al sistema del equilibrio. 

3.2 Sistemas discretos no lineales [4] 

Considere primero el sistema no lineal en tiempo discreto representado por: 

x(k+l)=f(k,x(k),u(k)) (3.1) 

donde fe 6 Z+ indica el tiempo discreto, x (k) e R n es el vector de estados, u (k) e R m representa 

la entrada y / : Z+ x Mn x R m K n es una función analítica. 

Sea U — {u: Z+ —• R"1} y Ia restricción de na l intervalo [feo, fe). Una función 

p(k,ko,xQ,u) : Z+ x Z+ x Rn X U Mn se dice que es la solución de (3.1) si 

x(k) = p(k,k0,xQ,uk
ko) satisface esta ecuación y sí x (fe0) = P (feo, feft, zo> «(feo)); es decir, 

p (fe + 1, feo,x0, < ) = / (k,p (fe, fco,zo,<)(*)). 



A continuación se introducen las siguientes definiciones. 

Definición 3.1 El sistema (3.1) se dice que es autónomo si la función f (fe, a: (fe), u (k)) no 

depende explícitamente de k, y es no autónomo en caso contrario. 

Definición 3.2 El sistema mostrado en (3.1) se conoce como forzado, es decir, que tiene una 

entrada. Por el contrario, el sistema definido por 

se le conoce como no forzado. 

Definición 3.3 .Un vector x0 G R n es un punto de equilibrio en el tiempo feo 6 Z+ del sistema 

(3.2) si 

f (k,xo) = x0 Vfe > fe0 

es deciK si xq es un punto fijo del mapeo f para toda k > 0. 

Definición 3.4 .Un punto de equilibrio xQ del sistema (3.2) en el tiempo ko se dice que es aislado 

si existe una vecindad B de xq G RN tal que B no tiene otro punto de equilibrio de (3.2) en el 

tiempo fc0. 

3.3 Estabilidad en sistemas no autónomos [14] 

Ahora se presentan conceptos relacionados sobre la estabilidad de sistemas no lineales discretos 

no autónomos. 

Considere el siguiente sistema discreto no lineal no autónomo 

Definición 3.5 El equilibrio x (k) = 0 del sistema (3.3) es estable si para cada e > 0 y para cada 

ko > 0, existe un 6 (e, feo) ta/ <iue 

2 (fe+ 1) = /(fe, a; (fe)) (3-2) 

x(fe + l) = f(k,x{k)). ( 3 - 3 ) 

x(fe0)|| < <5 (e, feo) ||p(fe, ko, xp) || < e, Vfe > feo-



y es uniformemente estable si para cada e > O existe un 6 (e) tal que 

||a;(fcb)|| < 6{e), k0> O ||p (fe, fe0,z0)|| < €, Vfc > k0. (3.4) 

De acuerdo con esta definición, el equilibrio x (fe) = 0 es estable si al determinar apriori una 

cota 6 (e, feo) para la norma de la condición inicial x(feo), toda solución partiendo en el instante dado 

feo desde un estado inicial dentro de la bola de radio 6 (e, kQ), permanecerá siempre dentro de la bola 

de radio e en todo tiempo discreto k > fe0. 

Definición 3.6 El equilibrio x (k) = 0 del sistema (3.3) es atractor si para cada fe0 > 0, existe 

un r¡ (ko) tal que 

||ar(feo)|| < r¡ (ko) ||p(fco + &o5£o)l| Q a medida que k —> oo, 

y es uniformemente atractor si existe un r¡ > 0 tal que 

||a;(fco)|| <r¡=> ||p(fe0 + 0, fe ^ oo. 

o bién, si existe un rj > 0 tal que para cada e > 0 existe unm = m (e) tal que 

||x(fco)|| <V, ^ o > 0 | |p{k0 + k,kQ,xo)|| < e, Vfe > m ( e ) . 

Vale la pena mencionar que la atractividad y la estabilidad de un equilibrio son propiedades 

independientes; es decir, un punto puede ser atractor sin ser estable ya que existen puntos de 

equilibrio inestables. 

Definición 3.7 El equilibrio x (k) = 0 del sistema (3.3) es asintóticamente estable si es estable 

y atractor; es uniformemente asintóticamente estable si es uniformemente estable y uniformemente 

atractor 

Definición 3.8 El equilibrio x (k) = 0 del sistema (3.3) es exponencialmente estable si existen 

constantes r),a > 0 y p < 1 tal que 

l k ( M I I ko > 0 ||p {ko + k, fco,so)|| < a ||a;(feo)|| pk, Vfe > 0. 

La estabilidad exponencial es una propiedad más fuerte que la estabilidad asintótica uniforme. 



Los conceptos de estabilidad arriba establecidos pueden ser definidos en términos de unas 

funciones llamadas funciones de clase K y clase C. 

Definición 3.9 Una función <j>: M.+ —> R+ es de clase K si 4> (0) = 0, es analítica y estrictamente 

creciente. Es de clase C si 4> (0) < oo, <fi(s) —> 0 a medida que s —• oo, es analítica y estrictamente 

decreciente. 

Nota 3.1 Si (¡) (r) es una función no decreciente y positiva entonces existe una función a{r) de 

clase K tal que a(r) < <j> (r) Vr ([14], p. 147). Además, si a(r) es una función de clase K,, a - 1 ( r ) 

también es de clase K ([8], p.136). 

Teorema 3.1 ([4], pp.lQ — 17) El punto de equilibrio x{k) = 0del sistema (3.3) es 

uniformemente estable si y solo si existe una función <p de clase fC y una constante c > 0 

independiende de ko tales que 

||i(fc)|| < ^( | |x(fc0) | | ) , Vfe > kQ > 0, V ||a:(fco)|| < c. (3.5) 

x (k) = 0 es uniforme y asintóticamente estable si existe una función <p de clase ICy una función 

a de clase C y una constante c independiente de ko tales que 

| | i( fe) | | < tp (||a:(feb)||) cr{k- k0), Vfc > k0 > 0, V ||a;(Ab)|| < c. 

A 

3.4 Estabilidad en el sentido de Lyapunov. 

El análisis de estabilidad en el sentido de Lyapunov se puede llevar a cabo mediante dos 

métodos conocidos como el primer método y segundo método; ambos se aplican para determinar 

la estabilidad de los sistemas dinámicos descritos por ecuaciones diferenciales o en diferencias, que 

es nuestro caso. 

El primer método, se basa en las formas explícitas de las soluciones de las ecuaciones 

diferenciales o en diferencias. Por otra parte, en el segundo método, no requiere de las soluciones 

de las ecuaciones diferenciales o en diferencias, por lo que resulta más útil en la práctica, por lo 



tanto, en esta sección se hablará exclusivamente de este método. 

El segundo método de Lyapunov, también conocido como método directo está basado en que la 

estabilidad del punto de equilibrio está relacionada con la energía del sistema. 

Puesto que el concepto energía está muy relacionado con ciertos sistemas para los cuales es 

posible determinarla, entonces, una forma de extender este concepto de energía para sistemas no 

lineales generales, fue introducida por Lyapunov, quien propuso el concepto que ahora se conoce 

como función de Lyapunov. Sin embargo, no existe una forma simple de determinar esta función 

para cualesquier sistema no lineal. 

A continuación, se presenta un resumen del método directo de Lyapunov para el análisis de 

estabilidad de sistemas no lineales en tiempo discreto, las pruebas de los siguientes teoremas se 

hicieron partiendo de una analogía con el caso continuo. 

Considere nuevamente el sistema no lineal discreto y no autónomo. 

Además, considere que el sistema (3.6) cumple con las siguientes suposiciones: 

(1) El origen z(fe) = 0 es un punto de equilibrio; es decir, /(fe, 0) = 0 para toda fe > k0. 
(2) Existe una constante r > 0 y para r > 0 tal que, para toda condición inicial {kQ,xo) G Br¡T, 

existe una solución p (fe,fe0,2;o,*40) para toda A; > kQ. 
(3) /(fe, •) es analítica para toda fe en el dominio de interés. 

Ahora se introducen las siguientes definiciones. 

Definición 3.10 Una función V : Z+ x R n —• K es llamada localmente definida positiva ( f l d p ) 

si V(k,0) = 0Vk>kQy si existe una constante r > una Junción a de clase K tal que 

x(k + 1) = f(k,x(k)) (3.6) 

(3.7) 

(3.8) 

(3.9) 



Auxiliándose de estas definiciones a continuación se presentan algunos Teoremas relacionados 

con la estabilidad en el sentido de Lyapunov. 

Teorema 3.2 El equilibrio x = 0 del sistema (3.6) es estable si existe una función V : Z+ x R n —• 

R y una constante r > 0 tal que 

• AV(k,x{k)) < 0, Vfc > 0, Vx{k)eBr 

Y es asintóticamente estable si además 
• A V ( k , x(k)) < 0 , Vfc > 0, Vx(fe) G Br 

Prueba (Estabilidad simple) 

Si V(k, x(k)) es una fldp entonces por la definición 3.10, existe una función a de clase /C y una 

constante s > 0 tal que 

Para probar que el equilibrio es estable es necesario demostrar que para todo e > 0 podemos 

encontrar un 8 = 6 (e, k0) tal que (3.4) se cumpla. Dado un e y un k0 se elije €i = min {e, r, s} y 

un 6 > 0 tal que 

V(k,x(k)) es una fldp 

sup V(k,x(k))=(3(kQ,6)<a{€1) 
\\x(k)\\<6 

6 siempre puede ser encontrado ya que a (ci) > 0 y 0 (k0,8) —> 0 cuando <5 —0-

<*(<0 
bm: 

6 C1 lixii 

Figura 3.1 Definición de V(k,x{k)) y Ü¡( | |x | | ) 



Para demostrar que lo anterior cumple con (3.4) suponga ||z(fco) || < <5, entonces V(k, x(ko)) < 

P(k0í6) < a (ei) (ver figura 3.1), como A V ( k , x ( k ) ) < 0 entonces ||a;(fc)|| < <5 y 

V{k, x{k)) < V{k, x(k0)) < a (€l) , k > 

por la definición 

De lo anterior resulta que a(||a:(fc)||) < a (ej) , entonces a ( - ) es estrictamente creciente. 

Además, esto implica que < ¿i- De la figura 3.1se observa que 6 < ej < e, por lo tanto 

IWA:)| |<6 

• 

Teorema 3.3 El equilibrio x = 0 del sistema (3.6) es exponencialmente estable si existe una 

función V : Z+ x R71 —» M.y constantes positivas C\, c2, C3, py r tales que 

• ci \\x(k)\\p < V(k,x(k)) < c2 \\x(k)\\p 

• A V { k , x{k)) < - c 3 \\x{k)\\p , Vfc > 0, Vx(ft) G Br. 

Prueba 

Defina: 

V = r(¡J<r 

Suponga que xq € Br. Sea x(t) la solución de (3.6), por lo tanto, si V(k, x(k)) < c2 ||:r(Á:)||?', 

se tiene que -C3V(k,x(k)) > —c2c3 ||a:(fe)||í'. Además, como AV(k, x(k)) < — C3 ||a:(fc)||p, 

entonces, 

-c3V{k,x{k)) > -C2C3 ||a:(fe)||p > c 2 A y ( f c , x ( A ; ) ) 

AV{k,x{k)) < ~^V(k,x(k)) 
C2 

V(fc + l,a:(fc + l)) < V(*,a;(fc)) 

Esta última ecuación, representa una ecuación en diferencias de la forma (2.8), la cual tiene 



como solución 

V{k0 + k,x{k0 + k)) < V(kQ,x{ko)) - ^ 

como V(fcoj3(fco)) < c2 ||x(feo)||p y ci \\x(k0 + k)\\p < V{k0 + k,x(k0 + k)), se tiene 

ci\\x{k0 + k)\\p <c2\\x{k0)\\p 

de donde 

Por lo tanto, si se tiene que a = fx ( l - g ) 'V > 0, p = ( l - g ) < 1 y c3 < c2, finalmente se 

obtiene 

+ k)\\ < a ||*(Ao)|| pk, a > 0,p < 1 

que es precisamente la definición de estabilidad exponencial. 

• 

3.5 Conclusiones 

En este capítulo se introdujeron conceptos básicos sobre los sistemas no lineales en tiempo 

discreto, además se presentaron algunos conceptos sobre la estabilidad de dischos sistemas y que 

posteriormente serán usados en el diseño de controladores y observadores 

Un análisis de estabilidad en el sentido de Lyapunov para sistemas no lineales discretos fue 

dado, se demostraron los teoremas de estabilidad simple y estabilidad exponencial basandose en la 

metodología expuesta en [14] para el caso de sistemas continuos. 



Capítulo 4 
Diseño de controladores discretos para sistemas no 
lineales 

4.1 Introducción 

En este capítulo se presentarán algoritmos de control para una clase de sistemas no lineales 

discretos mediante la aproximación de Euler. 

Existen resultados bien establecidos para sistemas discretos lineales [19], [10], sin embargo 

el diseño de controladores discretos para sistemas no lineales es un problema abierto, algunos 

resultados ya han sido expuestos, por ejemplo, en [4] se plantea el problema de linealización 

vía retroalimentación de estado, en donde bajo ciertas hipótesis una clase de sistemas no lineales 

discretos puede ser transformados a una forma parcialmente lineal llamada forma controlador de 

Brunovsky, además, demuestra la existencia de un control no lineal discreto capáz de linealizar y 

estabilizar el sistema. 

Por otro lado, en [2] se plantea el problema de linealización desde un enfoque algebraico basado 

en la introducción de un conjunto finito de campos vectoriales canónicos independientes de las 

variables de control. 

En [12] se presentan algunos algoritmos para el diseño de un control y de un observador basado 

en transformaciones de similitud y aplicado a una clase de sistemas no lineales. 

A diferencia de los sistemas continuos, en el diseño de controladores y observadores discretos 

hay que considerar el período de muestreo, ya que este influye en el diseño de estos y en sus 

propiedades de convergencia. 

En este capítulo se presentan técnicas de control de alta ganancia aplicadas a una clase de sistemas 

no lineales discretos. En una de estas técnicas se considera el modelo discretizado mediante la 

aproximación de Euler de un sistema en la forma controlador de Brunovsky. Además, un control 

de alta ganancia que linealiza y estabiliza al sistema es propuesto. 



Por otra parte, se presenta un control aplicado a una clase de sistemas no lineales discretos y se 

obtiene mediante un procedimiento basado en transformaciones de similitud. 

4.2 Planteamiento del problema 

La metodología a seguir para el diseño de controladores que serán vistos en este capítulo se puede 

analizar en la figura 4.1 

Inlc-

C=T(X). V PEUI t V >¿PLC * 2«pld1 

• ü s * W 
!=T(x) TT 

* ¿PLD3 / 
pEul . V 

>¿NLD 
s=T(x) + INLD; 

JNLC (4.1) 

Fig 4.1 Planteamiento del problema de control 

Considere primero un sistema no lineal continuo y autónomo E^vlc definido por las ecuaciones 

x= f ( x ) + g(x)u 

•y = h(x) = Cx 

donde x e E n es el vector de estados; u e R e y 6 R representan la entrada y salida, 

respectivamente; f y g, son campos vectoriales cuyas componentes son funciones analíticas. 

Usando la discretización tipo Euler hacia adelante, con un período de muestreo r, el sistema 

(4.1) puede ser discretizado de la siguiente forma. 

x(k + 1) - x(k) + r [f(x{k)) + g(x(k))u{k)] 

y(k) = h(x(k)) - Cx{k) 

En [4] se presenta una transformación T : U —• Rn de manera que z = T(x(k)) define un 

cambio de coordenadas alrededor del punto de equilibrio, de tal forma que el sistema (4.2) puede 

JNLD (4.2) 



ser representado en nuevas coordenadas z(k) como 

• í z(k + l) = Az{k) + B{a(z(k)iT)+/3(z(k)íTWk)] 
2^PLD2 : < (4J ) 

[ y(k) = h(z(k)) = Cz(k) 

donde las matrices A y B están en la forma controlador de Brunovsky. 

Por otro lado, en [17] se define un cambio de coordenadas Q = T(x) con T : Uq —• RN, tal que 

el sistema no lineal y continuo (4.1) puede ser transformado en uno parcialmente lineal y continuo 

definido por las ecuaciones 

í + B (7(í) + y ( í )u ) 
^PLC '• < (,4.4) 

[ y = h(s) = Ca 

donde las matrices A y B están en la forma controlador de Brunovsky. 

Usando la discretización tipo Euler hacia adelante, con un período de muestreo r , el sistema 

(4.4) puede ser representado por un conjunto de ecuaciones discretas de la forma 

í ,(k+l)=Ar<;(k) + B['y(^k),r) + ^(k),T)u(k)} 
^PLDl '• \ (.4.5) 

[ y = h(q(k)) = C<;(k) 

donde AT = In + tA. 

Aunque en [17] para el caso continuo y en [4] para el caso discreto se definen transformaciones 

que convierten un sistema no lineal en uno de la forma controlador de Brunovsky, al analizar las 

ecuaciones (4.2) y (4.5) se pueden observar resultados diferentes al discretizar y luego transformar 

con respecto a transformar y luego discretizar. 

En este capítulo se propone un difeomorfismo T : U —• RN tal que £ = ¥ (x) defina un cambio 

de coordenadas alrededor del origen de modo el que sistema no lineal discreto (4.2) puede ser 

representado como 

í f(FE + 1) = MW + +B [a(í(fc), r ) + 0(M,R)U(K)} 
^PLDZ ' < ( 4 . 6 ) 

\ y(k) = fc(«A0) 
Es impotante señalar que el sistema (4.6) es un modelo aproximado al sistema (4.5), ésto se 

demostrará durante el desarrollo del capítulo. 

Por otro lado, se propone una transformación que convierte el sistema (4.3) en (4.6). 



El estudio anterior se debe a que el algoritmo de control propuesto se aplica a la clase de sistemas 

de la forma (4.6) 

4.3 Preliminares y definiciones 

4.3.1 Grado relativo ¡4¡ 

Considere el sistema discreto no lineal autónomo 

x{k +1) - f(x(k),u(k)) (4.7) 

y(k) = h{x{k)) 

donde x{k) ce R n es el estado; u(k) e U C M e y{k) e Y C M representan la entrada y salida, 

respectivamente, / : X x U —> X es una función analítica, h: X —>Y también es analítica. 

Sea x° el punto de equilibrio del sistema (4.7), cuando u = 0, es decir, f(x°, 0) — x°. Sin 

pérdida de generalidad se puede suponer que x° = 0 y que h(x°) = 0. Se denotará por /o al mapeo 

/ ( • , por f¿ la j — ésima composición de /o consigo misma. 

Definición 4.1 (Grado relativo). Se dice que el sistema (4.7) es de grado relativo do si V (x, u) 6 

O c Mnrx"TR un conjunto abierto y denso deW1 x l j ; que contiene al punto de equilibrio, si para 

todo (x,u) e O 
r\ 

= 0 0 < & < do 

^ [ h o f ^ o f ^ u ) ] ¿ 0 

donde ho/(•) denota la composición, es decir, ho/(•) — h(f(-))y /q denota lak — ésima iteración 

consigo misma. 

Si el número (d0 + 1) existe, éste determina el retraso inherente entre la entrada y la salida, ésto 

significa que dado un estado inicial arbitrario rc(0), no se puede apreciar la entrada w(0) en la salida 

hasta después de do iteraciones, o de manera equivalente, se dice que (do + 1) es el primer instante 

de tiempo en que la salida se encuentra afectada por la entrada u(0). Como / y h son funciones 

analíticas, se tiene que do < n ó do — oo. 



Por lo tanto, de la definición de grado relativo, se tiene 

y[k + 0 = h(x(k + l)) = ho x(k +1) 

+ 0 = fto/^jo/^u) 

para 0 < l < d0 y 

y(k + d0 +1) = hof*>(x(k)) 

y{k + d0 +1) - ho$+\x(k)) + S(x{k),u(k)) 

donde S(x(k),u(k)) = h o f$°(x{k)) - h o f{¡0+í{x{k)) conS(-,u(*0) - Oy 

dS(x.u) d . . A 

du = düV + + ^ 

A partir de la definición de grado relativo se tiene que {h (x), h (x) o / (x,u),... h o /q°(x)} 

forman un conjunto de funciones independientes alrededor del punto de equilibrio y pueden 

seleccionarse como parte de nuevas coordenadas; es decir, si el sistema (4.7) es de grado relativo 

do = n — 1, entonces: 

/ 

z{k) = T{x{k)) = 

zi (k) 

z2(k) 

\ h(x(k)) 

h(x(k))of0 

\ 

(4.8) 

\zdo+1(k) J \ h ( x ( k ) ) o f ^ J 

es una transformación local de coordenadas alrededor del punto de equilibrio xQ. Por otro 

lado, si (4.7) es de grado relativo do < n — 1, el conjunto puede completarse con n — 

(do + 1) funciones linealmente independientes representadas por ((x(k)) = T(x(k)) = 

-(do+1) 
Con este cambio de coordenadas el sistema (4.7) es transformado a un sistema parcialmente 

lineal descrito por las ecuaciones 

z{k +1) = Az{k) + B'y(z{k),u{k)) 

«®+i) = nm^(k)) (4.9) 

y{k) = Cz(k) 



donde: 

A 

ÍO 1 ••• 0 ̂  

^ jj((fo+l)x(do+l) Q = 
0 E R 0+ (4.10) 

0 0 ••• 1 
\ 0 0 0 / 

c = ( i o o ) e i R 1 ^ , 

V 1 / 

x(k)=T~Hz(k)) 

Se puede observar que si do = n — 1 entonces, el sistema es completamente observable y está 

descrito por 

4.3.2 Definición de las matrices de transformación 

En el apartado anterior se estudió la forma de transformar un sistema no lineal discreto S w l d 

(4.2) en otro parcialmente lineal discreto Epld2 (4.6). 

Puesto que el algoritmo de control propuesto se basa en un modelo de la forma (4.6) en este 

apartado se propone: a) Una transformación Tr que pueda convertir el sistema (4.3) en (4.6) y b) 

Una transformación T que pueda convertir el sistema (4.2) en (4.6) 

Lema 4.1 Considere el sistema lineal y discreto de la forma 

donde r¡(k) 6 Rn y Ar = In + tA, A está definida en (4.10). Sea la matriz de transformación Tr 

con C = ( i o • • • 0 )• Por lo tanto, rj(k) = TTr¡(k) define un cambio de coordenadas tal que 

z{k + l) - Az(k) + B^(z{k)tu{k)) 

y(k) = Cz (k) 

(4-11) 

7](k + l) = Arn{k) 

y(k) = h(v(k)) = Cn(k) 

(4.12) 

(4,13) 



el sistema (4.12) puede ser representado en las nuevas coordenadas r¡ de la siguiente forma: 

+ 1) - Ar¡{k) + B{a{r¡(k))) 

y{k) = h(m) = Cv(k) 

Prueba: 

Primero defina una transformación de la forma rj(k) = T(rj(k)) donde T(r](k)) = 

col(h(n(k)), h1 (n(k)),... hn~l(n(k))), h^(n(k)) denota la j — ésima iteración. Por lo tanto, el 

conjunto de n ecuaciones r¡(k + 1) está definido por 

^(fc + l) = h{n(k + l)) = h1(n{k))=rj2{k) 

?j2(k+ 1) = h\n(k+l))=h2{n{k))=?h{k) 

Viífc+1) = hn'1(n{k+l)) = hn(n(k))=r}n(k) 

5?„(fe+l) = hn(n{k+l)) 

Puesto que h{<n(k)) = Cí / ( fc) , hl{r¡(k)) = h(r}(k + 1)) - Cr¡{k + 1) = CA,r¡(k) y así 

sucesivamente para cada término, se puede comprobar que la matriz T(r¡(k)) = Trr¡(k) es de 

la forma 

T(V(k)) = 

/ Hv(k)) ] ( Cr¡{k) \ f °v(k) \ ( c \ 
hl(v(k)) 

= 

CT){k + 1) 
= 

CArri(k) 
— 

CA, 

V h^ivik)) ) ^ Cr¡(k + n - 1) j { CArlv(k) ) \ CAr1 / 

m 

Por lo tanto TR = col ( C CAr • • • C A ) , note que la matriz TT tiene la forma: 

1 0 

1 r 

\ 1 CíjT ••• Tn 1 J 

donde Cij— % 1 d e n o t a n la fila y columna, respectivamente. Además para todo r ^ 0 



el det(A r) 0. Por lo tanto, para todo r^O, siempre existe TT
 1. 

• 
Por el Lema anterior es posible usar la matriz TT como una matriz de transformación para 

convertir el sistema (4.3) en (4.6), para demostrarlo se usa el proceso inverso, es decir, sea 

z(k) = Tr£(fc) una transformación que convierte el sistema (4.6) en (4.3), esto es valido ya que 

como se menciono en la nota anterior para todo r ^ 0 existe T~L. 

Defina la siguiente transformación 

z{k) = T^{k)- (4-14) 

Por lo tanto , el sistema transformado es de la forma 

z(k + l) = TTak + l) = TTAT^k) + TTB[j^(k),r)^<p(ak),r)u(k)} 

= TTArT~lz(k) + Brn~l r) + ^ ( k ) , r)u(k)}. 

Puesto que TrATT~lz(k) = Az{k) + BCA^T'1 z{k), se tiene finalmente 

z(k + 1) - Az(k) + B(a(z{k),r)+l3{z{k),T)u{k)) 

y(k) = Cz(k) 

donde 

A(z(k),r) = CAZT^zW + t ^ - t ^ z ^ t ) 

(3(z(k),r) = Tn~1(p(T~1z(k),r) 

Lo anterior nos muestra que la matriz definida en (4.13) es apropiada para convertir el sistema 

(4.3) en (4.6) y viceversa. 

Ahora se propone una matriz T : U —> RN tal que £ = T (x) defina un cambio de coordenadas 

alrededor del origen, tal que el sistema no lineal discreto sea de la forma deseada (4.6) 

Primero se introduce la siguiente definición. 



Definición 4.2 Sean f(xk) y h(xk) dos funciones analíticas y sea ho f(xk) la composición 

h{f(xk)). Además, sea r el período de muestreo. Definiendo el operador Dfh como 

D f h = h O f ( X t ) - h(Xk) {415) 

r 

donde Djh Df(Dfh) = Dth°f~Dfh.t Entonces, para la i — esima iteración el operador queda 

definido como 
Di^hof-Dl^h 

Dfh = Df(Dylh) = -í- f-— (4.16) 

Ahora considere el sistema no lineal discreto de la forma 

2 ( ^ + 1 ) = a;(fc)+T[/(x(fe))+5(a;(fc)H (4.17) 

y = h{x(k)) 

donde x(k) representa el vector de estados ,u(k) y y(k) representan la entrada y la salida, 

respectivamente; f(x(k)), g(x(k)) y h(x(k)) son analíticas en todo el dominio de trabajo. 

Asuma que el sistema (4.17) cumple con las siguientes suposiciones: 

Al) (xe,ue) = (0,0) es el punto de equilibrio de (4.17) 
A2) /o es analítica para toda j = 0 ,1 ,2 , . . .n. 
A3) El sistema (4.17) de grado relativo d0 = n — 1. 

Ahora defina la transformación z = T(x(k)) como 

/ 

Z = r(x(k)) = 

h 

Dfh 
(4.18) 

V J 
Por lo tanto, con esta transformación el sistema (4.17) puede ser transformado en las nuevas 

coordenadas como 

«A + 1) = Ar^{k) + B r ) + / ? ( í ( k ) , T ) u ( k ) ) 

y(k) = h(£(k)) 
(4.19) 



Se puede demostrar lo anterior al considerar los términos £»(&) como sigue: 

^(fc) = h(x{k)) 

= ¥ = 

£,(*) = D}h = DÁDfh) =
 D<hof-D'h 

«,(*) = = = 

,•1 - » Djr2h o / - D3~2h 

Al analizar la ecuación (4.16) se tiene que D^h o / = D^h + r D l ^ l h . Porlolanto, el conjunto 

de ecuaciones Zt(k + 1) resultan ser 

+ - h(x{k + l)) = hof = D°fhof = h + TDfh = £x{k) + TZ2(k) 

£2(A + 1) = Dfhof = Dfh + TD)h = Z1i(k)+T&(k) 

Uk + 1) - D y ' h O / = Dy'h + rJTfh = &(*) + r^i+1(k) 

Lo anterior muestra que (4.18) es una transformación adecuada para representar el sistema no 

lineal discreto (4.17) en otro parcialmente lineal discreto de la forma (4.19). 

Es claro que esta transformación puede resultar laboriosa a medida que aumenta el grado del 

sistema, pero, por otro lado recordando que el sistema (4.17) se obtuvo de la aproximación tipo 

Euler, es decir 

x{k + 1) - x{k) 
T 

De modo que, si el sistema no lineal discreto se obtuvo a partir de un modelo continuo, es 

interesante notar que 

„ , h o f — h dh dhdx 
Dfh = - r = t t t t = Lfh 

} T dt dx dt 

donde Lfh denota la derivada de Lie, Por lo tanto, una aproximación de la transformación (4.18), 

puede ser obtenida usando la transformación utilizada para linealizar un sistema no lineal continuo 



usando la derivada de Lie (ver [17], pag. 44). 

Es claro que lo anterior se cumple para el caso en donde el período de muestreo es pequeño. 

4.4 Diseño de controladores 

4.4.1 Control de alta ganancia aplicado a una clase de sistemas parcialmente 
lineal 

En esta sección se presentará el diseño de un control aplicado a una clase de sistemas 

parcialmente lineal, de la forma (4.6). Considere nuevamente el sistema discreto no lineal 

autónomo cuya dinámica está representada por (4.2), donde x(k) representa el vector de estados, 

u{k) y y(k) representan la entrada y salida respectivamente. Suponga que el sistema (4.2) cumple 

con las suposiciones vistas en sección 4.3.2 

Considere una transformación T : U —> Rn tal que £ = T (re) siendo T una transformación 

definida en (4.18), el cual define un cambio de coordenadas alrededor del origen del sistema no 

lineal discreto (4.2) pueda ser representadoen la forma (4.6). 

Considere ahora la siguiente ley de control 

(4.20) 

Si /3(£(£), T) es no singular para todo £(k) e Mn , entonces, el control auxiliar (&)) puede 

ser seleccionado como 

«(£(*)) = - rFí i„£(fc) (4.21) 

donde las matrices F e M.lxn yÜpe IRnxn se eligen de acuerdo con las siguientes expresiones 

= d i a g i p * 1 , . . . ^ ) p > i (4.22) 

F = ( C° Cn~l \ Cp = 

tal que el sistema en lazo cerrado 

+ 1) = (Ar - TBFQ,P) (4.23) 

es exponencialmente estable. Este análisis corresponde al problema de linealización local entrada-



salida, el cual se establece en el siguiente Teorema. 

Teorema 4.2 . Considere el sistema no lineal discreto (4.2) el cual puede ser transformado 

en (4.6), mediante la transformación (4.18). Entonces existe un control estático linealizante y 

estabilizante dado por 

donde el control auxiliar v(£(k)) es definido como (4.21), r es el período de muestreoy p es una 

constante positivo, las cuales se eligen tal que 0 < Top0 < 1 para todo 0 < r < tq y para todo 

p > p0, tal que el origen del sistema en lazo cerrado (4.23), es exponencialmente estable. 

Para demostrar el teorema anterior se introduce el siguiente resultado. 

Proposición 1 [11]. Sea Ac = I + 7 C(A — BF) donde Ay B son matrices de la forma (4.10), y la 

matriz F es definida como F = ( C ° • • • C1™ - 1) donde = (ñ^pjip] • Entonces, para todo 7 > 0 ; 

0 < 7C < 1, la única matriz simétrica definida positiva Pc que satisface la ecuación algebraica 

Ár
cPcAc - Pc = - 7 cPc " 7c (1 " 7c)n F t F (4.24) 

es dada por Pc — NTN donde N — ACEC, A ces una matriz diagonal dada por Ac = 

diag 1, ( 1 — 7 e ) 1 / ' 2 , . . . , ( 1 — 7 c / n ~ 1 ^ 2 y Ec es una matriz constante independiente de 7 C dada 

por Ec(i, j) = Cl~_\, si i < j y E(i,j) = 0 si 1 < i,j < n, iy j representan la fila y la columna 

de la matriz, respectivamente. 

Esta proposición puede ser demostrada por simple verificación. Por ejemplo, considere el caso 

para n = 2, donde 

Ac - diag(l,(l-7c)1/2) 

Ec = ( 1 1 ) , N = ACEC = ( 1 1 

\ 0 l J (1 — 7C) 

Por lo tanto las matrices Pc = NTN y Ac = I + 7C(A — BF) resultan ser de la forma: 

P ^ l 1 1 V j l J 1
 1 

1 ( 2 - 7 C ) / \ - 7 c ( I - 2 7 J 



donde F = ( 2 1 )• Entonces, la expresión del lado izquierdo de la ecuación (4.24) está dada por 

Ac PCAC — Pc
 = 1 1 1 7C 

7e l - 2 7 c ; y l (2 — 7C) ) (1 — 2 7 c ) 

ATPA-PC = ( + "37C + 47?-27? 
-3 7 c + 4 7 ^ - 2 7 2 - 6 7 c + 9 7 2 - 4 7 3 

"7c - 7C (1 - 7C)2 ~lc ~ 2 7 c (1 - 7C) 

- 7 c - 2 7 c ( l - 7 c ) 2 —7c (2 — 7^) — 4 7 c (1 — 7 c ) 2 

Ahora, analizando la expresión del lado derecho de la ecuación (4.24), se tiene que 

Ac PCAC Pc — 

— 7c (1 — 7C)2 FTF) = - ^ - 7 c ( 1 - 7 c ) 2 - 7 c - 27c ( 1 - 7 c ) 2 

\ "7c " 2 7 c (1 - 7c)2 - 7 c (2 - 7C) - 4 7 c (1 - 7C) 

la cuál satisface la igualdad. 

Prueba del Teorema 4.2 

Considere la ley de control (4.20) la cual es aplicada al sistema (4.6), de modo que el sistema 

en lazo cerrado resulta ser de la forma (4.23) 

Para analizar la estabilidad en lazo cerrado, primero se introduce el cambio de coordenadas de la 

forma 77(k) = Qp£(k). Entonces, la dinámica del sistema representada en estas nuevas coordenadas 

queda expresada como 

í7(A + 1) == (Ar — tBFÍlp) £l~lr]{k) 

= QpATQ~17j(k) — rQ.pBFr¡(k) 

Puesto que las siguientes igualdades se cumplen, ílpATQ,~l = In + rpA,y flpB = pB, se tiene 

r,(k + 1) = [In + rp{A - BF)} r)(k) = Acr¡(k). (4.25) 

Ahora, considere VVk = r¡T(k)Pcr¡(k) como una función candidata de Lyapunov, por lo tanto 



= r¡T(k + 1 )Pcr}(k + 1) - VT(k)PMk) = r)T(k) (AT
CPCAC - Pc) v(k) 

A partir de la Proposición 1, si 7C = rp < 1, se tiene que 

AVVk = ~TPr¡T(k)PcV(k)-rp(l-Tp)n
V

T(k)FTFr](k) 

< - r p M m l ^ - T p V ^ 

Por lo tanto 

< ~rpVVk - VVk 

VVk+1 < (1 -rp)Vnk 

De modo que si (1 — rp) < 1, resulta que 

Vvt+1 < (1 - r p ) ' + 1 

De lo anterior resulta que el sistema es exponencialmente estable 

• 

La implementación del control puede verse en la figura 4.1 

v(k) 

Fig. 4.1 . Esquema de la acción de control. 

Para poder implementar este algoritmo de control se requiere del conocimiento de todas las 

componentes del vector de estado, lo cual no es siempre posible. Para evitar este obstáculo en el 

siguiente capítulo se presentará el diseño de un observador. 



4.4.2 Control basado en un procedimiento con transformación de similitud 
tu] 

En el apartado anterior se presentó una técnica de control aplicada a la una clase de sistemas no 

lineales. 

A continuación se presenta una técnica de diseño de un control basada en transformaciones de 

similitud, la cual es aplicada a una clase de sistemas no lineales discretos obtenidos mediante la 

discretización tipo Euler hacia adelante de la siguiente clase de sistemas 

x = Ax + g(u, x) (4.26) 

y — Cx 

donde x e Mn, u e Mm, y y € R 

l 9i(*i) X 

n 
A= ' ' €Mn><n,p(w,x) = 

l 0 1 ••• 0 X 

\ 

0 0 ••• 1 
0 0 ••• 0 j \ 9n{u,x) ) 

€ IRdo+1 

C= [ 1 o ••• o 

El obj etivo de este apartado es dar un algoritmo basado en cálculo matricial que permita el diseño 

de un control estabilizante. 

Ahora bien, puesto que la matriz g(u, x) se puede expresar como g(u, x) = g(x) + B(a(x) + 

P{x)v) y usando la discretización tipo Euler, el sistema (4.26) puede ser representado por las 

ecuaciones 

x(k + 1) - ATx{k) + rg(x(k)) + rB [ot(x(k)) + (3{x{k))u{k)] (4.27) 

donde x(k) 6 IRn representa el vector de estados, g{%(&)) es una fiinción suave y continuamente 

diferenciable con p(0) = 0, asuma que (3(x{k)) ± 0 para todo x(k) e IRn, además Ar = I + rA 

es de la forma 



Ar = 

1 T • • • O 

\ 

O O ••• T 
O O 1 / 

Para el diseño del control es necesario la definición y evaluación de algunas matrices y que a 

continuación presentan a manera de un procedimiento algorítmico. 

• Obtenga el Jacobiano (?(£(&)) y la matriz F(£(&), r ) 

G ( m 
dg 

dx(k) («*)), Fm,T)=I + rA + TGm) 

• Calcule la matriz VT = [B, ATB, .A£~lB]. Note que Vr es de rango completo ya que el par 
(Ar, B) es controlable 

• Ahora calcule la matriz U(£(fc)> r ) como sigue: 

Uim-r) = [B,F(Z(k)> t ) 5 ' • • TY~1B} 

Es fácil verificar que U(^(k),r) = S(£(k))VT, donde S(f(fe)) es una matriz triangular inferior 

y cuyos elementos en la diagonal principal son iguales a 1. Por lo tanto, la matriz U(£(&), r ) es una 

matriz no singular para todo £{k) 6 R n . Además 5(f (fc)) no depende del período de muestreo r . 

• Construya las matrices M 0 (£(&)) y Q{£(k), r ) . 

M0(m) - VrU~lm),r) 
Q m i r ) = MMk))F{m,T)M-0\t{k))-AT 

Note que la matriz Q(£{k), r ) es de la forma 

f m ( k l r ) 0 ... 

í í K W j ) o ... o 

\?n(íW>T) 0 ... 0 

Ahora defina la matriz A(€(k), r ) = Ar + BL{£{k), r ) , donde 

qn(t(k),T) . . . um>T) 



donde los q{ son elementos de la matriz Q(£{k), r ) . Se puede verificar que W , r ) tiene la forma 
/ \ r 0 

1 r 

0 

; ; ••. o 
: : r 

9n(eW,r) ... q2m),r) ffiKW.rJ + l j 

Por último, calcule las matrices r ) y M( f (fe)) 

m{k)) = ^ ( ^ r ^ ^ r ) 

Se puede verificar que £/(£(&), r ) = donde S(£{k)) es una matriz triangular superior 

con elementos en la diagonal iguales a 1, por lo tanto M(£(£)) = ^(^C^))*^ 

i) La matriz M(£(k)) cumple con las siguientes propiedades 

M(m)mk),r)M~\ak)) = Ar + B L ^ r ) 
M(£{k))B = M~\^{k))B = B 

para toda k > 0 
ii) Puesto que los elementos de la diagonal de M(f (fc)) y ~M *(£(k)) son iguales a 1, se tiene que 

-i 

donde ¿?o(£(fc)) es una matriz triangular inferior elementos de la diagonal son iguales a 0. 

Ahora considere la siguiente ley de control 

u(x{k)) = - l^p(a;(Jfe))M(íc(fe))a;(A:) + rKílpM {x{k))x{k) + Mx(k))} (4.28) 

Tip[x\k)) 

donde 

. K = (CS, Cl . . c r 1 ) con = • n0 = diag(jr,...,p) p a r a / 3 > l , 

• £(z(/c)) y M(x(k)) son matrices calculadas en el algoritmo matricial presentado 

Ahora se establece el siguiente resultado. 



Teorema 4.3 Considere el sistema (4.26) el cual puede ser llevado en la forma discreta (4.27). 

Suponga que las no linealidades g(x(k)), a(x(k)) y (3{x{k)) y que sus derivadas parciales con 

respecto a x{k) están acotadas para todo x(k) € Rn, si /3(x(k)) ^ 0 para todo x(k) G Rn , 

entonces, existe un TQ y /30 con 0 < TOPQ < 1 tal que para todo 0 < r < TQ y para todo 0 > /30, el 

sistema en lazo cerrado, 

x{k + 1) = x(k) + rAx{k) + rg{x{k)) + tB [a(z(¿)) + P{x(k))u(k)} (4.29) 

es asintóticamente estable. 

4.5 Conclusiones 

En este capítulo se uso el método de Euler hacia adelante para discretizar un sistema no lineal en 

tiempo continuo, partiendo de este modelo, se propusieron unas matrices de transformación para 

convertir este modelo no lineal discreto en otro parcialmente lineal. 

Basandose de este modelo parcialmente lineal se propone una técnica de control linealizante, 

estabilizante y de alta ganancia. 

Por otro lado, si un sistema no lineal discreto es de la forma (4.27), entonces un procedimiento 

algorítmico que permite diseñar este controlador para la clase de sistemas transformados mediante 

la transformación de similitud ha sido expuesto. 



Capítulo 5 
Diseño de observadores discretos para sistemas no 
lineales 

5.1 Introducción 

Puesto que los algoritmos vistos en el capítulo anterior para el diseño de controladores requieren 

de la información del vector de estados y por lo general, esta información no es accesible por razones 

físicas y/o económicas, resulta necesario resolver el problema mediante la implementación de un 

algoritmo capaz de estimar los estados no medibles del sistema. Esta tarea la realizan precisamente 

los observadores de estado. 

Un obervador es un sistema dinámico que utiliza la información de la variable de salida y (k) y del 

control u(x(k)) del sitema original para poder estimar los estados del sistema. La implementación 

del observador y del control en un sistema se puede ver en la siguiente figura 

Fig 5.1 Implemetación del control y del observador 

En la figura 5.1 se muestra el esquema de control basado en el observador. Se puede apreciar 

de la figura 5.1 como el observador toma los valores de salida y de la señal de control para poder 

estimar los estados, posteriormente el control usa los valores de los estimados x(k) para desarrollar 

la acción de control u(x(k)). 

En este capítulo se presenta el diseño de observadores para las clases de sistemas estudiadas en 



el capítulo anterior. 

5.2 Planteamiento del problema 

Los problemas que se abordaran en este capítulo serán los siguientes: 

(1) Diseñar un observador para la clase de sistemas parcialmente lineales discretos discretizados por 
la aproximación de Euler de la forma controlador de Brunovsky propuesto en el capítulo anterior. 

(2) Diseñar un observador de alta ganancia para la clase de sistemas no lineales discretos obtenidos 
mediante el procedimiento algorítmico visto en el capítulo anterior. 

5.3 Observador de estado para una clase de sistemas. 

En esta sección se propone un algoritmo para el diseño de un observador para sistemas 

discretizados de la forma (4.6) dado por: 

z(k + 1) = Atz (k) + B [a{z{k) , T ) + ¡3 (•z(k) , r ) u(k)} - RA^K [y (k) - Y (fc)] (5.1) 

donde Ae = diag ^ . . . -L ^ y 9 es una constante positiva. 

Definiendo el error de estimación como e (k) = z{k) — z (k), cuya dinámica está dada por 

e(fc + l ) = (AT - tA^KC) e{k) B${E,U) (5.2) 

donde í ( e , u ) = a(z(k), r ) - a(z (k), r ) + [0(z(k), r) - ¡3(z (fc), r)] u(k). Si $(e,i¿) está 

acotada, es decir, existe una constante positiva li tal que, 

A l ) | | B Í ( e , u ) | | <¿i | |e(¿)l l 

Entonces, es posible encontrar una matriz K y constantes r y 9 tal, que el sistema (5.2) sea 

exponencialmente estable. 

A continuación se introduce el siguiente teorema. 

Teorema 5.1 Considere el sistema (4.6) y asuma que [Al) se cumple. Sean Ae = 

diag ^ I . . . -i- ^ para 6 > 1, K = col ( • • • ) con Cj¡ = ( n_p ) ! p r Entonces, existe 

7o, 9q con 0 < to9q < 1 tal que para todo 9 > 6o y 0 < r < ro el sistema (5.1) es un observador 

exponencial de (4.6). 



La prueba de este Teorema se basa en la siguiente proposición: 

• Proposición 2 [11]. Sea A0 = [In + 7 Q(A- KC)] donde K = ( • • • ) con 

CP = entonces para todo 70 > 0; 0 < 70 < 1, la única matriz simétrica definida 
positiva P0 que satisface la ecuación 

AT
OPOA0 -PQ = - 7 0 P O - lo (1 - 7o)" (5.3) 

está dada por P0 = A^M donde M = A 0 E 0 , las matrices A„ y E0 están definidas como 
A0 - diag [ l ; (1 - To)1/2 , - - . , ( 1 - 7 . ) ^ ] Y E0{iJ) = si i < j < n y 

E(i,j) = O en caso contrario. 

Esta proposición puede demostrarse por verificación directa. Por ejemplo, considere el caso 

n = 2, entonces 

A0 = diag( l , ( l - 7 o ) l / 2 ) 

( l - l \ ( 1 - 1 
E0 = , M = A 0 £ 0 = 

Vo 1 / Vo a-Tc)172 

Puesto que la matriz P0 — MTM y A0 — I + 7 0 (A — KC), resulta que 

P . J 1 1 V 
\ - 1 (2 — 7C) J ^ - 7 o 1) 

donde K = col{ 2 1 )• Entonces la expresión del lado izquierdo de la ecuación (5.3) está dada 

por 

A'PA -P = í ^ - ^ ^ U 1 - 1 

° ° * ° 7O 1 / L " I ( 2 - 7 . ) / L - 7 . 1 / V - 1 ( 2 — 7O) 

-2 7 o + 272 - 73 7 o 

7 o 7 o - 2 7 o 

~ 7 o - 7 o f 1 - 7 o ) 2 l o 

lo - 7 o ( 2 ~ 7 o ) 

Ahora, analizando la expresión del lado derecho de la ecuación (5.3), se tiene que 

-LOPO-LO{L-L0?CTC) = -70 | 1 )-7.(1-7O)2( 1 ° 
- 1 2 - 7 * / \ 0 0 



lo 

lo 

lo cual demuestra que la igualdad se cumple. 

Prueba del Tfeorema 5.1 

Considere el siguiente cambio de coordenadas s{k) = Age(k), entonces la dinámica del error 

en estas nuevas coordenadas se expresa como 

e(k + 1) = Afl (Ar - tAq1KC) A fe{k) + A (e,u) 

Puesto que A e ,4 r A^"1 = A9 (IN -f TÁ) AG1 = IN + T6A, y CAG1 = 9C , se tiene 

e(k + 1) - ( 4 + tB [A - KC)) e{k) + ^ B t f (e, u) (5.4) 

Apartir de la proposición 2, y seleccionando 7 0 = T0. Además, considerando Vnk = 

como una función candidata de Lyapunov, la ecuación de diferencias resulta de la 

forma 

= sI(k + l)Poe(k+l)-eT{k)P0e(k) 

= eT(k) (.At
0P0AO ~ PO) e{k) + ¿ \\A6e(k)\\Po \\B*0 (A^e(k),u) ||p 

& 

donde eT(k)P0£(k) = |H¿0llpo- Puesto que ||e(fc)|| - H A ^ O ^ I I < H ^ l l I^WH ^ 

6n ||£"(/*) || y de la suposición A l , se tiene 

por lo tanto, de la proposición 2 

AT
0P0A0-P0 = ( l - 7 j p o - 7 o ( i - 7 o ) " c T C 

l l ^ W l l k - ( l - 7 0 ) N f c ) | | ? , 0 - 7 < , ( l - 7 0 r e r W C T C e ( f e ) 

\\Ao£(k)fPo < (i-70)\m\\2po<\m\\2p. 

En consecuencia, < ||£(fc)||po. Finalmente, reemplazando las expresiones 



apropiadas y usando las suposiciones Al , se tiene que: 
2 o 

AVVk = -r0 \\e(k)\\2
Po + ^ \\BV0 (A^e(klu) \\2 + ¿ \\B*0 {A~le(k),u gn || u \ o '•> up0 • gt 

< \ m f P o + \ m f p 0 + % umPorw i k w n p0 

< -T(e-2h-Tll)\\e{k)\\p0 

Ahora, para un 9 suficientemente grande, tal que 8 = (9 — 2¿i — rl\) > 0, se obtiene que 

< (l-rS)Vek 

< ( l - r f f ) ^ 1 ^ 

De lo anterior resulta que el error es exponencialmente estable. • 

5.4 Observador basado en un procedimiento con transformación de 
similitud Íi2 

Ahora considere el siguiente sistema discreto 

x(k + l) = x(k) + rAx(k) + Tg(x(k),u(k)) (5.5) 

y{k) = Cx(k) 

donde x(k) e K n , u(k) € r es el período de muestreo. Asuma que g(x{k),u(k)) es una 

función continuamente diferenciable. 

Para el diseño del observador es necesario la definición y evaluación de algunas matrices que a 

continuación se explican: 

• Obtenga el Jacobiano y la matriz F(£(k),r) 

° m ) = ^ k j m ) m k ) , T ) = i+TA+TG(m) 

• Calcule la matriz HT = col[C,CAT, ..., CA^1]. Observe que HT es de rango completo ya 
que el par (C, Ar) es observable 



Ahora calcule las matrices W(£(jfc), u (k ) , r ) 

W(Ü(k),u(k),T) = 

C \ 

CF(Ç(k),u(k),r) 

V CF"-\£(k),u(k),T) / 

Es fácil verificar que W(£(fc), u(fc), r ) = HTM0(£(k)), donde M0(£(k) es una matriz triangular 

inferior con elementos en la diagonal son igual a 1. Entonces, la matriz M0(f (fc), r ) es una matriz 

no singular para todo f (fc) G R n , además M0(£(k)) no depende del período de muestreo r . 

• Construya la matriz Q(£(k),T) - MMk)^u(k))F^(k),u{k),r)M-1^(k)) - AT . Note que 
Q(£(k), t ) tiene la forma 

/ 0 

0 ••• 0 

Í1 (Z(k),u(k),r) ••• qn(mMk),r) 

Defina A{£{k), u(k), r) = AT + Lfé(k),u(k), r)C, donde 

¿(íW)r)=coZ( qn(£(k),u(k),T) ... qMk),u(k),r) 

Se puede verificar que A{^,(k)}u(k), r ) tiene la siguiente forma 

/g*(£(A0)u(fc),r) + l r ... 0 X 

tfn-i(£(fc),u(fc),r) 1 ! 

: : r 

N ?i(«*),u(fc),r) 0 1 

Por último, calcule las matrices W[£(k), , r ) y Af , u{k)) 

A(Ç(k)Ak)>T) 



w(t(k)Mk),T) = 

c 

c A(Z(k)Mk),T) 

v An-\z(k),u(k),T) J 

Nota 5.1 Las matrices antes descritas cumplen con algunas propiedades 

• W(£(k),T) son matrices no singulares ya que W(£(jfc),r) - HTMQ(£(k)) y 
lV(m, r) = HtM0 (£(*)), donde M0 ( f ( f c ) ) y M0 son matrices triangulares inferiores 
con elementos en la diagonal igual al. 

• Puesto que los elementos de la diagonal de M(£(k),u(k)) y M(£(k~l),u(k-1)) soniguala 1 
se nene que Af(«A), u{k))M(^k - 1), u(k - 1)) = J + u{k))¡ donde ^ ( j f c W j f e ) ) 

una matnz triangular inferior con elementos en la diagonal igual a 0. 
• Puesto que M(t(k),u(k)) no depende de r, por lo tanto, silos elementos de M{í{k) u(k)) son 

acotados para toda £(k) G Mn entonces existe una constante a0 > 0 tal que M^(k)iU(k)) < 

Ahora, considere el siguiente observador: 

+M~l(x(k),u(k)) [rA^K + Lixik^uik)^)] (y(k) - Cx(k)) 

y(k) = Cx(k) 

donde 

K = 

QP ^n 

An = 

n! 
(n — p)\p\ 

a> 1. a r"n a' 



Teorema 5.2 Asuma que las derivadas parciales con respecto a x(k) de las componentes de la 

matriz g(x(k),u(k)) del sistema (5.5) son acotadas para toda x(k) E IRn y para toda u(k) € Rm. 

Entonces, existen To,#o > 0 con 0 < tqOíq < 1, tal que para toda oc> a^yQ <r <tq, el sistema 

(5.6) es un observador exponencial del sistema (5.5) 

5.5 Conclusiones 

La implementación de un observador es de suma importancia ya que la mayoría de los estados 

no son medibles, y gran parte del diseño de controladores requieren de éstos. 

En este capítulo se mostraron esquemas para el diseño de observadores discretos aplicados a las 

clase de sistemas vistos en el capítulo anterior. 

Por un lado, uno de estos algoritmos de diseño ha sido propuesto para la clase de sistemas de la 

forma (4.6) 

Por otro lado, un procedimiento algorítmico basado en transformaciones de similitud fue usado 

para el diseño de un observador para una clase de sistemas no lineales discreto de la forma (5.5). 



Capítulo 6 
Aplicación: Generador Síncrono 

6.1 Introducción 

En los últimos años el estudio de los sistemas eléctricos de potencia ha sido de suma importancia, 

esto es debido al aumento en la demanda de energía, a la necesidad de mantener la estabilidad en los 

sistemas eléctricos, así como en mejorar la calidad de la energía suministrada a los consumidores. 

Dentro del estudio de estabilidad de los sistemas eléctricos de potencia, el control de generadores 

síncronos juega un papel importante en la generación de energía eléctrica. 

Existen diferentes esquemas de control para generadores síncronos. En general, los esquemas 

de control que se encuentran en la literatura para estos sistemas están basados en modelos lineales. 

En este capítulo se aplicarán los esquemas de control y de observación propuestos en los capítulos 

anteriores a un modelo discreto no lineal reducido del generador síncrono. 

El objetivo principal será usar las técnicas para el diseño de un control basado en un observador 

con el fin de estabilizar el ángulo del rotor de un generador síncrono. 

En la literatura se menejan diversos modelos que dependen, entre otras cosas, de las 

características del generador, reducción de modelo, condiciones especiales, etc. En este trabajo 

se considera un modelo dinámico presentado en [18] con las siguientes características: 

(1) Generador síncrono conectado a una barra (bus) infínita(o). 
(2) Representado en circuito equivalente Thevenin. 
(3) Modelo de tercer orden, reducido de uno de quinto orden por medio de técnicas de variedad 

integral. 

Resultados en simulación serán presentados para mostrar la eficiencia de los esquemas de control 

y de observación presentados. 



6.2 Modelo matemático y planteamiento del problema 

Considere el modelo de un generador síncrono en representación Thevenin conectado a una barra 

infinita a través de una línea de transmisión con una resistencia Re y una reactancia Xe como se 

muestra en la figura 6.1 

Figura 6.1. Generador síncrono conectado a una barra infinita 

Nomenclatura. Las variables a utilizar son expresadas en la siguiente tabla 

Variable Significado 

6 Angulo del rotor 

u "Velocidad síncrona 

Ef* Voltaje de excitación 

% Voltaje transitorio en el eje de cuadratura 

Vt,V Voltaje en las terminales y del bus infinito respectivamente 

H Constante de inercia 

xd Reactancia en el eje directo 

Xq Reactancia en el eje de cuadratura 

Reactancia transitoria en el eje directo 

Tyn Par mecánico 

Constante de tiempo de corto circuito en el transitorio 

Tabla 6.1. Lista de símbolos del generador 



Modelo matemático. El modelo matemático que representa la dinámica del generador síncrono, 

en tiempo continuo en una representación conocida como modelo reducido [18] está dada por el 

siguiente conjunto de ecuaciones: 

8 = ÍJ — uj. 

2 \xd x'J xd 
(6.1) 

Sean 8*, E'*, Ejd los puntos de equilibrio del sistema (6.1) para un valor dado de Efd. De modo 

que definiendo el siguiente cambio de variables 

X\ — A 8 = 8 — 8*, xo = = u — u)sy 

xs = A Éq = Éq-E'¡, u = Efd-E}d, 

se tiene el siguiente modelo continuo representado en variables de desviación 

¿1 = X2 

x2 = mi + m 2 sin (<T + X\) eos (8* + xi) + m 3 + Eq) sin (<5* + x j ) 

i3 = m4(x3 + E*) + m 5 eos (8* + £1) + m6(u + EJd) 

y = Xí 

en donde las constantes constantes m¿ están dadas en la siguiente tabla 

(6.2) 

M m 3 Ü 

II m6 = ~r 1do 

labia 6.2. Constantes rnl del generador síncrono 



Discretizando el sistema (6.2) mediante la aproximación tipo Euler con un período de muestreo 

r , se tiene el siguiente modelo discreto 

X\ (k + 1) = XI ( k ) + TX2 (k) 

X2 (k + 1) — X2 (k) 4- r {TO] + m2 sin (6* + X\ (fc)) eos (8* + x\ ik)) 

E.NLD • < + m 3 (z3 (k) + E*¡) sin (6* + xx (A))} 

3:3 {k + 1) = (k) + r [mA(x^{k) + E*) + m 5 eos {6* + x^k)) + m6{u{k) + E*fd)] 

y(k) = x^k) 

(6.3) 

Analizando el sistema (6.3), se puede notar que los puntos de equilibrio se obtienen a partir de 

la solución de las siguientes ecuaciones 

U* — LO 8 — 0 

mi + m2 sin 6* eos <5* 4- m^Eg sin 8* = 0 

rrnE'q + ms eos 6* + = 0 

Por lo tanto, el modelo (6.3) puede escribirse como 
y 

Xi (k + 1) = xi (k) + rx2 (&) 

x2 (k + 1) = x2 {k) + r {mi + m2 sin (6* + X\ (&)) eos (8* + Xi (k)) 

<NLD \ + m 3 (2:3 (k) + E'Q) sin (6* + XI (A;))} 
x3 [k + 1) = X3 (k) + r (772423 (k) + m.5 eos (ó* + X\ (fc)) — ms eos 8* + itiqU (k))) 

y(k) = xx{k) 

( 6 - 4 ) 

Basandose en este modelo se procede al diseño de controladores y de observadores usando las 

técnicas vistas en los capítulos anteriores. 

Se usará u\{k) para hacer referencia al control propuesto en 4.4.1 y, u%{k) para el control 

presentado en el apartado 4.4.2. Se mostrarán sólo los pasos principales y necesarios para las 

matrices de transformación, cálculo de controles y de observadores. 



6.3 piseño de los controladores 

6.3.1 Control de alta ganancia aplicado a una clase de sistemas parcialmente 
lineales 

Partiendo del modelo no lineal discreto (6.4) y usando la transformación z(k) = *£(&), donde 

T esta definida por (4.18), ésto es, 

zi(k) = h(x)^x1(k) 

z2{k) = Dfh{k)=x2{k) (6.5) 

z3(k) = Djh(k) = mi + m 3 x 3 (¿) s i n (^ i (*0 + <T) + n ^ s i n ^ j f f e ) + <5*) c o s ^ ^ ) + <T) 

-\-m3E!* sin(xi(fc) + 

Entonces, el sistema dinámico parcialmente lineal SPLD (6.4) es representado como 

Z^k + 1) = Z^fy+TZ^k) 

z2{k + \) = z2{k) + rzz{k) 

z3(k + 1) = z3{k) + B [a{z(k), r) + ¡3{z(k), r)u] 

y(fc) = ¿i(fe) 

donde 

a (z (k)) s= m j + cos(<f>2(k)) + m 3 £ J 

+ [(m3 + r m 3 m 4 ) x3(k) + rm3m5 eos{<f>i(k)) 

+ r m 3 m 5 cos(<5*)]} sin(02(&)) ~ z-¿{k) 

P(z(k)) = Tmsm6sm(<p2(k)) 

donde ^(fe) = 6X + zi(fc)y 4>2{k) = z\(k) + rz2{k) 8* y 

_ Zz — mi — m2 sin(zi(k) + ¿*)co3(.gi(fe) + — m3Bq*$in(zi(k) -f 5*) 
m3sm(zi(¿) -f <5") 

Puesto que el sistema (6.6) tiene ta forma de la ecuación (4.6) se propone un control lineálizante 

y estabilizante de la forma (4.22) donde el control auxiliar v(z{k)) se elige según la ecuación 

(4.21), como v(z{k)) = -rFüpz{k), siendo la matriz F = ( C? C¡ Cf ) = ( 1 3 3 ) 

ZpLD ' (6.6) 



y tìp = diag(p3,p2,p) 

v{z{k)) = -TFQpz(k) = - r ( 1 3 3 ) 
(p> 0 0 ^ ( z i M ^ 

1 3 3 ) 0 P2 0 Z2{k) 

{0 0 p / \ M k ) / 

6.3.2 Control basado en un procedimiento con transformación de similitud 

Para usar el control presentado en 4.4.2, se propone el siguiente cambio de cordenadas para llevar 

el sistema (6.4) a la forma (4.27) 

í i W = 

í a W = ( k ) 

£3(k) = m3a;3(/c)sin(a;1(/í;) + <$*) 

Con este cambio de coordenadas, el sistema (6.4) esta representado en nuevas coordenadas en 

la forma 

' £i(* + 1) = É I « + ^ 2 (A) 

+ 1) = + T(s(k) + rg2(^{k)) 

S3(k + 1) = + T{<p(£(k)) + 

y(k) = ^(k) 

JNLD (6.7) 

donde 

g2(^(k)) = mi + mg^sm^W + O + masinKjíAj + ^cosffiífcJ + O 
(1 + Tm4Mk) MtM + + T & « ) ¿ 3 « 

r s i n f o M + n r 
- m 3 m 5 cos(<5*) sinfé^fc) + <5* + rf2(fc)) (6.8) 

¥>«(*)) = 

+m3m5cos(C1(A:) + <H s i n ^ A ) + + r£2(fc)) 

V-(ÍW) = mgmflSinKiW + ^ + rCaW) 

el cual resulta ser de la forma (4.27). Usando el algoritmo de cálculo matricial visto en la sección 

4.4.2 para el diseño del control, y haciendo uso del la ecuación (4.28), el control estabilizante 



1 4 6 4 0 0 

resultante está dado por: 

u2(k) = + + (6.9) 

6.4 Diseño del observadores 

6.4.1 Observador de alta ganancia para una clase de sistemas parcialmente 
lineales. 

Ahora considere un observador de estado para el sistema (6.6) de la forma (5.1), en donde 

K = col ( C\ C | Cl ]= col ( 3 3 1 ) y la ganancia del observador está dada por 

De modo que el observador para el sistema (6.6) en las nuevas coordenadas resulta ser 

6.4.2 Observador basado en un procedimiento con transformaciones de 

Ahora, un observador de estado para el sistema (6.7) y que está definido como (5.6), donde 

g(ì(k),u(k)) = col( 0 g2(ì(k)) g3(ì(k)) ) cong 2 @(k) ) = fla&W) y <&(?(*)) = "(?(*)) + 

m k ) u ( k ) , (ver (6.8)). 

Haciendo uso del algoritmo visto en la sección 5.4, las matrices M(€(k),u(k)) y 

f e 0 0 \ / 3 \ f 30 ^ 

tAÒ1K = T O 62 0 3 = T se2 

\ 0 0 / V / \ 9 3 ) 

similitud 



L(£(k), u(k), r ) , están dadas por 

M&(k),u(k)) = 

/ 1 0 0 

— 533 1 0 

V -033 -533 1 ) 

yL(í(k)Xk),T) = 

/ r(p31 -533Í2l) 

T (521 + 532) 

\ 5̂33 

donde los términos gij son elementos del jacobiano G(£(k),u(k)), es decir, 

„ d92(l(k)) _ dgMk)) %=(?«) _ a g 3 g W ) 

Puesto que K = col ( C\ CfCf ) = col ( 3 3 1 ) , se obtiene finalmente la estructura 

observador, 

í ? i (* + 1) = ?! (A) + rfa(fc) + Co1(?(A),T) (f (A) - ? (A)) 

• ? 2 ( H 1) = ?2(A) + r?3(fe) + rí i(f(fc)) + Coa(?(A),r) (¿(A) - ? ( * ) ) 

. ? 3 (* + 1) = ? S W + + Co3(?(A),r) (A) (A)) 

donde los términos de CoU Co2 y Co2 están definidos como 

Co2(?(fc),r) = Tp 3 3 (?W) ( 3 a + 5 3 3 ( ? « ) ) + r (3^2 + 52I(?(A)) 

C0 3(?(A),t) = r ^ + o s í ? « ) ) ( 5 3 3 ( ? « ) 2 + 5 3 2 ( ? W ) ) 

+ r ( S O 2 + 021 ( £ ( * ) ) + f f 3 2 ( ? W ) ) 5 3 3 ( ? W ) 

+ r ( V + 5 3 l ( ? « ) - 533(? (¿0)521 ( ? « 

521 = 

532 = 

cos2(9- sm2^) + s i n ^ ) 

531 = 
(1 - rm 4 )£ 3 s m ^ J c o s ^ ) - s m ^ J c o s ^ J 

+m3m5 

rsm2^^) 

cos2(0?1) - sin2 (9^) - cos(Ó*)cos(&£2) + maTTiecosí^Ju^) 

__ [1 - Tm4]Z3cos(9¿2) 
sinfó^) 

-I- ^37725005(^)005(^2) 



—rm3msao8(ó*)co8(0^2) -h rm3m6e<?s(0£2)u(£) 
( 1 — r m 4 ) s m ( ^ 2 ) ^ ^ 

6.5 Resultados de simulación 

A continuación, se presentan los resultados en simulación obtenidos a partir del modelo del 

generador. 

Antes de mostrar las gráficas de dichos resultados se presentará un esquema de la metodología 

usada en la experimentación. 

Implementación del control basado en un observador. 

La implementación del control basado en un observador se puede apreciar en la figura 5.1. 

Parámetros del generador 

Los valores de los parámetros que se utilizaron para efectuar la simulación son los que se 

muestran en la tabla 6.3. 

Xd < Xq T' 1do M T -1 m 

(pu) (pu) (pu) seg (pu) (pu) (pu) 

0.9 0.3 0.9 4 1 1 1 
Tabla6.3. \àlor de los parámetros del generador 

Puntos de equilibrio 

Puesto que el modelo del generador presenta un conjunto de puntos de equilibrio, se tiene 

que para E*FD = 1.1773, los puntos de equilibrio del sistema (6.4) son <5* = 0.870204rad, 

E'¡ =0.822213 y uj* = UJs. 

Nomenclatura a usar en las simulaciones 

ut(k) Control de alta ganancia aplicado a una clase de sistemas parcialmente lineal 

u2{k) Control basado en un procedimiento basado en transformaciones de similitud 
* \&lor de equilibrio 

— \&lor estimado 
Tabla 6.4." Nomenclatura en las simulaciones 



El primer conjunto de figuras consiste en demostrar la eficencia de los controladores con su 

observador correspondiente. Se probaron los controles u i ( k ) y u2{k) (6.9) con las siguientes 

características 

i) Condiciones iniciales del sistema: ¡c(0) = col ^ -0 .04 0.1 0.1 ) 

Ii) Condiciones iniciales del observador í (0) = col ^ —0.02 0.15 0.15 ^ 

ii) Período de muestreo: r = 0.01 

iii) Ganancia del control: p = 1.5 

iv) Ganancia del observador: 6 = 0.65 

Figura 6.2. Comportamiento de las variables usando el control ui(k) 



Figura 6.3. Comportamiento de las variables usando el control u2(k) 

Las figuras 6.3 a 6.10 muestran los resultados en simulaciones; cada una de ellas muestra lo 

siguiente. 

El siguiente conjunto de figuras 6.5 y 6.6 muestra el comportamiento de las variables cuando 

existe una perturbación en el par Tm, es decir 

T = J- m 

1 0 < t8 < 5 

0.9 5 < < 15 

1 ts > 15 

en donde se usaron las siguientes condiciones 

i) Condiciones iniciales: x(0) = col ^ —0.04 0.1 0.1 ) 

ii) Período de muestreo: r = 0.01 

iíi) Ganancia del control: p = .54 

iv) Ganancia del observador: 6 = 2.5 

Las figuras 6.5(a-d) y 6.6(a-d) muestran las variables del generador bajo esta perturbación 



Figura 6.4 (a y b). Respuestas de las variables usando el control u\ (k) con la perturbación en Tv 

Eq 

Tiempo (seg.) 
Tiempo (seg,) 

Figura 6.4 (c y d). Respuestas de las variables usando el control u\ (k) con la perturbación en T„ 
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Figura 6.5 (a y b). Respuestas de las variables usando el control u2{k) con la perturbación en T„ 



Figura 6.5 (c y d). Respuestas de las variables usando el control iz2(fc) con la perturbación en Tr 

En las Figura 6.7 y 6.8. se muestran los resultados cuando una perturbación en X'd ha sido 

introducida. Los valores que se consideraron son como sigue 

10 . 3 0 < ts < 5 

0 . 2 5 < ts < 1 0 

0 . 3 ts > 1 0 

las siguientes condiciones fueron utilizadas 

i) Condiciones iniciales: ¡C(0) = col ^ — 0 . 0 4 0 . 1 0 . 1 J 

ii) Período de muestreo: r = 0.01 

iii) Ganancia del control: p = .65 

iv) Ganancia del observador: 9 = 1.5 
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Figura 6.6.. Respuestas de las variables usando el control Ui(k) con perturbación en X ¿ 

Figura 6.7.. Respuestas de las variables usando el control U2(k) con perturbación en X'd 



6.6 Conclusiones 

En este capítulo, se usó un modelo de un generador síncrono conectado a una barra infinita de 

3er. orden cuya representación es de la forma de Thevenin para comprobar la eficiencia de los 

esquemas de control y de observación vistos en los capítulos 4 y 5, respectivamente . 

Se puede notar que las figuras 6.3 y 6.4 muestran la eficiencia de ambos controladores, en donde 

se muestra también la eficiencia de los observadores, los cuales convergen a sus verdaderos estados 

satisfactoriamente. 

Las figuras 6.5 y 6.6 muestran las respuestas dinámicas de las variables del sistema ante la 

presencia de una perturbación. Se consideró una variación del par del -10% durante el intervalo de 

tiempo de 5 a 15 seg. 

Las figuras 6.7 y 6.8 muestran las respuestas dinámicas de las variables del sistema ante la 

presencia de una perturbación. Se consideró una variación en la reactancia transitoria en el eje 

directo del -33% durante el intervalo de tiempo de 5 a 10 seg. 

En la figura 6.6 se muestra la acción del control U\(k) ante variaciones de la reactancia transitoria 

en el eje directo X'¿, así mismo se muestra en la figura 6.7 la acción del control u2 (k). Se puede 

apreciar que la acción del control U2{k) presenta grandes transitorios retardando la convergencia 

del sistema hacia los puntos de equilibrio. Sin embargo, esto se puede mejorar variando tanto la 

ganancia del control como la del observador, o bien, modificando del período de integración para 

un paso de muestreo r fijo. 

De las figuras se puede apreciar que utilizando ambas metodologías, los resultados son muy 

similares sin la presencia de perturbaciones. En cambio ante la presencia de perturbaciones 

paramétricas en el modelo la acción de control u\(k) resulto menos sensible que la acción de control 

u2{k). 

El comportamieto de estos controles se basa en la naturaleza de su diseño. El control ui(k) 

linealiza el sistema alrededor de su punto de equilibrio, mientras que el control U2{k) va acotando 

durante su funcionamiento la no linealidad de la matriz g(x(k), t¿(&)). 



Capítulo 7 
Conclusiones y problemas abiertos 

7.1 Conclusiones 

En este tesis se propuso un esquema de control y de observación y otro fué dado para sistemas 

no lineales discretizados mediante la aproximación de Euler. Uno basado en transformaciones 

de similitud y otro mediante cambio de coordenadas y una retroalimentacion de estado dinámico. 

Ambos controladores utilizan un observador de alta ganancia. 

Se realizó un análisis de estabilidad de los sistemas discretizados bajo la acción del control 

obteniendose condiciones suficientes para garantizar la estabilidad exponencial del sistema en lazo 

cerrado. Además, se dieron condiciones suficientes para garantizar la convergencia del observador 

propuesto para la clase de sistemas discretizados considerados. 

Se presentaron resultados en simulación cuando estos esquemas de control y observación se 

aplicaron a un modelo de tercer orden de un generador síncrono conectado a una barra infinita. 

7.2 Problemas abiertos 

El diseño de estrategias de control y de observación para sistemas no lineales discretos sigue 

siendo un problema abierto. Mucho queda por hacer al respecto. Ademas, un problema que resta 

por resolver, del trabajo presentado, es efectuar un analisis de estabilidad del sistema en lazo cerrado 

mediante un esquema de control basado en un observador. 

Claro está que la aproximación de Euler es, en general, un primer intento para la discretización 

de un sistema no lineal continuo. Una de sus desventajas es que algunas dinámicas pueden 

ser eliminadas, generando con ello, pérdida de información y problemas al diseñar controles u 

observadores. Por tal motivo, un problema interesante es considerar otro tipo de discretización de 

sistemas no lineales continuos, y proponer esquemas de control y de observación para el sistema 

no lineal discretizado resultante. 
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ABSTRACT 
In this paper, we present a control-observer scheme for 
discrete-time nonlinear systems. A controller and an ob-
server are proposed for a class of discrete-time nonlinear 
systems. The results obtained are applied to synchronous 
generator in order to illustrate the proposed scheme. 

K e y w o r d s : Discrete controller, Euler dicretization, 
Nonlinear Observer, Synchronous generator. 

1. Introduction 
The increasing complexity of electric power systems 

demands more efficient and powerful methods to ensure 
the control and operation of such systems. Several ap-
proaches have been proposed to deal with these systems 
(see [1, 6, 10, 11])- Usually these methods are developed 
for continuous time representation. However, the recent 
advances in digital technology, which are implemented in 
power systems, requires the strategies capable to replace 
the analog strategies. For this reason it is necessary to 
develop strategies of control and observation for discrete-
time nonlinear systems. 

In this paper, a simple but constructive method to de-
sign a control algorithm guaranteeing the stability of the 
system is presented. The key idea adopted was to extend 
the continuous-time ideas into the discrete-time nonlin-
ear systems. In this paper, taking a continuous nonlin-
ear system is discretized using the Euler approximation. 
Next, by a change of coordinates the discretized system 
is transformed into a feedback linearizing one for which a 
control law is designed. Furthermore, we assume that the 
nonlinear terms appearing in the system are known ex-
actly. In the case the system presents some disturbances 
or uncertain terms, they are assumed satisfy the match-
ing condition and they are bounded. Then, an analysis 
of the stability of the perturbed system is considered. 

On the other hand, the theory of s tate observers is 
one of essential topics for discrete-time systems. In the 
nonlinear continuous-time case, several results have been 

"This work was sopported by C O N A C Y T , MEXICO, 26498-A 
and Comisión Federal de Electr idad. 

* Corresponding Author 

proposed (see [9]). Fbr nonlinear discrete-time systems 
this problem remains open, and some results have been 
proposed. Then, in this paper, we present an observer 
for a class of nonlinear discrete-time systems which, in 
some sense, constitutes the discrete-time version of the 
observer presented in [3, 4]. 

In this paper, we present a design procedure to de-
sign an observer and an controller for a class of discrete-
time nonlinear systems which includes synchronous gen-
erator's model. 

The outline of the paper is as follows. In Section 2, 
we introduce the discrete control design for a class of 
nonlinear systems considered in this paper. Moreover, 
an analysis of the perturbed closed-loop system is given. 
In Section 3, an observer for the class of nonlinear sys-
tems considered is proposed. In Section 4, the proposed 
scheme is applied to a synchronous generator. In Section 
5, simulations are carried out to show the performance of 
the controller and the observer proposed. Finally, con-
clusions sire drawn. 

2. Discrete Control Design 
In this section, we derive an approximate model of high 

fidelity and proceed with the observer and control design 
using the Euler approximation of the following class of 
continuous time nonlinear systems 

This approximation is viable if the sampling period is 
very small. The Euler approximation is simply a straight 
line approximation of the derivative, tha t is for t = (k + 
l)r 

? ~ t - Tk 
Then, the system S / v l c can be discretized using the 
Euler approximation into the system 

y . / e ( f e + 1 ) = m + r ( / ( f ( f c j ) + 9 m ) ) U ( k ) ) 
ljNLD-\y{k) = hm) 

(1) 

where fbr simplicity we denote £(fe) = for r fixed. 
Furthermore, there exists a diffeomorphism T :U —* Rn 

mailto:cguerra@ccr.dsi.uanl.mx


such that fi = T({7) contains the origin and the change 
oi coordinates x = T (£) define a state-space local coordi-
nates transformation. Then in the new coordinates, the 
system E a t l d can be transformed into the system 

( x(k+l) = (In + rA)x(k) 
tNLD : I +B {a(x(k),r) + 0(x(k),r)u(k)} 

( y = Cx = Xi 
(2) 

where A and B are in the usual Brunouvsky controllable 
form and r is the sampling period (see [8]). 

Now, we consider the following a static feedback of the 
form 

u{k) = 0-\x{k\r) K x ( f c ) ) - a{x(k), t)] (3) 

where a(x(k),r) and 0(x(k),r) are assumed to be known, 
p(x(k),r) 0 for all x(k) e K n , and choosing the exter-
nal control v(x(k)) as 

w(s(k)) = -rFUpx{k) (4) 

where the matrices F e R l x n and Qp e R n X n are given 
by 

ftp - diag{pn,...,p), p> 1, (5) 

F = ( c s C - ) , = 

such that the resulting closed-loop system 

a:(fc + 1) = (AR - TBFQp) x(k) (6) 

is exponentially stable. 
This problem is referred as the local input-output lin-

earization, while n in known as the relative degree asso-
ciated to the output y. 

From the above discussion we can establish the follow-
ing result. 

T h e o r e m 1. Assume that system (1) can be trans-
formed into the system (2) by means of a change of co-
ordinates and Eider discretization. Then, there exists a 
static linearizing state feedback 

u(k) - r ! ( i ( i ; ) , 7 ) [v(x(k)) - a(x(fc), r)] 

with v(x(k)) defined as in (4) and the sampling period 
T and the constant p which are choosing such that 0 < 
TQPo ̂  1» for all 0 < t < To and for all p > p0, such 
that the origin of the closed-loop system is exponentially 
stable. 

The proof of this theorem is based on the following 
claim (see [3, 4]). 

C l a i m 1. Let Ac = I + 7C (A — BF) where the matri-
ces A and B are in the usual Brunouvsky controllable 
form, and F is defined as F = ( C® - • • ) » 

where = (n_p)!pr Then, for every % > 0; 0 < 7C < 1, 
the unique symmetric positive definite matrix Pc satisfy-
ing the algebraic equation: 

AT
CPCAC -Pc = Cpc - 7 e ( l - %)nFTF (7) 

is given by Pc = NTN, where N = ACEC with Ac — 
diag{ 1, (1 - 7C)±,..., (1 - and Er. - Ec(i,j) = 

if j ^ * else Ec{i,j) = 0; 1 < i,j < n , i and j 
represent the row and column of the matrix, respectively. 

This claim can be proved by simple verification. 
2.1 Control design with uncertainties 
Assume that for system 

( x(k+l) = (In + rA)x(k) 
ZNLD • { +B{A{x{k),r) + p(x{k)yr)u(k)} , 

the terms a(a;(fc),T) and 0(x(k),r) are not known per-
fectly. Then the control law given in (3) can be designed 
around the nominal system, i.e. 

«(*) = P«L(m,r) [v(x(k)) - «W^fc),!-)] 

where f3nom(x(k), r ) ^ 0 for all x(k) e K n , and the con-
trol v(®(fc)) as 

v(«(Jb)) = -rFClpx{k). 

Then the application of the above control to the system 
(2) results in the closed-loop perturbed system 

•>NLD A x(k +1) = (Jn - T A - BFQP) x(k) 
+B$ (x(k),r,v(x(k))) 

where 

+ {fi{x{k),T)0~lm{x{k),T) ~ 1) V(x(k}). 

The following notion of ultimate bound for the solu-
tions of (2) will be used to study the stability properties 
of perturbed system. 

D e f i n i t i o n X. The solutions of system are said to be 
uniformly ultimately bounded if there exist positive con-
stants bi and 62 and for every a e (0,62) there is a 
constant T = T(a) , such that 

||®(*o)|| <«=> |l®(*)ll <h, Vk>ko+T 

The constant b\ is known the ultimate bound. 
We make the following assumption concerning the un-

certain term. 
A s s u m p t i o n A l : For ail x in D C BP' an open set 

containing the origin, the term <i> (^(fc), r, v(z(A:))) satis-
fies the following inequality 

|[$(ar(*),T,«(x(fc)))|| < TL, +TL2 \\QMk)\\, 



for Li and L2 positive constants. This term is bounded 
in some compact subset of Br = {x € i ? 1 : < r } . 

Now, consider the change of coordinates of the form 
jj(k) = Qpx(k). Then, the dynamics of the system in the 
new coordinates is expressed as 

ii(Ar+l) = QpArQ- ^(k) - rnpBFr}(k) 
+flpB$ (;x{k),r,v(x(k))) 

Since the relations 1 = In + rpA 
üoB = pB are hold, we obtain 

and 

n(k +1) = Ac-n(k) + pB® {x{k),T> v{x{k))). (8) 

where Ac = (In + rp (A - BF)). Choosing V^ = 
rjT(k)Pc7](k) as a candidate Lyapunov function which sat-
iafies Xmin(Pc) lk(fe)||2 < VVk < Amax(Pc)||i?(fc)||2 and 
AV^ < - r p A m i n ( F c ) ||7?(/c)||2, for the nominal system, 
it follows that 

AV^ = nT(k) [ATPCAC - Pc) r)(k) 
+2pr,*(k)PcB$(x(k)>T,v(x(m 
+p 2$ 2 (x(k), r, v(x(ft))) BTPCB. 

It is easy to see by using Claim 1, that 
6ynk = ~rpr}T(k)Pcr}(k) 

-rp (1 - rp)n r,T{k)F^Fr){k) 
+ 2 p r F { k ) A T p c B * (*(*), r , v{x(k))) 
+p2&(x(k),r,v(x(k)))BTPcB. 

Since A'[PCB = (1 -rp)nt^ and B'rPcB = 
(1 - rp)\ and using E ^ f l - r ^ - i , it follows 

that 
WVh < —TprjT(k)Pc

,q(k) 
+2p (1 - rpf V

T(k(*(*), r, v(s(*))) 

Taking the norm and replacing the suitable expres-
sions, we obtain 

AV^ < -rPXmin(Pc) ||r?(A:)||2 

+ 2 p (1 - Tp)n / {rLi + tL2 ||r?(FC)||} 

where ||F|J — / . Then, we have 
&VVk < rp ( -A m i n (P c ) + 2 (1 - rp)n fL2 + 1%) |fo(*)||2 

+ {2p{\ - rpf f h + 2rpLxL2} |to(*)|| 
+ { r p £ ? } . 

Given that (1 — r p ) n < 1, we obtain 
AK,fc < rp {-X^iPc) + 2 f L 2 + LQ ||7?(fc)||2 

+2rpLl {f + 11^)11 +{tPL*} 
Now, to study the stability of the perturbed system 

we determine bounds for the constants L\ and L2> and 
consequently a bound for the trajectories of the system 
as follows (see [2]). 

If L-2 satisfies the bound L2 < ¿2 — f+\/T+ A ruin (-fc) > 
then. 

WVk < -TPa1 ^(fe)!!2 +2rpl1a2 ||r;(A:)|| +77x13 

where ^ = A^nf^c) - V h ~ ¿ 1 > 0, 
a 2 = { / + L 2 } > 0 , a 3 = { L 2 } > 0 . 

Thus, 
AK,,. < " ( I - ")rpai IW*)H2 " rpKai 

+2TpL1a2\\v(k)\\ +TPa3 
for some constant K such that 0 < K < 1. If this in-
equality holds for aH \\rj(k)\\ < r and \\r){k)\\ > p. = 

KOI J 1 ' 

Then AV, ik < -{l-K)rpa1\\r1(k)f, 
^ > PI with a bound for L\ given by 

Li < h < \/xm'n{(p\ ( V. where 

||»/(fc)|| < y ^ ^ ^ r . Then, the solutions of the 
perturbed system are uniformly bounded for k > ko and 
uniformly ultimate bounded with an ultimate bound i>i 

grn,,! by = 

This can be established in the following theorem. 

T h e o r e m 2: Consider the equilibrium point is expo-
nentially stable for the nominal system and Assumption 
A1 holds. Then, for all ||t/(&)|| < y ^ ^ ^ r , ^ere exist 

positive constants L\ and L2 such that the solution 7j(k) 
of the perturbed system is uniformly ultimately bounded 
for k > ko frith an ultimate bound which is a function 
of Li and ¿2 aT*>d for all perturbation function satisfying 
||*(s(fc),iV/(a;(*)))|| < tLi + tL2 H^fc)!! with < Lx 
and L2 < L2. 

3. Discrete Nonlinear Observer 
Now, we consider the class of discrete-time nonlinear 

systems of the form 

z(k+1) = ATz(k)+B{a(z(k)!T)+/3(z(k),T)u(k)} 
y(k) = Cz(k) (9) 

where z{k) eRn,u{k) € y{k) e R. The matrices Ar, B 
/ I t ••• 0 \ 

and C are given by AT = 1+ TA = 
0 0 •• T 

\0 0 . . . 1 / 
B = col ( 0 0 ••• 1 ) , C = ( 1 0 ••• 0 ) . An 
observer for the transformed system (9) is given by 

z{k+\) = ATz(k) 
+B[A(z(k),T)+(3(Z(k),T)u(k)] 

+rA^K[y(k)-y{k)} (10) 

where — diag ( j 
stant. 

) and 6 is a positive con-



Defining the estimation error as e(fc) = z{k) — z{k), 
it follows that the dynamics of the estimation error is of 
the form 

e (fe + 1 ) = (Ar ~ TA^KC) e (k) + BV{e, u) (11) 

where W(e,tt) = a{z(k), r ) — a(z (fe), r ) 
+ (d(z(k),r)-P(z(k),T))u(k). 

Assumpt ion A2. For u bounded, u) is a vector 
whose components satisfy the following inequality 

H B ^ i O H r i ! ||e(ft)|| 

for li a positive constant. 

Then, it is possible to find a matrix K and constants r 
and 0 such that system (11) is exponentially stable (see 
[3,4]). 

T h e o r e m 3. Assume that the system (%) satisfies as-
sumption A2 . Let Ae = diag ( j • • • ) for 9 > 1, 
and K = col( ••• (% ) where C* = j ^ . 
Then, there exist to , &O with 0 < TQOQ < 1 such that 
ff > 0Q and 0 < r < To, system (10) is an exponential 
observer for system (9). 

The proof of this theorem is based on the following 
claim. 

Claim 2. Let A0= I + ( 4 - KC) where K is de-
fined as K = col ( Ck ••• = Jhen 

for every •yQ > 0; 0 < 70 < 1, the unique symmetric pos-
itive definite matrix P0 satisfying the algebraic equation: 

AT
0P0A0 = -1OP0 - 7o(l - lo)nCTC (12) 

is given by P0 = Af7M, where M ~ A0E0 with A0 = 
(1 - 7 0 ) ^ , - » ( l - 7 « , ) ^ ) and E0 = E0(i,j) -

( -1 )i+jC*z\ if i<j<n else E0(i,j) = 0. 

4. Application to the synchronous gen-
erator 

We consider a synchronous generator connected 
through purely reactive transmission lines to the rest of 
the network which is represented by an infinite bus, i.e. 
a machine rotating at a synchronous speed a/s and capa-
ble of absorbing or delivering any amount of energy [1, 5, 
10]. Such a generator can be modelled by the following 
differential equations 

MSM + D6m + Pg=PM/ 

TV ipi ^ ^ c v f ~ Xd 
- - j ä ^ ~ [ x . Vcos{6m) + Efd 

(13) 
where 8m - ¿E'q - ZV is the generator rotor angle re-
ferred to the infinite bus (also called power angle) = 6m 

is the rotor angular speed and E'q is the transient voltage 

or called transient electromagnetic force which, in some 
cases, coincides with the generator terminal voltage at 
no-load conditions, in parallel or separated operation. M 
is the per unit inertia constant, D is the per unit damp-
ing constant, Pm is the constant mechanical power sup-
plied by the turbine, and T'do is the open circuit transient 
time constant. Xd = xd-\-xi is the augmented reactance, 
where xd is the direct axis reactance and x^ is the line re-
actance, X'd is the transient augmented reactance and V 
is the infinite bus voltage which is fixed. Pg is the gener-
ated power while Efd is the field excitation voltage given 

by Pg = ^rE'qV sin(5m) + i - V2 sin(26m) and 
E f d = where v / i s the field excitation voltage, x'd 

is the transient direct axis reactance, xq is the quadrature 
axis reactance and Xq the quadrature axis augmented re-
actance, Mf is the mutual inductance between stator and 
rotor windings, from phase windings to the field winding 
and rf is the field resistance. 

Synchronous 
Generator I v j 

Figurel. Single-machine connected to infinite-bus. 

For a given constant field voltage E/d = E*fd, the gen-
erator possesses two equilibrium points - one stable and 
one unstable. Throughout this work, the analysis and de-
sign is made around the stable equilibrium point. Setting 
{6*,tjj*,E'q*) as the stable equilibrium point of (13), the 
system in terms of the deviations variables AS = 8 — 8*, 
ACJ = UJ- W*, AE'q = E'q- E'q* and u = Efd - E*fd are 
given by 

dA8 

dKu 
= Au 

= M i +M2(AE' + EL*) sin(ö) + ra3 cos(5) sin(i) 

= m4(AE'q + E'q") + m5 cos(8) + me(u + E}d) 
(14) 

where 8 = AS + 8* and the parameters m* depend on 
the machine type, the transmission line parameters, the 
rotor inertia and the infinite bus constant voltage, and 
which are constant at only one operating point, i.e. mi = 
T„ _ . _ m 3 = = M ' mz = MX T, 



Diacretizing the above system, we obtain 

A 6{k +1) = A8{k) + rAw(fc) 
+ 1) = A w(fe) + T{ml+m2{AE'q(k) + E f ) 

x sin(i(A;)) + m3COs(5(fc))sln(6"(fe))} 
A E'q{k + 1) = A E'q{k) + r{m4AE^k) + m 5 cos(6(fc)) 

—m5cos(£*) -f-m6i/(fc)} 

_ (15) 
where m4E'g* + m5 cos(<5*) + m^E*^ = 0 and 8{k) = 

4.1 Control Design 
Now, we consider the following change of coordinates 

of the form x(k) = T(£(k)) is given by 

^(fc) = AS(k) 
x2(k) = Aw(ft) 

x3(k) = mi+m^AE'^k) + E'q*) sm{8{k)) 

+Tri3 cos(6(fc)) sin(<5(fc)) 

Then, taking the Euler discretization, we obtain 

i 1 ( f c + l ) = x i ( f c ) + ra;2(fe) 
%2(k + 1) = x2(k) + rx3{k) 
x3(k + 1) = xz{k) + <*(*(&),r) + 0(x{k),T)u{k) 

where a = a(x(fc) , r ) and ¡3 = ¡3(x(k)^ r ) , in the original 
coordinates, are given by 

+rm4AEq(k) + r m 5 cos(5(fc)) - rm5 cos(£*)j 

+ m 3 cos(6(fc) + rAw(fc)) sin(£(fc) + rAu(k)) 

—m3 cos(6(k)) sin(£(fc)) 
¡3 = Tm^m6 sin(3(fc) + rAu>(fe)) 

Hence, using the theorem 1 the resulting control law is 
given by 

u{k) = fi~l(x{k)) [v(ar(A)) - a(a:(fe))] 

with the external control given by v{x(k)) = -FQpx(k), 
where the matrices F and €lp are defined as in (5), 
i.e. F = ( C? C\ C$ ) = ( 1 3 3 ) and Qp — 

Then the auxiliar control is given by 
w(x(fe)) = -fPx^k) - 3fPx2(k) - 3px3(k). 

4.2 Observer Design 
Now, we construct an observer for the following system 

z(k+1) - ATz(k) + TB{a(z(k))+0(z{k))u(k)} 
+TA^K{y(k)-y(k)] 

The above system is an exponential observer for sys-
tem, where the matrix K is choosing such that the ma-
trix Ar-KC is stable. Since K = col ( C\ ) = 
col ( 3 3 1 ) , we have 

TAQXK = col ( rS6 r30 2 TBz ) . 
Finally, the observer for the system (15) in the original 

coordinates is given by 
A 6(k + 1) = Afi(fe) + rAw(fc) 

+3t0 (AS(k) - AS(k)j AE'q{k) 

A u(k +1) = Au(k) + r{mj + mv{AE'q{k) + E'q") 
x am(6(k)) + m$ eos(£(fc)) sin(i(fc))} 
+ 3 r $ 2 (Atf(Jb) - A¿(fc)) 

A E'q(k + 1) = A E'q(k) + T{m4A&q{k) -+- m 5 cos(5(&)) 
—rrig cos(£*) + m$u(k)} 
+TI$T6 ( A 6 ( k ) - A 6 ( k ) ) 
+T2T03 f A5(fc) - A6{k)\ 

where 8(k) = A 8{k) + S*, T j ~ 
m2(A£;(fc)+E;-)co3(A(fc))+m3!co32(̂ (fe))-8iD2(̂ (fc))] 

m2 sin(6(fc)) 
x2 = U — . m? sin(6(h)) 

5. Simulation Results 
The nominal values of the generator's parameter were 

chosen as: m i = 1, m^ = —3.3333, m 3 = 2.2222,7714 = 
-0 .75, m 5 = 0.5, me = 0.25. By setting EFD = u* = 
1.1773, the Stable Equilibrium Point: 8*m - 0.870204, 
us ~ 1, E'* = 0.822213. The initial conditions were: for 
the system »(0) = col( - 0 . 1 0.1 -0 .001 ) , for the 
observer ®(0) = col ( - 0 . 0 8 0 - 0 . 0 5 ) . In addition, 
the sampling time was: r — 0.01. The controller and 
observer parameters are chosen as: p = 3, 6 = 5. 

Some simulations were realized when the proposed 
control-observer scheme was applied to the synchronous 
generator model. Figures 2-5, shows the performance of 
the observer-based controller. The equilibrium point and 
the machine parameters are considered fixed. It can be 
seen tha t the state of the observer (dashed line) quickly 
converges to the state of the system (solid line) and it 
can be seen as well, that the respective state variables 
converge to the desired equilibrium point. 

Conclusions 
A controller and an observer design for a class of 

discrete-time nonlinear systems has been proposed. The 
proposed discrete-time nonlinear controller is simple to 
implement and exhibits a good behavior. Furthermore, 
an observer for the class of discrete-time nonlinear sys-
tems considered been proposed which shown a good 
behavior and fast convergence. The observer-controller 
scheme has been applied to a model of a synchronous 
generator in order to illustrate its performance. 
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Abstract 
This paper deals with the observation and control of an 
induction motor. A cascade observer for a class of non-
linear systems which is state affine is proposed in order to 
estimate the flux and the torque for the induction motor. 
A control law regulating the motor speed and rotor flux 
amplitud is applied. A stability analysis of the resulting 
closed-loop systems is given. Finally, simulation results 
are shown. 

1 In t roduc t i on 

It is well known that the induction motor has very in-
teresting characteristics because of its squirrel cage rotor 
and of the absence of brush-collector device. The well-
known field oriented controller can be interpreted in [1] 
as a nonlinear state feedback, where the speed and the ro-
tor flux are only asymptotically decoupled. However, flux 
estimators are necessary. Moreover, the resistance rotor 
and the load torque are in general unknown. In this pa-
per we propose a cascade nonlinear observer estimating 
the flux and the load torque of induction motors. The 
main contribution of this paper is the design of an ob-
server for nonlinear systems in cascade and an analysis of 
stability of the closed-loop system when an input-output 
feedback linearization controller. The paper is organized 
as follows: in Section 2, the mathematical model of an 
induction motor is introduced. A multivariable input-
output linealizable control law tracking a desired refer-
ence signal is given in Section 3. An observer for a class 
of nonlinear systems in cascade are introduced in Section 
4. In Section 5, an analysis of stability of the closed loop 
system is shown. Simulation results showing the perfor-
mance of the observer-controller scheme are given. 

2 T h e induc t ion m o t o r mode l 

The classical induction diphasic motor model in a0 frame 
(see [1]) is described by 

"Corresponding Author. The work of the first author was sup-
ported by CONACYT, Mexico, 26498-A. 

^NL x — f ( x ) + gu where 

X = col [fì, iia,isß) ,U = Col [liSOf, U t f f ] (1) 

and / (x ) = 

" (pM„jJLr) (0raiBß - $r3i*a) - { f v i j ) iï - Ti/J • 
- (Rr/Lr) - pÙ&rff + {Rr/Lr) M„ria{, 
Pfì$r* - (Rr/Lr) + (Rr/Lr) M,4,0 

(.MBT/oL,Lr) {{Rr/Lr) 4>ro + - 7isa 

(.Msr/oLsLr) ((Rr/LT)<>r0 - pQ9r0l) - 7»'j0 

_ r 0 0 0 i / c J L s 0 1 ' 
9 ~ [ 0 0 0 0 1/cLs 

Rs and La, Rr and Lrare the resistances and inductances 
of stator and rotor. Mar is the mutual inductance be-
tween the stator and rotor windings. J is the inertia of 
the system (motor and load), p is the number of pole-pair, 
fv the coefficient of viscous damping and 21 is the distur-
bance torque. The parameters <r and -y are defined by: 
<r 1 - Mjr/Lalr, 7 : = (L2

rR, + M f ^ / o L . L l 
The inputs are the stator voltages and the angular speed. 
We assume that the load torque is constant and unknown 
and the nominal values of the rotor resistance are known. 

3 Cont ro l Law 

We consider a multivariable input-output linearizing 
state feedback designed for the system (1). Consider the 
following tracking control ( see[7j) 

•-(s )—«{(«:)+(:)} 
such that the output y = col(h\,h2) asymptoti-
cally trades a reference signal yr(t), where hi — CI, 
h% = + are considered as the outputs 

to be controlled, flr(t) and l|̂ r(i)||2 are the ref-
erence signals to be tracked. We assume that the 
reference signal and its derivatives up to r (relative 
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degree of the system)are bounded for all t > O.The 
inverse of decoupling matrix is given by D~l(x) _ 
- 2 (Rr/Lr) ipMl/JLr) + *« f l) / ( ^ z f ) . Now, 
consider the following change of coordinates 

" U s J ~ V r3(x) 

where A = Tx{x) - R = colfa,ft, £3^4) 
-COl(ilr(t), Ctr(t), ||ir(i)H2 , | * r W f ) 

-(/„/</) i i -Ti / J , 

u = Lfhiix) = -2 (Rr /Lr ) (&rft + 

+ 2 (Jir/Lr) Mir (*«»««» + 

which is well defined in 

The new control v = col(va, vg) is given by 
va = -kal {Si - - kaa { r , - n r(i)} + ftr(t) 

-A» | r a - | |®r(i)| |2} + | |§r(i) | |2and 
Ti = pMariJLr(^rais0 - 4>rdiaa) ~ ( f v / J ) a - Trf J; 

2 (iZr/Xr) Af«- + • 

(fcai> ka2) and (fe^i, fc&2) are constant design parame-
ters, so the system obtained takes the following form 

2A / Ä = AX, 
" U s = H (2) 

where A is Hurwitz and £5 = F(A + #,£5) represents the 
dynamics of the flux angle, which is assumed to be stable. 
The measured variables are (ii, iaa,isd) while 
and the load torque 7} are estimated. 

4 Nonl inear Observers 

Consider the multi-variable nonlinear system expressed 
by the equations: 

x - f{x) + g(x)u, y = h(x) (3) 

where x e Mn is the state vector of the system, u e Sìm 

is the control vector and y € Stp is the output vector. 
Consider the class of state affine systems which are rep-
resented as 

where the matrix A depends on the input and the output 
and g represents an input output injection. Results re-
lated in how a nonlinear system can be transformed into 
a state affine systems have been obtained in [2,4]. We 
present a cascade observer estimating the flux and the 
unknown load torque, which is considered constant. The 
rotor speed and the stator currents are measured. 

4.1 Observer design for Triangular sys-
tems. 

Consider the following dynamical system 

i = A(u,y)x + g(u,y,x), y = Cx = x 1 (5) 
where A{u,y) — 

( 0 <*!(«, y) 0 
0 0 a>2(ut y) 

0 0 0 
0 0 0 

( pi (ui y) ^ 
92 («, Jf, «2) 

0 

g(u,y,x) = 

\ gnfav>s) ) 

C = 

( 1 x 

0 

v Ò / 
Now we shall make the following assumptions: 

A l ) There exist positive constants c\, CQ, 0 < c\ < 
C2 < 00, such that for all x € Rn; 

0 < ci < |tkj(ii,y)| < c2 < 00,i = 1, ...,n - 1 

A2) The functions gi(u,y,xi,...txt),i = l,...,n , are 
globally Lipschitz with respect to (xj,..., x*)> on<* 
formiy with respect to u and y. 

An observer for this system is given by 

z = A(u, y)z + g(u, y, z) - r -1(if, yJA"1 K(y - y) (6) 

where T = diag { ^ a ^ w . y ) , ...»rii^i1 «<(»,1/)} »A -
diag {1/0,1/02,..., 1/0™} with $ > 0,K is such 
that the matrix (A - KC) is stable where A = 
( 0 1 ••• 0 \ 

. From assumption A l , the matrix 
0 0 1 

V 0 0 ••• 0 ) 
r is nonsingular. 

x = y)x + g(u, y), y = Cx (4) 

A3) Then assuming that sup H f f c i O r - i i « , » ) ! < 

h,where L2 is a positive constant. 

Theorem 1: Assume that the system (5) satisfy As-
sumptions A1 A2 and AS. Then, there exists 8q such that 



for all 9 > 9q, system (6 J is an exponential observer for 
system (5 ). Moreover, the dynamics of this observer can 
be made, arbitrarily fast. 

P r o o f , see [6] 

4.2 Cascade Systems 
Now, we propose a cascade observer for a class of multi-
output nonlinear systems. Consider the following class 
of nonlinear systems 

¿4 = Ai(u, y)Xi + Si(u, y, H, • • • , y{ = Cixv, (7) 

for i = 1,••• ,n.where Xi € 2Rn<. y, € JRPi the ma-
trices Ai e lRrii*ni, i = 1,2,...,n; depending on the 
inputs and outputs and the terms p* — l ,2 , . . . .n ; do 
not modify the observability property of the system and 
the structure of the observer. Moreover, the functions 
gi(u,y,x\, -• • i = 2,... ,n; are assumed Lipschitz 
with respect to (z i , • • • , Xi_ i) and uniformly with respect 
to tx and y. We assume that each subsystem is observable, 
verifies Assumption Al , A2, and 

A4) Then assuming that sup |jf i(«.y)r~1(u,3/)| < 

La, for i = 1, ,.,ri; where La is a positive constant, and 
admits an observer of the form (6). 

An observer for systems in cascade is given by 

¿1 =M{U;y)zi+gx{u,y) + Mi{u,y)Ci{zi - an) 
ii - Ai(u, y)zi + gi(u, y, zx, • • • , 2i_i) (8) 

+ Mi(u, y)Ci(zi - Xi), i = 2, • • • , n; 

where JWi(« ,y) = E V ^ n ^ A " 1 ^ , » = l . . . . , n ; 
are the gains of the observer and depend on 
the input and the output, and Ti(u,y) = 
diag 11 , an (u, y),..., f l j ^ 1 <*}l {u, y) j , A< 
diag { l / 6 i t 1/0?,..., 1 /flj»} with > 0, K{ is 
such that the matrix (A* — KiCi) is stable and 

/ 0 1 ••• 0 \ 

Ai = 
0 0 1 
0 0 ••• 0 , 

matrix f 4 is nonsingular. 
\ 

From assumption A l , the 

T h e o r e m 2 : Assume that the system (1) satisfy As-
sumptions Al, A2 and A4. Then, there exists 0o< such 
that for all > = l,...,n, system (8 ) is an expo-
nential observer for system (7 ). 

P r o o f : s e e [6] 

4.3 Design of the observer for the induc-
t ion motor 

The design of an observer for this class of system is in-
troduced, assuming now the system can be written in the 

following form 

¿1 = ¿ 1 ( 1 1 , + 9 i ( u 1 y , x i ) , yi = Ci*i (9) 
x2 = Aa(u>v)x2 + g2(u,j/,xi,x2)1 »2 = C2X2 

where the electrical subsystem has the following form 
(with 0 := 02x2 and I := ¿2x2) 

. _ / 0 miN(U) x-i = 

+ 

0 0 Xx 

i J i w M r ) -m^I 

where 3:1 — col ($rtl,$rp,iaCK,iBe), 

M»,V)={0 J; 

AT(f)) = 
0 

_ ( (Rr/Lr) pSl 
-pft (Rr/Lr) 

91 <U'y'Zi> = ( ) + ( " o ' ) ' 

with mi - (Mar/aLgLr); m 2 = (Rr/Lr) Msr; 
mz = (1/aLs). 

The measurable output is y\ = col (ia0l, ita) . 
The electrical subsystem's observer is given by 

. / 0 TOjiV(ft) 
zi = 0 0 

, , , / 6\kil 
) « - 0 

V. m \ 

The mechanical subsystem is given by 

M s ^ M O 
where x-i = col (ii, T{), 
. , , / 0 (1/J) 

A2M-I Q ' = ( 0 ) 1 

4, = ~ ( f v / J ) Q + (pMar/JLr) («raisS - *r0iea) and 
the measurable output is given by 2/2 = ft-

The mechanical subsystem's observer is given by 

with j> = - ( U / J ) SI + (pMar/JLr) (&rai*a - Qraiso) • 

5 Analys is of s tab i l i ty of t h e close-loop 
s y s t e m 

In this section, we consider the stability of the augmented 
system when the control law is taken as a function of the 
state estimate. Let us considered the estimation error 
equations 

e = (A(u, y) - T"5 (u, y)A~1KC) e + T(tt, y,z-e) 
where the measurable outputs are 



y = Cx = col(ylly2) = col(Cix3,C2a:2), 
e=col(ei,e2), z = col(zi,z2), A(u,y) = 

diag(Al-r^(u,y)A^K1C1,A2~r2\u,y)A2'K2C2) 
T = col (0,g2{u, y, 21) - 5 2 (« ,y , 2i ~ e i ) ) . 

From stability point of view, the system Ex is an 
equivalent representation of the system E, which assumes 
that the rotor flux angle stability. Note that to show that 
the origin of A is asymptotically stable implies the zero 
tracking error between the reference signals and the out-
puts to be controlled h\ and h2. Define the augmented 
system 

/ x = f ( x ) + g(x)u(zl 
\ e = [A{u.,y) -r-\u,y)A-*KC) e + 1{u,y,z - e) 

Now, using the following change of coordinates 

(A, £5) = col (Tj(x) — ii,X2(x)), 
€ = coi(ei, e2) = col(Ti(u, y) A i d , r 2 ( u , y) A2e2), 

and the dynamics of the flux angle, which is assumed 
to be stable, the above system can be rewritten in the 
form 

^ ( A = AA + J [«(«) - u(x)}, 

where A = diag 
( M i , M a ) , 

{G2(U, y, R G2(U, y, ari)} + f 2 ( u , y ) r ^ (U, y)e2) 
with Ai = {Ax-K&i} , A2 = {A2-K2C2} 
and G2(u,y,zi) -G2(u,y,x 1) = 
r 2 ( t i ,y )A2 {g2{u, y,z\) - <te(u, y, ®x)}. 
We will study the stability of the above system of E^ , 

for that the following assumptions are introduced: 
HI,} Set z,x € 5(0,/?) the ball centered in 0 and ra-

dius p > 0. There exist a scalar nonegative locally Lip-
schitz constant function L{p) = L\{p)L2{p)Lz{p) such 
that 

mix) 

which satisfy the following inequalities 

dx •g{x) [u(*)-ti(x)] < L(p) |je|| where 

dTi(x) 
dx 

| |5(x)| | < L1(p), 

<L2(p),\\u(z)-u(x)\\<L3(p) ||e| 

and LI(p),i = 1,2,3,' are Lipschitz constants. 
H 2 ) There exist a Lyapunov function 

¿(A,e) = W(A) + V( i l f « a ) (10) 

where W(A) = XTP\ = [T,(z) - fi]rF[T1(x) - R] 

and V{e) = V(ex, e2) = Vi(ei) + V2(e2), 

(h l |A( i ) | f < W(X(t)) = A r PA < 02 ||A(t) 

where ATP+PA = —Q. There exist a Lyapunov function 
V(e) such that 

« i N | 2 < V ( £ ) < a 2 | | e | | 2 (12) 

^ ( i € + f ( W , A ) ) < - « 3 ||c(i)||2 

where an,0i,i — 1,2,3,are positive constants. Let be 
Pi = 0i/02, Pa = ai/a2. 

T h e o r e m 3: Consider the system EA (2) obtained 
via change of coordinates and an input-output state feed-
back linearizing control u depending on the state esti-
mated given by the observer O. Under the assumptions 
HI and H2, the dynamics of the whole system E^ is lo-
cally asymptotically stable. More precisely, the dynam-
cis of the tracking error A and the estimation error e 
converge exponenciallly to zero and an estimation of the 
attraction region is given by 

{A G M4: ||A(0)j| < X {e<= i i 6 : ||«(0)|| < 

Proof: see [5] 

6 S imu la t i on R e s u l t s : I n d u c t i o n m o t o r 

Parameters : Normal rated power: 1,5 kW. Number of 
pole pairs: p = 2. Nominal speed :1430 rpm. Nominal 
voltage: 220V. Nominal intensity: 6,1 A. Stator resis-
tance: Re — 1,47 Ohm. Rotor resistance: Rr = 0,79 
Ohm. Stator self-inductance: Ls = 0,105 H. Rotor self-
inductance: Lr = 0,094 H. Mutual inductance: Mar — 
0,094 H. Inertia (motor and load) : J = 25,6 x 1 0 - 3 

Nm/rad/s 2 .Viscous damping coefficient : fv — 2 ,9x 10~3 

Nm/rad/s . Constant torque friction : Cs = 0,38 Nm. 
A simulation of the proposed observer was performed 
for the following numerical values: 61 = 40, $2 = 20, 
K\ = col{7,12), K2 = co/(5,6), O-(t) = 20 + 10cos(i), 

| | t f r ( i ) | | 2 = 4 + 2sin(t). 
The initial system and observer initial conditions 

of the system are x, = col = 

0 -(0.4, -0.4,0.1, —0.1); - c o l \ $ r a , $ r a T-sQ j 

(3, —2,0.2,-0.2);(kaifkrt) = (900,20000) ' a n d 
- (1800,800000).Moreover, a change in 

the nominal value of T; was introduced at t = 4 from 
TI = 2 to TI = 4 .The figures 1-3, show the performance 



of the observer. The estimated states converge to 
the state of the system. In Figures 4-5, we show the 
trajectories of the motor tracking the desired trajectories 
Qr(t) and [(^( i)!) 2 , respectively. This scheme works 
well even when initial conditions are different from zero 
and even when there is a change in the load torque. 
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