CAPITULO 1
SINTESIS

La tesis presentada es la propuesta de un meétodo para verficar el
comportamiento de las caracteristicas especiales de un Producto - Proceso.
Esta metodologia puede ser aplicada en el desarrollo de nuevos procesos o
adecuar por el uso de técnicas estadisticas procesos establecidos, pero que no
cuentan con adecuadas herramientas para su moniforeo.

La base de esta investigacion es el planteamiento del proeblema, uso de
teorias y modelos estadisticos, formulacion de hipotesis, propuesta de método,
recopilacion y analisis de datos, interpretacién de informacién en base a datos y

conclusién.

Como marco tedrico se presenta informacion de el Analisis del Sistema
de Medicién, sus concepto, asi como la interpretacidén de sus resultados, Amplia
seccién de conceptos y métodos estadisticas paramétricos y no paramétricos,
conceptos de graficos de control, adicional a esto se incluye una metodologia

para analisis y solucidén de problemas.



En anteriores trabajos realizados, no se encuentra el analisis, ni
investigacion como el que presenta esta tesis, por lo que se considerd

necesario incluir el extenso marco teérico presentado; incluyenda figuras,
cuadros de referencia, etc.

En ia seccién de apéndices se encontraran diversos formatos utilizados

en este método, asi como tablas de referencia para ser utilizadas en el analisis
de datos.

Se incluye la implementacidon del método en un area piloto con su
desglose de actividades paso a paso, resultados y conclusiones. Presentando

asi un panorama compieto del alcance que puede tener este método.



CAPITULO 2

INTRODUCCION

2.1. Planteamiento del problema:

En la actualidad la industria automotriz tiene objetivos muy estrictos en
cuanto a control de procesos, exige un riguroso control sobre cada
caracteristica especial en los componente de un vehiculo, y requiere de
cambios rapidos en especificaciones de producto-proceso cuando |o necesite.
Aunado a esto solicita planes de reduccion de costos, que solo se puede liegar
a cumplir con una alta efectividad en los procesos de produccion.

La indefinicibn de como controlar las caracteristicas especiales en cada
producto, de una empresa de la industria automotriz dedicada a la fabricacion
de componentes de aluminio , resuita en problemas en la interpretacion de los

resultados obtenidos, dificuitando la verificacion de su comportamiento.

Como consecuencia de esta indefinicién, la falta de control sobre las
caracteristicas especiales del praducto es un impedimento para lograr cumplir
con las expectativas de la industria.



2.2. Objetivo de la tesis:

Desarrollar una metodologia clara y especifica para monitorear mediante
técnicas estadisticas, las caracteristicas especiales en un proceso - producto y
poder contar con el sistema de medicion adecuado para garantizar la
confiabilidad en la medicion de la variable, de una manera simple, a fin de
utilizarla como guia en el desarrollo de procesos.

2.3. Definicion de la hipotesis:

La falta de control de las caracteristicas especiales (en sus respectivos
procesos) estq altamente relacionado a una inadecuada seleccién de las
técnicas estadisticas a utilizar, ademas de el sistema de medicion.

2.4. Limitaciones del estudio:

Los resultados obtenidos con el Sistema de Control Integral de Procesos
estaran basados solamente para el marco teoérico de la distribucion Normal,
cualquier otra, estara fuera de su alcance. Esta metodologia propuesta de
seleccion de técnicas estadisticas para control de caracteristicas especiales
estd basada en la problematica en una empresa de la industria automotriz
dedicada a la fabricacion de componentes de aluminio y sera aplicada solo en
la misma. Por razones de confidencialidad no se mencionan nombres de

procesos, cotas, productos, etc. So6lo se muestra en forma ilustrativa el método.



2.5. Justificacion del trabajo:

La industria automotriz requiere de un adecuado control sobre las
caracteristicas especiales de calidad en sus productos para asegurar la
conformidad del producto terminado.

Ademas busca la mejora continua en los indices de capacidad de
proceso, teniendo como objetivo alcanzar la variacidn total de sus productos /
componentes en niveles de Clase Mundial.

2.6. Metodologia a emplear:

Planteamiento del problema.

Uso de tecrias y modelos estadisticos.

Formular Hipotesis.

Metodologia "Sistema de Control Integral de Procesas”.
Recopilar y analizar datos.

Extraer e interpretar informacion en base a datos.
Conclusion.

2.7. Revision Bibliografica:

Los libros Anadlisis Estadistico y Probabilidad y Estadistica para
Ingenieros, se tomaron como base para el tratamiento y distribuciones de datos,
asi mismo fundamentos de pruebas de hipotesis y estadistica paramétrica y no
paramétrica, dase de la metodologia propuesta.

Ei libro Control Estadistico de Calidad, se usa como guia para el analisis
e interpretacion de graficas de control.



Se utilizaron apuntes de cursos tomados: Seis Sigma y Metodologia de
los Sistemas suaves, como complemento para la metodologia propuesta en el
aspecto de andlisis del Sistema de Medicion y Analisis y Solucion de

Problemas.

Tesis elaboradas anteriormente: Impiantacién de Sistema de Calioad
para Manufactura y Aseguramiento de la Calidad a través del Control
Estadistico del Proceso, son basicamente referencias bibliograficas de otras
propuestas. La tesis Desarrollo de un Sistema de Control Integral de Procesos,
propone un método para el correcto uso y funcionamiento de los graficos de

control en la industria.

Para el glosario de términos se uso en Diccionario General de la Lengua

Espaiicla como referencia.



CAPITULO 3

ANALISIS DEL SISTEMA DE
MEDICION

3.1. Definiciones

Exactitud- ;El promedio de las mediciones muestra una desviacion
respecto dei valor verdadero?
o El valor verdadero.
- Valor correcto tedrico / estandares.
e Sesgo
- Distancia entre el valor promedio de todas las mediciones y el
valor verdadero.
- Lacantidad, herramienta que estd consistentemente fuera del
objetivo.
- Error sistematico o desviacién.
+ Estabilidad
- La variacion total en las mediciones obtenidas durante un periodo
de tiempo prolongado.
¢ Linealidad
- Diferencia en los valores de la tendencia, a través del rango de
operacion esperado, del calibrador.



Precision:

o Variacion total en el sistema de medicion.

o Medida de variacién natural en mediciones repetidas.

» Términos: Error al azar, difusién, error en la prueba y en la repeticion
de ia prueba.

+ Repetibilidad y reproducibilidad. (R&R del calibrador).

Posibles fuentes de la variacion del proceso (Figura 1):

— Variacion del Variacion dentre de
proceso, real la muestra
Variacién del
proceso  H
observado
Repetibilidad
|| [ Estabilidad |
"y Variacion originadal |
—] Y:nr:gé?;:ne por e calibrador

L Linealidad |

Reproducibilidad |
[_Sesgo |

' Calibracién

Figura 1. Fuentes de variacion del proceso



Definicion de la repetibilidad:

Es la variacidn de las mediciones obtenidas con un instrumento de
medicion, cuando es utilizado varias veces por un operador, al mismo tiempo

que mide las caracteristicas idénticas en una misma parte. (Figura 2)

Figura 2 Repetibilidad

Definicion de reproducibilidad:

Es la variacion, en el promedio, de las mediciones hechas por diferentes
operadores que utilizan un mismo instrumento de medicién cuando miden
caracteristicas idénticas en una misma parte. (Figura 3)

Operador -B

Operador -C

Operador - A

Reoroducibilidad

Figura 3 Reproducibiiidad



Definicion de Sesgo:

Es la diferencia entre el promedio observado de las mediciones y el valor
verdadero. (Figura 4)

Figura 4 Sesgo

Definicién de la estabilidad (o desviacién):

Es la variaciéon total de las mediciones obtenidas con un sistema de
medicién, hechas sobre el mismo patrén o sobre las mismas partes, cuando se
mide una sola de sus caracteristicas, durante un periodo de tiempo prolongado.
(Figura 5)

Tiempo 2

Tiempo 1

Figura § Estabilidad
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Definicidn de Linealidad:

Es la diferencia en los valores del sesgo, a través del rango de operacion
esperado del calibrador. (Figura 6}

Valor Valor
verdadero verdadero
’. .
Sesgos

Mavores

I
|
|
]
f
!
]
I
]
!
|
|
I
]

(ranao inferion {ranqo superior)

Figura 6 Rango de Operacion del Calibrador

Estabilidad del calibrador;

Coémo calcularta:
¢ Para calibradores gue normalmente se utilizan sin ajuste, durante

periodos de tiempo relativamente largos.

- Realizar un segundo estudio R & R del calibrador justo antes de
que venza el tiempo de calibracion.
- La estabilidad del calibrador es la diferencia entre los promedios

sobresalientes de las mediciones resultantes de los dos estudios.




Posibles causas de poca estabilidad:

e El calibrador no se ajusta tan frecuentemente como se requiere.
« Sies un calibrador de aire, puede necesitar un filtro o un regulador.

» Si es un calibrador electronico, puede necesitar calentamiento previo.
Calibracién R & R= RPT? +REPR? (1)

o Precisiéon en relacién a la vanacion total

R&R *100

%R&R =
°R& Var.Total

(2)
o Sefala qué porcentaje de la vanacion total debe absorberse como
error de medicién.

<10 % Aceptable.

10 - 30% Puede ser aceptable, dependiendo qué tan
critico es el grado de la medicion y del numero
de las distintas categorias.

> 30% Inaceptable.

El valor del R & R es un porcentaje de la vanacion total del proceso
(Figura 7):

12

La dimension
verdadera de
las partes se
encuentra en

Vanacion de
parte a parte

algun lugar de Lo que f
9 J /I medido
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Figura 7 Valorde R &R
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Mientras mayor sea el % del R & R, mayor sera el area de incertidumbre
para conocer la dimension verdadera de las partes.

Error # 1.- Puede estar aceptando partes que estan fuera de
especificacion.

Error # 2.- Puede estar rechazando partes que estan dentro de
especificacion,

3.2. Llevando a cabo el estudio R & R

Generalmente intervienen de dos a tres operadores.
Generalmente son 10 unidades

Cada unidad es medida por cada operador, 2 6 3 veces.

Las partes deben seleccionarse al azar, a través del rango total del

proceso. Es importante que dichas partes sean representativas del proceso total
(80 % de variacidn).

10 partes no son un tamaic de muestra significativo para una opinion

solida sobre el gage salvo que se cumpla el procedimiento sugerido a
continuacion.

Procedimiento para realizar un gage R & R

1. Ajustar el calibrador, 6 asegurarse de que éste haya sido calibrado.

2. Marcar cada pieza con un numerc de identificacion que no pueda ver la
persona que realiza la medicion.



14

3. Hacer que el primer operador mida todas las muestras una sola vez,

siguiendo un orden al azar.

4. Hacer que el segundo operador mida todas las muestras una sola vez,
siguiendo un orden al azar.

5. Continuar hasta que todos los operadores hayan medido las muestras una

sola vez.

8. Repetir lus pasos 3 - 4 hasta completar el numero requerido de ensayos.
7. Utilizar el formato anexo para determinar las estadisticas del estudio R & R

Repetibilidad.

Reproducibilidad.

%R&R

Desviaciones estandar de cada uno de los conceptos
mencionados.

Analisis del % de tolerancia.

8. Analizar los resultados y determinar los pasos a seguir, si los hay.

Encontrar:

Ancho de tolerancia X-bar maxima
Numero de ensayos (m) X-bar minima
Numero de partes (N) Diferencia X-bar
Numero de operadoeres

Alfa o=>

K3= 1.62

Para 2 ensayos =456  Beta g =>Para 2 operadores =3.65

Para 3 ensayos = 3.05 Para 3 operadores=2.7

Repetibilidad: La vanacion del dispositivo de medicién (VD) se calcula
sobre cada grupo de mediciones tomadas por un opérador, en una sola parte.

DV =R *alpha (3)



Reproducibilidad: La variacion en &l promedio de las mediciones (AV) se
calcula sobre el rango de los promedios de todas las mediciones, para cada
operador, menos el error del calibrador.

AV = (Xdif *Beta)® - (DV?/(m*n)) (4)
El componente de varianza para repetibilidad y reproducibilidad (R&R) se

calcula combinando la varianza de cada componente.

_ 2 2
R&R = DV* +AV (5)

El componente de varianza para las partes (PV), se calcula sobre el

rango de los promedios de todas las mediciones, para cada parte

PV =R part * K3 6)

La variacién total (TV) se calcula combinando la vananza de repetibilidad
y reproducibilidad y la variacién de la parte.

TV= R&R?+PV?

(7)

Basado en la tolerancia:

% DV =100 * DV / Ancho de tolerancia (8)

% AV.= 100 * AV / Ancho de tolerancia (9)

% R&R=100"*R & R/ Ancho de tolerancia (10)
Basado en la variacién Total:

% DV = 100 * DV / Variaciéon total (11

% AV = 100 * AV / Variacion total (12)

% R&R=100*R & R/ Vanacion total (13)

% PV = 100 * PV / Variacion total (14)
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Problemas potenciales de los sistemas de medicién:

o Los operadores utilizan diferente metodologia para medir las partes.
s Las partes tienen una varacion significativa en su interior.

¢ Resolucion insuficiente del calibrador para medir las partes.

+ Instrumental inadecuado para medir las partes en forma consistente.
« Problema de calibrador original: el calibrador no es capaz de medir

las partes en forma precisa.
Trabajo alrededor del error del gage:

Si se quiere disminuir los errores de el calibrador, tomar ventaja de la raiz
cuadrada del error estandar de la muestra:

Basicamente se trata de una técnica de promedio
Muestra: 1/¥n  n= tamano de la muestra (15)

Este método se utiliza como una aproximacioén a corto plazo, para llevar a cabo
un estudio , pero se debe ajustar el gage.

Utilizar formato proporcionado en el apéndice 1 (Formato para estudio R&R).
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CAPITULO 4

MEDIDAS DESCRIPTIVAS PARA
DATOS UNIVARIABLES

4 1. Introduccién

A menudo, se necesitan medidas descriptivas en forma de numeros que
pueden concenfrar mejor la atencién en varias propiedades de un conjunto de
datos que se investiga.

En general, en el contexto del muestreo, cualquiera funcion g(x1,xa,....Xn)
de n observaciones de una muestra se llama una estadistica. Funciones
paralelas para datos de poblacion se llaman parametros. Estadisticas y
parametros correspondientes son calculados de datos de muestra y poblacién,
respectivamente, con las mismas ecuaciones; por tanto, se toman las siguientes
convenciones:

1. Los tamanos de poblacidn y muestra se representan por N y n,
respectivamente.

2. Los parametros se representan por letras griegas o mayusculas,
tales como p y Xs para media y mediana de poblacion,

respectivamente; las estadisticas se representan por letras
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minusculas, tales como X y xs para media y mediana de muestra,
respectivamente.

3. Las variables que corresponden a una poblacién o a una muestra se
representan por mayusculas, tales como X, Y, Z; los valores de las

variables, por las letras mindsculas correspondientes, tales como X, Yi
Yy Zi.

En realidad, raras veces se observan o miden poblaciones enteras, y asi,
en este punto se definiran todas las medidas sumarias de datos univariables en

términos de muestras.

De la definicién anterior de una estadistica, hay muchas funciones de
una muestra que se desea tener. Sin embargo, en términos de anélisis
estadistico y de aplicacion, solo se debe interesar por las cuatro propiedades
basicas siguientes que para fines practicos que a menudo son suficientes para

caractenzar las distribuciones de frecuencias de datos univariables:

1. La localizacién del centro de la distribucion, o la medida de tendencia
central.

2. El grado de variacion de valores individuales alrededor del punto
central, o la tendencia de valores individuales a desviarse de la
medida de tendencia central.

3. El grado de asimetria: es decir, la falta de simetria de ambos lados
del pico (el punto con la mas alta densidad de frecuencias) de una
distribucion.

4. El grado de vanacion, o la velocidad con que sube y baja la
distribucién de izquierda a derecha.

Estas propiedades son significativas especialmente para distribuciones
unimodales, pero también se aplican a otros tipos de distribuciones. Para
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facilitar la interpretacién, se relacionard el estudio principalmente con
distribuciones unimodales.

4.2. Medidas de tendencia central

Las medidas de tendencia central se llaman promedios. Un promedio es
un valor "tipico” en el sentido de que se emplea a veces para representar todos

los valores individuales de una serie o0 de una variable.

Hay muchos tipos de promedios, cada uno de los cuales posee
propiedades particulares y cada uno es tipico en alguna forma unica. Los mas
frecuentemente encontrados son la mediana, la moda, y la media aritmética.
Otros dos promedios, las medias geométrica y armonica, son utiles en algunas
situaciones especiales. Sin embargo, se concentrara este estudio en las tres

primeras medidas. Iniciando con estas medidas para datos no aplicados.

4.2.1. La mediana

La mediana, representada por xs es, como lo indica su nombre, el valor
medio de una serie cuando los valores se disponen segun su magnitud. Para la
serie $2, $4, $5, $7 y $8, la mediana es el tercer valor, $5. Si hay seis valores
en una serie, por éjemplo 3,4,6,7, 8y 10 libras, cualquier valorentre 6 y 7
libras dividiria la serie en dos partes iguales; por tanto, cualquiera de tales
valores podria ser la mediana. En la practica, para un niumero par de datos,
generalmente suponemos que la mediana se encontrara entre los dos valores
centrales. Por tanto, en el ejemplo, la mediana seria 6.5 libras. La mediana
puede que tenga valores idénticas, con el suyo a ambos lados de él. Por
ejemplo, enlaserie1,2,3,4,5,5,5,6,7, 8,9, lamediana es 5.
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Debido a estas caracteristicas, puede definirse ahora formalmente la
mediana como aquel valor que divide una serie de tal forma que por lo menos
50 por 100 de los valores son iguales a €l o menores que €él, y por lo menos 50
por 100 de los valores son iguales o mayores que él. Sin duda, se requiere un
conjunto ordenado para localizar el valor de la mediana partiendo de datos no
agrupados. Por desgracia, la construccion de un conjunto es a menudo tediosa
y lenta.

Como se definid, la mediana no es influida por valores de las colas de
una distribucién. Por ejemplo, si los datos de muestra 1, 2, 3, 4, 5, cambian por
-100, -10, 3, 15, 150, la mediana permaneceria en 3. Asi, €s una medida muy
conveniente de localizaciéon central para distribuciones asimétricas, tales como
al distribucion del ingreso, con tal de que no nos importe si la familia mas rica,
por ejemplo, gana $500 000 o $1 000 000 al aro.

La mediana también tiene la interesante propiedad de que la suma de las
desviaciones absolutas de las observaciones con relacién a la mediana es
menor que al suma de las desviaciones absolutas con relacién a cualquier otro
punto de la distribucién. En simbolos:

I = |xi -xs| = un minimo

y similarmente para datos de poblacién. La mediana es escogida a menudo
como una medida de tendencia central debido a esta propiedad.

42.2. Lamoda

La moda, designada por xm, es aquel valor de una serie que aparece mas
frecuentemente que cualquier otro. Este valor puede ser descubierto
inmediatamente cuando se ordenan los datos. Por ejemplo, en la serie, 1, 2, 3,
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4, 4,5 6,y7, lamoda es 4. Por consiguiente, se considera la moda como tipica
en el sentido de que es el valor mas “probable” de una serie. La moda para una
distribucion unimodal (para datos no agrupados) siempre coincide con un valor
real de la serie.

Aunque la moda es un concepto sencillo y util, su aplicacién presenta
muchos aspectos problemdticos. Primero, una distribuciéon puede revelar que
dos 0 mas valores se repiten un numero igual de veces, y en tal situacién no
hay forma l6gica de determinar qué valor debe ser escogido como la moda.
Hablando en sentido riguroso, cualquier valor se llama una moda si aparece
mas a menudo que cualquiera de los valores adyacentes. Sin embargo,
mientras las frecuencias de los valores modales no sean iguales, se decide

escoger el valor con frecuencia mas alta como la moda para la serte.

Segundo, puede que no se encuentre ningun valor que aparezca mas de
una vez.

Tercero, la moda es un valor muy inestable. Puede cambiar radicalmente
con el método de redondeo de los datos.

La moda podria ser un valor extremo, como en le caso de una
distribucién triangular (una distribucion en la que la densidad de frecuencias
disminuye, o aumenta, continuamente y a un ritmo constante de izquierda a
derecha), y entonces dificilmente podria ser considerada como una medida de
tendencia central.

Las tres primeras dificultades pueden ser superadas totalmente 0 en
parte cuando los datos se disponen en una distribucion por frecuencias. En tal
forma, cualquier tendencia de los datos a agruparse alrededor de cierto valor
tiende a ser mostrada mas claramente, y el problema creado por la primera

situacion puede ser resuelto. Ademas, la naturaleza erratica de la moda
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obtenida de un conjunto debido a diferentes métodos de redondeo puede ser
estabilizada en gran parte determinando la moda por la distribucion por
frecuencias de los mismos datos. Cuando son agrupados en clases, aquellos
valores que difieren solo a la derecha de los puntos decimales aun pueden
corresponder a la misma clase, cualquiera que sea el método de redondeo
empleado. Finaimente, puede aparecer un valor modal en datos agrupados,
aunque no haya repeticiéon de ningun valor del conjunto.

4.2.3. La media aritmética

Por su facilidad de célculo, largo uso y propiedades matematicas
convenientes, es el promedio mejor conocido y de uso mas comun. A veces, se
conoce sencillamente como "la media" o "el promedio”, pero deben usarse,
siempre adjetivos apropiados cuando el contexto incluye varios tipos de medias.

La media antmética, representada por x, es la suma de los valores
individuales de una suma de una muesira dividido por el nimero de

observaciones de la muestra:

X, X, F..+X 18
X = 1 2 n_ in
n ne

(16)

La media tiene algunas interesantes propiedades matematicas. Primero,
es un valar tipico porque es el centro de gravedad un punto de equilibrio.
También es tipica porque su valor puede substituir al valor de cada dato de la
serie sin cambiar el total. Esta propiedad puede verse facilmente por la férmula
para la media. Puesto que X = Z x,/n , se puede derivar, multiplicando ambaos
miembros de la ecuacién por n, el resultado nx = Zx, :

Otra propiedad de la media es que la suma algebraica de las
desviaciones con relacion a la media (es decir, tomando debida cuenta de los
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signos algebraicos) es cero. Simbdlicamente Z(X. -X)=0 Esta propiedad se

relaciona estrechamente con la anterior, como puede demostrarse:;

X=X (0. (X X) = XqHXot.. XXX~ <X
(X4 X)H{(x2-X)+... +(Xo-X) 1+Xz+. XX ,

n veces

=in —ni=in—Zl:x1 =0

La tercera propiedad matematica de la media es que la suma de las
desviaciones elevada al cuadrado de los datos de la media es menor que la
suma de las desviaciones elevada al cuadrado de cualquier otro punto.
Simbélicamente,

> (x,-%)? =Minimo

Para concluir el estudio de los promedios, se observa que se verifican las
siguientes relaciones entre la media, 1a mediana y la moda:

1. Para una distribucién simétrica y unimodal,

X=X5= Xm

2. Para una distnbucién unimodal positivamente asimétrica, una distribucion
con una larga cola a la izquierda

X< X5< Xm

3. Para una distribucién unimodal positivamente asimétrica, una distribucion
¢on una larga cola a la derecha,

X> X5 Xm

4. Para una distribucién unimodal y moderadamente asimétrica,
X - Xm) = 3 (X- X5)
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Estas propiedades es ilustran en la figura 8

Figura 8 Poligonos de frecuencias hipotéticas que muestran la posicion teérica
de la moda, la mediana y la media: (a) distribucion simétrica, (b) distribucion
asimétrica a la izquierda, (c) distribucion asimétrica a la derecha.

4.3. Medidas de dispersion

La importancia de los promedios a menudo se exagera, un "promedio*
sin salvedades puede carecer virtualmente de significado. Un factor que
aumenta la confusion es que con algunas distribuciones todos los promedios
importantes estan estrechamente reunidos, mientras que con otras estan muy
separados.

4.3.1. La amplitud

La medida mas sencilla de dispersion es la amplitud - la diferencia entre
los valores maximo y minimo de 'a muestra -. El sentido comun usa "amplitud”

como el maximo y el minimo de la muestra. El usc estadistico requiere la



diferencia. Para una distribucion de frecuencias, la amplitud puede considerarse
como la diferencia entre los limites maximo y minimo de clase, o como la
diferencia entre [a ultima y la primera calificaciones de la clase en una tabla de

frecuencias.

Juzgando por el método de obtener la amplitud, se observa que no solo
es la medida mas simple, sino también la mas bruta de dispersion. Por
consiguiente, la amplitud tiene ciertos defectos. Mas importante, puede ser
indebidamente influida por un valor no usual de la muestra. Igualmente, la
amplitud no es en modo alguno una medida de dispersion de los datos
intermedios con relacién al valor tipico.

La figura 9 ilustra esto. Finalmente, la amplitud es muy sensible al
tamano de la muestra, la amplitud tiende a cambiar, aunque no
proporcionalmente, en la misma direccion en que varia el tamano de la muestra.
Cuando aumenta el numero, es posible que algun dato pueda tener mayor valor
que el maximo y algun otro dato un valor menor que los valores minimos de la
muestra anterior. Por esta razon, no se puede interpretar la amplitud
apropiadamente de la muestra anterior. Por esta razon, se puede interpretar la
amplitud apropiadamente sin conocer el numero de observaciones.

Figura 9 llustracion de dos distribuciones con la misma amplitud, pero diferente

variabilidad
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4.3.2. Desviacién Media

La busqueda de una medida de variabilidad que tome en cuenta todos
los valores observados y que caracterizaria la dispersion de los valores
individuales partiendo de su tendencia central conduce naturalmente a la idea
de caicular una medida tal como

> (x,-X)

n
pero esta medida seria siempre igual a cero, porque

Z(xi -%)=0

y por tanto, dificiimente puede ser considerada como una medida de algo.

Una forma obvia de superar la dificultad es hallar una medida de las
desviaciones ignorando la direccion y el signo algebraico correspondiente. Al
hacerlo asi, obtendriamos lo que se llama la desviacion absoluta media, o

simplemente la desviacién media, de la muestra. Se designara esta medida por
dm; tenemos

dm = ;zb(, X (17)

El valor de la desviacion media se calcula a veces por la mediana, pero
se usara la media. Para una distribuciéon aproximadamente normal, X + dm es la
amplitud que incluira aproximadamente 58 por 100 de los valores de una
distribucion. Asi, si 1a desviacién media tiene un valor relativamente pequefio,
se espera que la distribucion sea compacta, porque entonces mas de la mitad
de los valores de la variable estan concentrados dentro de un pequeifio espacio
alrededor de la media.
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La desviacion media es util para tratar situaciones en las que no se
requiere un analisis minucioso. Se ha introducido aqui como el escalon logico
para un tratamiento de la variancia, una medida superior de dispersion.

4.3.3. Variancia y desviacién estandar

Para superar la propiedad Z(X. -X)=0 |, se puede usar cuadrados de
las desviaciones a partir de ia mec'lia, en vez de tomar sus valores absolutos.
Las desviaciones al cuadrado no solo previenen obtener cero en la suma;
también son mucho mas adaptables al analisis matematico que los valores
absolutos.

El promedio de las desviaciones al cuadrado de la media se flama

variancia de muestra, designada por s> Simbdélicamente,

2o ! > (x,-%)* (18)

La variancia de muestra se define a veces también como

2o ! S -0 (19)

ll-l =1

donde n - 1 se lilama "n - 1 grados de libertad" (Ver CAPITULO 6).

La varancia, desde un punto de vista practico, es un valor muy
problematico, porque las unidades asignadas a ella son cuadrados, tales como
délaresz, |ibrasz. etc. Para convertir esta medida de variabilidad en unidades
originales, se puede tomar la raiz cuadrada de s2 6 §2, obteniendo s 6 § - la

desviacion estandar de la muestra.
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También ha de hacerse constar que (18) y (19) son ecuaciones de
definicion de s y §% - Para facilitar los calculos se ampliara la suma de

desviaciones al cuadrado como sigue;
> (x, -% =D (xI-2XX+X")
=ZX|2 —ﬂZ}g +nx’
=Y x}- ! (> x,)
t n -,
Substituyendo este resultado en (18) se obtiene:
= Y-

_1 1 2 (20)
B

y substituyéndolo en (19) da

Ay 1 z_l 2
s _n—-l|izx' n(z,:x')]

(21)

anf—(le)z
T -

Con estas dos ultimas ecuaciones se puede calcular la variancia de la
muestra simplemente acumulando la suma de los cuadrados de los valores
originales y la suma de los valores mismos. Ya no se necesita calcular la media,

tomar las desviaciones de la media y elevar al cuadrado dichas desviaciones.
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4 3.4. Coeficiente de variacion

A menudo, hay interés por comparar las vanabilidades entre dos o mas
conjuntos de datos. Puede hacerse esto facilmente con sus respectivas
variancias o desviaciones estandares cuando las variables se dan en las
mismas unidades y cuando sus medias son aproximadamente iguales. Cuando
faltan estas condiciones, puede que se desee usar alguna medida relativa de
dispersion. Una medida relativa de variabilidad frecuentemente usada se llama
coeficiente de variacion, designado cv, que es simplemente la razén de la
desviacidn estandar a la media:

(22)

Cy =

wl x>

4. 3.5 Medidas de asimetria

Dos distribuciones también pueden diferir entre si en asimetria o
agudeza. Las medidas de asimetria y agudeza ganan importancia porque las
consideraciones teéricas sobre diferencia estadistica y toma de decisiones se
basan a menudo en el supuesto de poblaciones normalmente distribuidas. Por
tanto, las medidas de asimetria y agudeza son utiles para evitar que, por error,
se haga este supuesio.

Existen varias medidas de asimetria, pero solo se mostrara una, que
ofrece sencillez de concepto y de calculo. Esta medida, la mediana pearsoniana
de asimetria, se basa en las relaciones entre la media, la mediana y la moda.

Como se menciond, para una distribucién unimodal simétrica, estas tres
medidas de asimetria son de idéntico de valor, pero para una distribucion
asimétrica la media se aleja de la moda hacia la asimetria con la mediana entre
ellas. (Ver figura 8). En consecuencia, la distancia entre la media y la moda
podria usarse para medir [a asimetria. Precisamente,
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Asimetria = Media - Moda

Cuanto mayor es esta distancia, negativo o positiva, tanto mas asimétrica es la
distribucion.

Pero tal medida tiene dos efectos en su aplicacién. Primero, puesto que
es una medida absoluta, el resultado se expresa en unidades originales de la
distribucion, y asi cambia al cambiar la unidad de medicién. Segundo, la misma
cantidad absoluta de asimetria tiene un diferente significado para distintas
series con distintos grados de variabilidad. Para eliminar ambos defectos, se
mostrara una medida relativa de asimetria. Esto se logra por el coeficiente
pearsoniano de asimetria, designado por skp, y expresado simbdlicamente
como

X—X
5kp =—,|rm
S

(23)

Pero la aplicacion de (23) supone ofra dificultad, que surge porque el
valor madal de muchas distribuciones solo es una aproximacioén, pero el lugar
de la mediana se encuentra mas satisfactoriamente. Como se observd en la
seccion de medidas de tendencia central, en las distribuciones moderadamente
asimeétricas, se verifica la relacién

Xm = X - 3(X - X.5)
De esto se nota que
X-Xm=X-[X-3(X-x5)]=3(X-x5)

Con este resultado, la ecuacion (23) puede escribirse ahora

sk, = S %) (24)

30



Por esta medida, sk, seria cero para una distribucion simétrica; negativa
para una distribucion asimétrica a la izquierda; positiva para una distribucién
asimétrica a la derecha. Mas precisamente, esta medida varia dentro de los
limites de + 3; sin embargo en realidad, solo en raras ocasiones el valor de skp

supera los limites de + 1.

En conclusidn, pueden mencionarse algunos puntos interesantes sobre
la asimetria. Las curvas en forma de J y J invertida son ejemplos de asimetria
extrema a la izquierda y a la derecha, respectivamente. Es muy comun
encontrar distribuciones asimétricas positivas en datos de economia y
comercio, particularmente en series de produccion y precios, que solo pueden
ser cero, pero pueden ser infinitamente grandes. Se cree que la asimetria
positiva es producida por fuerzas multiplicadoras. Las distribuciones asimétricas
negativas son muy raras, y a menudo es dificil ofrecer una explicacién racional

de su existencia.

4.3.6. Curtosis: una medida de agudeza

En esta seccién se presenta una medida de agudeza, el coeficiente de
curtosis, representado por k. Esta medida es algebraicamente tratable y
geométricamente interpretable. Se define como la amplitud semiintercuartil y la
amplitud 90 - 10 porcentil:

- K — 12(’(75"(25) (25)
Xgo —X 10

Por medio del coeficiente de curtosis, se pueden clasificar diferentes
grados de agudeza en las tres categorias de leptocurtica, platicurtica y
mesocurtica (ver figura 10). Una distribucion leptocurtica (curva a) tiene
concentradas la mayoria de sus mediciones en el centro. Por ello, la diferencia
entre las dos distancias (x7s - X25) ¥ (Xeo - X10) tiende a ser muy pequefa.
Precisamente, dado un grado especifico de dispersion, cuanto mas agudo es el
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pico tanto menor es la diferencia entre estas dos distancias. Puesto que 1/2 (x 75
- x25) < (Xo0 - X10) Se verifica siempre, para una curva muy aguda, k se
aproxima a 0.5 como limite cuando X5 - X25 = Xg0 ~ X 1. En contraste, cuanto
mas platicutrica es la distribucién (curva b), tanto mas la amplitud 90 - 10
porcentil tiende a superar la amplitud intercuartil. Asi cuando al amplitud de una
variable se aproxima al infinito y para una curva completamente plana, k se
aproxima a cero. En vista de estas consideraciones, parece razonable tomar
valores cercanos a ambos lados de 0.25 para representar mesocurtosis (curva
C). La eleccidon es reforzada por el hecho de que para cualquier "variable

normalmente distribuida"”, k = 0.2630.
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CAPITULO 5

MODELOS DE PROBABILIDADES

5.1. Modelo normal general

El modelo de probabilidad mas frecuentemente usado en el analisis
economico y comercial es [a distribucion normal, que puede expresarse en las
formas general y estandarizada. Se dice que una variable aleatoria X tiene una
distribucion normal general si es continua, si existen las constantes p,-w < m< «

y o, 6 > 0, y si la funcién densidad es dada por la siguiente expresion:

n{x; p, o) =n(p,o) = _1 e dweize 0 < X o0 (26)
sV2n
donde p y o son,.respectivamente, la media y la desviacién estandar de la
variable normal (los dos parametros de la distribucién normal), e = 2.718 y n =
3.142. Para comprender esto analizar la figura 11. (las relaciones numéricas
mostradas en el grafico aqui han sido redondeadas, no son exactas. Si se
desea mayor precision, ver apéndice 2 [Valores de la funcién distribucién

normal estandar]).
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Primero, una distribucion normal tiene como parametro W y ¢ en el

- i

Figura 11. Grafico de la funcion general de densidad normal

sentido de que el area bajo la curva de densidad (probabilidad normal) es
definida completamente por los valores de pu y 6 . Como tal, la parte practica de
la densidad normal es el exponente -(x - p)® / 26%, porque contiene un valor
particular de la variable normal, X, y los parametros u y ¢ de la distribucion.
Cuanto mayor es la desviacion de un valor particular de X con relacién ay,
tanto menor (es decir, mas negativo) es el numerador de este exponente. La
desviacion es elevada al cuadrado; por tanto, dos valores diferentes de X que
muestran la misma desviacion absoluta de u tienen la misma densidad de
probabilidad. Esto refleja el hecho de que una distribucion normal es simétrica

alrededordep:n pw-x;u;6=n(u+x;H, o). Porejemplo,

P(pn-067c<X<pn)=P(u<X<u+0670)

=0.25

P(u-0670<X<u+0.670)=0.50
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Plu-oc<X<p)=P(p<X<pto)

=0.34
y
P(u-c<X<pu+0)=068
P(p-196c<X<p) =P{(pu<X<pu+ 1.860)
=0.475
y

P(n-1966<X<p+1.960)=0.95

Y asi sucesivamente.

Segundo, el hecho de que el exponente -( x - u ) / 262 es negativo indica
que cuanto mayor es la desviacién de X con relacién a p, tantc menor es la
densidad de probabilidad de X. Es decir, ambas colas de distribucion normal
experimentan densidad decreciente, porque cuanto mas se aleja X de p, tanto
menor es la altura de la curva de funcién densidad. A este respecto se observa
que, cuando el valor de X es idéntico a pu, el exponente es cero, y asi la
densidad es 1/oVn, el valor mas grande de Ia densidad normal. Asi, la

distribucion normal es unimodal, con el valor modail en X = .

Tercero, la distibucion normal tiene una amplitud infinita, por 1o que su
curva de densidad nunca toca el eje X. Como consecuencia, cualquier intervalo
de numeros tendra una probabilidad positiva. Sin embargo, la probabilidad de
un intervalo muy a‘lejado de p es despreciablemente pequefia, como se puede
observar, el hecho de que la curva de densidad se aleja rapidamente, siendo
encerrada mas de 99 por 100 de su area por u + 3. Esta propiedad nos
permite usar la distribucién normal para aproximar otras distribuciones para las
cuales la verdadera amplitud es infinita.
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Cuarto, un cambio en el valor de p desplaza toda distribucion normal a la
derecha o a la izquierda, mientras que un cambio en el valor de ¢ altera su
forma sin moverla a la derecha 0 al a izquierda. Estos hechos indican que la
distribucion normal es realmente una familia de distribuciones. (Ver figura 12).
Por supuesto, es cierto para muchas otras distribuciones.

Flgura 12 Dlstnbumones normales a) con Ia misma deswacuon estandar y con
diferentes medias; b) con la misma media y con diferentes desviacicnes

estandar

Quinto, una transformacién lineal de una variable normal resuita en una
nueva variable normal. Es decir, si X es una variable normal, entonces

Y = a + bX es también una variable normai.

Finalmente, si X4, Xz, ..., Xn son variables normales independientes, su
suma, S, es también una variable normal. Ademas debido a la independencia,
la propiedad de aditividad se verifica para la expectativa y la variancia en este
caso. Es decir, la-expectativa de S es la suma de las expectativas de las n
variables normales. Igualmente, la variancia de S es la suma de las variancias

de las n variables normales.

La distribucion normal fue descubierta por De Moivre como la forma
limitante del modelo binomial, en 1733. También fue conocida por Laplace no
mucho después de 1774, pero por un error histérico ha sido acreditada a
Gauss, quién primero hizo referencia a ella en 1809. Durante los siglos XVIIt y
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XIX se hicieron varios esfuerzos para establecer el modelo normal como la ley
basica que rige todas las variables aleatorias continuas: de ahi el nombre
"normal". Estos esfuerzos fracasaron. Pero el modelo normai se ha convertido
en el mas importante modelo de probabilidad en anélisis estadistico, por varias
razones.

Primero, muchas variables aleatorias continuas, tales como estaturas de
varones adultos, inteligencia de nifios de edad escolar, diametros de
neumaticos de automovil de cierta marca, resistencias a la traccion de alambres
de acero producidos por cierto proceso, etc. son distribuidas en forma
aproximadamente normal debido a lo que se conoce, 0 que se presume es
cierto, de las mediciones mismas. A este respecto, es particularmente
interesante observar que "errores” de mediciones repetidas de una dimension
dada se supone por hipétesis que siguen la ley de probabilidades normal.
Cualquier medicién u observacién se supone que representa una magnitud
verdadera mas un error. Cada error tiene una magnitud propia, resultante de un
vasto conjunto de factores que operan en este momento. Cada factor solo
ejerce un pequenisimo efecto en el tamana y la direccion del error; ademas, los
errores de medicion actian independientemente con igual fuerza para empujar
la medicién observada hacia arriba o abajo, y, por consiguiente, se anulan a
largo plazo. Asi, se consideran los errores de medicién como reflejos de
variaciones casuales que son normalmente distribuidas can expectativa cero.
Estas se conocen a menudo como “errores al azar" en laboratorios, a diferencia
de "errores sistematicos", que son muy diferentes.

Segundo, la distribucion hormal sirve como una buena aproximacion para
muchas distribuciones discretas.

Tercero, en estadistica tedrica, muchos problemas pueden ser resueltos
facilmente en el supuesto de una poblacion normal. En trabajo aplicado, se
encuentra a menudo que métodos elaborados segun la ley de probabilidades
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normal dan resultados satisfactorios, aunque no se cumple totalmente el
supuesto de una poblacion normal.

Finalmente, las distribuciones de muchas estadisticas de muestra
calculadas partiendo de grandes muestras se aproximan a la distribucion

normal como un limite.

5.2. El modelo normal estandar

A menudo es mas facil trabajar con distribuciones de probabilidades
estandarizadas. Esto es especiaimente cierto cuando se tiene una funcién
densidad, tal como la de la variable normal, que comprende "integrales" que no
pueden ser reducidas a funciones elementales. Para rapidez y eficiencia en el
trabajo practico, el concepto de distribuciébn normal estandar es reaimente
indispensable.

Se dice que una distribucion acumulativa es de la forma estandar si
media es cero, y su variancia, y por consiguiente, la desviacion estandar, es la
unidad. De la funcién densidad de la distribucién normal general, se puede
observar que |a densidad de probabilidades de la vanable normal estandar, Z,
debe ser:

- nEON=NOM= e (27)

La funcidn de distrbucion acumulativa (FDA) correspondiente a la
densidad estandar, n{0,1), como lo hace cualquier otra FDA, da la probabilidad
de que la variable normal estandar asuma un valor igual 0 menor que z, 0 es
simplemente F(z) = P ( Z £ z ). Los graficos de la Funcién Densidad de
Distribucién y la FDA de la distribucion normal estandar se representa en la
figura 13.
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Figura 13 Densidad Normal estandar y funciones de distribucion acumulativa

Ahora que si X es n(u,0), entonces Z = (X - u)/o es n(0,1). Como se
mencionod, esta transformacion de X en Z produce el efecto de reducir X a
unidades en términos de desviaciones estandares alejadas de la media. En
otras palabras, dado un valor de X, el correspondiente valor de Z nos dice cuan
alejada esta X de su media y, y en qué direccidn, en términos de su desviacion
estandar, o. Por ejemplo, Z = 1.5 significa que el valor particular de X esta
1.5 o arriba (a la derecha) de u. Analdgicamente, Z = 2 significa que el valor
particular de X esla 2¢ debajo (a la izquierda) de p. Esta propiedad de la
variable normal estandar nos permite evaluar probabilidades normales para
cualquier n(p1,6) de una sola tabla de probabilidades para n(0,1). Precisamente,
cualquier normal general FDA, designada por N{u,g), puede ser convertida en
una normal estandar FDA, designada por N(0,1), por la transformacion Z como
sigue:

Nxiuo)=P(X<x)
=P [{(u+0Z)<x]
=F’[Z$x_l'j
ag

- N(x ‘” ;0,1) (28)

o]
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Asi, dados N ( p , o )y dos numeros reales cualesquieraa y b, con a < b,
tendriamos

P{(a<X<b)=N(b)-N(a)
()
o o (29)

Se observa que el primer miembro (29) puede tener cualquiera de varnas
formas exactamente iguales:

P(a<X<b)=P(a<X<b)
=P(a<X<b)
=P(a <X<b)

Estas igualdades se verifican porque X tiene una funcién continua de
densidad de probabilidad. Por esta razén, la probabilidad de que X = una
constante es cero, aunque puede que la densidad de probabilidad no sea cero.
Por consiguiente, P(X=a)=0y P (X =b) =0, por lo que la probabilidad de
que X se encuentre en el intervalo de a y b es igual, tanto si a es incluida como
si es excluida, y si b es incluida o excluida. Por supuesto, esta situacién es muy
diferente de aquella en la que una variable aleatoria es discreta.

Un cuadro de N (0,1) se da como el apéndice 2.
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CAPITULO 6

DISTRIBUCIONES CHI CUADRADO,

F Y tDE STUDENT

6.1. Teoria del muestreo exacto

Hasta ahora se ha tratado de hacer inferencias de muestras grandes. El
concepto "muestra grande" es relativo. Se relaciona con la distribucion por
muestreo de la estadistica que se considera. En general, la teoria del muestreo
grande se refiere a una clase de situaciones en las que la distribucién por
probabilidades de una estadistica de muestra es normal 0 aproximadamente
normal, porque la poblacion que se investiga es normal o porque el tamafio de
la muestra es suﬁ&:ientemente grande para que el teorema de limite central sea
operativo.

Pero, a veces, puede que se tenga que hacer inferencias cuando los
supuestos subyacentes de la teoria del muestreo grande no pueden cumplirse.
Pueden surgir situaciones en las que la desviacion estandar de la poblacion es
desconocida porque se tiene un nuevo problema o a una teoria, o el tamario de

la muestra es pequefio debido a limitaciones fisicas como las relacionadas con

41



la investigacion médica o a limitaciones practicas como los altos costos de las
observaciones de muestra.

Aunque con muestras pequefas no se tiene tanta informacién como se
desea, no se carece completamente de recursos. El curso apropiado es extraer
conclusiones o tomar decisiones de la muestra tomando en cuenta la naturaleza
escasa de las pruebas. El estudio de inferencias estadisticas con muestras
pequefas se llama teoria de muestreo pequeno, o teoria del muestreo exacto.
Como se menciond, la principal diferencia entre teoria del muestreo grande y
pequeno es entre distribuciones por muestreo: para muestras grandes, las
distribuciones por muesireo son normales; para muestras pequenas, la
distribucion por muestreo difiere de un caso a otro. Hay tres distribuciones de
probabilidades que a menudo son asumidas por una estadistica con n pequeia:
las distribuciones chi cuadrado, F y t de Student. Los tres modelos se
relacionan con el modelo de probabilidad normal y se definen por el "numero de
grados de libertad".

6.2. Grados de libertad

La nocidn de "grados de libertad" se menciond primero en relacion con [a
definicion de &% en el punto 4.3.2. hasta ahora no se ha explicado el significado
de este concepto.

El concepto de grados de libertad es un concepto matematico. Es el
nombre dado al nimero de observaciones linealmente independientes que
ocurrén en una suma de cuadrados. Una rigurosa discusién de esta definicion
usa ideas moderadamente avanzadas de algebra lineal.

En vez de dedicar espacio a estos temas, simplemente se abordara la
definicion heuristicamente.
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Se trata de estimar una medida de poblacién por una muestra de tamano
1. &l valor de la muestra constituiria la estimacién, y cualquier inferencia
extraida debe basarse necesariamente es este unico valor. Ahora, si se trata de
calcular |la variancia de la muestra con la misma muestra, no se puede hacer.
Esto equivale a decir que una observacion no proporciona informacién acerca
de la variancia. Fara conocer algo sobre la vanancia, se necesitan por lo menos
una muestra con n > 2. Ahora, si n = 2, uno u otro de los dos valores no dice
nada acerca de la variancia: solo un segundo valor proporciona alguna
informacion. Asi la variancia se basa en solo un dato de los dos datos de la
muestra. En este caso, solo hay 2 - 1 = 1 grados de libertad. Aqui, en el calculo
de la variancia, el primer valor no proporciona informacion, y por fanto, se
pierde un grado de libertad. Un grado de libertad es perdido de una muestra de
tamafo n, por lo que el numero de grados de libertad es n- 1.

Alternativamente, se ohserva que cuando se calcula la variancia de la
muestra en términos de desviaciones medidas partiendo de la media de la
muestra, X, se obtiene una suma de n desviaciones al cuadrado Z(X. -%)° ,
que debe obedecer la relacion secundaria o restriccion X, = ¥ . Esto implica
que, si tenemaos la base X y cualesquiera desviaciones n - 1 de ella, la
desviacion n-ésima es determinada automaticamente. Es linealmente
dependiente de otras y, por tanto, no es "libre" para variar. Si las desviaciones
hubieran tomado una p conocida, la n-ésima desviacion seguird siendo
linealmente independiente de las otras n - 1 observaciones. En consecuencia,
una muestra de n desviaciones al cuadrado tomada alrededor de x proporciona
menos informacion atil que el mismo numero de desviaciones medida a partir

de p.

Cuando se dispone de dos 0 mas variancias de muestra calculadas de
muestras al azar independientes (tomadas de la misma poblacién), a menudo
se desea utilizar toda la informacion para estimar la variancia de la poblacidon
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calculando una variancia ponderada, o fusionada. Considerando, por ejemplo,
el caso de dos muestras independientes. Un estimador insesgado de la
variancia de la poblacién puede obtenerse como

Az )
gz - (n, —1)sy +(n, - 1)s;

Para el cual el nimero de grados de libertad es nq + nz - 2 . esto se debe a que
As L . . .

s? tiene ny comparaciones lineales, pero una medida dada, y por tanto, n4 - 1
. . . . . A
comparaciones linealmente independientes; analogamente para s . Por
consiguiente, el numero de comparaciones lineales independientes paragg

definida anteses (n1-1)+(n2-1).

Para generalizar: el namero de grados de libertad representado por 5,
puede considerarse como el namero de elementos que pueden escogerse
libremente, o como el numero de variables que pueden variar libremente; 6
como el nimero de varables independientes. Aqui, ia independencia es
funcional, no estadistica. Dado el tamafio de 1a muestra, el nimero de grados
de libertad es 6 = n - k, donde k es el numero de restricciones para los calculos
de una estadistica ?) que abarca sumas de cuadrados, y las restricciones
pueden ser, por ejemplo, el numero de estimadores requeridos para calcular la
6 en cuestion.

6.3. Distribuciones Chi cuadrado

Si X4, X2, ...., X5 son variables normales estandares independientes, la
suma de los cuadrados de estas variables se dice que es una variable chi

cuadrado , X?, con § grados de libertad. Es decir,

X2 = X2+ X244 X2 (30)
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Hay un numero infinito de distrbuciones chi cuadrado, una
correspondiente a cada entero positivo 8. Una distribucidon chi cuadrado
correspondiente al nimero & se designara por X y se define por la siguiente

densidad:

(XZ )(a rzune (X2 ]

2y _ |
" e

0< X2 <o (31)

8
En esta expresién, la cantidad [1" 2] , que se lee “"funcibn gamma de
8/2" se aplica a un valor que es independiente de & y es [(6/2 -1)!]. Esta funcién
densidad hace que la variable normal parezca simple. Por fortuna, solo se

requiere una comprension completa de ella en la estadistica tedrica.

Ahora se enunciardn las propiedades mas importantes de las
distribuciones chi cuadrado para su uso posterior. Algunas de estas
propiedades pueden ser deducidas de un detenido estudio de la figura 14, que
da las curvas de densidad de distribuciones chi cuadrado para unos pocos

valores escogidos de &.

1.- Si X tiene una distribucién normal estandar, X? tiene una distribucién
X2 con & = 1gl - es decir, X2 .

2-SiXyes -)(521 y X2es X2,y si X1y Xz son independientes, entonces Xi
+ X2 es X2 . Aesto se le llama comunmente propiedad aditiva de las
distribuciones chi cuadrado.

3.- Si X es una variable normal estandar y X i=1,2,..,n, son n
observaciones que constituyen una muestra al azar, siendo cada x
un valor de X, entonces DX se distribuye como XZ .

4.- Si X es una variable n'ormal y si x, son n observaciones que
constituyen una muestra al azar, siendo cada x, un valor de X,
entonces 2 [Xi-p)/c | se distribuye como X2



Se observa que las propiedades 3 y 4 son expresiones equivalentes. En
la propiedad 3 una muestra al azar es escogida de n (0, 1); en la propiedad 4
se toma una muestra al azar de n (p , o), y la operacion de (x, - p}) / o
transforma la propiedad 4 en la propiedad 3.

5.- Una variable chi cuadrado varia en valor de 0 a infinito, porque es la
suma de cuadrados valuados.

6.- Una distribucién chi cuadrado se define cor%pletamente por el numero
de grados de libertad. Si X es X7 , su media y su varancia,
respectivamente, son

E(X)=pr=8 (32)
V(X)=0"=28 (33)

7.- Las distribuciones chi cuadrado son positivamente asimétricas. Sin
embargo, cuando aumenta §, se aproxima a la distribucién normal
n(5, ¥ 25 ). En la practica, las probabilidades chi cuadrado, cuando
d > 30, pueden calcularse empleando aproximadamente normales en
la forma usual.

En el apendice 3 se muestran algunos puntos fractiles escogidos para
distribuciones chi cuadrado para 1 < 6 < 100. Se observa que esta tabla esta en
forma acumulativa y da probabilidades de cola superior para distribuciones chi

cuadrado.

P(X>7.26)=P (7.26 < X3< ) = 0.95
P(X>523)=P(523< X3 <x)=0.99
P (X>25.00) = P (25.00 < X2 < ) = 0.05

Y asi sucesivamente.
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Figura 14 Curvas de distribucion Chi cuadrado para grados de libertad
escogidos

6.4. Distribuciones F

Si Xy, Xz Xs1 ¥ Yq, Y2,...,Yso son variables normales estandares

independientes, la estadistica

_ O+ X2+ +XE )0,

F=
Y2+ Y2 4. 4Y2)/B,

(34)

se dice que tiene una distribucién F con (8., &) grados de libertad. El
numerador y el denominador de (34) son independientes. Resulta que una
variable F es una razén de dos variables chi cuadrado con 8, como el numero
de gl (grados de libertad) para el numerador y con &, como el numero de gl para
el denominador. Asi, una distribucién F puede designarse como Fs15 v se

define por densidad

5,44,
HF) =| ———= F 1+5- O<F <eo (35)

(5 p(3)) 2
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La Unica cosa importante que se debe advertir acerca de esta formidable
expresion es que una distribucion F tiene dos parametros, 85 y 8. Curvas de

densidad para unas pocas distribuciones F escogidas aparecen en la figura 15.

Algunas propiedades importantes de las distribuciones F son las
siguientes:
1. Siendo una razén de dos cantidades al cuadrado, una variable F varia de

valorde 0 a o».

2. Hay una distribucién F por cada par de enteros positivos 8y y 52,

Figura 15. Curvas de distribucion F

3. La media y la variancia de F§, y 8;, respectivamente son

E(F) = 02 Para §,> 2: (36)
5, -2

2525, +06, —2)
5,0, -2)2(5,~4) Para & > 4; (37)

V(F) =

Estas ecuaciones implican que una variable F no tiene media cuando 6; < 2y

que no tiene variancia cuando §; < 4.
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4. Como la distribucion chi cuadrado, una distribucion F es positivamente
asimétrica; pero su asimetria se reduce con los aumentos de &1 Y 62,
5. Si X es Fd y &, entonces Y = 1/X es basicamente F3; , 8,. Esta es la

propiedad reciproca de F distribuciones, y puede expresarse también
exactamente como

F 1
(andd; — Fu.ﬁ,m (38)
donde a ¥ 1 - a designan puntos porcentuales de cola inferior de una

distribucién F, analogas a z, © z1 para distribucion normai.

Puntos porcentuales para la cola derecha de varias distribuciones F en niveles

porcentuales 10, 5y 1 se dan en el apéndice 3. Cuando X es, por ejemplo, Fio7,
entonces

P(X>3.64) = P (F10,7 > 3.64) =0.05
Decir que P (F10,7 > 3.64) =0.05 equivale a decir que
P(0<X<364)=P(0<Fy7<3.64)

= 1-0.05 =0.095,
Yy Foss;i07 = 3.64.

En la figura 16 se ilustra esta relacion.
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Analogamente,

P (F107 > 6.62) = 0.01
P (0 <Fi07<6.62) = 0.99

Se puede usar también el apéndice 4 para hallar los puntos porcentuales de
cola izquierda de distribuciones F siguiendo la propiedad reciproca definida por

(38). Por ejemplo, X es Fs.10, 8¢ puede hacer que Y sea Fqp,1s. De el apéndice 4
se tiene que

P(Y)>254)=P (Fip15>2.54) =0.05

Entonces, por la propiedad reciproca,

11
L _0.0
(Y = 2.54) >

Como 1/Y tiene la misma distribucidn que X, se tiene entonces:

1
p[x < 2_54) = P(F,;,, <0.394)
=0.05

Se puede obtiene el mismo resultado usando (38).

1

F -
0051510 F095’~|015
_ 1 =0.39%4
254

Que dice que P(F1s,10 <0.394 ) = 0.05. Ver figura 17.



Figura 17. Relacion reciproca entre Fis 10 ¥ Fio0,15

6.5. Distribuciones t Student

Si Xo, X4, Xo,...., Xs son 8 + 1 variables normales estandares

independientes, la estadistica
XO
J;(xf+-x§+--~+x§)

ty = (39)

se dice que tiene una distribucion t de Student, o simplemente t, con & grados
de libertad. La variable t es una razén de la variable normal estandar a la raiz
cuadrada de una variable chi cuadrado dividido por su numero de grados de
libertad. Es decir (39) es equivalente a t5 = vz / X5 . Nuevamente, el

numerador y el denominador de (39) son independientes.

Hay una distribucion t correspondiente a cada entero positive. La funcion

densidad para t; se da como

147447
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r(6+1J s
2 [1+t2] 0 <t <o (40)

el

Dos curvas de densidad de densidad para distribuciones t, una con § = 2 y otra

con & = 20, son representadas graficamente contra la distribucién normal

estandar en la figura 18 .

Propiedades importantes de las distribuciones t.

1. Como una variable normal, una variable t varia de valor de - © a «.

2. Una distribucion t es simétrica con
E()=0, para é > 1 (41)

V{)=_38 parad>2 (42)

5-2
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Asi una distribucién t no posee media cuando § = 1 y no posee varniancia

cuando § < 2.

3. Una distribucién t es similar a la distribucion normal estandar porque ambas

varian en valor de - « a «, ambas son simétricas y ambas tienen media cero;
sin embargo, una distribucion t tiene una mayor dispersion gue la distribucion
normal estandar. Esta propiedad puede verse facilimente de la desviacion
estandar de t;, que es V5 / (5-2). Esta cantidad es siempre mayor que 1, pero
se acerca cada vez mas a 1 a medida que aumenta &. En la practica, se

puede tratar como n (0,1) cuando d > 30.
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El apéndice 5, da valores criticos en los extremos de ambas colas de
distribuciones t para algunos puntos porcentuales escogidos. Por ejemplo, si X
es f;, entonces

P(-4.303<X<4303)=P (4.303 <t; <4.303)
=0.95
De esio se tiene que
P (t2 < 4.303) = 0.025

P(t>>4.303)=0.025

Ver figura 18 para 8§ = 2

Analogamente, si X es ty se tiene
P (-2.845 <t < 2.845) = 0.99,
P (tzp < -2.845) = 0.005,
P (tzo > 2.845) = 0.005,
P (tx >2.528)=0.01,
P (to <-1.725)=0.05,

Y asi sucesivamente. En realidad, los encabezados columnares de el apéndice
5 son niveles de significacion para pruebas bilaterales. Las anotaciones en el
cuerpo son los valares criticos de t; para tales pruebas. Si se desea tener una
prueba de una sola cola con, por ejemplo, o = 0.05, el valor critico se halla en la
columna con 2a = 0.10 para el numero apropiado de gl. Por ejemplo, para
P (tzo < - 1.725) = 0.05, el numero -1.725 se halla en la columna encabezada
por 0.10 correspondiente a & = 20.
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Figura 18 Comparacion de distribuciones t como la distribucién normal estandar
para d=2 y d=20



CAPITULO 7

TEORIA CLASICA DE LA PRUEBA

7.1. Hipotesis estadisticas

Una hipotesis estadistica, en términos formales, es un supuesto acerca
de la distribucion de una variable aleatoria. Se puede especificar una hipotesis
dando el tipo de distribucién y el valor o los valores del parametro o los
parametros que la definen. Ejemplos de este tipo de hipotesis serian:

1. X esta normalmente distribuida con n =100 y o = 10.

2. Y es una variable binomial con ¢ = 0.25.

Pero en la practica, la distribucion de la poblacién es a menudo implicitamente
supuesta, especificandose una hipétesis con el valor o los valores del
parametro. Ejemplos de este tipo de hipotesis son

3. La tasa salarial media de los obreros de la industria del automoévil es $185
por semana, es decir, u = $185 por semana.

4. La fraccidén de unidades defectuosas de produccion por cierto proceso es
igual o menor de 5 por 100; es decir, » < 0.05.
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Una hipdtesis estadistica puede considerarse como un conjunto de hipétesis
"elementales”. A este respecto, una hipotesis estadistica puede ser simple o
compuesta. Una hipdtesis simple es una especificacion completa de una
distribucion de probabilidades. La hipdtesis (1) antenor es tal hipétesis, porque
con la informacién que confiene se puede escribir la funcion de densidad
especifica de X. Una hipétesis compuesta es cualquier hipdtesis estadistica que
no es una hipoétesis simple. La hipétesis (2) anterior es una ilustracién de esto,
porqué la distribucion de Y no es completamente definida sin la especificacidn

den.

Puede definirse también una hipdtesis simple como aquella que solo
contiene un estado, o elemento, del conjunto de parametros. En contraste, una
hipotesis compuesta es aguella que contiene dos 0 mas estados, 0 elementos,
del conjunto de parametros. Asi, la hipotesis (3) es simple, mientras que la
hipétesis (4) es compuesta.

En general, se considera que una hipétesis compuesta estd constituida por
el conjunto de todas las hipdtesis simples compatibles con ella. Por tanto, la
hipétesis n < 0.05, por ejemplo, ha de ser interpretada como "compuesta” de
todas las hipotesis simples de la forma n = np, donde =g s cualquier numero de
0 a 0.05. Cuando se dice que una hipétesis compuesta es verdadera se quiere
decir que aiguna de las hipodtesis simples que la constituyen es verdadera.

Una forma comoda de especificar lo que se requiere de un procedimiento
de prueba es concentrar la atenciéon en dos conjuntos posibles de valores del
parametro, 0 dos hipétesis estadisticas, a tal par de conjuntos se le llama,
respectivamente, hipétesis nula, designada por Hg, e hipétesis alternativa,
designada por Hi. Aqui Ho es el conjunto de hipétesis simples que, si cualquiera
de ellas es cierta, haria ag (aceptando Hp y actuando de acuerdo con ello) un
acto mejor, Hy es el conjunto de hip6tesis simples que, si cualquiera de ellas es
cierta, haria a1 (rechazando Hp o aceptando H, y actuando de acuerdo con ello)
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un acto mejor. Asi, la eleccion entre ag y a; se ascocia con la aceptacion o
rechazo de Ho.

Las designaciones entre las hipotesis nula y aiternativa son arbitrarias.
Pero, tipicamente, la hipotesis nula es especificada en una forma exacta, tal
como "no hay diferencia en ingreso medio entre médicos y profesores”, el
proceso de produccion estad bajo control” o " no ha habido aumento real del
ingreso per capita en la India desde que llegé a la independencia”. En otras
palabras, una hipdtesis nula “"nulifica” el efecto de un “"tratamiento" vy
corresponde a la ausencia de efectos de la variable que se investiga. La
hipétesis alternativa generalmente es formulada con menos precision: a
menudo se especifica como una varacién de valores que prevaleceria si la
variable que se estudia ejercié algun efecto. Asi, la hipétesis nula se especifica
con frecuencia en una forma opuesta a la que se supone cierta, y la alternativa

es expresada como la opuesta a la hipdtesis nula.

En la terminolcgia de prueba, hablamos de probar la hipotesis nula
contra una alternativa en el supuesto tentativo de que la hipotesis nula es cierta.
Pero se debe comprender que realmente se esta tomando una decision entre
dos acciones, o entre Ho y Hi. Hay tres tipos principales de pruebas, cada uno
de los cuales es identificado por la forma en que se formulan Hg y Hi. Primero,
hay una prueba de doble cola dos lados, para la cual las hipotesis son de la
siguiente forma:

Ho:0=00, Hy:0=20g

Este tipo de prueba es apropiadoe si se tiene presente que el valor de un
parametro puede ser demasiado pequefio ¢ demasiado grande para algun fin
especifico. Se tiene, por ejemplo, que es producida una pieza de maquina y que
ha de ser acoplada a otras piezas para montar una maguina completa. Una de
las dimensiones criticas, por ejemplo la longitud, de esta pieza es especificada
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como de una medida de 2.5 pulgadas. Si la pieza es demasiado corta o
demasiado larga (de acuerdo con limites de tolerancia especificados), puede
gue no encaje y sea inutil. Asi el productor debe probar el siguiente par de
hipotesis de cuando en cuando con datos de muestra para ver si el proceso de
fabricacién esta bajo control o no:
Ho: p=2.5, ao. el proceso esta bajo control;
Hiip=25, a4 el proceso esta fuera de control
y debe emprenderse una accion
correctiva.

Segundo, hay la prueba de cola inferior, 0 cola izquierda, para la cual
pueden formularse hipétesis en una de las dos formas:

1. HoiB?_’_@@, H129<9{)
2. Hi6=063 Hi:6=063-a,paraa>0.

Este tipo de prueba se emplea cuando €l valor de un parametro no es
bastante pequeno para algun objeto especifico. Se tiene, por ejemplo, que ha
quedado bien establecido por los cientificos meédicos que si el contenido medio
de nicotina de los cigarrillos es de 25 miligramos o mas, es probable que el
fumador contraiga cancer. Pero si el contenido de nicotina medio es menor de
25 miligramos, el usuario se encuentra relativamente seguro. Se supone que se
tiene un fumador habitual y esta dispuesto a amiesgar su vida; ciertamente,
debe tratar de encontrar una marca de cigarrillos cuyo contenido medio de
nicotina sea menor de 25 miligramos. En este caso, debe formular sus hipotesis
como sigue:

Ho: pu > 25, ag: No compre la marca;

Hiy: p < 25, a1: compre la marca.

El tercer tipo de prueba se llama prueba de cola superior, o cola derecha.

Aqui, las hipotesis suelen expresarse en dos formas generales como sigue:
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1. Ho8<0g, Hi:0>0
2.H:0=8p, Hi:0=060+a,paraa>0.

Se usa este tipo de pruebas cuando se tiene duda de que el valor de un
parametro sea bastante grande para algunas metas predeterminadas. Para
construir un puente, por ejemplo, una firma de construccién necesita cables de
acero que tengan una resistencia media a [a rotura de mas de 10 000 libras.
Para decidir si debe adquirirse una marca determinada de cables de acero,
serian apropiadas las siguientes hipotesis:

Ho: 1 < 10,000, aop. ho compre ta marca;

Hi: p> 10,000, a1. compre la marca.

Deben observarse varias precauciones acerca de las designaciones de
Hoy H4. Primero, las pruebas del tipo segundo y tercero, por razones obvias, se
llaman pruebas de una sola cola o de un lado. Segundo, aunque Hg y H+ s0ON
siempre mutuamente exclusivas, no es necesario que aparezcan
colectivamente exhaustivas. Es decir, {0 € Ho} v {6 € Hi} son conjuntos
desunidos, pero {8 € Hg} U {6 € H.} no agotan necesarnamente todos los valores
posibles del estado (0 parametro). (Aunque puede suponerse que Hoy Hj son
en realidad colectivamente exhaustivos aun si no lo parecen.) Tercerqg, la
practica clasica de formular hipdtesis estadisticas simples, tal como p = 50 o
n = 0.25, etc. Para variables aleatorias continuas puede ser de dudosa

correccion.
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7.2. Errores y riesgos de la prueba

La practica de probar [a hipétesis nula contra una alternativa sobre la
base de informacién obtenida de muestra conducira a dos tipos posibles de
errores, debido a fluctuaciones al azar en el muestreo. Por una parte, la
hipotesis nuia es en realidad cierta, pero como los datos de la muestra son
incompatibles con ella, es rechazada. El error de rechazar una HQO cierta se
conoce como error de la primera clase, o error de tipo |. Evidentemente, cuando
cometemos uno u otro tipo de errores somos inducidos a escoger el acto

inapropiado. (Ver cuadro 2).
Las probabilidades de cometer errores del tipo | y del tipo Il pueden
considerarse como los riesgos de decisiones incorrectas. Precisamente, la

probabilidad maxima de cometer un error del tipo | se llama nivel de

significacion y se representa porao. Y
a=max P () = max P (a1 | Ho) = max P (H1 | Hg).

La probabilidad maxima de cometer un error del tipo Il no tiene nombre

especial, pero se designa universalmente por p. Y
B=maxP (ll) = max P (a1 | Hy) = max P (Hy | Hy).

Muchas veces, a ¥  no indican probabilidades maximas, sino meras

probabilidades. El contexto indicara qué significado pretende darseaa y p.

Se observa que los riesgos a y B son probabilidades condicionales y que

estan estrechamente relacionados. En particular, cuando el tamario de la
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Accion emprendida sobre Estado de naturaleza
la base de las datos de la 8 € Hy 0 € H,
muestra
Ag: acepte HO Acto correcto Error de tipo il
Ay rechace HO Error de tipo | Acto correcto

Tabla 1 Errores y decisiones de tipo | y tipo |l

muestra es fijo, a y B varian inversamente al variar el "valor critico”; cuando se
aleja de un peligro, aumenta el otro peligro. Debido a esta relacién, un
estadistico clasico a menudo puede dirigir una prueba especificando o sola sin
la evaluacion explicita de B. Pero, idealmente, deben especificarse los riesgos
de cometer ambos tipos de errores que se desea asumir en una situacion dada
de prueba. Se hace esto permitiendo variar el tamafio de la muestra y
escogiendo el tamano de [a muestra que puede satisfacer ambas
especificaciones. A continuacién, se introducira primero el procedimiento de
prueba de especificar a sola en el supuesto de un tamano de muestra fijo, luego
la evaluacion explicita de B, finalmente la determinacién de un tamano de

muestra dados valores especificos de a y B.

Cuando solo ha de especificarse riesgo o, generalmente se fija en cierto
vaior convencional tal como 0.05 ¢ 0.01. Estos dos numeros son usados tan
frecuentemente qtj.e cuando Hg es rechazada en a=0.05, se puede decir que el
resultado es "significativo”, y cuando Hp es rechazada en «=0.01, y que el
resultado es "altamente significativo”. Estas dos descripciones son usadas sin
definiciones explicitas, pero el término "significativo” tiene un significado preciso
al emplearlo aqui. La nocion de "nivel de significacion” indica meramente que
una prueba estadistica evalua el "significado” del resuitado de la muestra
comparado con el supuesto contenido en la hipétesis nula. Ademas, cuando

una hipétesis nula es rechazada en, por ejemplo o = 0.05, significa que podria



esperarse que los resultados de ta muestra causaran rechazo de las verdaderas
hipétesis nuias S por 100 de las veces a largo plazo. Similares interpretaciones

pueden darse a otros valores de «.

En cuanto a si el riesgo o debe ser 0.05 6 0.01, o algin otro valor, los
estadisticos clasicos no dan respuestas definitivas porque sostienen que esto
es principalmente una decisidon de la gerencia y no la prerrogativa del
estadistico. Sin embargo, cuando se le pide consejo a un estadistico, se han

seguido dos reglas aproximadas.

1. Si se tiene un alto grado de creencia en la correccién de Ho, debe
asigharse una pequefa probabilidad de rechazara cuando es
realmente cierta; es decir, debe fijara en 0.01 o un valor mas
pequefio. Si se cree muy firmemente que Hg es cierta, debe ser
aceptada, a menos que haya fuerte evidencia de lo contrario. Por
supuesto, esto indica que si se tiene un alto grado de creencia en la
correccion de H4, debe fijarse o en 0.05 o aun en valores mucho mas
altos. Pero este procedimiento esta sujeto a severa critica por los
partidarios de la teoria clasica de probabilidades u objetivistas.
Afirman que el investigador puede cargar la interpretacion de los
resuitados de su muestra de tal forma que una hipdtesis nula
vitualmente nunca puede ser rechazada, cualquiera que sea la
evidencia de la muestra, simplemente fijando « bastante cerca de
cero, cuando el investigador desee aceptar su hipdtesis nula. Y, sin
duda, el investigador puede hacerse exactamente eso. Los
objetivistas dicen con gran vigor que la prueba de la muestra debe
hablar por si misma y no debe ser sometida a ser enterada o
tdesplazada por conceptos preconcebidos sobre la poblacion de la
gue fue extraida la muestra. Se considera que hay mérito en esta
posicién y, en lo sucesivo, solo se usara el procedimiento mencionado

a continuacion.
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2. Cuando un rechazo erréneo de Hp seria costoso o grave, el riesgo a
debe ser pequefno; cuando una aceptacion erroénea de Hp seria
costosa o grave, el riesgo p debe ser pequefio (o debe fijarse a en un
nivel aito tal como 0.25 y adn 0.75).

Por desgracia los criterios expuestos arriba son muy elusivos en el
sentido de que, dentro del contexto de decision clasico, no se ha establecido

ninguna norma objetiva para medir las consecuencias de decisiones erréneas.

7.3. Estadisticas de prueba y reglas sobre decisiones

Puesto que la eleccién entre Hy y Hy de hacerse basandose en pruebas
de muestra, es necesario escoger una funcidon de las n cobservaciones de
muestra como estadistica de prueba. En general, la estadistica de prueba debe
ser una cuya distribucidn por muestrea sea conocida en el supuesto de que la
hipétesis nula es cierta. La estadistica de prueba generaimente resuita el
estimador convencional del parametro previsto en Hq. Por ejemplo, dado gue Hp
es de la forma, por ejemplo p = 100, y que la desviacion estandar de la
poblacion es, por ejemplo 10, la media de la muestra debe ser escogida como
la estadistica de prueba. Esta eleccion es apropiada porque si u = 100 es cierta,
la distribucién de X sera normal (porque la poblacién es normal o porque el
teorema de limite &entral es operativo), con E(x) = n =100y oz=10/ Vn.

El hecho de que la distribucidn por muestreo de la estadistica de prueba
es definida completamente en el supuesto de que Hp es verdadera proporciona
un criterio para evaluar la validez de Hy dado el resultado de una muestra
particular. Por ejemplo, si la media de la muestra difiere en una cantidad grande
de la media de la poblacién especificada en Hyg, y st Hp todavia es considerada
como cierta, se deduce que la media de la muestra debe ser uno de los valores
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extremos de la distribuciéon por muestreo cuya expectativa es pp. Pero una
diferencia tan grande no puede explicarse razonablemente por vanaciones
casuales en el muestreo al azar solamente; es muy probable que la muestra fue
extraida de una poblacién diferente. La evidencia de la muestra permite dudar
mucho de [a correccion de Hp y, por consiguiente, rechazarla. Pero si la media
de la muestra difiere de pp en una cantidad bastante pequefa, se dice que la
diferencia puede ser facilmente el resultado de variaciones casuales, la media
de la muestra no es incompatible con Hg, y Hg no puede ser rechazada con tal
evidencia de la muestra.

Para generalizar: Una estadistica de prueba 6 es una variable aleatoria
cuya distribucién es conocida, en el supuestoe (tentativo) de que la hipotesis nula
6 = 0g es cierta. Reglas de decision sobre la aceptacion o rechazo de Hp pueden
ser establecidas entonces respecto a la amplitud de (i y un resultado particular
de la muestra. Se hace esto clasificando la amplitud de © en dos subconjuntos
desunidos, R, la regién de rechazo, o la regién critica, que contiene los
resultados menos favorables a Hg, y A, la region de aceptacion, que contiene
los resultados mas favorables a Hy, tales que si & € R, rechazamos Ho, y i o€
A, aceptamos Hy. El valor de 0 que separa R de A se llama valor critico de la
estadistica de prueba, representado por Dc. (A veces, hay mas de un valor
critico.). El valor de éc en cualquier prueba con tamano fijo muestra y riesgo a
depende de la forma de la hipétesis alternativa, del tamafno del nesgo a o del
nivel de significacion, y de la distribucién de la estadistica de prueba. En toda
esta parte se supondra que la distribucién de D es normal y que © es insesgada.
Ahora se demostrara como ha de ser hallado el valor critico de 1a estadistica de
prueba para cada uno de los tres tipos de pruebas mencionadas anteriormente.

Primero, se considera la prueba de la cola superior. En este caso, se
probara Hp. 6 < 8¢ contra Hi. 6 > 69, Naturalmente, la validez de Hp ha de ser

apoyada por pequenos valores de 8 solamente; es decir, la region de rechazo
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sé encuentra en la cola derecha de la distribucion de 8, como se ilustra por la
figura 19. Asi, dado el nivel de significacion, se determina el valor de 6; de

modo que P (E] >0 ¢l B9) = a. Esta condicion es satisfecha con
Bc= 00 +2Z1 08 (43)

donde z es una variable normal estandar y z1., es el valor de la variable normal
estandar que separa R (region de rechazo) de A (regién de aceptacion). Por
ejemplo, si o = 0.05, entonces z,.4, =1.65; si a = 0.01, entonces z,,, =2.33. El
término z,, es el valor de zy en la ecuacion P (Z < z; ) =1 - a. Asi, cuando se
ocupa de una prueba de cola derecha, la regla de decision es: rechazar Hg si, y
solosi O.= 0O ; en otfro caso, aceptar Hp. Puesto que, en (43), z es una variable
normal estandar, est regla de decision también puede enunciarse en una forma
mas conveniente "estandarizando" la estadistica de la prueba, rechace Hp si, v

solo si,

A

0-00>Z14 (44)

Figura 19 Regiones de rechazo para probar 8< 6, contra 6> 6 en ¢=0.05, 0.01
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Luego , en el caso de una prueba de cola izquierda, se probara Ho: 6 > 65
contra Hq: 8 < 69 Ahora solo valores grandes de 0 apoyarian la validez de HO, y
la regién de rechazo se encontraria en la cola izquierda de la distribucion de 64,
como se representa el la figura 20. Por tanto, el valor critico debe ser escogido

de modo que P (0A < 67| 8p) = a. Esto queda satisfecho si

Brc= B0 +2, 00 (45)
donde z, es el valor critico -el valor que separa R de A. Nuevamente, si o =
0.05, entonces z, = -1.85; si a = 0.01, entonces z, = -2.33. Por tanto, para una
prueba de cola izquierda la regla de decision es: rechace Hp si, y $010 si, 9 < O;
en atro caso, acepte Hp. Alternativamente , este criterio puede enunciarse en
términos de la variable normal estandar scla como: rechace Hp si, y solo si,

Or-09>24 (46)

Cor
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nes de rechazo para probar 0> 6, contra 6 < 6o en «=0.05, 0.01



Finalmente, para una prueba de dos lados, la evaluacion sera entre
Ho: 8 = 8¢9 vy Hi: 6 # 8 0. En este caso, valores grandes y pequerios de la
estadistica de prueba tienden a apoyar la validez de Hy. La convencién es
dividir 1a regidn critica en dos partes iguales que son ias dos colas de la funcién
densidad de 6 representada en la figura 21. Ahora dos valores criticos, ém y
e, en vez de uno solo, por determinar. Es facil ver de la exposicién antenor

que, dado un riesgo «,
Be1= 00+ Zo2 6B (47)
0c2= B0+ 2Zian 0h (48)
para estas expresiones, sia = 0.05 = z,,=- 196y z,-,»= +1.96; si a = 0.01,
Z,n=-2.58 y z-,p = +2.58. con estas consideraciones, se formula la tercera

regla de decisién como: rechace Hp si, y solo si, 8 < B00> Be2; en otro caso,

aceptar Hy. Equivalentemente, se puede afirmar: rechazar H, si, y solo si,

_fj_ﬂ? Zan (49)
o
)
8-00>21w (50)
. o

Para recapitular lo anterior, puede indicarse que el procedimiento de
prueba clasico, para tamafio fijo de muestra, implica |0s siguientes pasos:

1. Formular hipotesis de acuerdo con &l problema que se tiene ante si.

2. Escoger un nivel de significacion, o riesgo «, con referencia al juicio propio
sobre los "costos" relativos de las consecuencias de cometer las errores de
tipo | y tipo il.
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Figura 21 Regiones de rechazo para probar 6 = 8y contra 8 # 8; en «=0.05, 0.01
Se puede observar que solo se han dado valores de z para los diversos tipos de
pruebas con o = 0.05, 0.01. los valores de z con otros niveles de significacion

pueden hallarse facilmente en el apéndice1.

3. Escoger la estadistica de prueba cuya distribuciéon por muestreo es conocida
en el supuesto de que Hq sea cierta; es decir, la estadistica de prueba tiene
la funcién de probabilidad condicional de la forma f(?a I 6:).

4. Establecer la regla de decisidon que depende de la forma de la hipdtesis
alternativa y el nivel de significacion. Esto supone la determinacion del valor o
los valores criticos de z.

5. Calcular los valores de la estadistica de prueba y el error estandar de la
estadistica de prueba partiendo de una muestra al azar, de modo que la
estadistica de prueba estandarizada pueda ser comparada con el valor o los
valores criticos de z.

6. Decidir rechazar Ho (0 tomar as} si 8 0 z es un miembro de R, o aceptar Hy

(o tomar ag) si 8 0 z es un miembro de A.



En relacién con la conclusién o decision inferencial final, debe tenerse
presente que las pruebas estadisticas estan sujetas a errores y, por
consiguiente, no pueden probar nada acerca de poblaciones. Si la regla que
define la prueba dirige a rechazar Hg;, en un caso dado, no significa

necesariamente que Hp sea falsa.

Ni tampoco ha de creerse que Hg sea falsa.

Es requerido a actuar como si fuera falsa, asumiendo con ello el riesgo

de una decision erronea.
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CAPITULO 8

ESTADISTICA NO PARAMETRICA

8.1. Pruebas de aleatoniedad

Dos preguntas frecuentemente encontradas en aplicaciones estadisticas
son:
1) ¢Es la muestra una muestra al azar?,
2) 2) ¢ Es este proceso un proceso al azar?.

La primera pregunta puede ser contestada solamente examinando el
método de eleccion - no los resultados de la muestra mismas -. Si se asignan
nimeros de serie a miembros del conjunto y se usan digitos al azar para
numeros de serie escogidos, la muestra es una muestra al azar, con tal, por
supuesto, de que no se cometan errores durante este procedimiento. La
segunda pregunta surge cuando se desea conocer si una muestra que ge sabe
no fue escogida al azar puede ser tratada como si fuera una muestra al azar.
Un ejemplo de tales datos seria el nimero de piezas defectuosas producidas
cada dia por una maquina recién instalada. Suponiendo que el numero total de
piezas producidas cada dia es una constante, podemos trabajar entonces con
el nimero de piezas defectuosas o la proporcion de piezas defectuosas, para

70



control de calidad. Hipotéticamente, a juicio del capataz y de los ingenieros
supervisores, la maquina ha sido apropiadamente instalada y ajustada, y debe
producir en la forma que ha de producir el resto de su vida util. Se puede
entonces reunir datos de unas pocas semanas sobre el numero de piezas
defectuosas y ver si estos datos se comportan como una serie al azar. La
pregunta es si este proceso es al azar. No se puede esperar contestar
plenamente esta pregunta, porque no hay limite a los aspectos de aleatoriedad
que deben ser probados antes de que los datos hayan sido "completamente”
probados en cuanto a aleatoriedad. Pero se pueden probar algunos aspectos
de |la aleatoriedad. La hipétesis nula es que los datos son extracciones

independientes al azar de una poblacién estable.

Este capitulo muestra dos pruebas no paramétricas sencillas de
aleatoriedad basadas en €| concepto de "series":
1) Series por encima y por debajo de 1a mediana, y
2) Series arriba y abajo.

8.1.1. Series por encima y por debajo de la mediana.

Se tiene una muestra de, por ejemplo 26 cbservaciones reunidas en el
siguiente orden:

97,89,25,81,11,83,16,96,44,32,98,19,68,
- 33,25,54,74,82,17,49,33,22,62,20,92,80

La mediana es (54+49)/20 = 51.5. Se busca ahora si cada observacion
estd arriba o abajo del valor de esta mediana. Si esta arriba de la mediana, ae
marca como a, y si estd debajo de |a mediana se marca como b. Para la
muestra anterior, tenemos la siguiente sucesionde a y b:

aa-b-a-b-a-b-a-bb-a-b-a-bb-aaa-bbbb-a-b-aa
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Cada sucesion de a 6 b, no interrumpida por la otra letra, es una serie, y
tenemos entonces 17 series para nuestros datos.

Ahora, el nimero de series arriba y debajo de la mediana es una variable
aleatoria. Por la hipdtesis nula, R es distribuida aproximada y normalmente
para n>25 con:

E(R)=n+2 (51)
2
Y
V(R)= n{n-2) (52)
4(n-1)

La hipétesis alternativa es a menudo de la variedad de cola izquierda.
Esto es especialmente apropiado si se considera agrupacion de observaciones
semejantes, es decir, demasiado pocas series, porque tal situacién con
frecuencia indica un cambio de la media de la poblacion. Ocasionalmente
puede que se desee efectuar una prueba de cola derecha para buscar
oscilaciones sistematicas arriba y debajo de la mediana de una observacion o
otra. Cuando no tenemos ideas especificas, excepto que H; debe ser lo
opuesto de Hp, podemos proceder entonces a hacer una prueba de dos lados.
En todo caso, |a estadistica de prueba es:

(53)
Se tiene una prueba de dos lados para nuestros datos ilustrativos en
a=0.01; se tiene;
E(R)=26+2 = 14;
2
V(R)=26(26-2) = 6.24;
4(26-1}
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Puesto que el valor observado de z se encuentra entre -2.58 y + 2.58, Ho
no puede ser rechazada en el nivel de significacion de 1 por 100. La maquina
esta produciendo piezas defectuosas al azar, independientemente, y a un ritmo
estable, por la informacién que podemos obtener de esta prueba.

Cuando hay valores de muestra ligados al valor de la mediana (iguales a
ella) pueden ser despreciados, de modo que el nimero de series y el tamafio
de la muestra se reduzcan, o puede asignarseles a ¢ b por un proceso al azar
tal como el lanzamiento de una moneda. Nada se dijo acerca de la forma de la
distribucion de la poblacion.

8.1.2. Series arriba y abajo

Una prueba para series arriba y abajo es similar a la prueba anterior.
Dada una muestra de n observaciones registradas en el orden obtenido,
colocando un signo (+) o un signo (-) entre cada par de observaciones
sucesivas, segun si la dltima observacion es mayor 0 menor que la observacion
anterior, Ahora, cada serie de + 0 -, no interrumpida por el otro signo, se cuenta
como una serie. Por ejemplo, usando los mismos datos que la muestra
tenemos:

~—tetrtact ottt Attt ot

un total de 19 series. Estos signos son determinados entre dos observaciones
sucesivas, y hay (n-1) de tales signos para una muestra de tamafio n.
Nuevamente pueden ser rotos por un proceso aleatorio.

Por la hipdtesis nula, R es distribuida aproximada y normalmente para
n > 20 con

E(R) = (1/3)(2n-1) (54)
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V(R) = (1/90)(16n-29) (55)
La estadistica de prueba es

(56)

Suponiendo que se va a probar contra una alternativa de cola izquierda, con los
datos ilustrativos, en a=0.01, entonces

R=19
E(R) = 1/3 [2(26)-1] =17
V(R) = 1/90 [16(26)-29] =4.3

Se tiene que 0.96 > -2.33, y la aleatoriedad es aceptada en ¢=0.01

8.2. La razén Von Neumann: Una prueba de independencia

Las pruebas de independencia son iguales que las pruebas de
aleatoriedad. El procedimiento llamado la razén de Von Neumann para probar
aleatoriedad (independencia) en datos de series de tiempo.

Los datos comerciales y econdémicos ordenados en secuencias de
tiempo se conocen como muestras no al azar. A menudo, una cbservacion
sobre precio, produccién, ingreso nacional, etc., para un mes © ano es
estadisticamente dependiente, en cierto grado, del valor de dicha variable en el
periodo de tiempo anterior. Esta relacion de dependencia o "desplazamientos"
entre términos sucesivos de una sene cronoldgica se llama correlacion serial. A

veces, se emplean también los términos autocomrelacion y correlacion de



desplazamiento para esta relacion de dependencia. Cuando se hace una
distincion, a menudo se considera la autocorrelacidon como relacion de
desplazamiento de la poblacién, correlacion serial significa relacién de
desplazamiento en una muestra, y cormrelacidn de desplazamiento significa la
relacion de desplazamiento entre dos senies cronologicas diferentes. Sin
embargo, éstos términos se usan mucho indistintamente y esta es la practica
que se adoptara.

Una cuestiéon clave en las pruebas de una correlacion senal es si
P(Xi+1=a | Xi=b) = P(Xi+1=a). Si las probabilidades son iguales para todos los
valores de i, no hay correlacion serial, en o que se refiere a esta prueba. La
cuestion clave es si el conocimiento del valor de la i-ésima observacion ayuda a
predecir el valor de la (i+1)-ésima observacion. Si ayuda, la correlacion serial
esta claramente presente. Si no ayuda, la correlacién serial esta ausente en lo
que se refiere a esta prueba. Por ejemplo, al checar repetidamente en dado
periecto, el conocimiento de que la 64-esima echada fué cincoe no nos ayuda
nada a predecir el resultado de la 65-ésima echada. P(X65=a|X64=5) =
P(X65=a) = 1/6 para cada valor de a. La correlacion serial esta ausente en esta
prueba.

La versidn general de la cuestion clave no restringe el desplazamiento a
solo una observacion. Es decir, la version general pregunta si P(Xi+j=a| Xi=b) =
P(Xi+j=a) para todas las iy j, j 1. Si es asi, la correlacion serial esta ausente.
Si, para cualesquiera valores de i y j, las probabilidades son desiguales, la
correlacion senal gsta presente.

Si la correlacion seral esta presente, puede ser "positiva” 0 "negativa”.
Hablando intuiivamente, correlacidon senal positiva significa que una
observacidn alta es probable que vaya seguida de otra observacion alta y una
observacién baja es probable que vaya seguida de otra observacidn baja.
Correlacion serial negativa significa que una observacion extraordinariamente
alta es probable que vaya seguida de una observacion extraordinariamente
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baja, y una abservacion extraordinariamente baja es probable que vaya seguida
de una observacion extraordinariamente baja. Podria considerarse que tales
conjuntos de datos son raros, pero e€n cualquier caso existen. Puede haber una
explicacidn obvia para tales datos, que a menudo supone un proceso correctivo
que no es ajustado apropiadamente.

La prueba de independencia por la razén Von Neumman se basa en la
diferencia entre medias sucesivas elevadas al cuadrado definida comao sigue:

K—32
T2 (57)
Y
Donde
2_ 1 82
5= 120
y

1 — 2
s; = HZ(y, -¥)

Como queda implicito por la definicion de &% la razén K esta
estrechamente relacionada con la variancia de las diferencias entre
observaciones sucesivas, Cuando estas diferencias son pequefias, resultara
una K pequena y se indica una correlacidn serial positiva. Cuando estas
diferencias son grandes, resultara una K grande y se revela una correlacion
serial negativa. Asi, valores muy grandes y muy pequeiios de K nos conducirian
a rechazar la aleaforiedad o la independencia.

Para efectuar la prueba de independencia por la razén de Von Neumman,
puede usarse la tabla presentada en el apéndice 6. Esta tabla da tos puntos 5
por 100 y 1 por 100 de la distribucién de K. Da dos valores criticos, k y k', para
cada nivel de significacién y cada tamano de muestra.
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8.3. La prueba chi cuadrado sobre frecuencias

Chi cuadrado es una estadistica asombrosamente ttil. Ademas de su uso
para inferencia con variancias, también puede ser usada para probar cualquier
hipétesis relativa a datos categoéricos, de los cuales la forma binomial solo €s un
caso especial. Aqui se muestran datos categéricos constituidos por frecuencias
absolutas que ocurren en las diversas clases o compartimentos de una tabla de
clasificaciones simples o muitiples. Debido a las diferencias en clasificacion y en
razones para probar, las pruebas chi cuadrado pueden ser clasificadas como:.
pruebas de bondad de ajuste, la independencia de tablas de clasificacion
cruzada (o contingencia), y homogeneidad.

Generalmente, con una prueba chi cuadrado se formula primero la
hipotesis nula con que son determinadas las frecuencias esperadas, o teéricas.
Después, con los datos de la muestra se establecen las frecuencias
observadas. A continuacién, se comparan estos dos conjuntos de frecuencias
tomando diferencias entre ellos. Finalmente, sobre la base de estas diferencias,
se especifica un criterio de decisidn para juzgar si las frecuencias observadas,
en promedio, divergen significativamente de las diferencias esperadas. Se
busca determinar, como un criterio apropiado, si estas diferencias se deben a
variaciones casuales en el muestreo al azar. Si es asi, la hipétesis nula es
aceptada; en otro caso, es rechazada.

Para este grupo de problemas puede demostrarse que la suma de la
razon de las diferencias al cuadrado entre frecuencias observadas,
representada por o, y las frecuencias esperadas, representado por e, a las

frecuencias esperadas es distribuida aproximadamente como una variable chi

cuadrado, Es decir, , K (Oi_e_)z

Xy =% : (58)
. c.
1=1 i
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es distribuida aproximadamente como chi cuadrado, con grados de libertad
iguales al numero de clases o categorias comparadas, menos el namero de
restricciones impuestas a la comparacion. Mas precisamente, por la ecuacién
anterior, 5=k-1 si se puede calcular frecuencias esperadas sin tener que estimar
parametros de poblacion o estadistica de muestra. Aqui, k es el numero de
clases; asi, si conociendo K-1 de las diferencias esperadas, la frecuencia
restante es determinada singularmente porque hay que satisfacer la condicion
de que, ) o,= Y e, =n donde n es el tamafio de la muestra o frecuencia total.
Sin embafgo. tenemos 5=k-1-m si se pueden calcular las frecuencias esperadas

solo después de estimar m parametros de poblacion por estadisticas de
muestra.

Pueden hacerse aqui tres observaciones en relacién con el uso de [a
formula (58) para varios tipos de pruebas chi cuadrado. Primero, cuando §=1,
especiaimente cuando la frecuencia total es muy pequefia, por ejemplo, menor
de 50, es aconsejable introducir un factor de correccidon de continuidad de 1/2 al

calcular el valor de chi cuadrado. Es decir, cuando =1 se modifica la ecuacién
(58) como sigue:

2

k (o. -e.l-112) B

x§-=_zld1 ! oo -l 212 (59)
1= .

1

Cuando |o, - e | < 1/2, tomamos |0, - & |- 1/2 como igual a cero. Teniendo
presente esto (59§ se aplica a todas las o,y e. Segundo, como regla empirica
debe haber por o menos c¢inco datos en cada clase de frecuencia tedrica. La
finalidad en esté caso es asegurar que la aproximacién chi cuadrado es buena,
es decir, que realmente se aplica la tabla chi cuadrado. En una situacion en la
que una o mas clases tienen frecuencias tedricas menores de 5, se combinan
categorias antes de calcular las diferencias, 0; - e;. Al hacerlo asi, es importante
recordar que el numero de grados de libertad es determinado con el numero de

clases después de la reagrupacion. Por ejemplo, si el numero inicial es diez
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clases y tres de estas tienen pequefias frecuencias teéricas, se pueden reunir
estas tres clases en una y obtenemos k=8 clases que comparar. Tenemaos, o,y

ei deben ser frecuencias absolutas, no frecuencias relativas o cualquier clase de
densidad.

Se considera ahora la aplicacién de chi cuadrado a hipotesis de prueba
acerca de frecuencias.

8.3.1. Prueba de la bondad del ajuste

En muchas situaciones problematicas las condiciones prevalecientes
hacen que parezca razonable que la poblacién siga un modelo de probabilidad
especifico, sin embargo, es benéfico efectuar un procedimiento de prueba
estadistica para substanciar la suficiencia de tal modelo. Suponiendo la
normalidad en los datos. Se duda del supuesto de normalidad y se busca un
procedimiento apropiado para aprobarlo o desaprobarlo. El procedimiento
estadistico empleado para este objeto se llama prueba de bondad del ajuste.

Comienza, como lo hace el procedimiento general de prueba, formulando
la hipotesis nula de que una poblacion dada tiene una probabilidad especifica, o
funcion densidad. Entonces, se toma una muestra al azar de la poblacion y se
observa, lo que proporciona frecuencias observadas (una distribucién empirica)
en términos de chl cuadrado. Entonces, la distribuciéon tedrica, como la
especificada en la hipdtesis nula, es ajustada a la distribucidon empirica. Los
valores de probabilidad tedricos para las clases, cuando se multiplican por el
tamano de la muestra , se convierten en frecuencias esperadas. Después de
esto, la prueba chi cuadrado de bondad del ajuste sigue exactamente el mismo
procedimiento que el de frecuencias, excepto que las frecuencias teéricas son
calculadas ahora generalmente por estadistica de muestra como estimadores
de los correspondientes parametros de poblacién.
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8.3.2. Pruebas de independencia: Pruebas con tablas de
contingencias

Las pruebas de frecuencias y bondad del ajuste se ocupan de
poblaciones multinomiales. En ambos casos, las poblaciones y las muestras
son clasificadas de acuerdo con un solo atributo. Ahora se mostrara que la
misma técnica de pruebas chi cuadrado puede ser aplicada a datos distintos de
las distribuciones multinomiales.

Cuando la poblacién y la muestra son clasificadas segun dos o mas
atributos, se pueden usar pruebas de independencia para determinar si los
atributos son estadisticamente independientes. Por ejemplo, una muestra al
azar de n tiendas detallistas puede ser clasificada cruzadamente por magnitud
de capitalizacion y por tipo de sociedad. La proporcion de cada una de las
clases en la poblacién es desconocida. El interés seria establecer si existe
alguna relacién de dependencia entre la capitalizacién de una tienda y su tipo
de propiedad. Claramente, en un caso como este, se desea probar la hipétesis
de que la magnitud del capital es independiente del tipo de propiedad contra la
hipétesis de que se relaciona n 0 son dependientes.

Las pruebas de independencia se llaman también pruebas con tablas de
contingencias. Hasta ahora, solo se han mostrado las tablas de clasificacién en
un sentido, porqué, en cada caso, las frecuencias observadas han ocupado una
sola fila 0 una sola columna. También porque las frecuencias observadas son
distribuidas en k clases (columnas o filas), y las tablas de clasificacién en un
sentido se llaman tablas 1 x k (léase 1 por k) o k x 1. Extendiendo estas ideas,
se pueden obtener tablas en las que las frecuencias observadas ocupan r filas y
¢ columnas. Tales tablas se llaman a menudo tablas de contingencias.
Correspondiendo a cada frecuencia observada en una tabla r x c, hay una

frecuencias esperada calculada por la hipétesis nula especificada. Las
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frecuencias, observadas o esperadas, que ocupan las casillas de una tabla de
contingencias se llaman frecuencias de casillas. La frecuencia total de cada fila
o cada columna se llama frecuencia marginal.

Para evaluar diferencias entre frecuencias observadas y esperadas
contenidas en tablas de contingencias, se emplea la misma estadistica que
para las pruebas expuestas en el punto anterior.

2 lf(oi—ci)z

x2 =
= RS

Se suman todas las casillas rc de una tabla de contingencias; y, en
general,

8 =(r-1) (c-1)

1. Para probar la independencia con una tabla de contingencias 2 x 2,
entonces 3=(2-1)(2-1) = 1. Como la nota anterior, el factor de
correccion de continuidad de 1/2 debe de ser usado para calcular el
valor chi cuadrado. Para muestras grandes, los valores de chi
cuadrado corregidos y no corregidos pueden ser practicamente

iguales, por lo que el factor de correccidn de continuidad puede ser
ignorado.

8.3.3. Formulas eficientes para calcular chi cuadrado

Existen formulas eficientes para calcular valores de chi cuadrado de
tablas de contingencias 2 x 2 que solo abarcan frecuencias observadas.

Representando las frecuencias de casillas por A, B, C y D, las

frecuencias marginales por m;, mz, may ms, y el numero total de observaciones
por n, mediante una tabla de contingencias 2 x 2 como la siguiente:
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Datos observados

A B m3
C D My
M ma2 n

Puede demostrarse que:

X2 =_n(AD-BC)? (60)

myMmazMsMy

Cuando la muestra es pequefia, es conveniente caicular X  con un factor
de correccion de continuidad. En este caso, la formula eficiente es

X2= n(JAD - BC { - n/2) (61)
m1MzMm3img
En general, se observa que
2 2 2 2
) (0. -e.) (0. —20.e. +€°) o: 0.e. e
XS:'Z lel =Z 1 ;l 1 =Zl__2zll+zl
L8 L i Le 1 1
= -n

Esta formula es valida para cualquier tabla de contingencias, excepto cuando se

usa una correccion de continuidad para 8=1.

8.3.4. Pruebas de Homogeneidad

Las pruebas de homogeneidad se usan para determinar si dos 0 mas
muestras independientes al azar son extraidas de la misma poblacién o de
diferentes poblaciones.,



La prueba chi cuadrado de homogeneidad es una extension de la prueba
chi cuadrado de independencia. En ambos casos, se trata con datos
clasificados cruzadamente. Como se observa inmediatamente también, la
misma estadistica de prueba usada para pruebas de independencia es usada

para pruebas de homogeneidad. Pero estos dos tipos de prueba son diferentes
en algunos aspectos.

Primero, se asocian con diferentes clases de problemas. Las pruebas de
independencia se aplican al problema de si un atributo es independiente de
otro. Mientras que las pruebas de homogeneidad se aplican cuando se desea
saber si diferentes muestras proceden de la misma poblacién.

Segundo, las primeras suponen una sola muestra tomada de una
poblacion; pero las segundas suponen dos o mas muestras independientes,
una de cada una de las pablaciones en cuestion. Este segundo hecho también
implica que, en el caso de independencia, todas las frecuencias marginales son
cantidades al azar, mientras que, en el caso de homogeneidad, los totales de
filas son tamanos de muestra que son nameros escogidos.

8.3.5. La prueba del signo para pares emparejados

Con mucha frecuencia se tienen dos conjuntos mas de datos que son
muestras al azar dependeintes, emparejados en términos de uno © mas
factores. Se han encontrado antes este tipo de datos.

Primero aparecieron en la prueba t para dos muestras dependientes.
Cuando solo hay dos tratamientos y las observaciones emparejadas, puede
emplearse un sencillo procedimiento no parameétrico, llamado prueba de los
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signos, para probar si los dos tratamientos son igualmente eficaces. Esta
prueba se expone a continuacidn.

Sean A y B dos tratamientos con n pares emparejados de observaciones
(%, y). Se observa el signo de d=x-y. Si se tienen datos que no son
mesurables, sino solo comparables, d, se considera como positiva si A es mejor
que B y negativa si A es peor que B. Cuando existe un vinculo (es decir, di=0),
el par de observaciones vinculadas es deshechado y n se reduce de
conformidad con ello.

Por la hipdtesis nula de que los dos tratamientos son igualmente eficaces
que cualquier diferencia en un par de observaciones se debe a efectos
casuales, la probabilidad de un signo + para cualquier par particular es 1/2, y
también lo es la probabilidad de un signo -. Asi, si se hace que S sea el numero
de veces que aparece el signo menos frecuente en la serie de d, entonces S
tiene la distribucion binomial con p=1/2.

Es importante observar que, para que la regla de los signos sea
aplicable, no es necesario suponer que las diferencias estan idénticamente
distribuidas como para la prueba t. Una ventaja de la prueba de los signos es
que se permite compilar cada par de observaciones en diferentes condiciones,
teniendo asi diferentes distribuciones. Es suficiente que Ho sea aplicada
separadamente a cada par de observaciones, y gue los pares sean
estadisticamente independientes (como en el muestreo binomial).

El valor critico para una alternativa de dos lados en a=0.05 puede
hallarse bien por la expresion

K= ; D_098) n (63)

HO es rechazada si S < K para la prueba de los signos.
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Se observa que la prueba de los signos es aplicable solo cuando n no es
demasiado pequena. La ecuacion (63) se deriva de una prueba chi cuadrado de
bondad del ajuste de una distribucién binomial. La regla empirica de que e, > 5
en tal prueba chi cuadrado implica que n > 10 es la regla empirica analoga para
la validez de (63). Para n mas pequena, puede usarse la distibucién binomial
exacta, pero la potencia de la prueba de los signos debe ser considerada. Para
n=5, la probabilidad de que aparezca cero veces el signo menos frecuente y
que el signo mas frecuente aparezca cinco veces, calculada como antes

usando la distribucién binomial exacta, es (0.5)5 =0.03125, y la probabilidad

analoga para n=6 es (0.5)6 =0.015625. asi, para n=5, la hipétesis nula sera
aceptada siempre en un nivel de significacién de 0.05, independientemente de
los que muestren los datos, porque 0.03125 > 0.05/2, y n debe ser por 10 menos

seis para un nivel de significacion de 0.05, para tener alguna posibilidad de
rechazar [a hipotesis nula.

8.4. Prueba Wald-Wolfowitz para dos muestras independientes

La prueba Wald-Wolfowitz ha sido ideada para probar la hipotesis nula
de identidad entre distribuciones de dos poblaciones con dos muestras
independientes sobre la base de series. La prueba comienza clasificando las
observaciones de las dos muestras, con ni y nz, en un solo conjunto. Por
comodidad, si se identifica una observacion de la primera muestra del conjunto
como X y se identifica una observacion de la primera muestra del conjunto
como X y se identifica la de la segunda muestra como Y, se cbtendra entonces
series 0 grupos de X y Y. Por ejemplo, considerando estas dos muestras,

Primera muestra: 36, 20, 37, 40, 77, 61, 90, 74, 30y 52;
Sequnda muestra: 11, 16, 23, 39, 43, 41, 55, 22,66 y 27.
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Ahora, combinando estas observaciones y disponiéndolas en un
conjunto, junto con sus designaciones de Xy Y, tenemos doce series en funcion
de Xy Y:

YY-X YYY-XXX -¥Y-X-¥Y¥YY-X-Y-X-Y-XXX
1116 20 222327 303637 39 40 41 43 52 55 61 66 747790

Obteniendo, en primer lugar, en cualquiera ordenacién de observaciones
procedentes de dos muestras debe haber por lo menos dos series y, como
maximo ny + n; series en el conjunto. Después, si las dos muestras son
extraidas independientemente de dos poblaciones con distribuciones idénticas,
las observaciones de las muestras deben ser mezcladas muy bien cuando se
ordenen segun magnitudes. En otras palabras, hay que tener un gran nuamero
de series. Pero si las muestras son escogidas de poblaciones con diferentes
distribuciones, entonces se obtendra un pequeno nimero de series. Asi, solo un
pequefio numero de sernies puede conducir a rechazar la hipétesis nula. Estos
argumentos proporcionan la razén de las pruebas basadas en cdiculos de
probabilidades bastante sencillos.

Sea R el numero de series entre las ny + nz observaciones; la
distribucion de R por muestreo se da en el apéndice 7 parani1 <10yn.< 1,y
también parany = np = 11 a 100. Por ejemplo, para la ilustracién, ny = n =10y
R = 12 corresponde al 75.8-ésimo porcentil de la distribucién de R. Este valor
se encuentra entre 0.01 y 1.00; por consiguiente, se acepta la hipétesis nula de
que las dos poblaciones progenitoras estan idénticamente distribuidas en
«=0.01.Aproximadamente, r estd normaimente distribuida cuandony > 10y nz2 >

10, con -
n 112
E(R)= 1
(R) - + (64)

(65)
_ 2nln2(2nin2-nl-n2)

VR)= (n1+n2)(nl+n2-1)
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Asi, cuando las muestras son grandes, la prueba Wald-Wolfowitz puede
efectuarse por la estadistica de prueba
R-E(R)
z= 5
o (66)
en la forma usual.

La prueba Wald-Wolfowitz también puede aplicarse a una sola muestra, y
cualquier criterio de producir una ordenacion de X y Y puede ser empleado.

8.5. Prueba Wilcoxon para dos muestras emparejadas

El problema de tratar los pares emparejados fue abordado en la prueba
de los signos, que toma en consideracion simplemente el signo de una
diferencia entre cada par de valores. La prueba de los signos ignora el hecho
que de que un par de puntuaciones no solo tiene una diferencia, sino tambien
una calificacion entre tales diferencias. La prueba Wilcoxon toma en cuenta
ambas caracteristicas, signos y calificaciones de diferencias; por tanto, se la
llama a veces prueba de los signos y calificaciones.

La prueba de los signos y las calificaciones es quiza la mas poderosa de
las pruebas no paramétricas de la identidad entre dos distribuciones de
poblaciones usando pares emparejados. Cuando las observaciones se danen n
pares, primero se observan sus diferencias, d, y luego se clasifican estas
diferencias segun sus magnitudes absolutas. A continuacién, se asignan los
signos de estas calificaciones a sus correspondientes diferencias. Finalmente,
se halla la estadistica de la prugba, T. Para esto, se calculan dos sumas de
calificaciones, una para todas las calificaciones con signos + y la otra para
todas las calificaciones con signo -. Ambas sumas se consideran positivas. La
menor de estas dos sumas de calificaciones es T.
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La hipétesis nula es que las dos FDA son idénticas; es decir, que
F(x)=G(x) para todas las x. Cuando la hipdtesis nula es cierta, cada uno de los
2" conjuntos posibles de calificaciones con signos (obtenidos asignando

arbitranamente signos + y - a los pares 1 a n) tiene igual probabilidad de ocurrir.
Sobre esta base, puede hallarse la distribucién exacta de T.

Para probar F(x) = G(x) contra F(x) # G(x), puede obtenerse el valor

critico aproximado para la menor calificacién total por la siguiente expresién:

n{n+1)2n+1) n(n+1)
T _2,/o 24 o, ~1/2 (67)

Esta aproximacién se acerca a n > 16. Para n < 16, debe usarse el cuadro 4.

La prueba de los signos y las calificaciones es de dos colas, aunque de
la definicion de T solo trabaja con la cola inferior de la distribucion de T por
muestreo. Asi, el cuadro especial solo muestra el valor critico infertor de T, y asi

hace (67). En (67), zur2 s siempre negativa. Por ejemplo, para a=0.05, Zygsp =
Zoms = -1.96.

Cuando n > 16, la distribucion T por muestreo es aproximadamente
normal con:

) E(T)=n(n:1) (68)
' 4
Y
V(T) =n(n-1) (2n+1) (69)

24
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Rechace HQ si es menor o igual a
N= numero de pares

o= 0.05 a=0.01
7 2 0
8 2 0
9 6 2
10 8 3
11 11 5
12 14 7
13 17 10
14 21 13
15 25 16

Tabla 2 Valores criticos de T cuando n < 16 en la prueba Wilcoxon de los
signos y las calificaciones

Por tanto, para muestras grandes:

_T-E(T)
ot (70)

z
como estadistica de prueba en la prueba de los signos y calificaciones. Una

mejor estadistica de prueba aqui incluye un factor de correccion de continuidad,

y es,

,= TH12=E(M )

ag

Cuando hay vinculos del tipo d=0 en esta prueba, son ignorados y n es
ajustada hacia abajo correspondientemente. Cuando hay vinculos del tipo, por
ejemplo, d=- 5y d, =+5, y cuando las calificaciones para ellos son, por ejemplo,
3 y 4, se asignara una calificacion de (3+4)/2 = 3.5 a cada uno. Para -5, la
calificacién con signos es -3.5, y para 5, +3.5.



Hay formas de modificar esta prueba para hipétesis alternativas de una
sola cola, pero no se presentaran aqui.

8.6. Prueba H Kruskal - Wallis

W.H. Kruskal y W. A. Wallis han ideado una prueba como la prueba
Wilcoxon para dos muestras dependientes que cubren ¢ muestras
independientes. Este procedimiento, llamado prueba H, ha sido ideada para
probar la hipétesis nula de que las ¢ muestras independientes han sido
extraidas de poblaciones de distribuciones idénticas, es decir FDA idénticas.

La prueba H comienza calificando todas las observaciones; luego se
halla la suma de las calificaciones de cada muestra, T, y después el total de

todas las sumas de calificaciones T, donde T = £ T;. Puede verse entonces que

T=n(n+1) (72)
2
donde n=n¢ +n2 + ... + n.. Se sabe que si n, > 3, la estadistica
2
12 &T
H= Y U =-3(n+1) (73)

n(n+1)j=] ni

esta distribuida aproximadamente como chi cuadrado con 8= c¢ - 1.

Cuando aparecen vinculos en la calificacién, se asighard un promedio de
las calificaciones contiguas a cada una de las observaciones vinculadas. Por
ejemplo, si dos observaciones estan vinculadas y si las calificaciones para ellas
deben ser 5 y 6, se asignaran a ambas observaciones una calificacién de { 5+6
/ 2 ) = 5.5. Nuevamente, si hay un vinculo de tres observaciones, siendo ias
calificaciones, por ejemplo, de 10, 11 y 12, la calificacion serd de 11 a cada una

de las tres observaciones. Y asi sucesivamente.
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Un valor ajustado de H, designado H’, debe ser caiculado cuando hay
vinculos. Entonces:

H=H (74)

3 (75)

En la definicién de C, k es el numero de conjuntos vinculados y t; es el
namero de observaciones vinculadas con el conjunto j.

La prueba H se compara razonablemente bien con la prueba F en un
analisis de variancia. Pero, cuando las muestras son grandes, es muy pesado
calificar las observaciones, a menos que se disponga de una computadora,

8.7. Pruebas de Kolmogorov - Smirnov y Anderson Darling

Estas pruebas son para diferencias entre distribuciones acumulativas. La
pruecba de una muestra se refiere al acuerdo entre una distribucién acumulativa
observada, o empirica, de valores muestrales y una funcién de distribucion
continua especificada; por lo tanto, es una prueba de bondad del ajuste. La
prueba de dos muestras se refiere al acuerdo entre dos distribuciones
acumulativas observadas; prueba la hipétesis de si las dos muestras
independientes proceden de distribuciones continuas idénticas, y es sensible a
diferencias de poblacion respecto de ubicacidn, dispersién o sesgadura.
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La prueba de una muestra de Kolmogorov -Smirnov es generalmente
mas eficiente que la prueba chi cuadrado para bondad del ajuste de muestras
pequenas, y puede servir para muestras muy pequefas en las que no se aplica
la prueba chi cuadrado. Debe recordarse, sin embargo, que a diferencia de la
prueba de Kolmogorov - Smirnov, la prueba chi cuadrado si se puede usar en
relacion con distribuciones discretas.

La prueba de una muestra se basa en la diferencia maxima absoluta D
entre los valores de la distribucidn acumulativa empirica de una muestra
aleatoria de tamafo n y una distrbucion acumulativa tedrica especificada. Para
determinar si esta diferencia es mayor de lo que razonablemente podria
esperarse para un nivel dado de significacidon, consuitamos el valor critico de D
en el apéndice 8.

A pesar de su atractivo intuitivo, las pruebas Kolmogorov - Smirnov
carecen de eficacia. Las diferencias en las colas pueden detectarse mas
facilmente si la diferencia entre la distribucién acumulativa empirica, F, y F se
divide entre  F(x){(1-F(x)) . En particular , 1a prueba Anderson - Darling se
basa en grandes valores de la estadistica

2 _
A
= foolFaoo-Foo F(x )(1 Fx) PO (76)

A primera vista, el calculo numérico de esta estadistica parece dificil pero

es posible demostrar que

2 LA -
A“=- 2i—1)1 in(1- ) /n—
izjl( i — (In(ui) + In( un+1_')) n—-n a7
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donde ui = f(x(i)) es el valor de la distribucién acumulativa tedrica en la

i-ésima observacién mas grande x(i).

La hipdtesis nula es rechazada para grandes valores de la estadistica A2,
Como pauta general, el punto de 5% de muestras grandes es de 2.492 y el
punto de 1% es de 3.857. Se ha sugerido que estos valores criticos son

sumamente exactos incluso para muestras tan pequefias como 10.



CAPITULO 9

CONTROL ESTADISTICO DEL
PROCESO

9.1.Como funciona la grafica de control.

9.1.1. Empleo de las graficas de control para juzgar si existe o
no un sistema constante de causas especiales.

Las graficas X, Ry s, ofrecen una base para un criterio de juicio de gran

importancia practica, que se puede expresar en diferentes formas tales como:

¢, Se extrajeron todas las muestras de la misma poblacion?

¢ Hay algun universo del cual parezcan provenir estas muestras?
¢Indican estas cifras un patron estable de variacién?

¢ Es esta variacion el resultado de un sistema de causa constante?

O simplemente ; Indican estas mediciones que hay control estadistico?.

Cualquier regla que se pudiera establecer para dar una respuesta
definitiva de "si" 0 "no", puede dar en ocasiones, una respuesta erronea. La
decision de trazar la linea que separe una respuesta afirmativa de una negativa,

debe estar basada en la accién que se tomara en cada caso.



En el control de calidad en la manufactura, la respuesta "no, no e€s un
sistema de causa constante”, provoca la bisqueda de una causa de variacion
asignable y un intento para eliminarla, si es posible. La respuesta "si, es un
sistema de causas constantes”, hace que no se haga nada al proceso solo, sin
ningun esfuerzo por hallar las causas de la variacion. La regla para establecer
los limites de control que determinan el "si" o el "no", en cualquier caso
repercute en un equilibno econémico entre los costos debidos a dos clases de
error;

1.- El error de buscar un problema cuando no lo hay (siempre que la
respuesta "no es incorrecta) v,

2.- El error de dejar &l proceso solo para no tener que buscar el problema
cuando en realidad esta alli presente (siempre que la respuesta "si" sea
correcta).

Cualquier regia para establecer limites de control en la manufactura
deberia ser practica y basarse en el punto de equilibrio 0 balanceo economico.
La experiencia indica que en la mayoria de los casos, los limites de 3-sigmas,
en realidad, dan un equilibrio econémico satisfactorio entre estos dos tipos de
errores (Aunque, en principio, la elecciéon de limites es cuestion de minimizar la
suma de ciertos costos, hay grandes dificultades practicas para efectuar buenas

estimaciones de los costos unitarios pertinentes).

9.1.2. Patrones de variacion estable e inestable

Para ejemplificar esto en la figura 22 se presenta la distribucion de
frecuencias de 260 pesos drenados del obtenido de latas de tomates obtenidos
en un periodo de 11 dias. A primera vista, parecerfa que esta distribucion
presenta una imagen satisfactoria de un patrén de vanacidn que se produjo
durante los 11 dias.
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Tal enunciado no es verdadero en su totalidad. Puede ser que el patron
de varniacion haya tenido diversos cambios durante el periodo. La primera
pregunta que se debe responder es si huba o0 no un patron estable. Si hay
pruebas de falta de estabilidad, puede responder si hubo o no un patrén
estable. Si hay pruebas de falla de estabilidad, puede ser cierto que los 260
pesos representan muestras de cierto numero de universos diferentes que
estuvieron presentes en diferentes momentos; en este caso, la distribucion de
frecuencia resultante representaria un promedio ponderado de los diversos
universos que habia cuando se tomaron las muestras.

Siempre que va a emplear una distribucién de frecuencias como base
para estimar las capacidades de un procedimiento de manufactura, hacer un
cambio propuesto en un procedimiento o modificar las especificaciones, la
grafica de control se vuelve un instrumento importante para establecer si hay
estabilidad. Una vez establecida ésta, se puede sentir una confianza relativa un
que esta midiendo un universo y no un promedio ponderado de muchos.

Al anotar los datos para establecer distribucién de frecuencias, si se
debe conservar el orden en que se obtuvieron.

25| 1

24 5|1 1

24 o) |4 it

23 5| M- H- i

23 O |HH- HH-

22 5| |- S - - B -1
22 O| |-HH- M- HH - Y HE-
21 S |Hh HH- S A - W
N 21 O] |4 Hi- B e i - - R
20 5| |HH- HH- H e S

20 0| |-HH- HiF- - 44 1

19 5| M- B M

19 0 144 1t

185 4

175 W

G5 1

Figura 22. Hoja de verificacion para determinar la distribucion de frecuencia de
datos del apendice 9
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9.1.3. Empleo de la grafica de control para interpretar una
distribucién de frecuencia.

En la figura 23, se presentan las graficas de control de X y R de los datos
basicos de los pesos drenados contenidos de las latas de tomate del apéndice
9. Ninguno de los puntos de X esta fuera de los limites de control; uno de los 52
puntos de R esta fuera de los limites. La aplicacién de las reglas secundarias
basadas en la teoria de las comidas, que se describe mas adelante, indican
ciertos ligeros desplazamientos durante el periodo de 11 dias. Aunque el
empleo de estos datos para estimar u y o pudiera estar sujeto a deliberaciones,
no por necesidad quiere decir que esta gran desviacidn desde un patrén
constante de variacion sea insatisfactoria desde un punto de vista practico.

Muchos procesos de produccion ni siquiera se aproximan a este

comportamiento.
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Figura 23 Graficas de control para X y R par a los pesos drenados del contenido
de latas de tomate, datos del apéndice 9.
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9.1.4. Calculo de los limites de 3 - sigmas en las graficas de
control X

El empleo de los apéndices 10, 11 y 12 para el célculo de los limites de
control se puede ilustrar con la utilizacién de los subgrupos de la tabla del
apéndice 13.

Después de calcular los promedios y los recorridos de los subgrupos, el
siguiente paso en el calculo de los limites es encontrar X y R. Para los
subgrupos, son:

i =X=5X= 57775 = 289
20 20

R=%zR, =368 = 18.4

Si se utiliza el apéndice 10, el siguiente paso es calcular . Para ello, es
necesario encontrar el factor dz del tamano del subgrupo. En este caso n=4 y se
encuentra que dz = 2.059.

(Z0¢

=184 = 8.94

d> 2.059

Estimaciénde 5, 6 =

Después se puede calcular 3ox a partir de a relacién ox=6 /Vn
3ox=3c =3(8.94)= 134
V&

Limite superior de control x = X+ 3ox=289+134=433
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Limite inferior de control x= X - 3ox=28.9-134=155

Los dos pasos en el calculo de 3ox se podrian consolidar como

36x=_3R =_ 3 R=073R=0.73(18.4)=134
d:vn 2.059 V4

Para abreviar el calculo de los limites de control a partir de R se ha
calculado este factor 3/d>vn multiplicador de R en el calculo anterior, para cada
valor de n desde 2 hasta 20 y aparece en el apéndice 11. Este factor se designa
A,. Entonces, las formulas para los limtes de control de 3-sigmas en las
graficas para X quedan en la siguiente forma:

UCLx = Limite superior de controlx = X + AR
LCLx = Limite superior de controix = X - A-R

Si se van a calcular los limites de control a partir de § en vez de R, los
calculos de los subgrupos del apéndice 13 son:

X =289
$=38 =1652 =8.26
20 20

Con el empleo del factor c4 del apéndice 10 para calcular o.

Estimacionde s, 6=5 = 826 =897 3ox=35 =3(8.97)=13.5
cs 09213 n V4
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UCLx = Limite superior de controlx = 28.69 + 13.5=434
LClLx = Limite superior de controlx =28.9-13.5=154

Al igual que en los calculos a partir de R los dos pasos en el calculo de
3ox se puede consolidar como

3ox=_3 §= 163(8.26)=13.5
cavn
Para abreviar estos calculos de los limites de control a partir de s, se ha
calculado el factor 3/ c4vn multiplicador de’s para cada valor de n desde 2 hasta

25y, luego, de 5 en 5 hasta 100 y se incluye en el apéndice12. Este factor se
designa Aa. Las formulas para los limites de control 3-sigmas con el empleo de
este factor son:

UCLx = Limite superior de controlx = X + As§
L.CLx = Limite superior de controlx = X - Ass

Para las situaciones en que se desea calcular los limites de control en
forma directa a partir de los valores conocidos o estandar de o y p, se ha
calculado el factor 3/4n y se incluye en el apéndice 14. Este factor se designa A.

Las férmulas paré los limites de control de 3-sigmas con el empleo de este
factor son:

UCLx = Limite superior de controlx = u + Ac 0 Xp + Acg

LCLx = Limite superior de controlx = n- Ac 0 Xo- Aco
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Las diversas ecuaciones para las lineas centrales y los limites de

3-sigmas en las graficas de control de X, R y s se han reunido para facilitar la

consulta, en el cuadro 5. Los factores (a, A4, etc.) que se mencionaron se dan

en la seccidn de apéndices.

Se aprecia que la dispersion de los limites en las graficas para X y en las

R o s depende de la dispersion del proceso. Los limites en todas las graficas se

pueden calcular en forma directa a partir de ¢ conocida o supuesta o al estimar

c a partir de R o de S. En casi todos los casos, en la industria, los limites se

calculan a partir de R.

Método Grafica X Grafica R Grafica s
Ly & conocidas o|CL=Xo=p CL = Ry =doo CL = 80 = C40
supuestas UCLx=pn+ Ac UCLr= Dz UCL:= Bgo
(Xo, 0‘0) LCLx= K- Ac LCLg= Dic LCLs= 850'
Apéndice 13 Apéndices 9y 13 |Apéndices 9y 13
u y o estimadas a CL=-)-(_ _ CL=R _
partirde Xy R UCLx=X + AR UCLr= D4R
LCLx= X - A;R LCLgr= D3R
Apéndice 10 Apéndice 10
ny o estimadas a CL=X_ _ CL=s
partirde Xy s UCLx=X + Ass UCLs=Bss
LCLx= X - A3S LCLs= Bas
Apéndice 11 Apéndice 11

Tabla 3. Ecuaciones para calcular los limites 3-sigma en las graficas de control

para variables.
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9.1.5. Gréficas de control para recorrido y desviaciéon estandar
de la muestra

Una formula general para los limites de control en la grafica X es p +30x

En forma similar, las formulas generales para las graficas de control de las
mediciones de la dispersion de subgrupos son:

1. Para la grafica de R : R + 30g

2. Parala graficade s : s + 3o;

Pero, cuando se aplican estas tres formulas al caiculo de los limites
inferiores de controi (LIC), resultara que esos limites son menores de 0 cuando
n es de 6 c menos en la grafica R y cuando n es menor de 5 para la grafica s.
Debido a que R y s no pueden ser menores que 0, en estos casos no se utiliza
el limite inferior de control.

Las formulas para el calculo de los limites de control para recorrido y
desviacion estandar de la muestra se muestran en la tabla 3.

9.1.6. Clasificacion de las formas que puede ocurrir 1a falta de
control -

Debido a que la falta de control corresponde a un universo de la muestra
distinto, se puede hacer una clasificacion de los diferentes tipos de falta de
control, es una clasificacion de las formas en que pueden diferir entre si dos

universos de muestra,
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1. Pueden diferir sélo en el promedio.
3. Pueden diferr sélo en la dispersion.

4. Pueden diferir en el promedio y en la dispersion.

Los cambios o desplazamientos en el promedio del universo influyen en
las graficas de control de X y R en una forma; los cambios en la dispersion del
universo influyen en ellas en otras formas.

Los cambios en el universo pueden ser continuos durante cierto tiempo,
como si se extrajeran muchos subgrupos de un universo y, luego, muchos otros
mas de otro universo. O hien, los cambios pueden ser frecuentes e irregufares
como si hubiera una gran cantidad de universos y las extracciones de cada
universo fueran a continuar en periodos de diferente duracion. O bien, los

cambios, pueden ser graduales y sistematicos.

Esto se representa en la figura 24

e SIS

Lo
SR e

Figura 24. Los sistemas de causa ocasionales

Y

n
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9.1.7. Pruebas de falta de control basadas en corridas de
puntos por encima o por debajo de la linea central en |la grafica de
control.

Para poder detectar cambios en un parametro de un universo en las
aplicaciones comunes de las graficas de control en la manufactura, el plan mas
practico es utilizar unas cuantas reglas sencillas que dependen sélo de las
corridas extremas. Por ejemplo:

Se considera que hay hases para sospechar que ha cambiado el
parametro del universo cuando:

o De 7 puntos consecutivos en la grafica de control, estén todos en el
mismo lado de la linea central.

¢ De 11 punto consecutivos, cuando menos 10 caen en el mismo lado
de ia linea central.

¢ De 14 puntos consecutivos, cuando menos 12 caen en el mismo lado
de la linea central.

e De 17 puntos consecutivos en la grafica de control, cuando menos 14
estén en el mismo lado de la linea central.

¢ De 20 puntos consecutivos en la grafica de control, cuando menos 16
estén en el mismo lado de la linea central.

Las secuencias mencionadas en cada una de estas reglas, ocurriran en
forma causal, sin que cambie el universo y con mas frecuencia que un punto
fuera de los limites de control 3-sigmas. Por esta razdn, constituyen una base

menos confiable para buscar los problemas que la aparicién de un punto fuera
de los limites de control.
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Ademas, si se emplean todas estas reglas diferentes para juzgar si se ha
cambiado el parametro del universo, las posibilidades de una falsa indicacion
del cambio san mayores que si sélo se emplea una de las reglas.

Las secuencias de los puntos en un lado de la linea ¢entral pueden ser
atiles en relacién con una posible accién en la grafica de control, aun cuando no
se emplean para buscar el problema en el proceso. Son de particular utilidad en
el caso en que el limite inferior de control es cero. Por gjemplo, una reduccién
en el valor de o, requiere un cambio en la ubicacidn de los limites superior e
inferior de control en la grafica de X y un cambio en la linea central y limites en
la grafica de R. Pero, en todas las graficas de R en dénde el tamano del
subgrupo no es mayor de seis, s imposible que se muestre el cambio en ¢ con
un punto que quede fuera del limite inferior de control de cero. Pero, se puede
obtener una indicacion de la disminucién en la dispersion del proceso si se
aplica la teoria de las corridas mencionadas anteriormente.

9.1.8. Interpretaciébn de los patrones de variacion en las
graficas X yR

Un aspecto importante del empleo de las graficas de control es la
interpretacion de los muchos patrones de datos que puedan tener. Ademas de
la regla principal de buscar el problema, también se han comentado reglas

secundarias o com-plementaria, basadas en la teoria de las corridas.

La grafica de control indica cuando buscar el problema, pero no puede
indicar por si sola donde se debe buscar ni que causa se va a encontrar.

En la figura 25 se ilustran algunos de los patrones que se ven con
frecuencia en las graficas de control y se expresan algunas causas posibles de
estos patrones.
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9.2. Formacidn racional de subgrupos. Analisis de capacidad
del proceso

9.2.1. La informacion dada por la grafica de control depende del
criterio empleado para la seleccion de los subgrupos.

Un posible aspecto de la grafica de control es que se suministra una
prueba estadistica para determinar si la variacion entre un subgrupo y otro no
es congruente con la variacion promedio dentro de los subgrupos. Si se desea
determinar un grupo de mediciones tiene o no homogeneidad estadistica (es
decir, si parecen provenir de un sistema constante de causas ocasionales), los
subgrupos se deberian seleccionar en una forma que parezca dar la méxima
probabilidad de que las mediciones en cada subgrupo sean iguales asi como
los subgrupas difieran entre si.

Para demostrar esto, se puede tomar un conjunto de mediciones que ya
se hayan clasificado en subgrupos de acuerdo con su orden de produccion y
que muestren una clara falta de control con base en las pruebas de las graficas
X y R. Se escribe cada medicion en un pedazo de papel separado, se colocan
en un a caja o tazén, se revuelven y extraen uno por uno sin volverios al tazon.
Se anotan los valores escritos en los pedazos de papel en el orden en que se
extrajeron. Con estos valores registrados, se trazan las graficas X y R. Si se ha
revuelto bien los pedazos de papel, estas nuevas graficas mostraran que hay
control. Al revolver los papeles se han sustituido las causas asignables

originales por las causas ocasionales come base para la diferencia entre los
subgrupos.

La base para la formaciéon de subgrupos requiere un estudio cuidadoso
con miras a obtener la cantidad maxima de informacién atil de cualquier grafica
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de control. Como se menciond, la base racional para la formacion de
subgrupos, es el orden de produccién.

9.2.2. Dos métodos en que se emplea el orden de produccion
como base para la formacién de subgrupos

Cuando se emplea el orden de produccién ¢como base para la formacién
de subgrupos, hay dos enfoques fundamentales muy diferentes:

1. El primer subgrupo consta de todo el producto producido lo mas cerca
posible que se pueda a cierta hora; el siguiente subgrupo consta de
todos los productos producidos lo mas cerca posible de cierto tiempo
después que el primero y asi sucesivamente. Por ejemplo, si el
tamafo del subgrupo es cinco, el inspector que efectua las
mediciones cada hora, podria medir los Ultimos cinco articulos
producidos justo antes de cada una de sus visitas programadas a la
maquina. Esto es posible cuando se trata de piezas hechas con la
maquina, por ejemplo, si se las coloca en una bandeja en el orden de
produccién. De lo contrario, se podria lograr el mismo resultado si el
inspector espera a que salgan cinco piezas de la maquina y las mide
conforme salen.

2. Un subgrupo consta de un producto que se pretende sea
represeﬁtativo de toda la produccion durante un tiempo dado,; el
siguiente subgrupo consta del producto que se pretende sea el
representativo de la producciéon de mas o menos la misma cantidad
del producto mas tarde y asi sucesivamente. Cuando se acumula el
producto en el punto de produccion, el inspector puede tomar una
muestra al azar de todo el producto manufacturado desde su ulima
visita. Si no resulta practico, podrian ser cinco visitas (Si n=5), a
intervalos de produccion o de tiempo iguales y se efectia una
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medicién en cada visita; estas cinco mediciones constituyen un
subgrupo.

En el primer método se sigue la regla para la seleccién de subgrupos
racionales, que es de permitir una minima posibilidad de vanaciéon dentro de un
subgrupo y una maxima posibilidad de variacién entre un subgrupo y otro. Se
puede esperar que produzca la mejor estimacion posible de un valor de o que
represente las capacidades ideales de un proceso, obtenibles si se pueden
eliminar las causas asignables o atnbuibles de vanacidn, las causas especiales,
entre un subgrupo y otro. Ademas, permite una medicién mas sensible de los
cambios en el promedio del proceso; hace que la grafica de control sea una
mejor guia de los ajustes de la maquina o de las acciones destinadas a
mantener un promedio dado del proceso. Por ello, el pnmer método es el mas
adecuado para el analisis de un proceso y para control de procesos.

Pero, si la formacién de subgrupos ha sido de acuerdo con el primer
método y ocurre un cambio en el promedio del proceso después de tomar un
subgrupo y de corregir aquél antes del siguiente subgrupo, este cambio no se
reflejara en la grafica de control. Por esta razén, a veces se prefiere el segundo
método cuando una de las finalidades de la grafica de control es influir en las
decistones para la aceptacion del producto. En tales casos, una pregunta debe
hacerse antes de seleccionar uno de los dos métodas, si es posible en realidad
que ocurran o no los cambios compensadores en el promedio del proceso entre
subgrupos. En tal caso y si no hay otra forma de detectar un producto malo que
se podria haber producido entre un subgrupo y otro {por ejemplo, una pieza que
no se puede ajustar en un conjunto), es deseable el segundo método de
formacion de subgrupos a pesar de las ofras ventajas del primer método. En los
trabajos de mecanizacion (maquinado) esos cambios compensadores entre los
subgrupos, es mas facil que ocurran en maquinas controladas a mano que en
las automaticas.



112

Cuando se utiliza el segundo método de formacion de subgrupos, la
interpretacion de los puntos fuera de control en la grafica R es un tanto diferente
a la del primer método. Con el segundo método, un cambio en el promedio de
un proceso durante el periodo abarcado por un subgrupo, puede ocasionar
puntos fuera de control en la grafica R aunque no haya habido ningun cambio
real en la dispersion del proceso.

La seleccion del tamaio de subgrupo se debe guiar, en parte, por el
deseo de permitir una minima posibilidad de variacién dentro de un subgrupo.
En casi todos los casos se obtendra informacién mas util con, por ejemplo,
cinco subgrupos de cinco que con un subgrupo de 25. En los subgrupos
grandes, como el de 25, es probable que haya demasiada oportunidad para un
cambio en el proceso dentro de un subgrupo. No obsatnte, si los cambios en el
proceso no ocurren dentro de los subgrupos, entonces los subgrupos de
tamafio grande tienen la ventaja, mencionada anteriormente, de disminuir el
riesgo de los llamados errores de Tipo I en la interpretacién de las graficas de
cantrol. Siempre que se emplean tamafios relativos grandes de subgrupos para
esta finalidad, es muy deseable emplear el pnmer método para formacion de
subgrupos.

En muchos casos en los cuales el primer método de formacién de
subgrupos es realmente el mejor, puede ser necesario emplear el segundo
método por las razones practicas relacionadas con [a toma de las mediciones.

9.2.3. Objetivos de un analisis de la capacidad de un proceso

El problema estadistico basico en el control de calidad de un proceso es
el de establecer un estado de control sobre éste, es decir, eliminar las causas
especiales de variacién y, luego, mantener ese estado de control en el curso del

tiempo. Esto se ilustra en la figura 26-a. De no menor importancia es el
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problema de ajustar el proceso al punto en el cual la casi totalidad del producto
cumple con las especificaciones. E! segundo 26-b tiene como objetivo el
andlisis de capacidad. Es decir, una vez que se ha establecido un estado de
control, entonces se desvia |a atencion hacia |a pregunta ;Cumple el producto
con las especificaciones y si no es asi, se puede ajustar el proceso a un grado
den que sea posible logrario?

Las acciones que producen un ¢cambio 0 ajuste en un proceso, que estan
dirigidas a eliminar causas comunes, a menudo son el resultado de algun
estudio de la capacidad. La comparacién de los limites de tolerancia natural ¢con
los limites de especificaciéon y del intervalo de las especificaciones pueden dar
lugar a cualquiera de las siguientes posibilidades de accién:

1. Ninguna accién: Si los limites de tolerancia natural quedan bien
dentro de los limites de especificaciones, por lo general, no se
requiere ninguna accion. A menudo, en estos casgs, se pueden hacer
menos riguroso el control.

2. Accion para ajustar el centramiento. Cuando el intervalo de tolerancia
natural es mas o menos el mismo que el de las especificaciones,
quizd un ajuste sencillo en el centrameinto del proceso sera todo lo

que se necesite para que la casi totalidad del producto quede dentro
de las especificaciones.

3. Accién para producir la variabilidad: Suele ser la accién mas
compleja. En los casos en que dos o mas corrientes del producto se
fusionan en una linea antes de la inspeccion, la acciéon puede incluir
el trabajo poco complicado de poner las diversas corrientes, por
separado, bajo control a un cierto valor de Xo. En otros casos, se
puede requerir un complejo analisis de las fuentes de variacion, que
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dara por resultado cambios en los métodos, herramental, materiales o
equipo.

4. Acciones para cambiar las especificaciones: Es una decision para
disefiadores y proyectistas, pero el personal de control de calidad no
la debe pasar por alto. El hecho de que las especificaciones estén por
escrito, no significa por necesidad que sean intocables. Por otra parte ,
el personal de manufactura y control de calidad no pueden
simplemente hacer caso omiso de ellas, sin correr el riesgo de
ocasionar graves problemas.

5. Resignacion a las pérdidas. Cuando todo lo demas fracasa, la
administracién se debe resignar a tener un elevado porcentaje de
pérdidas. La atencién a este aspecto se concentra en los costos de los
derechos y de volver a trabajar ("retrabajar”), el grado econdémico de
controt que se pueda ejercer en el proceso de produccion y los costos
relacionados con la seleccién y examen de todo el producto, a
sabiendas de que todavia hay la posibilidad de aceptar articulos no
conformes. En este caso, es de maxima importancia tener buenos
calculos de la forma y tamano de la distribucion del producto a fin de
ayudar al centramiento correcto del proceso.

9.2.4. Etapas en el analisis de la capacidad del proceso.

En los siguientes pasos se exponen las diferentes etapas o pasos que se
pueden efectuar para realizar un estudio de capacidad. Desafortunadamente,
no hay dos estudios idénticos; por ellg, se pueden eliminar algunas de esas
etapas o pasos, 0 modificar el orden de ellas para adaptarlas a las necesidades

de una situacién particular. Se necesita un buen conocimiento de las téecnicas
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Figura 25 llustracién del efecto de la eliminacién : a) causas especiales, b)
causas comunes de variacion.

que se emplearan y del funcionamiento del proceso de manufactura. Cada
estudio se debe planear con anticipacion. Se deben tomar decisiones con
respecto a los procedimientos para muestreo, los horarios, y el acopio de datos
y estos se deben registrar en tal forma que no haya confusién de cémo, dénde
o cuando se tomaron.

1. Establecer control sobre el proceso. Las pruebas estadisticas
descritas se inician con la suposicion de que todas las muestras se
extrajeroh de un solo universo. Hasta que las gréaficas de control
indiquen que esa suposicion es cierta, las estimaciones o calculos de
los parametros de la distribucién en que se basa el proceso, carecen
de significado. Se aplican todos los tropiezos relacionados con la
formacién racional de subgrupos y, en especial, a los estudios de
capacidad.
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2. Analizar los datos del proceso. Se efectlan calculos del promedio y
dispersidn del proceso y se pueden trazar histogramas de frecuencia
para tener una idea aproximada de la forma de distribucion del
producto. Este paso se puede efectuar aunque haya o no indicacién
de control. Aungue no haya indicaciéon de control, un histograma de
frecuencia da una idea de la extension o dispersién del producto.
Cuando se combinan con la informacion de las graficas de control, se

apreciaran los aspectos principales para reducir la dispersion.

3. Analizar las fuentes de wvariacion. El estudio de las fuentes
componentes de la variacion y su magnitud puede fluctuar entre
pruebas de relativa sencillez hasta disefos experimentales
sumamente complicados que requieren un largo tiempo. Este es el
punto en que es mas importante conocer las caracteristicas del
proceso de manufactura con el procedimiento general ilustrado en la
figura 26, se debera determinar los factores y procedimientos que es
mas prabable se reflejen en la distribucion del proceso. Después se
planea el acopio de datos, de forma que primero, se aislen estas
posibles fuentes y se evalien. Dado que los resultados de cualquier
estudio de capacidad pueden aconsejar mayor investigacidén en otros
aspectos, es imporiante reconocer con cuidado las horas y la fuente
de todas las mediciones. Esto permitira volver atras y combinar otra
vez los datos con base en la penetracion lograda con ese estudio.

9.2.5. Indices de capacidad del proceso

Hasta ahora se ha recalcado la importancia de comparar 6c de un
proceso bajo control estadistico y la de las llamadas tolerancias naturales del

proceso, con el intervalo superior (U) - inferior (L) de la especificacién. Cuanto
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menor séa 6o en relacion de superior - inferior mayor sera la capacidad del
proceso, siempre y cuando esté bien centrado en la dimension nominal
(objetivo). Cuando se trabaja de acuerdo con el criterio de W, Edwards Deming
de un mejoramiento de la calidad que nunca termina, un objetivo de la
manufactura seria buscar métodos para reducir en forma continua 6o, aunque

quede bien dentro de los limites de supenior - inferior.

Los japoneses hicieron mas formal este tipo de comparacion y la
incluyeron en una serie de indices de Capacidad del Proceso que cada vez que
se emplean mas en todo el mundo. El primero de ellos, llamado Cp tiene una
relacion mas estrecha con el potencial de capacidad del proceso que se ha
comentado hasta ahora. Se puede contar con:

Cp=U-L (99)

A

6o

Con cualquier valor mayor de 1, el proceso tiene posibilidad de cumplir
con las especificaciones si se mantiene bajo control con un Xo de (U - L)/2. Se
ha sugerido un objetivo minimo de 1.33 como valor de Cp.

La relacion entre p, estimacion del centramiento del proceso y el valor
objetivo io se designa k y se encuentra con:

: k= (100)

| Xo-pi |
min(Xo- L, U - Xo)

en donde las lineas verticales (|) antes y después de Xo - x significan el "valor
absoluto”, es decir, no tomar en cuenta el signo del valor y min (a,b) significa
seleccidnar el valor minimo de a o b. El indice k siempre sera mayor o igual que
cero y tiene un valor objetivo de cero.
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Donde las tolerancias de la especificacion estan simétricas en torno del
valor nominal, 1a formula para k se reduce a:

k= | Xo-p (101)
U-v72

Esta es la forma en que se ven los indices con mayor frecuencia, pero no
es valida para las tolerancias unilaterales de especificaciones o cuando hay un
solo limite de especificacién. También se deberia tomar en cuenta que cuando
se utilizan tolerancias unilaterales para las especificaciones, el valor objetivo de
Xo no sera igual a la dimension nominal, salvo que no haya dispersioén posible
mas alla de esa dispersion.

Hay los tres indices adicionales, que se relacionan mas con el
comportamiento actual del proceso que con potencial de capacidad y son:

CpL=p-L (102)
3G

CpU=U-1n (103)
35

Cpk = min (CpL , CpU) (104)

Al igual que con el factor k en cada uno de estos indices se tienen en
cuenta la estimacion mas reciente del centramiento del proceso. CpL y CpU
relacionan la diferencia entre la estimacién actual de la media del proceso y los
limites de especificacion, L y U a la mitad de la dispersién natural del proceso.
El valor objetiva minimo de ellos es de uno. Cpk suministra el minimo de estos
dos valores. En las empresas que has adoptado los indices de capacidad del
proceso en sus fabricas, suelen especificar su empleo en los contratos de

compra - venta con sus proveedores, e€n especial Cpk.
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Se debe tener en cuenta que en cada indice se pretende implicar que la
distribucién de unidades de producto de un proceso controlado se puede
representar con una distribucién normal de referencia, es decir, la casi totalidad
del producto quedara entre la media p y + 3o. (Un examen al apéndice 1
indicara que toda la curva normal, excepto 0.27% queda entre + 30). Se
necesita un histograma de un numero considerable de mediciones de un
proceso controlado para determinar si la casi totalidad del producto queda o no
dentro de los limites de + 3c. Estos limites simétricos no encajaran en procesos
que puedan producir distribuciones sesgadas. Ademas, su empleo y la
interpretacién del valor objetivo se deben modificar en situaciones en donde se
especifica un solo limite de especificacién, seaUo L

En la etapa de validacién o arranque de equipo se debe usar el calculo
de Pp (Similar a Cp), considerando la desviaciOn estandar de todas las
mediciones incluyendo puntos dentro y fuera de tolerancia. Y cuando demuestra
estabilidad, iniciar el analisis en Ppk (Similar a Cpk) cansiderando la desviacién

estandar de todas las mediciones.



