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Resumen

Disefio de Controladores para una Clase de Sistemas No Lineales.
Aplicaciéon al Motor a Pasos de Magneto Permanente.

Publicacion No.

Juan Manuel Mendivil Avila
Universidad Auténoma de Nuevo Ledn
Facultad de Ingenieria Mecanica y Eléctrica
Profesor Asesor: Dr. Jesus de Le6én Morales
Agosto, 2002

En este trabajo, se presentan técnicas de control no lineales basadas en
observadores, las cuales son aplicadas a un modelo matematico del motor a pasos de
magneto permanente, con el objetivo de regular la posiciéon angular del rotor. Los
motores a pasos han venido a formar parte integral de muchos procesos y/o maquinas de
posicionamiento preciso, y aunque los motores a pasos son estables en lazo abierto, su
desempefio es pobre y ultimamente se ha encaminado a utilizarlos en lazo cerrado para
obtener mejores resultados. Se utilizaran para tal proposito, las técnicas de
perturbaciones singulares y modos deslizantes para el disefio de algoritmos de control,
en tiempo continuo y discreto.

Cuando utilizamos la técnica de perturbaciones singulares, descomponemos el
sistema original en dos subsistemas de orden menor, descritos en diferentes escalas de
tiempo, es decir, obtenemos un subsistema reducido lento y uno rapido. La técnica de
modos deslizantes es aplicada a cada uno de los subsistemas.

Para la clase de sistemas considerados, se utiliza un esquema de discretizacion el
cual nos permite obtener el modelo en tiempo discreto, y con ello, en este trabajo se
aplican las técnicas de modos deslizantes para sistemas discretos. Tanto para el caso
continuo como discreto, bajo la suposicion de que los estados del subsistema rapido
estan disponibles, se disefia un observador de orden reducido para estimar los estados
del subsistema lento y obtener asi, esquemas de control basados en observadores.

Finalmente, por medio de simulaciones numéricas se verifica el desemperio de

las estrategias de control disefiadas, cuando son aplicadas al modelo del motor a pasos

de magneto permanente.
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Capitulo 1
Introduccion

En la actualidad, los sistemas de control automatico toman un papel muy importante
en el buen desarrollo y funcionamiento de procesos industriales, sistemas robotizados,
aeronautica, etc. Tal es asi que se ha desarrollado grandemente la teoria de control con-
tribuyendo con muchas técnicas para el analisis de sistemas dinamicos [1,4]. El tener
un buen sistema de control en algin dispositivo o proceso nos puede asegurar un mejor
aprovechamiento y rendimiento, incluso incrementar su vida til. Por lo anterior, el con-
trol automatico como ciencia ha tenido y seguira teniendo un gran avance, y cada vez con
aplicaciones mas diversas.

El campo de estudio del control automatico es muy extenso. Aunque todavia hay mucho
trabajo por hacer, existen muchos resultados tanto para sistemas lineales como no lineales,
continuos y discretos que se han sido empleados con buenos resultados en numerosas apli-
caciones [3,4].

El objetivo de este trabajo es disefiar estrategias de control y observacion no lineal para
cierta clase de sistemas no lineales (ver Cap.3) y aplicar estos resultados a un modelo

matematico del motor a pasos.

1.1 Antecedentes

Existe un desarrollo considerable en la teoria de control no lineal, sobretodo en las
pasadas tres décadas, contribuyendo con técnicas para el analisis y control de este tipo de
sistemas [4]. Sin embargo, las aplicaciones de dichas técnicas en el sector industrial han
sido pocas [4,9].

Con la intencién de aplicar las recientes técnicas avanzadas de control no lineal, s¢ ha
hecho un esfuerzo por estrechar el lazo entre la teoria de control no lineal y aplicarlos a
los diferentes procesos eléctricos, mecanicos, etc. En el caso particular de este trabajo, se

estudia un sistemas electromecdnico particular como lo es el motor a pasos.
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En los pasados 15 afios se ha venido incrementando el uso de motores a pasos en gran
medida, principalmente en 4reas de computacion, telecomunicaciones, control numérico y
robdtica [2,3,14]. Lo anterior es debido en gran parte a las caracteristicas con las que cuen-
tan estos tipos de motores. Los motores a pasos, a diferencia de los motores tradicionales,
no tienen un movimiento continuo del rotor, sino que éste lo hace en movimientos discre-
tos 0 en pasos, lo cual, dependiendo de la velocidad puede convertirse en un movimiento
continuo [2]. Esta caracteristica permite posicionar el rotor en alguna posicién deseada
con una gran exactitud.

Originalmente, los motores a pasos fueron disefiados para operar en lazo abierto, de he-
cho, en numerosas aplicaciones, estos motores son usados en lazo abierto con muy buenos
resultados [2]). La manera de realizar el control en lazo abierto es, aplicando al motor se-
cuencias de avance y retroceso para una cantidad predeterminada de pasos. Este tipo de
control es relativamente sencillo pero carece de robustez [2]. Cuando se presenta alguna
perturbacién, come cambio de carga, se pueden perder pasos y no se alcanza de manera
adecuada la tarea de control.

Una manera mas especializada de controlar estos motores es usando un sistema de
retroalimentacion por medio de encoders y sensores especiales que nos permiten moni-
torear las variables del sistema. De esta forma se puede lograr un control mas preciso aun
en la presencia de cargas variables. De hecho, en ¢l sector industrial se ha incrementado el
uso de los motores a pasos controlados en lazo cerrado, sobre todo para alcanzar tiempos
de respuesta mas rapidos y mayor capacidad de resolucidn [2,14].

En la literatura podemos encontrar algunos trabajos relacionados con el control y esti-
maci6én de motores a pasos. Por citar algunos ejemplos, en [16], se disefié un observador
no-lineal de orden completo para el motor a pasos de magneto permanente, cuyos resulta-
dos fueron validados en laboratorio. Se han utilizado algoritmos de control usando la téc-
nica de linealizacidn por retroalimentacién, para alcanzar objetivos como el de seguimiento
o regulacion de la posicidn angular del rotor, tomando en cuenta aspectos como la satu-
racion en la entrada y estimacién de la velocidad usando un encoder [3,14]. En [18], se

hace el estudio de un esquema de estimacion de pardmetros continuos en ¢l tiempo para



utilizarse en esquemas de control de posicién a altas velocidades.

El utilizar motores a pasos no implica que sean mejores que [os de CD, de hecho, tienen
diferentes caracteristicas y se comportan de una manera diferente. Los motores a pasos
producen grandes torques a bajas velocidades y ademas pueden arrancar y parar en alguna
posicion 6 angulo. Entonces, se recomienda usarlos en aplicaciones donde se requiera de
un posicionamiento preciso, es decit, fijar el rotor en un dngulo fijo. Ademas, los motores
a pasos por lo general tienen un mayor tiempo de operacién debido a la eliminacién de
escobillas mecanicas, mejor disipacién de calor ya que los embobinados estidn colocados
en el estator y no en el rotor, mejor indice de torque-inercia debido a un rotor mds ligero,

y sobre todo, mejores caracteristicas de posicionamiento.

1.2 Metodologia

En este trabajo, se utilizardn técnicas de control no lineal para alcanzar objetivos tipicos
de control como seguimiento de trayectorias, estabilizacién y regulacion. Se hara uso
de las técnicas de perturbaciones singulares y de modos deslizantes para el desarrollo de
estrategias de control. En este caso, dichas técnicas son aplicadas a un modelo matemdtico
del motor a pasos de magneto permanente, con ¢l fin de controlar Ia posicién angular del
rotor y mejorar su desempefio, sobretodo en la presencia de incertidumbres paramétricas.
Combinar éstas dos técnicas representa una buena posibilidad para obtener esquemas de
control robusto [10].

Latécnica de perturbaciones singulares nos permite descomponer el sistema original en
dos subsistemas de orden menor descritos en diferentes escalas de tiempo [7]. La anterior
caracteristica, nos permite que el disefio de leyes de control se facilite puesto que se disefian
en base a los modelos de orden reducido, por lo tanto, la metodologia de modos deslizantes
se aplicard a ambos sistemas de orden reducido. El desempefio de las leyes de control
disefiadas se verificarda por medio de simulaciones numeéricas.

Aunque la teoria de control no lineal en tiempo discreto no ha sido explotada en gran

medida [15], en este trabajo también se disefiardn estrategias de control en tiempo discreto,

utilizando las metodologias antes mencionadas.
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Se disefiardn entonces, técnicas de control utilizando la técnica de modos deslizantes

tanto en tiempo continuo como en tiempo discreto.

1.3 Organizacién de la Tesis

Esta tesis estd organizada de la siguiente manera:

En el capitulo 2, se estudian las propiedades mas importantes de los motores a pasos, asi
como su principio de funcionamiento y se analizan las ventajas y desventajas al usar estos
motores para las diferentes aplicaciones. Se estudia un modelo matematico del motor a
pasos de magneto permanente, ésto con el fin de aplicar las técnicas estudiadas a este
modelo,

En el capitulo 3, se realiza un estudio de la metodologia de perturbaciones singulares
para la clase de sistemas no lineales que se consideraran en este trabajo. Este estudio
se extiende a sistemas discretos, donde se presenta un esquema de discretizacién para la
clase de sistemas estudiados. Se estudian las ventajas de descomponer el sistema en dos
subsistemas de orden menor, caracteristica favorable cuando se disefian controles o se hace
el andlisis de estabilidad.

Por otro lado, en el capitulo 4, se desarrollan técnicas de control no lineales por medio
de la técnica de modos deslizantes en tiempo continuo. Se aprovecha la descomposicién
del sistema original en dos subsistemas de dimension menor y se facilita el disefio de los
controles. Se realiza la aplicacion al modelo del motor a pasos y se analiza el desempefio
por medio de simulaciones.

En el capitulo 5, se aplican las técnicas de modos deslizantes al modelo del motor a
pasos discretizado. También se utilizan modos deslizantes para realizar los controles. Las
leyes de control obtenidas son simuladas numéricamente para verificar su desempefio.

Finalmente, en el capitulo 6 se dan las conclusiones de este trabajo.



Capitulo 2
Motor a Pasos: Carateristicas y Modelo

Matematico [2]

2.1 Introduceion

En este capitulo se presenta una panordmica general acerca de las principales caracteris-
ticas de los motores a pasos. Ademads, se dard una descripcién de un modelo matemdtico
del motor a pasos de magneto permanente, el cual serd utilizado para aplicar los diferentes
esquemas de control disefiados.

En general, los motores de cualquier tipo (corriente directa, alterna, a pasos, etc.) son
utilizados ampliamente en muchos sectores, como el industrial, en la aeronautica, {cleco-
municaciones, etc. Lo anterior se debe a que los motores han venido a formar parte integral
de procesos y de maquinas porque sirven de accionadores y producen desplazamientos lin-
¢ales 0 angulares.

La principal caracteristica de los motores a pasos es su capacidad de posicionamiento
en cierto angulo. Esto es debido a que este tipo de motores realizan un movimiento angular
(6 lineal) en pasos discretos, es decir, dependiendo de la resolucién del motor, se necesita
cierta cantidad de pasos para realizar una vuelta completa. Ademas, estos motores pueden
ser operados en lazo abierto, es decir, podemos especificar la cantidad de pasos a realizar
sin necesidad de un mecanismo de retroalimentacion. Sin embargo, operar estes motores
en lazo abierto no siempre es suficiente debido a que su desempefio es pobre, sobre todo
cuando existen variaciones en la carga, por lo tanto, es necesario realizar esquemas de
control en lazo cerrado para mejorar su desempefio.

Tradicionalmente, los motores de CD han sido escogidos en mayor medida que los mo-
tores a pasos para aplicaciones industriales debido a su relacién entrada/salida linezl, la
cual hace posible el uso de estrategias de control estandares. Sin embargo, en los dltimos

aitos el uso de motores a pasos se ha incrementado considerablemente [2,16,18].



A continuacién, se exponen algunas caracteristicas generales de este tipo de motores.

2.2 Descripcion de un Motor a Pasos y sus Principales
Caracteristicas

De manera general, se puede decir que Jos motores a pasos son mecanismos que con-
vierten sefiales de pulso digitales en un movimiento continuo del rotor hasta fijarlo en
un determinado paso o postcion. Estos motores se disefian para tener un contro] de posi-
cionamiento preciso y son estables en lazo abierto para cualquier posicién del paso, sin
embargo, tienen una respuesta al escalon con un sobreimpulso considerable y un tiempo
de establecimiento relativamente grande. Aunque el control en lazo abierto es ventajoso
econémicamente, no estd exento de algunas limitaciones. Por ejemplo, las revoluciones
del rotor se tornan inestables en ciertos rangos de velocidad, y debido a esta caracteristica
de comportamiento, la velocidad y aceleracion de un motor a pasos controlado bajo un es-
quema en lazo abierto no puede ser tan rdpida como en un motor de CD operado bajo un
esquema de control en lazo cerrado. Es por ésto que es necesarie desarrollar estrategias de
control para operarlos en lazo cerrado y mejorar su desempefio.

Existen varios tipos de motores a pasos, entre los que podemos encontrar son los mo-
tores de reluctancia variable y los motores de magneto permanente. Existe otra categoria
denominados hibridos, aunque los dos primeros son los mas comunes.

Debido a que estos motores tienen un posicionamiento preciso y confiable, se emplean
comunmente en aplicaciones donde ¢l posicionamiento mecanico resulta ser muy impor-
tante. Son ideales cuando se tiene que girar un ¢je y detenerlo en ciertas posiciones con
una precision de hasta centésimas de milimetros, y dicha posicion permanece blogueada
hasta que no se dé una nueva orden para hacerla girar en el sentido que queramos.

Es deseable que un motor a pasos se mueva tan rdpido como sea posible en respuesta
a un pulso de entrada o tren de pulsos. No sdlo se requiere de un rapido arranque, sino
que también un rdpido paro. Si el tren de pulsos es interrumpido mientras el motor estd
corriendo, el motor debe ser capaz de parar en la posicidn especificada por el tiltimo pulso.

Estas excelentes caracteristicas dindmicas se deben al alto indice de torque de inercia del



rotor de un motor a pasos comparado con un motor de CD.

2.2.1 Torque de Posesion y Restauracién

Las propiedades de torque en un motor a pasos son muy interesantes, debido al alto
torque estitico que es generado. El torque estitico se refiere al torque que se genera es-
tando el motor en reposo. Este torque habilita al motor para arrancar y parar rédpidamente y
presenta un fuerte torque de restauracion cuando ocurre un desplazamiento desde la posi-
cidén de equilibrio o reposo debido a una carga de torque externa. Ligados al torque estatico,
se generan los torques de posesion y frenado, los cuales se definen a continuacion.

Torque de Posesion (holding torque) : Se define como el méximo torque estdtico que
puede ser aplicado a la flecha de un motor excitado con una corriente sin causar rotacién
hacia la siguiente posicion de equilibrio.

Torque de Frenado (detent torque) : Es el maximo torque estatico que puede ser aplicado
a la flecha de un motor no excitado sin causar rotacion hacia la siguiente posicion de
equilibrio. Este torque solo aparece en motores que tienen un magneto permanente.

En general, entre mas grande ¢s el torque de posesion, es mas pequeiio el error de posi-

cidon debido a la carga o variaciones de la misma.

2.2.2 Caracteristicas Estaticas

Cuando el motor se encuentra en estado estacionario o una posicién de equilibrio, se
observan algunas caracteristicas relacionadas con el torque, desplazamiento angular y cor-
riente, éstas son llamadas caracteristicas estdticas.

Caracteristicas T /8 : Sitenemos al motor a pasos mantenido en una posicién de equi-
librio ¢ estacionaria suministrando una corriente en un modo especificado de excitacion
(ver sec. 2.3), al aplicar un torque externo a la flecha, un desplazamiento angular ocurrira.
La relacion entre torque externo y el desplazamiento puede ser graficada como en la Fig.
2.1. Esta curva es llamada convencionalmente curva caracteristica 7°/6, y el valor max-
imo de torque estatico es llamado torque de posesion, el cual ocurre cuando @ = 6 en la

Fig 2.1. Para los desplazamientos mds grandes a )y, ¢l torque estatico no actua en una di-



reccién hacia la posicién de equilibrio original, pero lo hace en la direccién opuesta hacia

la siguiente posicién de equilibrio.

Torgque Estéticg

ol
0 ' B
Angulo de un paso ) )
Desplazamiento 8 de una posicion
de equilitvio

Fig. 2.1 Caracteristicas 7'/6

Caracteristicas T/I : El torque de posesion se incrementa con la corriente, y esta
relacién es convencionalmente referida como caracteristica 7°//. Como un ejemplo, en
laFig 2.2 se presenta una comparacion de esta caracteristica con un motor a pasos hibrido

y para uno de reluctancia variable (VR), el angulo de paso de ambos es de 1.87 (es decir,

es la resolucion minima de desplazamiento).

05

€
€ 04 4
% 03 (a)J/f prad
g / (2]
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o 0.2 4
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8
0.0 04 08 12 186 20
Coriente (A)

Fig. 2.2 (a) Caracteristicas T/I de un motor VR.
(b) Caracteristicas T/I de un motor hibrido.

2.2.3 Caracteristicas Dinamicas

Las caracteristicas relacionadas a los motores cuando estan en movimiento o inmedi-
atamente después de que arrancan, son llamadas caracteristicas dindmicas (Fig. 2.3),

Caracteristicas del torque de atraccién (Pull in) : Estas tambien son llamadas carac-



9

teristicas del arranque y se refieren al rango de torque de carga friccional al cual el motor

puede arrancar o parar sin perder pasos o varias frecuencias en un tren de pulsos.
Caracteristicas del torque de arrangue (Puli-out) : También es llamada, caracteristica

de ejecucién. La relacion entre la carga friccional de torque y la mdxima frecuencia de

pulso con la cual el motor se puede sincronizar.
Frecuencia mdxima de arranque : Esta definida como la maxima frecuencia de control

a la cual un motor sin carga puede arrancar y parar sin perder pasos.

1orgue meximo de arrangue : También es llamado torque méaximo pull-out y es definido
como la maxima carga de torque friccional con la cual el motor puede arrancar y sincronizar
con un tren de pulsos de una frecuencia tan baja como 10 Hz.

Mdaximo indice de arranque (Pull-out). Es la maxima velocidad a la cual un motor a

pasos puede operar sin perder pasos.

Torgue de posesion

‘Jf E,Max. torque de arrangue

{Pull-out torque

Rango Pull-n

Max. Frec
de ejecucitn

Max. Frec,
/ de arranque

Ala

10Hz [ 1Rango inarrenceble —_—
Rango inratacionable Hz

Fig. 2.3 Caracteristicas dinamicas

2.2.4 Resolucion de los Motores a Pasos

Un motor a pasos rota a un angulo fijo en cada pulso. Este desplazamiento es llamado
paso y disminuyendo el angulo de paso se incrementa la resolucién de posicionamiento.
Una caracteristica de los motores a pasos es que pueden ser hechos para un 4ngulo de paso

pequeiio. Para aplicaciones en el area de ingenieria lo que nos interesa de estos motores es
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el nimero de pasos por revolucién, los cuales estin denotados por §' y el angulo de paso

por &, y cuya relacion con S es como sigue:

8, = 360°/5

donde $' esta relacionado al ntimero de dientes en el rotor N, y al nimero de fases m. La

resolucion se calcula:

- Para ¢l caso de motores VR;
S = mN,

- Para ¢l caso de motores de magneto permanente o hibridos:

S = 2mN,

Asi podemos calcular cual es la resolucién limite, es decir, el minimo angulo de paso

del motor que se este utilizando.

2.3 Clasificacion de los Motores a Pasos

Los motores a pasos pueden ser clasificados en varjos tipos dependiendo de la estructura
de 1a maquina y su principio de operacién. Basicamente, podemos decir que vienen en dos

variedades, los de reluctancia variable y los de magneto permanente.
2.3.1 Motores de Reluctancia Variable ( Motor VR)

El motor a pasos de reluctancia variable puede ser considerado como el tipo mas basico
de motores a pasos. En la Fig 2.4 se muestra un diagrama seccional de un motor simple en
esta categoria para facilitar la explicacion de los principios basicos del motor. Es un motor
de tres fases que tiene seis dientes en el estator. Cualquier par de dientes opuestos, que
estan a 180° uno del otro, pertenecen a la misma fase; €sto es, las bobinas en cada diente
contrario son conectadas en serie o paralelo, en este caso, en la figura estan conectadas en
serie. El rotor esta compuesto en este caso de 4 dientes. Tanto los materiales de rotor como
el estator deben tener alta permeabilidad y ser capaces de permitir que fluya sobre ellos

un flujo magnético alto, incluso si se aplica una fuerza magnetomotriz baja.
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Fig. 2.4 Seccion transversal de un modelo de un motor VR
de tres fases y su arrego de embobinado.

Supondremos en este ejemplo que los dos dientes opuestos en el estator tienen polaridad
opuesta. Por lo tanto, en la Fig. 2.4, los dientes 1, 2, y 3 forman un polo norte y los
dientes 1°, 2’ y 3’ forman el polo sur cuando estan excitados. La corriente en cada fase
es controlada en un modo ON/OFF por sus respectivos interruptores. Si una corriente
¢s aplicada a las bobinas de la fasel, o en otras palabras, la fasel es excitada, el flujo
magnético ocurrird de la forma mostrada en la Fig, 2.5, El rotor sera posicionado entonces
tal que los dientes del estator 1 y 17 y cualquiera de los dos dientes del rotor estén alineados.
De este modo, cuando los dientes del rotor y los dientes del estator estan alineados, la

reluctancia magnética es minimizada, y este estado provee una posicion de equilibrio.

Fig. 2.5 Posicién de equilibrio cuando la fase 1 es excitada.

Si el rotor tiende a ser movido de su posicion de equilibrio debido a algiin torque ex-
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terno aplicado a la flecha del rotor, un torque de reestablecimiento serd generado como es
mostrado en la Fig. 2.6. En esta figura el torque externo es aplicado para girar a favor
de las manecillas del reloj y el rotor es desplazado en la misma direccién. Esto resultara
en un doblamiento de las lineas de flujo magnético en los bordes de los dientes tanto del
rotor como del estator, conocido ésto como tensién de Maxwell, las lineas magnéticas de
intensidad ticnen fuerte tension, en otras palabras, las lincas magnéticas tienen tendencia
a volverse tan cortas y derechas como sea posible. En la Fig. 2.6 este efecto es observado
en los bordes de los dientes, creando un torque en contra de las manecillas del reloj para
restaurar al rotor ¥ volverlo a alinear con los dientes del estator. Como se ve en la misma

Fig. 2.6, cuando los dientes del rotor y estator estan desalineados en una fase excitada, la

reluctancia magnética es grande.

2l

Lineas curvas del
campo magnétco

Torque extemo
aplicado

Torgque de restauracitn
debido a la tension de las
lineas de flujo magnélico

Fig 2.6 Lineas curvas del campo magnético creando el torque de restauracion

Ahora veremos que pasa cuando la fase 1 es desenergizada, y la fase 2 es energizada.
La reluctancia de] motor vista desde la fuentes de poder de CD sera de repente incremen-
tada justo después de que la conmutacion se realiza. Es obvio que el rotor se movera en
un dngulo de 307 en contra de las manecillas del reloj, como se muestra en la Fig 2.7,
para minimizar la reluctancia. Este movimiento a través de un paso de angulo en cada

conmutacidn de excitacién es llamado paso.
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11 - Enc.

Fig. 2.7 Como procede el movimiento del motor al excitarse la F2.

Después de completar la rotacion en tres pasos, el rotor aparentemente volvera a su

posicion original, ésto se ilustra en la Fig. 2.8:

12 Enc. 13 Enc, 14 Enc.

Fig 2.8 Movimiento del motor cuando se realiza una ¢conmutacion continua.

2.3.2 Motores de Magneto Permanente

Un motor a pasos que utiliza un magneto permanente en el rotor es llamado motor a
pasos de magneto permanente. En la Fig 2.9 podemos observar un motor a pasos elemen-
tal de magneto permanente, el cual emplea un magneto permanente cilindrico como rotor,
ademés posee cuatro dientes o polos en su estator, como se¢ muestra en (a) y (b) respec-
tivamente. En (b) se presenta un arreglo de embobinado simbélico, pero en (c) indica el
arreglo real, conocido como esquema bifilar. Dos alambrados sobrepuestos son puestos
como un alambrado sobre los polos [ y 3, y estos dos alambrados son separados uno del

otro en las terminales para mantenerlos como alambrados independientes. Lo mismo es

para los polos 2 y 4.
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FA

@) (b) (c)
Fig 2.9 Motor a pasos elemental. (a) Rotor cilindrica,
(b) Estator y embobinado simbdlico.(c) Ejemplo de embobinado.

Las terminales marcadas C, y Cj son denotadas como un comtin a ser conectado a
la terminal positiva de la fuente de poder como se muestra en la Fig. 2.10. Cuando el
alambrado A mostrado por la linea sélida en (c) es excitado, el polo 1 produce un polo
norte y el polo 3 un polo sur. Si el alambrado A, que es mostrado por la linea punteada en
(c) es excitado, la polaridad se revertird. Este arreglo de alambrado en los polos es definido

como un alambrado de dos fases.

=ar g K§ B
RALVDE
i

Fig. 2.10 Circuito basico para controlar un motor de dos fases.

Ahora, si los embobinados son excitados en la secuencia A — B - A — B . . . el
rotor girard en sentido de las manecillas del reloj, como se muestra en la Fig. 2.11. En este
ejemplo, el tamafio del paso es obviamente de 90°. Si el numero de dientes en el estator

y polos magnéticos en el rotor son duplicados, tendriamos un motor de dos fases con un



angulo de paso de 45, es decir, estamos aumentando la resolucion del motor.

N
S N
\__/

Fig. 2.11 Pasos en un motor a pasos de magneto permanente.

2.4 Aplicaciones de los Motores a Pasos

Como se ha comentado, los motores a pasos cada vez toman una mayor participacion en
la industria e investigacion. Algunas de la aplicaciones mas comines, pero no limitdndose
a éstas, se mencionan a continuacién.

En general, podemos encontrar numerables aplicaciones. Muchas de ellas son real-
izadas utilizando los motores a pasos en lazo abierto, pero existen aplicaciones donde un
control retroalimentado mejora el rendimiento.

Un area donde podria decirse que es donde mas se aplican los motores a pasos es la
industria de la informaética y sus periféricos. Los motores a pasos son usados desde los
lectores de disco, discos duros hasta impresoras y graficadores. Por tal motivo, se han
desarrollado motores de diferentes tamafios y capacidades dependiendo de la aplicacion.

Las maquinas que son controladas por medio de contro] numérico tambien usan motores
a pasos debido a que requieren de un posicionamiento preciso en su operacion. En el drea
de la robética, ademads de requerir de un buen posicionamiento, se requiere que el actuador
utilizado responda adecuadamente a variaciones de carga, los motores a pasos operados en
lazo cerrado ofrecen un buen desempefio para esta tarea.

También son utilizados en vehiculos espaciales y satélites, donde se requiere movimien-

tos precisos.

2.5 Modelo Matematico del Motor a Pasos

Para la aplicacion de las leyes de control que serdn disefiadas, consideraremos un motor
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de magneto permanente (PM) de dos fases. Un esquema simplificado de este motor se
presenta en la Fig. 2.12. Los voltajes de entrada (vq,v;) controlan las dos corrientes
de fase (i,,%5). Al fluir corriente por el estator, se genera un campo magnético, el cual

interactiia con el magneto permanente del rotor para crear un torque, de tal manera que el

rotor tenderd a alinearse con el campo magnético producido por las corrientes.
+

Vb

Fig.2.12 Dibujo esquemadtico de un motor PM de dos fases.
Como se estudié antes, al aplicar una secuencia de voltajes a cada fase en sucesién,

provocara al rotor dar un paso. En el caso del dibujo esquematico de la Fig. 2.12 cada
paso es de 90°, para el caso general, el tamafio del paso se determina por el nimero de
dientes en el rotor NV,. La férmula para el tamafio del paso @ del motor de dos fases esta
dada por:
) ‘a0

N:
En este trabajo, se utilizard un modelo matematico del motor a pasos de magneto perma-

g

nente. En el modelo se hacen las siguientes hipétesis [2]:

- Se desprecia el pequefio acoplamiento que existe entre las fases.

- Se desprecia el pequefio cambio de inductancia como una funcién de la posicion del
rotor

- La variacion en la inductancia debido a la saturacién magnética es despreciada.

- El torque de frenado es despreciado, ya que en general se hace K; = 0.

La ecuacién que describe el movimiento del rotor es dada por:

J @ + B% + Kmiqsen(N.8) — Kpip cos(N,.6) + kgsen{4N,8) =0

dt? d
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donde los términos K7, sin{NV,.8) y K, cos(V,.8) representan los torques desarrollados
en las fases A y B respectivamente. El término K sen(4V,0) representa el torque de
frenado debido a la atraccién magnética del iman permanente del rotor con el material
magnético de los polos del estator.

Las ecuaciones del voltaje para los embobinados A y B del estator son:

diy, diy,

Vo — Rza . LE . ME -+ mesen(Nré’) = 0
 diy o die ~
vy — Rip — LE = M_d? + Kpweos(N8) = 0

donde:

Uq, Up sON los voltajes suministrados.

L es la inductancia propia de cada fase.

M es la inductancia mutua.

R es la resistencia en el estator.

En estas ecuaciones se considera que L y M son independientes de 8, y por las hipétesis
se considera M = Q.

Entocnes, el modelo puede ser descrito por las siguientes ecuaciones diferenciales [2,18]:

— = [vy — Riy + Knwsen(N,9)]1/L

iy [vp — Riy + Kopw cos(N.6))1/L

%

— = [~ K i sen(N,0) + Kpniy cos(N.0) — Bw — Kasen(4N,0)|/J ~ /T

@.1)

rral

Este modelo esta descrito por cuatro estados (i, 7, w, #), dos entradas (v,, vs) y algunos
parametros, donde i,,7%, ¥ U4, Up denotan las corrientes y voltajes en las fases Ay B,. w
es velocidad angular del rotor y 6 la posicién angular del rotor. La descripcién de cada

clemento se muestra en la siguiente tabla:



Elemento ) Descripcion Unidades
Vp, Vb Voltajes en las fases Ay B Volts

Ty Ty Corrientes en las fases Amp

w ‘elocidad angular rad/seg
g Posicion angular rad

R Resistencia Q

L Inductancia H

J Constante de inercia N -m.s*
Ko Constante de torque N-mfA
B Coeficiente de friccion viscosa | N -m - s
T Par de carga N-m

N, Nuamero de dientes del rotor -

Ky Torque de frenado N.m

Tabla 2.1 Descripcion de cada elemento del modelo
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Los valores nominales de los pardmetros del motor seleccionados son los siguientes [3]:

Parametro | Descripeién Valor
R Resistencia 10 2
L Inductancia 0.00011 H
J Inercia del rotor 572107 % N . m - s°
K, Constante de torque del motor | 0.113 N - m/A
B Constante de friccion viscosa | 0.001 N -m - s
T Par de carga 0.05 N -m
N, Numero de dientes del rotor 50
K, Torque de frenado ON - -m

Tabla 2.2 Valores de los parametros del motor a pasos

2.6 Conclusiones

En este capitulo, se han mostrado algunas de las caracteristicas principales de los mo-

tores a pasos, asi como su principio de funcionamiento. Se present6 el modelo matemético

de un motor a pasos de magneto permanente. Dicho modelo es usado para aplicar las téc-

nicas de control que se estudiaran en los siguientes capitulos.

Podemos notar que para algunas aplicaciones el diseiiar estrategias de control en lazo

cerrado beneficiard grandemente el desempefio de los motores a pasos, ddndonos como

resultado un mejor desempefio en la tarea desarrollada.



Capitulo 3
Perturbaciones Singulares para Sistemas
no Lineales Continuos y Discretos

3.1 Introduceion

Uno de los problemas que frecuentemente nos encontramos al tratar con modelos dinami-
cos de procesos es que en ocasiones estan constituidos por un gran nimero de ecuaciones
diferenciales o ecuaciones de diferencias, lo cual, en ocasiones hace que la tarea de disefio
se dificulte, incluso analizar sus propiedades estructurales.

Debido a lo anterior, es necesario indagar en la busqueda de métodos que nos permitan
derivar modelos de orden reducido a partir de modelos de orden elevado. Una técnica que
se utiliza para tal propésito es el método de perturbaciones singulares [4,7,17].

Cuando tratamos con el modelado de sistemas dindmicos, es decir, como describir
matematicamente el sisterna a ser controlado, en ocasiones se hace uso de pequetias per-
turbaciones singulares, es decir, la eliminacién de pequefias constantes de tiempo, masas,
capacitancias y pardmetros similares parisitos que incrementan el orden del modelo, y al
eliminarlos no nos afectan en el sistema completo..

La utilizacién de las técnicas de perturbaciones singulares permite hacer una reduccién
del modelo original y simplificar la tarea de disefio. La caracteristica principal de esta téc-
nica consiste en descomponer el sistema original en dos subsistemas de dimensién menor,
ambos descritos en diferentes escalas de tiempo. Otra ventaja de este método es su aplica-
bilidad a sistemas no lineales, en particular a sistemas electromecanicos [4].

Al descomponer el sistema dinamico en escalas de tiempo, por lo general, el modelo
reducido representa el fenémeno mas lento, el cual en la mayoria de las aplicaciones es el
dominante [7].

En este capitulo se hace un estudio de las principales caracteristicas de sistemas que

se encuentran en la forma singularmente perturbada, y se estudia wn esquema de dis-

19
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cretizacion para la clase de sistemas considerados.

3.2 Analisis de Sistemas No Lineales en la Forma
Singularmente Perturbada [4,7]

El modelo estandar de perturbaciones singulares esta en la forma explicita de variables
de estado, en ¢l cual las derivadas de algunos de los estados son multiplicadas por un

pequefio escalar constante ¢, es decir, tiene la forma:

& = fl@,zu)  z(k)=2% zeR™ G.1)
ez = g(x,z,u)  z(to)=2", z€RY (32)
donde se considera que f y g son suficientemente continuamente diferenciables en sus

argumentos r, 2, u.
Cuando hacemos ¢ = 0 cambiamos las propiedades dinamicas del sistema y (3.2) se

transforma a una ecuacion algebraica, es decir:
0 = g(x, z,1) (3.3)

Ademas, la dimension de espacio de estado de (3.1)-(3.2) se reduce de n.+ny a n,. Esta
caracteristica, nos permite descomponer el sistema en dos subsistemas de orden menor, uno
de ellos con transitorios rapidos (estados z) y el otro con transitorios lentos (estados x).

Las suposiciones siguientes nos aseguran que (3.1)-(3.2) estd en la forma estandar de

pertubaciones singulares.
Suposicion 3.1 (Condicién de Existencia): En un dominio de interés D, (3.3) tiene

k > 1 raices reales distintas (aisladas).
z = ¢;(z,u), i=1,2,..k (3.4)

Suposicién 3.2 : Para toda z, z,» € D, las partes reales de los valores caracteristicos

de Q%iu—), son mds pequeiios que un nimero negativo fijo —c, es decir:
z
ReA{W}(—c<O (3.5)

tal que z y 2 representan las dinamicas lentas y rapidas respectivamente.
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3.2.1 Clase de Sistemas No Lineales a Considerar

En este trabajo, se consideraran una clase de sistemas no lineales en la forma singular-
mente perturbada que son lineales en el estado rapido y en la entrada de control, y estan
dados de la siguiente forma:

i = filz) +F(2)z (3.6)

ez = folz) + Fal(z)z + ga(z)u 3.7

donde z € B, € R™ ese¢l estado lento, z € B, € K™ es el estado rdpido, u € R es la
entrada de control y € es un pardmetro pequefio y positivo tal que € € [0, 1). Las columnas
de las matrices Fi(z) y F»(x) y las funciones fi(z), fa(z), y g2(z), se suponen ser acotadas
en sus componentes y ser funciones suaves de x. Los subconjuntos B, y B, denotan una
bola centrada y acotada en el origen. F3(x) se supone que es no singular paratoda z € B..
Ademiés, se supone que f1(0) = f2(0) = 0y, parau = (O, el origen (z, z) = (0,0) es un

punto de equilibrio aislado.
Considerando que el modelo (3.6)-(3.7) cumple con las suposiciones 3.1, 3.2, y ha-

ciendo € = 0, obtenemos de (3.7) Ia siguiente expresion algebraica:
0 = fo(=) + Fa(z)2 + ga(x)u (3.8)

Asi mismo, obtenemos las raices de la expresion (3.8), las cuales estan dadas por:
2g = g—b(mm 'U'.s) = "‘Fz—l (mS)[f2(mz) +g2($3)u3]3 (39)

donde las variables z,, z,; y u, denotan las componentes lentas de 2, z y u.

El modelo reducido se obtiene al sustituir (3.9) en (3.6),
5 = fi(@;) + Fi(zs)dlzssvs),  walto) =2a°, (3.10)

donde se mantiene la misma condicién inicial para la variable de estado z,(t) y z(¢). El
modelo (3.10) es llamado modelo de estado-quasi-estacionario, por z, cuya velocidad 2 =

g/¢ es grande cuando ¢ es pequeiia, convergiendo rapidamente a una raiz de (3.3), la cual

esta en la forma estado-quasi-estacionario.
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Si la dindmica ripida es estable, entonces, después de un pequefio periodo de tiempo,
converge a una variedad, llamada variedad integral o variedad lenta. Esta variedad es
caracterizada por la condicién de variedad integral o condicién de invarianza.

El objetivo es conducir a z(%) hacia la variedad lenta, entonces buscamos un control
que realice lo anterior. De esta manera, el control » que aparece en (3.1)-(3.2), estard com-

puesto por un control lento y un control rdpido, el cual lo podemos denotar de la siguiente

manera.
u=us+uy (3.11)

donde (3.8) es el control compuesto.
3.2.2 Comportamiento en Dos Escalas de Tiempo

Las perturbaciones singulares causan un comportamiento de multi-escala de tiempo car-
acterizados por la presencia de transitorios lentos y rapidos. Al hacer £ = 0, la respuesta
lenta o el estado-quasi-estable, es aproximado por el modelo reducido (3.10), mientras que
la discrepancia entre la respuesta del modelo reducido (3.10) y la del modele completo
(3.6)-(3.7), es el transitorio rapido. La variable z, ha sido excluida del modelo reducido
(3.10) y sustituida por su estado-quasi-estacionario z,. Comparando con la variable origi-
nal z, que empieza en #; de un preestablecido 2%, z, no es libre para empezar de 20, y puede

existir una larga discrepancia entre su valor inicial [4]
z(to) = P(ws(t0), us(to)) (3.12)

y la condicion inicial z° preestablecida. Por tanto, z, no puede ser una aproximacion uni-

forme de z. La mejor aproximacion que podemos esperar es:

z(t) = z(t) + O(e)" (3.13)
la cual se mantendri sobre un intervalo excluyendo ¢y, ésto es, para ¢ que este dentro de
[t,,T], donde t, > #;. También, podemos limitar el estado-quasi-estacionario z, para

empezar de la condicién inicial preestablecida z°, y por tanto la aproximacién de x por z,

Ver Apéndice.
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pueda ser uniforme. En otras palabras,

z(t) = z4(t) + O(e) (3.19)

puede mantenerse en un intervalo incluyendo #p, ésto es, para cada ¢ que este dentro de

[#0, 7], en el cual z,(t) exista.
La aproximacion (3.13) establece que durante un intervalo inicial [tg,#1] la variable

original z se aproxima a z; ¥y luego, durante [{;, 7], permanece cerca de 2,, donde T >
t, > tg. Para describir el comportamiento de z en la escala de tiempo rapida, proseguimos

de la siguiente manera. Si tijamos

dz dz dr 1
e = s donde il (3.15)

y usamos 7 = 0 como el valor inicial en ¢ = #,, obtenemos la nueva variable de tiempo:

,=t;ﬂf=omt=m (3.16)

En (3.16), si € tiende a cero, 7 tiende a infinito atun para un ¢ fijo mas grande que #;.
Por otro lado, mientras z y 7 casi cambian instantdneamente, = se¢ mantiene cerca de su
valor inicial °. Para describir €l comportamiento de z como una funcién de 7 usamos la
llamada correccion de capa frontera = z — Eﬁo, es decir, hacemos un cambio de variables
para representar la desviacion de z de ¢:

2L = (e, 0(7) + By 1a(0) + (7)) @.17)

con la condicién inicial 2° — z,(to), y 2%, to como pardmetros fijos. La solucién 7(r) de
este problema de valor inicial es usada como una correcion de la capa de frontera de (3.13)

para una posible aproximacion uniforme de z :
z = 2,(t) + n(r) + O(e) (3.18)

donde, z,(t) es el transitorio lento de z, y n{7) es el transitorio rdpido de z.
Para asegurar la convergencia de la aproximacioén corregida (3.18) , después de un
periodo corto, a la aproximacion lenta (3.13), el término de correcion 7(7) debe decaer

mientras 7 — oo a una cantidad O(e). Esto se supone en la siguiente:
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Supoesicién 3.3: El equilibrio n = 0 de (3.17) es uniformemente asintoticamente estable
20y to, y n(tp) = 2° — @y (to) pertenece a su dominio de atraccién, mas atin, n(7) existe
para7 2 0y lima n(r) = 0.

Las suposiciones 3.2 y 3.3 aseguran las propiedades de estabilidad del sistema de capa
frontera (subsistema rapido) (3.17). Si se supone que z° estd suficientemente cerca de
2z (%), entonces la suposicion 3.2 incluye a la suposicion 3.3.

Ahora, podemos definir el siguiente Teorema, conocido como Teorema de Tikhonov:

Teorema 3.1[7]: Bajo las suposiciones 3.2 y 3.3, las aproximaciones (3.14) y (3.17) son

validas paratodo t € [to, T, y existe un¢; > ¢ tal que (3.13) es vélida para todo ¢ € [¢, 7.

3.2.3 Obtencion de las Dinamicas Lentas y Rapidas

Cuando hacemos £ = 0 y obtenemos el modelo reducido, lo que estamos haciendo en

realidad es una aproximacién del modelo reducido lento, el cual tiene la forma:

&5 = fzs) + glws)u (3.19)

donde:
flzs) = filas)— FF folxs)
glz,) = —FiF;ga(z.)
Sabemos que con & = 0, z, = @(,n), es una variedad invariante. Ahora, queremos
encontrar una variedad invariante para e > 0, entonces buscamos una variedad de la forma:

M, = z=¢(z,u,e);x € B, € R, 2€ B. € R™ (3.20)

en donde suponemos que ¢ es una funcién suficientemente diferenciable en sus argumen-
tos. Decimos entonces que M. es una variedad n-dimensional para el sistema de espacio
de estado (7, + ny)-dimensional que depende del escalar €, .en este caso € > 0.

La funcién ¢(x, u, £) estd definida como

é(x,u, g) = _Fz—l(%)[fz’(xs) + g2(7s)us)
—Fy (zo) fa(ws) — F5 ' (24)g2(2s)us
= 16(37’5) +: Sa(m’s)ues(mms)
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en donde ﬁ(xsi 5) = _F2_l (ms)f2(x-9)’ (,0(333, E) = "-F{I (213 )92 (IB_,), YUs = ues(a:m 5)’ yel
subindice . denota solucién exacta. Para que M, sea una variedad invariante de (3.6)-(3.7),

debe cumplirse lo siguiente®:
2(0,2) — ¢(zs(0),€) = 0 = 2(t,&) ~ p(zs(2),e) =0, Vie T C [0,00)

donde T es cualquier intervalo sobre el cual la solucién [z(2, ), z(t, €)] existe. Ahora, si

diferenciamos con respecto a t ambos lados de la ecuacién anterior y multiplicamos por g,

obtenemos:
) o
z = s
oz, °
. op .
€2 = e—32,
Oz,

Si sustituimos los valores de 2y £, tenemos:

o 5] Pl
fo+ F33 + Fapues + gothes = 8(5;8 + a—;:uza + wgg)[fl + F1B8 + Fipu.s] (3.21)

Esta expresion es conocida como la condicion de variedad, donde las funciones 5, ¢ y

%5 deben de satisfacerla Vz, € B, y € suficientemente pequefio.

Analicemos ahora M, para ¢ = (, es decir, My definido para e = 0en (3.20) tenemos

lo siguiente:

My = 2z = (3(553: Us, O) = q_s(xsyus)
0 = falz,) + Fozs)d(zs) + golzs)u, (3.22)
La expresién que obtenemos de 1a condicién de variedad es la misma que obtenemos

cuando en el sistema (3.6)-(3.7) hacemos € = 0.
Es muy complicado obtener un modelo exacto reducido evolucionando sobre M., asi

que lo que cominmente se hace es una aproximacién [4] usando expansién en series de

Taylor de ¢ con respectoa e :

H(@s, Us, €) = Go(Ts, Us) + 6Py (£ Us, ) + 0(52)’ con ¢ = ¢y.

\er [4], pag. 168.
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Mas precisamente, se hace la expansién de 3, @y u., alrededor de ¢, es decir, una aproxi-
macién O(e), entonces ¢(zs, u, €)—@(zs, u) = O(€), o bien, B(zs, ) = —Fy (xs) fa(zs)+
O(g), p(@s, &) = —F5 Hws)g2(@:) +O(g) ¥ ttes = us(zs)+O(g) y sustituimos estas aprox-
imaciones en la condicién de variedad.

La dinamica rdpida puede ser obtenida cambiando la escala de tiempo lenta por larapida,

la cual fue definida anteriormente (3.16).
Si representamos la desviacion de z de M. por una nueva variable de la forma n =

z — ¢(zs, us, £) entonces el sistema nos queda:

T = A + RE0 + 4 )] 323)
j—?_ = f(Z) + F2(3)(n + $(Z,€)) + g2(F)u - gi-’;ij (3.24)

donde z denota a al variable z en la escala rapiday la ecuacion (3.24) representa la dinamica

rapida del sistema.

. o . - .
Si la componente del control u, y 5—?: estdn acotadas y Z permanece relativamente con-

stante con respecto a 7, entonces €l término c G dr puede ser despreciado para un € pe-
queiio. Puesto que (3.24) define el subsistema reducido rapido, se puede hacer una aprox-
imacién O(e) utilizando (3.22) y € = 0 en (3.23) y (3.24), dandonos como resultado el

subsistema reducido rdpido aproximado:

Moy
dr

donde, el subindice ,,. denota aproximacion de la solucion.

= F2(2)Nope + 92(T)us (3.25)

3.3 Discretizacion de Sistemas en la Forma Singularmente
Perturbada

En esta seccion, nos interesa obtener la versidn discreta para la clase de sistemas no
lineales en la forma singularmente perturbada estudiada previamente. Sabemos que en el
proceso de discretizacion hacemos una aproximacion numeérica de las ecuaciones diferen-
ciales obteniendo ecuaciones en diferencia. Entonces, discretizar un sistema de ecuaciones
diferenciales consiste en tomar muestras en periodos discretos de tiempo, dichas muestras

se hacen con un periodo de muestreo . Si ¢ — 0, ¢l sistema muestreado se asemejara mds
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al sistema continuo.
En esta seccidn, se presenta el esquema de discretizacion para la clase de sistemas singu-

larmente perturbados que se consideran en este trabajo, dicho esquema ha sido propuesto
por [6], y aqui estudiaremos sus principales caracteristicas. La razon por la cual nos in-
teresa obtener una version discreta del sistema singularmente perturbado, es debido al gran
avance en las dreas de computadoras digitales, donde cada vez encontramos mas imple-
mentaciones utilizando tecnologia digital [6,13,15]. Por lo anterior, nos interesa disefiar
controles por 1a técnica de modos deslizantes en tiempo discreto.

Cuando se muestrean ecuaciones diferenciales en la forma singularmente perturbada, la
propiedad de multi-escala de tiempo se preserva y el modelo muestreado resultante con-
tiene tanto la dindmica lenta como la rdpida. El muestreo de un sistema en la forma sin-
gularmente perturbada es fuertemente dependiente del periodos de muestreo; ciertamente,

periodos de muestreo lentos y rdpidos nos llevan a diferentes modelos en tiempo discreto.

3.3.1 Esquema de Discretizacion [6]

Analicemos ahora, el esquema de discretizacién mencionado. Para ésto, consideremos

el sistema (3.9)-(3.10).
Para obtener un modelo discreto. podemos considerar la siguiente representacion:

Y = (F+§) (3.26)

donde:

e ( i ) o = ( ({l(w) Al ) o ( ?fz(z)+pz(m)z+gz(x)u ) (3:27)

Si suponemos que 6 es un periodo de muestreo fijo, entonces, para una entrada de control

constante sobre ¢l intervalo de tiempo de amplitud 6, se tiene que u(t) = u(k) yné <t <

(k+1)6, parak > 0.
A instantes de muestreo ¢ = (k + 1)6 la solucién de (3.26) esta dada por [6]:

Y((k+1)8) =D, |y (3.28)
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donde los vectores F' y G dependen de u(k), 14 representa la funcién identidad, | representa

o5 ; 37 ;
la evaluacién de la funcion en ese punto, y € *+€) denota el operador exponencial de la

serie de Lie:
e = Z %L{m%)
i>0

Ahora, designaremos a § = ae como el muestreo lento, con o cercana a 1 y ¢l muestreo
rapido como § = Be con b fijoy e — 0% como 8 — +00.Utilizaremos un muestreo rapido
para discretizar nuestro sistema. Supondremos el periodo de muestreo § y e suficiente-
mente pequefios, es razonable escribir § como ae donde a es un nimero real, mantenién-~
dose ae suficientemente pequeiio. El modelo con el indice de muestreo rdpido puede ser
usado para asignar un comportamiento en lazo cerrado ripido y estabilizar la componente
del estado rapido z cuando este subgistema es inestable [6].

Si fijamos § = ae y utilizando e~*fce2le = [, la ecuacion (3.28) puede se reescrita
de la forma:

Y((k + 1)8) = {eoFerteg o LrLetlr T, |y (3.29)

la cual puede ser expandida en series de potencias de ¢ utilizando las formulas de Baker-
Campbell-Hausdorff. La discretizacion exacta del sistema continuo en el tiempo (3.29)
estd basada en una serie infinita, la cual no es razonable utilizar para propésitos practicos,
que hace necesario una aproximacién, truncando la serie de potencias, En muchos casos
ung aproximacion de primer orden nos proporciona un modelo que representa con buena
exactitud el comportamiento dindmico del sistema continuo en el tiempo. El siguiente
resultado de [6] nos indica como podemos realizar esta aproximacion:

Resultade [6]: La aproximacion de primer otden en ¢ de la dindmica rapida discreta en

el tiempo esta dada por:

Y (k + 1) =e*tel; |y +eE(aG, aF)e*™ I, lyg (3.30)
donde E(aG, aF') representan los campos vectoriales correspondientes al dlgebra de Lie
generada por las funciones F' y G [5]. La ecuacion (3.30) puede ser descompuesta como:

z(k+1) = z(k)+eE(aG,aF)e* ], (3.31)
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z(k+1) = {e*I,, +cE (G, aF)e* 1y, } v (3.32)
donde Iy, ¢ Is,, denotan las proyecciones de la identidad desde R™ a R™ y R™ a R,
respectivamente. Ademads, (3.31) representa el sistema lento y (3.32) el sistema répido.

Analizando mas detalladamente tenemos que:

E(aG,aF)l, | vy =Y FLE'(f(z.2).

i>1

e (Iu,) | vy = B (2) [y

Entonces, la dindmica:

z(k+1) = z(k)+eE(aC,aF)l,, lve
zk+1) = ()

es denominada dindmica rapida discreta dominante debido a que enfatiza la dinamica

rapida en el contexto del muestreo rapido, donde:

E(aG,aF)4, | vey=ffi(z(k)) + Fi(z(k))z(k)]
¥ F R0 + F(e(k)2() + aa(e®)u(k)] + O0?)

e (1.} | vy = z(k) + afa(z(k)) + Fa(z(k))z(k) + go(k)u(k)]
+;—!F2(-’B(k))[fz (2(k)) + Fo(z(k))z(k) + ga(z(k))u(k)] + O(a®)

Entonces, la dinamica discreta en el tiempo del sistema (3.6)-(3.7) esta dada por:

zk+1) = a:(lc)z-l- ealfi(a(k)) + F\(z(k))z(k)] (3.33)
+Sr R f(2(8) + Ba(w(k)2(k) + ga(a(h))u(k)] + O(®)
o2
zk+1) = z(k)+ (als,, + %Fz(m(k))[fz(m(k)) + Fp(x(k))z(k) + g2(2(k)Ju(k)]
+0(a®) (3.34)
Este esquema de discretizacion se utilizara para discretizar el modelo del motor a pasos

de magneto permanente, para posteriormente disefiar un algoritmo de control con la técnica

de modos deslizantes.
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3.3.2 Obtencion del Subsistema Discreto Lento

Ahora, para obtener los subsistemas rapido y lento de (3.33) ¥ (3.34) podemos utilizar
un procedimiento intuitivo del estado quasi-estacionario. El subsistema lento es definido
al no considerar Jos modos rapidos, ésto es, se¢ supone que los tragsitorios rapidos han

alcanzado su estado estacionatio,

Para obtener ¢l subsistema reducido lento suponemos que el subsistema rapido alcanza
el estado quasi-estacionario, es decir, 2(k + 1) = 2(k) = Z(k) y definimos z(k) = Z(k).

Entonces tenemos que:

z.(k+1) = ws(k)z—i- € [fi{z(k)) + Fi(2a(k))2s (k)]
"‘E%FI(% (%)) [fa(s(k)) + Fa(zs(k))ze (k) + ga(@s(k))us (k)]

+0(a%) (3.35)
zs(k) = z(k) + (aly,; + %Fz(ws (E))falzs(k)) + Fo(zs(k))2s (k) + galms (k) Ju(k)]
+O(a?) (3.36)

Suponiendo que Fy(x,(k))y (ala,, %",—ze(zs (%)) son no-singulares, podemos despe-

jar de (3.36) z,(k) y nos queda:
z5(k) = Fa(z, (k)™ [falzs(K)) + ga(2, (k) Jus (k)] + Ofa®) (3:37)
Al sustituir (3.37) en (3.35), el subsistema lento esta dado por:
Zo(k+ 1) = 2s(k) + e fs(2:(k)) + cags(zs(k))u.(k) (3.38)
donde f; y g, estan dados por:
fo(zs(k)) = filzs(k)) = Filzs(k))Fy (s (k) fa(zs () (3.39)
9s(zs(k)) = —F ($S(k))F2_l (zs(k))g2(2s(k)) (3.40)

3.3.3 Obtencién del Subsistema Discrcto Rédpido

Para obtener el subsistema discreto rapido, suponemos que las variables lentas son con-

stantes durante el transitorio rapido, es decir, z,(k + 1) = z.(k) = cte, y us(k + 1) =
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us(k) = cte. Definimos, zg(k) = 2(k) — z,(k) y zs(k +1) = 2(k + 1) — z,(k + 1), y
sustituyendo (3.36) en (3.34), obtenermos el subsistema rapido el cual tiene la forma:

2plk+1) = z;(k)+ (afnf +o 8 (x,(k))) [Fa(ws (k)27 (k) + gala(k))us(R)] (341)

3.4 Conclusiones

En este capitulo, se han presentado las caracteristicas principales de un sistema singular-
mente perturbado, asf como las condiciones que éstos deben de cumplir. Se analizé, que al
utilizar esta metodologia, descomponemos el sistema original en dos subsistemas de orden
menor descritos en diferentes escalas de tiempo. Debido a lo anterior, obtuvimos un sub-
sistema reducido lento y un subsistema rapido, lo cual representa un ventaja al momento
de disefiar los controles porque se desarrollan para sistemas de orden menor.

Por otro lado, se hizo una descripcion del esquema de discretizacion para sistemas sin-
gularmente perturbados que ser4 utilizado. La ventaja de utilizar este método es que toma

en cuanta las propiedades de multi-escala y el modelo aproximado obtenido es mas exacto.



Capitulo 4
Control por Modos Deslizantes Continuo

4.1 Introduccion

Aderués de la simplicidad y el buen desempefio que se obtiene en muchas aplicaciones,
al aplicar la técnica de perturbaciones singulares, se hace posible el estudio de propiedades
dindmicas importantes asociadas al sistema de orden completo tales como su robustez en
la presencia de dindmicas no modeladas [7]. Por otro lado, la técnica de modos deslizantes
se ha usado extensamente para obtener esquemas de control robusto [10], y en particular ha
sido aplicada a maquinas eléctricas con buenos resultados [4]. Por tanto, €l combinar estas
dos técnicas representa una buena posibilidad para lograr objetivos de control tales como
regulacién y seguimiento de trayectorias en sistemas que tienen dindmicas no modeladas
o incertidumbres paramétricas [4,7].

En este capitulo, se hace uso de ambas técnicas aplicadas a la clase de sistemas no
lineales singularmente perturbada, estudiada en el capitulo anterior. En particular, se disefia
un esquema control-observador para el modelo del motor a pasos de magneto permanente

y se desarrollan simulaciones para mostrar su desempefio.

4.2 Control por Modos Deslizantes

En un contexto general, el propdsito de la ley de control por modos deslizantes, es
el de conducir a la trayectotia de estado de la planta no lineal dentro de una superficie
en el espacio de estado y mantener dicha trayectoria sobre esa superficie para todo tiempo
futuro. Esta superficie es llamada superficie de conmutacién o superficie de deslizamiento.
Cuando la trayectoria de la planta estd por “arriba” de la superficie, el control tiene una
ganancia, y esta ganancia es diferente si la trayectoria estd por “debajo” de la superficie.

La superficie también es llamada variedad de deslizamiento, idealmente hablando, una

vez que es interceptada, el control por modos deslizantes mantiene tal trayectoria de estado

32
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sobre la superficie para todo tiempo futuro, entonces, se desliza a través de la superficie.

Como un primer paso, tenemos que disefiar o seleccionar una superficie deslizante tal
que el estado de la planta restringido a la superficie tenga la dindmica deseada. Después, se
disefia un control deslizante que conducira al estado de la planta a la superficie deslizante
y lo mantendra sobre ella.

Consideremos la siguiente superficie de conmutacion:
o(z) = [o(z)...,0.(2)]F =0, 4.1)

la cual se disefia para que la trayectoria de estado, una vez restringida a o(x) = 0, tenga un
comportamiento adecuado para estabilidad o seguimiento, Una vez que se hace un disefio
adecuado de la superficie de conmutacién, se disefia un control «(z,#) cuyo objetivo es
llevar a la trayectoria de estado del sistema hacia la superficie de deslizamiento y, una vez
que esté dentro de la superficie, mantenerla dentro para todo tiempo futaro. El control
u(z,t) se construye de la forma:

wed={ EoD | e 20 “2)
donde se indica que el control cambia dependiendo del signo de la superficie de con-
mutacion. Ademas, no esta definido para o(z) = 0, que es la superficie de conmutacién,
fuera de esa superficie los valores del control u son seleccionados de tal forma que la
trayectoria del estado es conducida y mantenida en o(x) = 0.

Entonces, la trayectoria del estado se puede ver como si se deslizara hacia la superficie
de conmutacioén, por lo tanto decimos que en el sistema existe un modo deslizante. Un
modo deslizante ideal existiria s6lo cuando la trayectoria z(¢) satisfaciera o(z) = 0 parz
todo tiempo, pero €sto requeriria de una conmutacion muy rapida o infinita (Ver Fig. 4.1
(b)). En realidad, al desplazarse la trayectoria del estado hacia la superficie se hace notoriz
una oscilacion, debido al cambiante valor del control «, esta oscilacion es conocida comc
castafieo (chattering) (Ver Fig 4.1 (a)).

La existencia de un modo deslizante requiere estabilidad de la trayectoria de estado a Iz

superficie de conmutacién ¢ (z) = 0, es decir, después de algin tiempo finito ¢,, = (¢) debe
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de estar en alguna vecindad aceptable tal que || ()|l < g, para algin 4 > 0.

ofx) = 0 -0

Chattering

x(t)
x(t)

(a) (b)
Fig. 4.1: (a) Fenémeno del chattering, (b} Desplazamiento ideal

Podemos decir entonces, que el disefio del control por modos deslizantes consiste en
dos fases primordiales. La primera es construir la superficie de conmutacién o(z) = 0,
tal que el sistema restringido a la superficie tenga el comportamiento deseado como reg-
ulacidn, seguimiento, estabilizacion, etc. La segunda fase es disefiar ¢l control u tal que,
estando fuera de la superficie o(z) = 0, los vectores tangentes de las trayectorias del es-
tado se dirijan hacia la superficie, es decir, que exista convergencia hacia la superficie de
conmutacién. Lo anterior se logra definiendo una funcién de Lyapunov V (o), diferen-
ciando esta funcion hasta que el control u quede explicito, y asignando ganacias al control
tal que la derivada sea negativa definida [10].

Debido a que consideramos un sistema en la forma singularmente perturbada, es decir,
descomponemos el sistema en dos subsistemas de orden menor, tendremos que disefiar el
control por modos deslizantes en dos etapas. Esto es, disefiaremos un control por modos
deslizantes para cada subsistema. Después los dos controles son combinados para obtener
el control compuesto el cual es aplicado al sistema (3.6)-(3.7).

Entonces, para el subsistema lento (3.19) disefiamos u,, y para ¢l subsistema rapido u
(3.25), dando como resultado el control compuesto: u = us + u5.

Para mantener la trayectoria de estado sobre la superficie de deslizamiento es necesario

disefiar un control que la mantenga dentro. Lo anterior se logra por medio del método del

control equivalente.
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4.2.1 Método del Control Equivalente

Definamos el siguiente sistema:
& = f(z) + g{z)u (4.3)

donde z € R*, u € R"y [y g son continuamente diferenciables en sus argumentos y
acotadas, ésto es, para representar de una manera general a los sistemas (3.19) y (3.25).

Como primer paso para ¢l disefio del control por modos deslizantes, consideraremos la
superfice de deslizamiento definida por (4.1), y supondremos que existe un modo deslizante
sobre o(x) = 0. La existencia de un modo deslizante implica que, para todo ¢ > #,,
o(z) = 0, v, por consecuencia &(z) = 0. Encontraremos ahora un control continuo tal
que bajo la posicion inicial del vector de estado sobre la variedad, nos lleva a igualar la
derivada con respecto al tiempo de (4.1) a lo largo de las trayectorias del sistema (4.3), es
decir, partimos de que el estado inicial esta sobre la superficie para obtener:

do(z)
Oz

o(z) = & =0 (4.4)

y consideramos que la(s) solucién(es) de la ecuacion algebraica anterior con respecto al
control existen, a este control lo llamamos control equivalente ., , €l cual lo sustituiremos
en (4.3). Este método es llamado: método del control equivalente, el cual se refiere a
una entrada equivalente la cual, al excitar al sistema, determina el movimiento del sistema
reducido restringido a la superficie deslizante o(z) = 0 cuando el estado inicial este dentro
de la superficie. Por lo tanto, utilizando la regla de la cadena, determinamos el control
equivalente de la siguiente manera.

Sustituyendo el sistema (4.3) y sabiendo que &(z) = 0, el control equivalente nos queda:

ow) = 22 (4(0) + g(c)ueg) = 0

despejando u,,, obtenemos el control equivalente dado por la expresién:

v == [ 250 [ZE 100 @)
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El método de control equivalente, implica que debemos de reemplazar el control u con-
siderado en (4.2), con un control continuo el cual dirige la velocidad del vector de estado
a lo largo de la superficie.

Para completar el disefio del control , tenemos que agregar al control una parte de atrac-
cién, o bien, un control de atraccién up, el cual se encargara de llevar las trayectorias
del sistema a la superficie os(z;) = 0, es decir, el control de atraccién actiia cuando

os(zs) # 0. Entonces el control completo para (4.3) quedaria:
U= Upg + UN 4.6)

De esta manera, el control equivalente actila cuando la trayectoria de estado estd sobre
la superficie, mientras que el control de atraccién actiia cuando la trayectoria de estado esta
fuera de ella, es decir, atrae las trayectorias hacia la superficie de deslizamiento. El disefio

del control de atraccion se discutira en la siguiente seccion.
4.2.2 Control de Atraccion

Como se ha mencionado antes, la estabilidad hacia la variedad de equilibrio la podemos
determinar utilizando una funcién de Lyapunov para obtener condiciones sobre el control
u, el cual conducira la trayectoria del estado hacia la variedad de equilibrio. Usualmente,

es suficiente considerar funciones de Lyapunov cuadraticas de la forma:
V(z,0) = 0¥ (z)Wol(z) “.7)

donde W es una matriz simétrica definida positiva. Entonces, el control « puede ser selec-
cionado tal que la derivada de V'(z, o) con respecto al tiempo, sea negativa definida para

o(z) # 0. Podemos concluir ésto de la siguiente manera:
V(z,0) = % (2)Wo(z) + 67 (z)Wo(z) = 207 (z)Wé(z) (4.8)
al sustituir (4.3) y (4.4) obtenemos:

V(a:, o) = ZUT(LL')WBZ—S:)(f(IB) + g(x)u) <0 (4.9
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donde V(x, o) es definida positiva para un control « apropiado cuando o(z) # 0.
Ahora, tomando (4.4) y (4.6) y sustituyendo el valor de w4, de (4.9) obtenemos:

30'( x)

V(z,0) = 207(@W—=(f(z) + 9(a)(ueg +un)) < 0

= 207 (z)W Bi )g(m)uN <0 (4.10)
lo que nos dice que una condicién suficiente para la estabilidad hacia la superficie de equi-
librio es seleccionar u tal que (4.10) se satisfaga. Es claro notar que una buena seleccién

de u,v seria:

o= [0t

donde % denota algin control para cual la funcion de Lyapunov se cumple. Debido a que
do(z)
oz

g(z) es no singular, y, sustituyendo ux en (4.10) obtenemos:

. ) %
V(z,0) = 207 (z) [ Pzl 9( )} [6%5529(9:)] Ty = 20" (2)ay <0 (4.11)
con W = I. A continuacion se presentaran algunas opciones para seleccionar upy.

4.2,.2.1 Control de Atracciéon Utilizando una Retroalimentacion No-Lineal Continua

Debido a que deseamos encontrar un control para cuando o # 0, entonces, proyectamos

el movimiento del sistema fuera de ¢ = 0 como:

5(z) = —L(z)olz) 4.12)
o) = 224(a) + g(a) g + uw)] = ~ L&) 2)

desdejando uy y sustituyendo el valor de u., obtenido en (4.5), obtenenos el control de

atraccién dado por:

P ["";fj’)g(m)] " L@)ol@) 4.13)

donde L(z) es una matriz definida positiva de dimension r X r cuyas componentes son

funciones no lineales reales C° acotadas de ., tal que:
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IL(z ) < p (4.14)

paratoda z € B con p > 0 constante. El control (4.13) desaparece cuando o(z) = 0, es
decir, cuando estamos sobre la superficie de deslizamiento.

La ecuacién que describe la proyeccion de movimiento del sistema (4.3) fuerade o(z) =
0 es dada por (4.12):

Las propiedades de estabilidad de o(z) = 0 en (4.13) pueden ser estudiadas por medio
de la funcion de Lyapunov candidata:

1
Viz) = EO”T(SC)O'(Q!) 4.15)
cuya derivada con respecto al tiempo a lo largo de (4.17) satisface

Viz) = o(z)o?(z)6(z)
= —o7(z)L(z)o(z) (4.16)

para toda z € B,. Ademas, o(z) es diferenciable, por lo que tenemos que:
le(z) — ()| < i |2, Yz c B, (4.17)
donde [, es la constante de Lipschitz de o(x) con tespecto a z. Entonces, obtenemos:

V()

0% (@)L(z)o(a)
<~y llall plo [
< —pl2 JofP (“.18)

entonces, podemos concluir la existencia de un modo deslizante.

4.2.2.2 Control de Atraccion Utilizando Funcién Signo y Ganancias Constantes

En este caso, la proyeccion del movimiento del sistema fuera de ¢ = 0, la selec-

cionamos de la siguiente manera:

o(x) = Psign(o(x)) 4.19)
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= ) 1(a) + 9(e) ey + 1) = Paign(o(a))

sustituyendo u., de (4.5) obtenemos:

Uy = [&;S:) g(a:)] ) Psign(o(z)) (4.20)

donde P es una matriz » x r diagonal dominante negativa y sign(o(z))' es una funcién
discontinua. La proyeccién del movimiento fuera de ¢ = 0 es dada entonces por (4.19).

Las propiedades de estabilidad de o(z) = 0 en (4.19) pueden ser estudiadas por medio de
la funcién de Lyapunov candidata:

V(z) = o (z)o(z) 4.21)
cuya derivada con respecto al tiempo a lo largo de (4.19) es:
Viz) = 207(x)o(x)
= 207 (z)Psign(a(z))
= 2P|o"(z)| <0 (4.22)

con lo que (4.22) garantiza estabilidad fuera de o(x) = 0,y podemos concluir la existencia

de un modo deslizante.

4.2.3 Disefio del Control por Medos Deslizantes para el Subsistema
Lento

En esta seccion disefiaremos el control deslizante correspondiente al subsistema lento

(3.21). Para el disefio del control deslizante lento, consideremos la siguiente superfice de

deslizamiento lenta definida por :

oa(@s) = [oa (@) Ta(s:)]F =0, (4.23)

1,siz>0
! La funcién se define como: sign(z) = 0,siz=0
-1, 8siz <0
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Supondremos que existe un modo deslizante sobre ¢.(zs) = 0. Ahora, encontraremos
el control equivalente definido anteriormente, sélo que ahora para el subsistema lento, el

cual nos queda

Ga(zs) = 665 (:US)(f(ms) + g(xs)useq)

Ahora tenemos que disefiar un contrel de atraccién para completar el disefio de u,, ya

que esta compuesto por:
Ug = Ugeq + Usn (4.25)

El control de atraccion lento se disefiard conforme a lo estudiado anteriormente.
Primer control de atraccidn:
Aqui disefiaremos ¢l control de atraccién definido en la seccién 4.2.2.1. La ecuacion

que nos define el movimiento del sistema fuera de o = 0 estd dada por:
G4(2,) = —Ls(25)0(2s) (4.26)
donde L, () es una matriz definida positiva de dimension r x 7 tal que:
| Ls (=) < oo (4.27)

para toda z; € B, con p, > 0 constante.

Entonces ¢l control de atraccion queda de la forma:

-1
Uspy = — [ao-(;a(;fs) ( 5)] Ls(a:s)a(:cs) (428)

Las propiedades de estabilidad de o(z,) = 0 en (4.26) pueden ser estudiadas por medio
de la funcién de Lyapunov candidata

V(z,) = =07 (zs)o(2s) 4.29)

N[ =

cuya derivada con respecto al tiempo a lo largo de (4.26) satisface
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V(es) = ~07(2,) Ly (2. )0 (2,) (4.30)

paratoda z, € B;. Ademas,
llo(zs) — o(0)|| < s, ||| s Vz, € B, 4.31)

donde I, es la constante de Lipschitz de o(z,) con respecto a x,. Entonces, obtenemos:

Viz,) = —p, 2 ||z (4.32)

asi, podemos concluir la existencia de un modo deslizante.

Segundo control de atraccién:

Ahora disefiaremos el control de atraccién definido en la seccién 4.2.2.2 para el subsis-
tema lento . En este caso, la proyeccion del movimiento del sistema fuera de 5, = 0, lo

seleccionamos de la siguiente manera:
G5(xs) = Pssign(os(zs)) (4.33)

donde P, y sign(c,) ya fueron definidos antes.

Con lo anterior, obtenemos el control de atraccién:

s [(%—ai%ﬁg(zs)]— Psign(o(z,)) (4.34)

La proyeccion del movimiento fuera de oy = 0 esta dada por (4.33). Podemos estudiar
las propiedades de estabilidad de de o,(z;) = 0 en (4.33) por medio de la funcién de

Lyapunov candidata:
Va(zs) = 0T (x5)0(xs) (4.35)
cuya derivada con respecto al tiempo a lo largo de (4.33) es:
Vi(z,) = 2P, |07 (z5)| < 0 (4.36)

por lo tanto, se puede concluir la existencia de un modo deslizante.
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Entonces, hemos disefiado dos controladores para el subsistema lento utilizando la téc-
nica de modos deslizanies con diferentes criterios en la eleccion del control de atraccidn.

Estas leyes de control estan dadas por las ecuaciones:

Ugr = Ugeq + Ugn, (437)

- [Ftate ) |25 f(a) - Lufe-doan)|

¥

Usg = Ugeq + Usny (4.38)

_ [%?—)g(x,)] B [a%‘(f-) £(zs) + Pusign{o, (ws))]

En general, tenemos que el control compuesto es 1, = Useq + Usnr, ¥ al sustituirlo en el

subsistema reducido lento (3.21), nos lleva al sistema en lazo cerrado reducido lento:

&, = flzs)+ g(Ts)us
= f(®.) + 9(zs)(Useq + Usn)
&, = fe(z.)+ Ro(zs) (4.39)
donde fo(z,) = f(s) + g(€s)tseq ¥ Rs(zs) = 9(@s)tisn.
Entonces hacemos la siguiente suposicion:
Suposicién 4.1: El punto de equilibrio z, = 0 de &5 = f.(z,) + Rs(zs) es locaimente
exponencialmente estable.
La anterior suposicion nos permite, junto con el Teorema converso de Lyapunov , asegu-
1ar la existencia de una funcién de Lyapunov V(z,) para el sistema (4.38), la cual satisface

[4]:

151 ”3'5”2 < V(zs) < ez ”"33"2

aV (=
aaéx (@) + Rolze)) < —cs (4.40)
H—af*) < e |z

Ahora, podemos hacer uso de la funcién de Lyapunov candidata V. (z) para investigar
la estabilidad del origen z, = 0 como un punto de equilibrio para el sistema (3.21). Usando

la suposicidn 4.1 y las desigualdades (4.40), obtenemos de 1a prueba del Teorema converso
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de Lyapunov [4], la derivada con respecto al tiempo de V' a lo largo de las trayectorias de
(3.21) satisface:

V(zs) < —egllzs|® (4.41)
Entonces, el sistema reducido lento en lazo cerrado (4.39) es exponencialmente estable.
4.2.4 Disefio del Control por Modoes Deslizantes Rapido

En esta seccion, disefiaremos el control por modos deslizantes para el subsistema rapido
(3.26). Para realizar lo anterior, lo haremos de manera similar al realizado para el subsis-
tema lento.

Primero, disefiaremos una superficie deslizante rapida de dimensién (m — r) definida

por:

or(n) =(on@)s.op () =0 (4.42)

El control rapido completo toma la forma:

donde wu ¢4 ©s el control equivalente dado por:

-1
Useq(Z,17) = — [%92(57)] [%Fz(@)n] (4.44)
Primer control de atraccion:
" doy . =
g (2,1) = — [Egz(w)] Li(n)os(n) (4.45)

donde L¢(77) es una matriz positiva definida de dimension » x r tal que:

IZs(m)l] < og (4.46)

para toda (%,1,,,) € B,zB;, con p; > 0 constante.
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La proyeccion del movimiento del sistema rapido fuera de o ¢(7,,,) = 0 es descrita por:

do f do f d’f]a
d’T = anapz d:’: = _Lf(napz)o-f(napm) (4'47)

De forma similar al sistema lento, se puede determinar la existencia de un modo deslizante
répido. Las propiedades de estabilidad de o (7,,,) = 0 en (4.47) se pueden estudiar por
medio de la funcién de Lyapunov candidata:

- 1
W (11aps) = 50§ (Map) 1 (M) (4.48)
cuya derivada en el tiempo a lo largo de (4.47) satisface:
W(nam:) = _03“ (napx)Lf(napx)af(napx) (4‘49)
para toda 1, € B;. Ademas, o¢(0) = 0, entonces:
05 ape) = 72O < loy Magall s lape € B (4.50)
donde I, es la constante de Lipschitz de o ¢(7,,,) con respecto a 7gp;. Asi, obtenemos:
. 5 2
W () < —p5la, [ ape]| (4.51)

por lo tanto, podemos concluir la existencia de un modo deslizante rapido.
Segundo control de atracecion:
Ahora disefiaremos el segundo control de atraccién discutido pata el subsistema rapido

La proyeccion del movimiento fuera de la superficie oy = 0 esta dada por:

&f(napa:) = Pf‘gign(af(napx)) (452)

donde Py y sign(o ) ya fueron definidos antes.

Con lo anterior, obtenemos el control de atraccion:

~
Ufny, = — [E{'QB(é)] Pf‘gign(af(napz)) (453)
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Podemos estudiar las propiedades de estabilidad de de ¢ § (Tlapz) = 0 en (4.52) por medio
de la funcion de Lyapunov candidata:

I/f(napw) = 0?(%17@)0'!(77@9:) (4.54)
cuya derivada con respecto al tiempo a lo largo de (4.52) es:
Vi(flaps) = 2P¢ |07 (Magar)| < 0 (4.55)

Por lo tanto, podemos concluir la existencia de un modo deslizante,

Entonces, los dos controles disefiados son:

Ufy = Ufeq + Usny (4:39)
8 oo =
||| [ﬂgz( )] [—&{Fz(m)ﬂ - Lf(napm)af(napx):l
WA
Upy = Ujeq +Usn, @7
30‘f

- - [Za] [Fnen+ Pt ).
Al introducir el control compuesto (4.43) en el subsitema répido (3.26), obtenemos ¢l

sistema rapido en lazo cerrado, el cual estd dado por:

ANy )
_dan = Ge(&) Nape) (4.58)
donde: q
= . s 3crf o a
gc(m, napz) =5 (x)napx — & (:l?) 877 g2 (‘r) Uy (4.59)
apz

De igual forma que en el sistema lento en lazo cerrado, hacemos la siguiente suposicion:
dn
apz

Suposicién 4.2: El punto de equilibrio 7,,, = 0 de = Ge(%, Naps) €s localmente
exponencialmente estable.
Con la suposicién 4.2 y el Teorema Converso de Lyapunov, podemos asegurar la exis-

tencia de una funcion de Lyapunov candidata W(napc), la cual satisface
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El ||napz||2 < W(napﬂi) 52 ”n"]'f"’:”2

’7“"‘" " Ge(®) ape) < —8 [[apel|” (4.60)
Wl
H e |Sc"””“’”‘”

para algunas constantes positivas €y, C2, €z ¥ Ca-

Ahora, podemos hacer uso de la funcién de Lyapunov candidata W (7,,) para investigar
la estabilidad del origen 7,,, = 0 como un punto de equilibrio para el sistema (4.58).
Usando la suposicion 4.2 y las desigualdades (4.60), obtenemos del Teorema converso de
Lyapunov [4], la derivada con respecto al tiempo de W (7,,) a lo largo de las trayectorias
de (4.58) satisface

W (agas) = —&3 ||lape” (4.61)

Por lo tanto, el sistema reducido rapido en lazo cerrado (4.58) es exponencialmente

estable.

4.2.5 Obtencién del Sistema Completo en Lazo Cerrado con el Control
Compuesto

Sabemos que el control compuesto total esta dado por:
u(z,n) = us(z) +us(z, 1) (4.62)
Cuando (4.62) es sustituido en el siguiente sistema original

¢ = filz)+ Fi(e)z
ez = fa(z)+ Fa(z)z + g2(a)u
y haciendo € = 0, nos queda de la siguiente forma
& = foz,n) (4.63)
el = go(z,m) te ¢fc($ n) (4.64)
donde n =z — ¢(z),y

fe(zm) = f(=) + Fi(z)n + g(z)u(z), (4.65)
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ge(z,m) = Fp(a)n+ ga(@)us(z,n) (4.66)

donde f(x) y g(z) estan dadas en (3.19).
Las leyes de control disefiadas hasta ahora necesitan la informacion del vector de estado
para su buen funcionamiento. Esta informacion puede ser obtenida por medio de obser-

vadores de estado, o cual se analizara en la siguiente seccidn.

4.3 Observador No-Lineal de Estados [8]

La falta de informacion suficiente en el vector de estado, puede en un momento dado
complicar el disefio de controles que dependan de los estados. En nuestro caso, el control
disefiado requiere informacion de todo el vector de estado. Una manera de obtener esa
informacidn es por medio de sensores y dispositivos especiales, pero en ocasiones estos
dispositivos pueden resultar costosos y algunos de ellos no existen. Es por tal motivo
que se desarrollan herramientas para evitar tales problemas, Con base en la propiedad
de observabilidad del sistema, es posible determinar relaciones explicitas que permiten
determinar el estado del sistema a partir del conocimiento de la salida y de las entradas
aplicadas al sistema durante un intervalo de tiempo. El disefio de observadores nos permite
estimar los estados del sistema, teniendo de esa manera la informacion necesaria para los

algoritmos de control disefiados.
4.3.1 Conceptos Basicos en Estimacion No Lineal de Estados [8,19]
Definicién 4.1: Se llama observador de un sistema dindmico:

| &= f(z,u),Yz € R*
2

a un sistema dinamico auxiliar cuyas entradas estan constituidas por las entradas y las

salidas del sistema a observar y cuya salida es el estado estimado, ésto es,

[[:{i-F@wver
" &= H(u,y,2)

tal que ||e|| = ||z — Z|| — 0 cuando ¢ — oo.
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La observabilidad de un sistema no lineal depende de ]a estructura del sistema, las condi-
ciones iniciales y la entradas que son aplicadas. En sistemas lineales en lazo abierto, la
observabilidad esta exenta de depender de las entradas aplicadas [1]. En cambio, en sis-
temas no lineales, debido a que si afectan las entradas aplicadas al sistema, la propiedad
de observabilidad puede ser afectada por cierta clase de entradas que hacen al sistema no
observable, o bien, pueden existir puntos donde también se pierde observabilidad, estos
puntos y entradas se les denotan como puntos singulares y entradas singulares.

Definicién 4.2: Considere el sistema no lineal 2. El espacio de observacion © de X es
el espacio lineal sobre R de funciones en una variedad M que contiene a h(z) y a todas

las derivadas de Lie repetidas de la forma:

LAk o LAZLAI (Lth’)

con Ay, ..., Ay, campos vectoriales dentro del conjunto {f, g}

Un esquema de un observador lo podemos ver en la siguiente figura:

Enfrada (U] | gigtemg L Salida (y),
Obsarvador EsTad? estimado
—x X

Fig. 4.2 Esquema de un observador.
Consideremos el sistema descrito por

[ z=f(2)
F'{y=fJ(3«‘)

donde z € R"™ y consideraremos a & C R"™. Supondremos que ¢l sistema I" es observable
sobre (2, es decir, con la informacién obtenida de la salida ¢(z) en cualquier intervalo de
tiempo [tg, t1] con ¢; > tg, es posible determinar el estado inicial z(z).

Consideremos ahora, que existe un mapeo T' : R — R™ el cual tiene la forma
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T(z) = Ladn (4.67)

entonces, hacemos las siguientes hipétesis:
Hipétesis 1: T'(z) es un difeomorfismo de §2 sobre 7'(€2) tal que el sistema I puede ser

escrito de la forma:

¢ -

¢ ] Ca
¢ s
r:{ .5 || 4.68)
Crg,—l Cn (
| & ()
y==¢

Hipétesis 2: ¢(¢) puede ser extendida de 2 a todo R™ por una funcién C'*°, la cual es
globalmente Lipschitz sobre R".
Cuando las hipéiesis 1 y 2 se cumplen, decimos que I' es uniformemente observable

sobre 2,0 I es uniformemente observable sobre R™.
4.3.2 Diseiio de un Observador de Orden Reducido

Disefiaremos aqui un observador para la clase de sistemas no lineales descritos por

& = fi(z)+ Fi(z)z (4.69)
ez = falz)+ F@)z+ ga(z)u (4.70)
y = q(=)

donde y € R es la salida del sistema y se supone que la funcién g(z) es continuamente
diferenciable sobre B.. Para la clase de sistemas considerados, suponemos que los estados
rapidos estan disponibles y nuestro objetivo se reduce a disefiar un observador para el
subsistema lento, y como lo estudiamos en la seccién 3.2, el subsistema lento se puede
calcular al hacer £ = 0Oy sustituir ¢l valor de z en (4.69). Entonces, considerando 2 como
la entrada del sistema (4.69), nuestro problema se reduce a disefiar un observador para el

sistema:
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J &= filz) + Fi(z)z
o : { v = 2(2) L 4.71)

Entonces, suponiendo que el sistema I es uniformemente observable como lo discuti-
mos previamente, hacemos la siguiente:

Hipotesis 3: El sistema ® es uniformemente observable para cualquier entrada, es decir,
en cualquier intervalo finito [0, 7], para cualquier entrada medible acotada u(t) definida
sobre [0, T, el estado inicial es determinado con la informacién de la salida g(z) y la
entrada u(2).

Cuando se cumple la hipdtesis 3 y el sistema I' es uniformemente observable, deci-
mos que P es uniformemente observable para cualquier entrada. Ahora, enunciamos el
siguiente Teorema:

Teorema 4.2[8): El sistema ® es uniformemente observable para cualquier entrada si

es difeomorfico a un sistema de la forma

{ = AC+G(Qu (4.72)
¥ = C¢ (4.73)
donde, en nuestro caso, se utiliza z como entrada de control para el subsistema lento, donde

2= (215225 es Zm) L G(C) €8 una matriz de la forma

gin(Cy)
9:2(C1,Ca)
9:(¢) = : (4.74)
9:,3(C1y GassCny)
gz'A(Cl’ C2’ o0y Cn—l’ Cn)
y las matrices del par (A4, C), estan en la forma canénica observable, es decir,
010 ---0
000 .--0
A=|::: - ],=[100 - 0] (4.75)
000 -1
000 .---0

Ahora, suponemos que los mapeos g;;(¢) : B# — R,parai = 1,..,myj=1,..,n

son globalmente Lipschitz. Entonces, el siguiente resultado es dado:



51

Teorema 4.3 [8] Suponga que ¢l sistema (4.72)-(4.73) es uniformemente observable.
Sea K un vector columna de n x 1 constante tal que Re{A\(A — K B)} € C'. Entonces, ¢l

sistema:
{ = AC+ G(QOu— RYOK(CC —y) (4.76)

donde R(6) = diag(1,1/6, ...,1/6™), siendo 6 > 0 una constante, es un observador expo-
nencial para el sistema (4.69) cuya dindmica puede ser arbitrariamente rapida.

La prueba de este Teorema es presentada en el Apéndice.

4.4 Estabilidad en Lazo Cerrado

En esta seccidn, se obtienen las condiciones suficientes para garantizar la estabilidad en
lazo cerrado del sistema cuando se introduce el observador, es decir, cuando reemplazamos

el estado por su estimado en la ley de control (ver Fig. 4.3).

. i
iodald )  ggpermg | 2 v,

L s VY I Estado estimado

>

Algorttmo de
control

Fig. 4.3 Esquema de control utilizando los estados estimados

Supongamos que ha sido disefiado un control compuesto (4.62) tal que el sistema no
lineal singularmente perturbado (3.9)-(3.10) es uniformemente acotado, ademas, un ob-
servador con indice de convergencia exponencial ha sido disefiado.

Consideremos ahora el sistema aumentado no lineal singularmente perturbado en lazo

cerrado descrito por las ecuaciones:

148016
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& = f(z) + Fi(z)n + g(a)us ()

en = Fa(z)n — ga(x)us(2,n) — e'a_f [f(z) + Fu(z)n + g(x)us(2)] 4.77)
ée = (A~ KC)eg + R(OT(¢,&,w)
y=0C¢

donde z (o) = o, 7(to) = 20— P(%0) ¥ €¢(to) = eg,. El control compuesto ahora depende

del estimado del estado #. Entonces, el sistema anterior puede ser reescrito de la forma:

& = flz,n) + g(z)Aus(z, Z)

3
e = gelz, n) + go(x)Aus(z, 1) — Ea—f [fe(z,n) + g(z)Aus(z, 7)] (4.78)
ée = 8(A — KC)eg + R(O)T(£,2,u)
y=0C
donde:

fel@,n) = f(2) + Fi(z)n + 9(2)ualz), gz, ) = Fa(e)n + ga(e)us (2, n)
Aug(z, 8) = us(#) — ug(x),  Aug(z,2,7) = up(d,n) — us(z,n)
(4.79)
Por las propiedades de las funciones involucradas en u, y ¢, tenemos que Au, (z, £) y
Awy(z,2,n) satisfacen las condiciones de Lipschitz locales:
|| Aus(z, E)| < m [leg|
. 4.80
[y, 2, )] < o e i
para toda (2, #) € B., 1 € B, y ¢ € B, donde m,y m; son las constantes de Lipschitz
de u,(z)y ug{z,n) con respecto a z y (2, 7) respectivamente. Por el hecho de que las

columnas de g(z) y g2(z) son acotadas, tenemos que:

”g(m)Aus(x) 5:2“ < Mo, ”8{” (4 8])
llg2(z)Das(z, &, 7)|| < mamy ||eg| '

paratoda (z, %) € B,,n € B, y e; € B,, donde mp y my son constantes positivas.
Por otro lado, en vista de las propiedades de todas las funciones involucradas en f.(z, )

tenemos que satisfacer la condicién local de Lipschitz:

[ fe(@,m} = fel2, O = I f(z) + Fi(z)n + g(a)us(z) — f(2) + g(z)us ()|
= [E(zml
< gl (4.82)
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Yz € B, 1 € B, donde I, es una constante positiva. También tenemos que f.(0,0) =0,

entonces:
”fc(mao)" S lfatl ”x” (4'83)

V & € B, siendo l;;, una constante positiva.

También, por la caracteristicas de diferenciabilidad continua de ¢(z) tenemos que:

d
”d—:” <, (4.84)

para toda z € B, con [;_, una constante positiva.

Ahora podemos presentar el siguiente Teorema, el cual esta basado en la prueba de [20]
para obtener condiciones suficientes al utilizar el observador y controles.estudiados, para
asegurar la estabilidad exponencial local del sistema aumentado no lineal singularmente
perturbado en lazo cerrado (4.78)..

Teorema 4.4: Considere un sistema no lineal singularmente perturbado dado por (3.9)-
(3.10) para el cual se disefia un control compuesto dado por (4.62). Supongamos que se
diseiia un observador con indice de convergencia exponencial (4.76). Entonces, si existen

numeros positivos 0 < &; < 1,7 =1, 2, 3 tales que:

 =min{a,b,c} >0 (4.85)
donde: " l . '
a=(cs— 2 g" LB c4mo2ms %)
4G Eﬁhz momsbfls = Camamyls (4.86)
b= (— = C4lhzlfq — —+ )
£ 2 2
c=a

para un ¢ lo suficientemente pequefio. Entonces, el sistema no lineal aumentado singular-
mente perturbado es localmente exponencialmente estable.

Prueba:
Consideremos la siguiente funcién de Lyapunov candidata:
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L(z,n,e¢) = Vi(z) + Wy(n) + Vi, (4.87)

Diferenciando V;(z) a lo largo de la primera dinamica de (4.78), obtenemos:

V(T) — BV;(-T)T
i Or
~ ) o) + 2D gy oy 4 2k oy 0, 2)
s o] [ ] e

Ahora, diferenciando Wg(7) a lo largo de la segunda dindmica de (4.78), se tiene:

I/i/;(’f)) = 8Wf("7)

o é(an(fl ) skt — ( Wf’(ﬂ)) ( ) Balee. )

(an ( )(m)Aus(a: £ B (6”(;”("))92(3:)13%(%:%,77)
(40 i (2522) (2
A i

(n)

(awf )g (w)uy(z, x,n)H (4.89)

De la misma forma cuando diferenciamos V;, a lo largo de las trayectorias de la tercer

[A

3
€

dindmica de (4.78), tenemos?

P f¢s — C.
Vee < —%—Cﬂ el (4.90)

Ahora, de las desigualdades (4.40), (4.60), (4.80), (4.81), (4.82) y (4.83), tenemos que

125856 < -eatel?

2 Vereste resultado en el Apéndice 1
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vf
|25 e < et et
”aigiﬁv)g(w)llus(m,ﬁc) S camomy, ||2|| |leell (4.91)
V(*"a“é’;f"))gcw < ol
h

”(W%(")) Ba:) g(@)Auy(z, &) < Ealn,mom, ]l el

H(aiafn(_l) go(z)Dug(z, z,0)|| < Camamy||n||lell

Reemplazando estas desiguadades en (4.88) ¥ (4.89) obtenemos

Vi(z) < —esllzl®+ ey, 12l 1]l + camoms ||| [le] (4.92)
g i, i}
Wom) < —=& I9l® + ealac s, Il + L., Nl Il
+Egbn.mroms |1l |leell + eamamy (|| [lee]] (4.93)

Ahora, usando (4.86) la derivada de L(z, 7, €¢) nos queda:

L(z,m,ec) < —a l[arll'.2 —bllnl® — elleell* < —uL (4.94)

lo cual implica que:
L(z,n,ec) < L{z,n,ec)e #E%) (4.95)
por lo tamto, los estados z, 1 ¥ e¢ son localmente exponencialmente estables. [ |

4.5 Aplicacion al Modelo del Motor a Pasos en Tiempo
Continuo

En esta seccion se aplicaran las técenicas de perturbaciones singulares y modos deslizantes
al modelo del motor a pasos. Para ésto, tenemos que llevar al modelo original del motor
a la forma singularmente perturbada. Esto es, descomponer al sistema en dos subsistemas

reducidos, uno con una dindmica lenta y el otro con dindmica rapida. Posteriormente, se
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procede a disefiar los controles para los subsistemas lento y rdpido para formar asi el con-

trol compuesto.

4.5.1 E1 Modelo del Motor a Pasos en la Forma Singularmente
Perturbada

En las maquinas eléctricas la dindmica del subsistema eléctrico es por lo general més
répida que la del subsistema mecanico. Esto nos sugiere que seleccionemos las corrientes
en los embobinados (i4, %), como los estados rapidos y, la velocidad y posicién angular
(w, 8), como los estados lentos. Para ello, requerimos encontrar el parametro de pertur-
bacién en los estados rapidos, y debido a que la inductancia L es un pardmetro pequeiio
que no varia durante el funcionamento del motor, se escoge ¢ = L. Sabemos que el modelo
del motor a pasos esta dado por las ecuaciones (2.1).

Entonces, si € = L, y considerames a  como los estados lentos y z los rapidos, entonces
2 = col(x),22) = (w,0) y 2 = col(z1,22) = (Za,%5). Ademas, hacemos k; = 0y

realizamos las siguientes asignaciones con fines de simplificar el manejo del modelo:
ki=R, kz="FKmn, k=N, ky=Kn/J, ks=B/J, ks=Ka/J, kr=1/J

asi, el modelo en la forma singularmente perturbada nos quedaria:

2y = —kazisen(ksxe) + kazs cos(kszs) — kszy — ke

T2 =11 (4.96)
€21 = Vo — k121 + ko sin(kszzs) ’

g2y = Up — kaza + kowy cos(kazz)

Los valores nominales de los pardmetros del modelo del motor a pasos fueron selec-

cionados como se muestran en la Tabla 2.2 para obtener el punto de equilibrio.
4.5.2 Obtencion del Modelo en Variables de Desviacion

Puesto que los resultados obtenidos anteriormente fueron disefiados para operar en
el punto de equilibrio cero, es necesario transformar el modelo a uno en variables de

desviacién para cambiar las coordenadas. Como deseamos obtener un modelo en vari-
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ables de desviacion del motor a pasos, primero se calcula ¢l punto de equilibrio 2* =
col(x}, z3) = (W*, 6%), y 2* = (2}, z3) = (2, ;) asociado al sistema (2.1) dado un vector

de entrada v = col (v}, v3) = col(vy, v} ), es decir, resolveremos el conjunto de ecuaciones
0= f(z) + g(z)v 4.97)

para z*, z* y los pares de entrada v*, Sabiendo que, en ¢l equilibrio la velocidad del motor

es cero, es decit, 27 = w* = 0. De esta manera, (4.96) puede reescribirse de la siguiente

manera
* = |
5y = = 7Y, (4-98)
ki
1
SRR 4.99)
k1
M (4.100)
i ~%v; ki %"3 coa(fes" ) — bor .101)
1 1
Resolviendo (4.101), se encuentra que la ecuacién tiene dos soluciones para z3}, las
cuales son
arctan ( Kona + \/Krzn (’U:)*-l' K2 (vi)2 — 72 kf)
—HRpU, — TR
e (4.102)
k3
arctan | £mY%a = VEZ,(Wr) + K2 (v})? — 12%F
— mU; — 7R
% TON (4.103)
ks

Ahora, si utilizamos los valores nominales del modelo del motor a pasos y los pares de
entrada ¥}, y v; admisibles, se encuentra el siguiente punto de equilibrio.

Utilizando: v}, = 2.1621v y vj = 5.4054, obtenemos el siguiente punto de equilibrio

7 = 0216214 25 = 0.540544

z} =0rad/seg z3 = 0.0065385 rad(0.3772°) (4.104)
ahora, haciendo 7 = 0 se obtiene el equilibrio

z} = 0rad/seg z% = 0.023806 rad(1.3639°)



58

Si ahora asignamos:

Sz = col(zy — =] 23 — x3) = col(bw, 66) (4.106)
bz = col(zy — z{, 25 — x3) = col(8iq, 61s) (4.107)
bv = eol(vy — v, vp — vp) = col(dv,, 6up) (4.108)

se obtiene el siguiente modelo en variables de desviacion:

b1 = —kq(6z + z7)sen(kz (b2 + 23)) (4.109)
+k4(62 + 23) cos(kz(bae + 23)) — ka1 — Ky

bis — 6o (4.110)

edz1 = vy — k1621 + ke (631 + a7) sen(ks(bzg + 23)) (4.111)

ebzy = 6va — kabz + k(621 + 27) cos(k3(bz + 23)) (4.112)

4.5.3 Diseiio del Control por Modos Deslizantes

Comio se ha mencionado antes, ¢l control por modos deslizantes es disefiado en dos
etapas, es decir, se disefia un controlador para el subsistema lento y un controlador para el
subsistema rapido. Posteriormente, ambos controladores son combinados para obtener un
control compuesto, el cual es aplicado al modelo (4.96). El objetivo es diseiiar una ley de

control tal que 6z (dngulo del rotor) se aproxime a una sefial de referencia dx, constante.
4.5.3.1 Diseiio del Control para el Subsistema Lento

Primero disefiaremos la ley de control lenta:
bvy = Ts(6z,) (4.113)

para el modelo reducido lento asociado al sistema (4.109)-(4.110) de tal manera que 6z —
bz, cuando t — 0.
Si hacemos € = 0, se observa que el subsistema rapido (4.111)-(4.112) tiene una Unica

1aiz 6z = h(6z, 8v), que esta dada por:
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kab *
621 _ 2 mlsen(kg((?}::lz -+ 932)) + év; (4.114)

b4 = —kybzy COS(ks(vaz + x3)) + bvz (4.115)
1

Ahora, sustituyendo (4.114) y (4.115) en (4.109)~(4.110) para obtener el subsistema

reducido lento tenemos que toma la forma siguiente:

; ksk k " x
By = —(2—12 + kg)bz,, + E‘f [vs1 cos(ks(bzs, + x3)) — Svaasen(ks(bzs, + 23))]
—ky — kyzi sen(ks(0zs, + x3)) + kazs cos(kz(62s, + 3)) (4.116)
Sk, = Oy (4.117)

donde 6z, = col(6zs,, 6z,,) y 6vs = col(bvs, , §Us, ) denotan las variables lentas.
Debide a que el parametro k3 representa el nmimero de dientes del rotor, éste puede ser

conocido en forma precisa y no varia con el tiempo. Esto nos sugiere hacer la siguiente

asignacion:

vy, = —sen(ks(8zy, + 3))0U, (4.118)
§vss = cos(ks(6zs, + 23) )b, (4.119)
donde du, es una nueva sefial de entrada. La sustitucién de (4.118)-(4.119) en (4.120)-

(4.121) conduce al sistema reducido lento:

85, = ky 25 cos(k3(62,, + 73)) — 27 sen(ks(bzs, + 73))]

%
hort gy, — (%% ven,, (139
kl ’Cl

Sy, = OiLg, (4.121)
Ya que se requiere que 6z — §z, cuando ¢ — oo, una selecci6n de la funcion de

conmutacién lenta o, (6z,) es:

04 (6z5) = 8162y — sg6e (4.122)

donde ée = §z, — bz,,, cOn 51 > 0,52 > 0.

Sobre la superficie o, = 0, se tiene que:

&3 = 316:%31 - 326é
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( B )i~y + E2b )

+31k—: [ cos(ks(bzs, + 23)) — v sin(ks(6z,, + 25))] — s266

De donde se¢ obtiene el llamado control equivalente, §v,,, :

k4 ( kaky
ki &

S0seq + ks)bas; + by + j—”&e] (4.123)
1

k
it [5282 — 07 cosn(5ms + 53)) — 5 sins(522y +.5)|
i 1
Una vez obtenido el control equivalente dv,.,, se disefia el control de atraccion, Svgy .

Disefiaremos los dos controles de atraccidén estudiados.

Control u,, utilizando el primer control de atraccion,

k4k k
Al ( (F22 |k V6z,, — ky + févs) (4.124)
k4
+31 ['Ub cos(kg(ém” + x3)) — vy sin{ks(b2,, + z3))]
—3266
= —l,0,

donde /, > 0y vseq estan dadas por (4.123). A partir dé (4.124) se obtiene que:

SV = :—: (—1303 -+ z—jlse) (4.125)

y el control por modos deslizantes queda de la forma:

bvg = 6 ocq + 6Usn {4.126)

kak
Sug = [(ﬂ + ks)bxg, + ky + ?lsé — ls0z,, + ?laé'e]
1 1

- [vb cos(ks(b2s, + 23)) — vy sin(ks(6zs, + 23))]

Control u,, utilizando el segundo control de atraccién.

k.
os = & ( ( ;:k2 + ks)ﬁxsl —ky + -—61)3) (4127)

k4
+51 ["b cos(k3(6z,, + 23)) — v} sin(ks(8z., + z3))]
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—38y bé
= —P,sign(cs)
de donde obtenemos que el control de atraccién es de la forma:

k
§Vgn = ———— (Psign(o,)) (4.128)
81k4

y ¢l control 4, esta dado por:

§0a = Usey+ 6Von (4.129)
_ ki [ kaka S2,, 58 P .
fvg = o [( b + ks)bz5, + r + 5 lé+ o be o szgn(as)]

— [5 cos(ks(8zs, +23)) — v sin(ks(625; + 23))]
4.5.3.2 Disefio del Control Rapido

Tenemos que de las ecuaciones (4.111)-(4.112) la matriz:

4. )d B buy — k1bzy + k(671 + xF) sin(ks(dz2 + x2)) (4.130)
o 0z 5’02 - k16Z2 + k2(6$1 + 33'{) COS(kg(&tz -+ .’l’z)) ’

—k O
0 —ky

Entonces no se necesita de un control rapido debido a que £; = 10, por lo cual los
valores propios de A, = —k; = — R = —10, por tanto, el subsistema rapido es asintdtica-
mente estable y seleccionamos dvy = 0.

Entonces, los controles compuestos disefiados son:

bvy = dvg

(5".)2 = 6’1)32
4.5.4 Diseiio del Obsevador

Disefiaremos un observador para el subsistema lento, el cual ¢sta dado por (4.109)-
(4.110).
Si z3 = 71/ J, entonces disefiaremos el observador para 6y, 62, x3. Podemos escribir

el sistema (4.114)-(4.115) de la siguiente forma:
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0
( —kysin(ks(6z, + 23)) kycos(ky(6z, + 23)) ) ( 6z )

—kyzt sin(ks(6z, + x3)) + kazs cos(ks(6z, + 23)) — ks6Tm1 — z3
o = T -+

0 0
0 0

S (4.131)

Haciendo el siguiente cambio de variables:

G, = bz
Ca = b1y
(3 = —kazhsen(ks(dz, + z3)) + kaxl cos(ks(6z, + x3)) — ksbzs — 3

y derivando en las nuevas variables, resulta el siguiente sistema
_ 010 0
£ | Ogh-1 <Gt P, (4.132)
0 00 —ks®; + P2

Oy, = —kgsen(kn (¢, + 25))021 + kycos(kn(C; + 25))02
Oy = (akskslizsen(ks((y + 23)) + 47 cos(ks(Cy + 73))] — ks
¥, la ecuacion (4.132) tiene la forma de (4.72)-(4.73), por tanto es uniformemente observ-
able.
Entonces, el observador para (4.132) est4 dado por (4.76):

donde:

i= ¢+ G(@) - Sy C7(CE - y) @I

donde el término — S, CT (C& — ¥), es un término de correccién, S;'CT = K,y Spes la
solucién de: Sp = ~ 05 — AT Sy — SsA + CTC, en estado estacionario.

Para este caso particular,

N

(o [ o il e
SO -
QO

), C=(100) (4.134)
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Asi, los valores estimados 8%, 6Z2 y 023 se sustituirdn en el control év, al realizar la

simulacién para poder tener disponible esa informacién.

4.6 Resultados de Simulaciones

En esta seccidn, se presentan las simulaciones de los controles y observador disefia-
dos para analizar su desempefio. Las simulaciones fueron llevadas a cabo en el programa
Simnon (MVersién 1.0).

Los valores de las condiciones iniciales con los cuales se efectuaron las simulaciones,
fueron los siguientes:

Modelo del motor a pasos

1.(0) = 0.21261 A
iy(0) = 0.54054 A
w(0) = 0 rad/seg
8(0) = 0.031416 raod®

Observador.
@(0) = .001 rad/seg
6(0) =0 rad
71(0) =0.045 N —m
Los valores de los parametros del motor fueron seleccionados como en la Tabla 2.2.
Para el modelo utilizado en este trabajo, el voltaje permitido en las fases es de 40 V. Las
condiciones iniciales se pueden alejar una cierta region alrededor del punto de equilibrio
sin que tengamos problemas de convergencia. Si se aleja demasiado del punto de equilibrio

podemos tener tiempos de convergencia largos € incluso caer en otro equilibrio o hacerlo

inestable.
4.6.1 Simulaciones en Lazo Abierto. Estados del Sistema y Observador

Aqui se presentan la simulacion del modelo del motor a pasos y del observador disefiado
en lazo abierto, es decir el control z no se aplica al modelo. En las figuras 1, 2 y 3, se

presentan la velocidad angular, posicién del rotor y par de carga, respectivamente. Se

1 /(2N;)) = 0.031416 rad, es la resolucién limite del motor.
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aprecia a detalle que la convergencia del observador hacia los valores reales se hace en un

tiempo corto, entonces podemos decir que el observador tiene un buen desempefio.
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Fig. 4.4 ‘elocidad angular y su estimado en lazo abierto.
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Fig 4.5 Posicion angular y su estimado en lazo abierto.
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4.6.2 Simulaciones Numeéricas del Primer Control

Ahora se presentan las simulaciones introduciendo el algoritmo de control disefiado con el
primer control de atraccion (4.4.126).

En este caso, se fijaron los valores de los parametros del algoritmo de control y del
observador como siguen: s; = 1, sp = 40, s3 = 4000, {, = 10000 y X = (6, 11, 6)T con
6 = 1000. El valor de la referencia es de 0.024875. Ademas, se introdujeron perturbaciones
paramétricas en el torque de carga, con un cambio de 0.5 N-m a 0.6 N — m y k; se cambio
de 0 N —m a 0.0043 N — m, en los tiempos de 0.02 seg y 0.055 respectivamente. Estos
cambios corresponden a una variacion en el torque del 20% y un valor tipico de kg4, es
decir, entre 5 y 10% del valor de k,,7 donde iy es el indice de corriente. El desempefio de
este controlador lo observamos en las figuras 4.4 - 4.5. El desempefio de este controlador
lo observamos en las figuras 4.7 - 4.12, donde podemos notar que por el tipo de control de

atraccion que se utiliza, el efecto de castaifieo no se hace visible.

1 2 ] T ] ' ]
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Fig.4.7 Respuesta en el tiempo de la velocidad angular aplicando el control.
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Fig.4.12 Voltaje en la fase B.

4.6.3 Simulaciones Numéricas del Segundo Control

4.6.3.1 Utilizando el Control con la Funcién Signo:

Aqui se presentan simulaciones del segundo control al usar la funcién signo. Los val-
ores en los parametros del algoritmo de control se seleccionaron como siguen: s; = 3,
83 = 550y I, = 10000, el observador se dejé con las mismas ganancias.

Se puede notar en las figuras 4.13 y 4.15 que la discontinuidad de este control se manifi-
esta en gran medida provocando un castafieo notorio en la velocidad angular y en el control
mismo. Lo anterior se debe precisamente por utilizar un control discontunio como lo es la
funcién signo. Esto podria provocar en un sistema fisico alguna falla en el accionador 6
desgaste, debido a los cambios tan bruscos en el control.

Aunque la posicién angular alcanza la referencia en un tiempo aceptable, el problema
del control discontinuo se puede resolver utilizando una saturacién y dando una pendiente

adecuada para que ¢l cambio no sea muy notorio, ésto se analiza en la siguiente seccion.
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Control u (V)
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Fig. 4.15 Respuesta del control u.

4.6.3.2 Utilizando el Control con la Funcidn tanh:

Como se mencioné antes, utilizar un control discontinuo provoca una oscilacién en
el control que no es agradable para un sistema fisico. Aqui se utiliza el mismo control
anterior, con los mismos valores en los pardmetros tanto del control como del observador,
solo que la funcion signo es remplazada por la funcion tangente hiperbélica, la cual, para
fines de simulacién, puede representar de una ranera satisfactoria a una saturacion.

De esta manera, utilizando una funcién saturacion en lugar de la funcién signo, podemos
minimazar bastante el castafieo presentado en el control y de esa forma para propdsitos
practicos es mas aplicable.

Los resultados obtenidos se reflejan en las graficas siguientes 4.16 - 4.20, donde podemos

notar que el castafieo en la velocidad angular y sobretodo en el control se han reducido bas-
tante.
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Control u (V)
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Fig. 4.18 Respuesta del control .
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Fig. 4.19 Voltaje en la fase A.
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0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
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Fig. 4.20 Voltaje en la fase B.

4.7 Analisis de Resultados

En esta seccion se presenta un analisis y comparacion de los resultados obtenidos al
aplicar los diferentes esquemas control-observador disefiados.

Los elementos que se toman en cuenta para analizar el desempefio de estos esquemas
son los siguientes:

A) Tiempo de convergencia hacia la referencia dada (seg).

B) Desempeiio ante la presencia de perturbaciones en los parametros (tiempo de recu-
peracion seg.).

C) Fidelidad en el control, es decir, si existe castafieo o no.

D) Error de sobrepaso maximo (0-100%).

E) Convergencia del observador (seg.).

F) Voltaje méximo en la ley de control (V).

En general, se busca obtener un tiempo de respuesta rdpido, es decir, alcanzar la refer-
encia entre 0.01 y 0.03 seg . y que tengan un error de estado estable minimo. Se desea

tambien que al presentarse perturbaciones en los pardmetros las trayectorias convergan de
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nuevo a su posicion de equilibrio rapidamente. El analisis de los resultados pueden ser
observados en la siguiente tabla comparativa.

Ley de Control A B c D E F

1°" Control 0.01 | <0.01 | NO | 0.04% | <0.01 | 42
2% Control (fn. Signo) | 0.038 | <0.01 | SI | 0.044 % | <0.01 | 9.3
2% Control (fn. tanh) | 0.04 | <0.01 | NO | 0.002% | <0.01 | 7.5

Tabla 4.1 Comparacién de los esquemas control observador continuos.

4.8 Conclusiones

En este capitulo se han presentado dos controladores por modos deslizantes en tiempo
continuo, ademas del disefio de un observador de orden reducido, para estimar los estados
lentos bajo la suposicion de que los estados rapidos estan disponibles.

Ambos controles resultaron tener muy buenos resultados y ademds respondieron bien
al introducir perturbaciones paramétricas, sin embargo, el primer control tuvo un tiempo
de respuesta mas rapido y con error de estado estable casi nulo, ademas, no presenta el
problema de castafieo y utiliza menos energia que el segundo. Este problema se presenté
al utilizar la funcidn signo en el control de atraccién, en donde el castafieo fue notorio pero
logré reducirse al cambiar la funcién signo por una saturacién.

Por otro lado, se han dado condiciones suficientes para garantizar la estabilidad del
sistema en lazo cerrado, mediante un control basado en observador.

El observador de estados disefiado para los estados lentos tuvo un tiempo de conver-
gencia rapido, y respondié rapido al presentarse perturbaciones en los parametros, por lo

que podemos decir que se tuvo un buen desempeiio.



Capitulo 5
Control por Modos Deslizantes Discreto

5.1 Introduccion

La teoria de control para el disefio de leyes de control y esquemas de observacién en
tiempo discreto se ha desarrollado notablemente en los ultimos afios [1,4]. Si bien, la ma-
yoria de los sistemas fisicos son modelados por ecuaciones diferenciales, los controladores
son implementados por computadoras digitales. En el caso lineal, los sistemas discretos
han sido muy estudiados [15]. En el caso no lineal existen muchos resultados, pero todavia
es un problema abierto.

El control por modos deslizantes fue utilizado en la seccién anterior para sistemas con-
tinuos con buenos resultados. Ahora utilizaremos dichas metodologias en combinacién
con el esquema de discretizacién para sistemas singularmente perturbados estudiado en el
capitulo 3.

En este capitulo, se disefian leyes de control estabilizantes capaces de realizar regu-
lacién a una referencia basadas en los principios de modos deslizantes y 1a técnica de per-
turbaciones singulares, ambas en tiempo discreto. Podriamos decir, que obtendremos una
version discreta de los resultados obtenidos para tiempo continuo. En la aplicacion, tam-
bién se considerara el modelo del motor a pasos, sdlo que ahora en su forma discreta, donde
el objetivo principal, al igual que en €l caso continno, es la estabilizacién y seguimiento
del angulo del rotor del motor a pasos.

Se disefaran dos controladores deslizantes, siguiendo la misma metodologia del control
equivalente como en el caso continuo y con diferentes criterios para el disefio del control
de atraccidn.

Se consideran la misma clases de sistemas consideradas en el caso continuo, es deciy,
el control por modos deslizantes discreto se disefiara para (3.6)-(3.7), y sera disefiado en

dos etapas, un controlador deslizante discreto es disefiado para el subsistema lento y otro
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para el subsistema rapido. Las dindmicas de los subsistemas lento y rdpido en tiempo
discreto fueron obtenidas en el capitulo 3 con el esquema de discretizacién utilizado, y sus

dinamicas estan dadas por (3.38) y (3.41).

5.2 Modos Deslizantes en Tiempo Discreto

En el capitulo 3, estudiamos como un sistema en tiempo continuo en la forma singular-
mente perturbada podia ser transformado a una version en tiempo discreto utilizando un
esquema de discretizacion. Al discretizar el modelo, las caracteristicas de multi-escala de
tiempo son preservadas. Debido a lo anterior, se obtiene un sistema reducido lento y uno
rapido, ambos en tiempo discreto. El objetivo ahora, sera disefiar dos controladores por
modos deslizantes para cada subsistema reducido en tiempo discreto, es decir, controles
lentos y rapidos en tiempo discreto.

En general, la metodologia de modos deslizantes se puede extender a sistemas en tiempo
discreto y se rige bajo el mismo criterio, es decir, se disefiara un control equivalente el cual
se encargard de mantener las trayectorias sobre la superficie deslizante y un control de
atraccion para atraer las trayectorias hacia la superficie.

Para disefiar ¢l control, consideraremos la superficie deslizante de la forma:
o(k) = [o1(k),...on(R)]"

donde k representa periodos muestreados de tiempo.

Como en el caso continuo, se utiliza el método de control equivalente para determinar
el movimiento de las trayectorias del sistema restringido a la superficie o(¢) = 0. En el
caso discreto se utliza la aproximacién de Euler hacia adelante, entonces, las trayectorias
son resiringidas a la superficie o(k + 1) = 0. Con este método, se obtiene una expresién
u(k) = ueq(k), que es precisamente llamada control equivalente porque es el equivalente
al valor promedio de u(k) que mantiene la trayectoria del estado sobre o(k + 1) = 0.

De manera similar al caso continuo, el control equivalente debe ser complementado con
un control llamado control de atraccion, cuyo objetivo es el de actuar cuando o(k+1) # 0,

es decir, es el encargado de llevar las trayectorias de estado sobre la superficie o(k+1) = 0.
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En tiempo continuo, la condicion que garantiza la convergencia de las trayectorias hacia
la superficie de equilibrio est4a dada por [11,12]:

t)o(t) <0 5.1

En ¢l caso de los sistemas en tiempo discreto, al implementar la metodologia de modos
deslizantes, los elementos de conmutacién son reemplazados por dispositivos electroni-
cos o computarizados, los cuales cambian la estructura del sistema a instantes discretos de
tiempo. Ademas, la entrada de control es calculada a instantes discretos de tiempo y apli-
cada al sistema durante un intervalo de muestreo, lo que nos ocasiona un modo deslizante
no ideal. En el caso de los sistemas en tiempo continuo la conmutacién de la estructura del
sistema es hecha en cualquier instante, tan pronto como las trayectorias cruzan la superficie
de conmutacién, evitando ese problema.

Entonces, la condicién que garantiza la existencia de un modo deslizante debe ser dife-
rente para sistemas en tiempo discreto. En [12], sustituyen la derivada por la diferencia

Euler hacia adelante de la condicién (5.1), quedando de la forma:
[o(k + 1) — o(k)]o(k) < 0 (5.2)

La condicion (5.2) asegura el movimiento sobre la superficie deslizante. Sin embargo,
(5-2) es una condicidén necesaria pero no suficiente, ya que no asegura la convergencia de
las trayectorias de estado hacia la superficie y puede incrementar la amplitud del castafieo
de las trayectorias del sistema sobre la superficie, llevando al sistema a la inestabilidad.

Una condicién necesaria y suficiente para sistemas discretos dada en [12] es:
lo(k + 1)| < |o(k)]| (5.3)

Esta condicién es la condicién de deslizamiento en tiempo discreto, la cual, con una
buena seleccién del control u(k) que satisfaga (5.3) garantizara que todas las trayectorias
entraran a la superficie de deslizamiento y permaneceran en ella para todo tiempo futuro.

En las siguientes secciones, disefiaremos dos controladores en modos deslizantes dis-

cretos. Para cada uno de ellos se disefiar4 el control compuesto de la forma:
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u(k) = us(k) + uy(k) (5.4
el cual es aplicado al sistema discretizado.

5.3 Primer Controlador por Modos Deslizantes Discreto

En esta seccién, se disefia un primer control deslizante discreto. Como ya ha sido co-
mentado, se disefia en dos etapas. Un controlador por modos deslizantes es disefiado para
cada uno de los subsistemas lento y rdpido, y ambos controles son combinados para for-
mar el control compuesto. El objetive es disefiar el control deslizante para los subsistemas

(3.38)-(3.41) obtenidos en el capitulo 3.
5.3.1 Disernio del Controlador Deslizante Lento

Disefiaremos primero el control deslizante lento para el subsistema lento (3.38), para

ésto consideraremos la siguiente superficie deslizante:
os(k) = CZ[$6(k) — Lorep (k)] (5.5)

donde ¢I = (cs1 * ** Csn, ) €5 un vector de coeficientes y @sr7(k) es una sefial constante de

referencia.
Utilizando el métode de control equivalente, disefiamos el control ., (k) para restringir
el movimiento de las trayectorias del subsistema reducido lento sobre la superficie de con-

mutacién (5.5). Esto es, calculamos el control equivalente para cuando g,(k + 1) = 0,

entonces:

os(k+1) = cf[zs(k+1) = Tores(k+1)] =0
0 = csT[xﬂ (k) + EafS(xﬂ(k)) + eags(ms(k))'ua (k) - xsref(k g 1)]
0 = CZ‘["‘EE (k’) - maref(k + 1)] + C:é‘af,g(xs (k)) o Cfﬁags (:rs(k))us(k)

Suponiendo que ¢T'g,(z,(k)) es no-singular, y despejando u,(k) = w,eq(k), obtenemos

el control equivalente lento:
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Ugeq(k) = g;]; [nga (ws(k))] - [C.Z‘[wa(k) ~ Zsres(k)] + CZEQfS(wS(k))] (5.6)

Ahora, se necesita disefiar un control de atraccion, el cual actuara cuando o5 (k+1) # 0.

De acuerdo con (5.3), se debe de satisfacer la condicién de deslizamiento:
Io's(k +1)| < 'O's(k)l 5.7)

para que exista un modo deslizante, es decir, para que las trayectorias del estado intercepten
la superficie de conmutacién y permanezcan en ella para todo tiempo futuro.

Si escogemos la superficie deslizante de la forma:
s(k + 1) = ,¢l [z(k) — Zores (k)] = 1,04 (k) (5.8)
donde 0 < 7, < 1. Es claro ver que la condicion (5.7) se cumple, ya que:
M los(K)| < |os(K)| (5.9)
Entonces, el control de atraccion Au, (k) puede ser determinado de (5.8) como sigue:

ou(k+1) = 0yl (@ (k) 2eres(B) =m0 k),
1,7s(k) = i (25 (k) = Tores(k + 1)) + e eafs(zs(k)
5 £a0s{(2s (k) [teq (k) + Aty (K)

donde Awu,(k) = us — ueq, y €l control de atraccién queda de la forma:

B (k) = 5 [ 0a(2al)] ™ (1T (2s(K) ~ Tareg ()] (510

Una vez obtenidos ¢l control equivalente y el control de atraccidn, se construye el con-

trol discreto lento que esta dado por:

Uy (k) = ues(k) + Auy(k) 5.11)
= ;—; [ngs(ms(k))]_l [T (25(k) + 2ores(K)) + cTeafs(zalk)]

;_C: [nga(ms(k))] - [T’scg‘(ms(k) = msref(k))]
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Las propiedades de estabilidad de o,(k) = 0 en la ecuacion (5.8) pueden ser estudiadas

por medio de la funcién de Lyapunov candidata:
V(os(k)) = oF (k)os (k) (5.12)
entonces, a lo largo de las trayectorias de el sistema (3.34), tenemos que:

Vios(k+1)) — V(os(k)) = oZ(k+1)o,(k+1)— o (k)os(k)
= —(1- )T (E)a(k) <O (5.13)
Vigs(k+1)) = niV(os(k)) = (12)"V(a:(0))
Por lo tanto, V'(o,(k + 1)) — 0 cuando k¥ — o0, y la condicion de deslizamiento se

garantiza para la condicién (5.7).
5.3.2 Diseiio del Controlador Deslizante Rapido

El disefio del control deslizante rapido se obtiene de manera similar al control lento.

Para ésto, se escoge la siguiente superficie de deslizamiento rdpida:
o5(k) = cflzs(k) — 2fres (k)] (5.14)

donde ¢} = (cs1 - - €fn,) €8 un vector de constantes ¥ zsre¢(k) es una sefial de referencia
constante y disefiaremos el control deslizante para el subsistema (3.40)

De manera similar al control lento, se disefia primero el control equivalente y poste-
riormente el control de atraccion. El control equivalente lo podemos calcular haciendo

op(k 4+ 1) = 0, entonces:

ok +1) = C?(Zf(k + 1) — Zgres(k + 1))

0 = cf(zs(k) + My [Fo(@(k))25(K) + g2(2(k))us (k)] — 2pres(k + 1))

0 = cf(z(k) = Zgres(k + 1)) + E My Fy(2(k)) 25 (k) + cf Mga(E(k))uy(k)
donde consideramos que ¢ Mrg2(Z(k)) es no-singular, entonces el control equivalente

rapido nos queda:
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Ugeg(k) = — [¢f Mgz (E(R))] " [¢F (25(k) — 2pres () + F M Fp(E(k))25 (k)] (5-15)
Para el caso del control rapido, la condicién de deslizamiento esta dada por:

oz (k + 1) < |os(k) (5.16)

Entonces, para disefiar el control de atraccion podemos seleccionar la superficie deslizante

de la forma:

o5k + 1) = 5t (25(k) — Zgrer (k) = ns05(k) (5.17)

donde 0 < n; < 1, y cumple con la condicién (5.16).

Con la anterior seleccién, el control de atraccion Awu,(k) queda de la siguiente manera:

Buglk) = — [EMpg2(EE))]) ™ [, (ap ) = 2gves ()] (5.18)

Las propiedades de estabilidad de oy (k) = 0 en la ecuacién (5.17) pueden ser estudiadas
por medio de la funcién de Lyapunov candidata:

W(os(k)) = oF (K)o s(k) (5.19)
Entonces, a lo largo de las trayectorias de el sistema (3.37), tenemos que:

Wi(er(k+1)) —W(os(k)) = of(k+1)osk+1)—of(k)as(k)
= ~(1—nPof(k)os(k) <0
W(os(k+1)) = 73V(o5(k)) = (77)'V(o5(0)) (5.20)
Por lo tanto, Wi{cs(k + 1)) — 0 cuando & — o0, y la condicién de deslizamiento se
garantiza para la condicién (5.16).

El control discreto rapido estara dado entonces por:
up(k) = useq(k) + Aus(k) (.21)

= — [FMga(F(k))] T [cF (25(k) + 2gees (k) + €] My Fa(8(K)) 24 (k)]
— [ Mpga(@ (k)] [nycT(25(k) — 2gres (k)]
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5.4 Segundo Controlador por Modos Deslizantes Discreto

En esta seccidn, se disefia un controlador por modos deslizantes utilizando otro criterio
para disefiar el control de atraccion bacia la superficie deslizante. Se utiliza el paradigma de
la dindmica no lineal propuesto en [13], el cual lo podemos analizar de la siguente manera.

Sean K, A, B tres niumeros estrictamente positivos con A>B. Considere un sistema

dindmico escalar discreto en el tiempo dado por las siguientes relaciones:

K sign(o(k)) » lo(k)] > A
olk+1) =T(o(k)) = ypm B(|0'(k:)| — B)sign{o(k)) , B<|o(k)|<A (522)
0 , lo(k)| < B

donde sign es la funcién signo. Entonces tenemos el siguiente Teorema:
Teorema 5.1 [13]: Las trayectorias del sistema (5.22) son globalmente asintéticamente

estables a cero en tiempo finito si y solo si,

K>A (5.23)

Ademas, o(k) converge globalmente a cero en un solo paso, siy sélosi X < B.
5.4.1 Diseiio del Controlador Deslizante Lento

Disefiaremos primero ¢l control deslizante lento para ¢l subsistema (3.37), para ésto
consideraremos la superficie de deslizamiento (5.5):

Se desea imponer sobre la evolucion de o¢(z.(k)) el paradigma propuesto en el Teo-
rema 5.1. Entonces, nuestro objetivo de control es alcanzar la superficie o,(zs(k + 1)) =
Tz, (k), con esto, podemos encontrar €l control lento deslizante discreto de la siguiente
manera.

De acuerdo con €l Teorema 5.1, definimos el siguiente sistema para el subsistema lento:

K.?'(gn(a,(k)) » os(k)| > A
ao(k+ 1) =Ty(os(k)) = . B(las(k)l — B)sign(os(k)) , B < |os(k)| < A
0 y los(k)| < B

(5.24)
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donde, usando (5.5) encontramos el control lento para (3.37).

El control lento puede ser determinado haciendo o,(k + 1) = T';(5.(k)), entonces:

oa(k +1) c; (2s(k + 1) — Tares(k + 1))
= el (z(k) + cafs(zs(k)) + cags(za(k))u, (k) — Tsres(k + 1))
= I(2,(k) — zgrep(k + 1)) + Leaf(zs(k) + Feags(z,(k))us(k)

Suponiendo que ¢f g,(zs(k)) es no-singular, y despejando u,(k), obtenemos el conirol

lento:

u, (k) = i [3398(938 (k))] N [Ps — e (u(l] — Berap( k) — Cfeafs(%(k)] (5.25)

donde I'; estd dada por el paradigma de la dinamica no lineal (5.24) y corresponde al control
de atraccion que actuard cuando o, (k + 1) # 0.

5.4.2 Diseiio del Controlador Deslizante Rapido

El disefno del control para el subsistema rapido se obtiene de una manera similar. Con-

sideremos la superficie deslizante rapida (5.14).

De forma analoga, consideramos ahora para el subsistema rapido el siguiente sistema:

Ksli_gn(af(k)) » |os(l)] > A
o5k +1) =Tslop(k)) = ¢ —5{los(k)| - B)sign(os(k)) , B <los(k)| <4
0 s |loglk)] < B

(5.26)

con la superficie (5.14) la ley de control rdpida estd dada por:

of(lc 4 l) = C?(Zf(k + 1) — Zfref(k + 1))
=} (21(k) + Mp(Fo(E(k))2(k) + foi(k)us(k) — z7rer(K))
T (27 (k) ~ 2preg(k)) + M f(Fa(Z(k)) 27 (k) + My fo (k)uy (k)

donde suponemos que M f2#(k) es no-singular, se despeja el control rapido quedando de

la siguiente manera:
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ug = [TMp£o5(k)]) 7 [Ur + T (2(k) = 2pres () + EMpFa(3(K))2(k)]  (5.2T)

donde I'y = o5(k + 1) y estd dado por (5.26).
5.4.3 Control Compuesto

Una vez disefiados los controles lentos y rdpidos, se obtiene el control compuesto, el
cual estd formado por los controles lentos y rapidos disefiados previamente, y esta dado de

la siguiente forma:
u(k) = us(zs) + ug(zy) (5.28)

Si consideramos el siguiente cambio de variables:

n(k) = z(k) — 2(k), (5.29)

el sistema no lineal singularmente perturbado se puede obtener al sustituir el control com-

puesto (5.28) en el sistema:

z(k+1) = =z(k) +ealfi(z(k)) + Fi(a(k))z(k) + g1 (z(k))u(k)]

+€2%2F (k) [fa (k) +Fale(k))z(k) + ga(a(k))u(k)]

W +1) = 2(k) + (o, + o Ea(a (W) a(ok)) + Faa(k)2(k) + gala(k))ulk)

De donde ¢l sistema el lazo cerrado resulta ser:

z(k+1) = z2(k)+eafs +ecogu; + eaF; [I - %Fz] 7

+ea [91 + gpz] Uy - (530)
2
nk+1) = n+ [aI + %Fz] [Fan + gouy] (5.31)

En la seccién siguiente, aplicaremos las técnicas de control estudiadas al modelo mate-

matico del motor a pasos de magneto permanente.

5.5 Aplicacion al Modelo del Motor a Pasos de Magneto
Permanente Discretizado

En esta seccién aplicaremos las leyes de control por modos deslizantes en tiempo dis-
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creto al modelo del motor a pasos discretizado y analizaremos su desempefio. La dis-
cretizacién del modelo se hard con el esquema de discretizacion estudiado en el capitulo
3. En el capitulo 4 obtuvimos el modelo del motor en la forma singularmente perturbada
en tiempo continuo (4.131).

Reescribiendo el modelo (4.131) para darle la forma de (3.9)-(3.10), tenemos que:

& = fi(z)+ Fi(z)z (5.32)
ez = folz)+ Fa(2)z+ galz)u (5.33)
donde:
o —ksxy — 1) J _{ kazysen(k
b ( = ) 4 fo(z) = ( i 3 COS?I:::::a):z) )
Fife) = 5 resenham)” hycos(inm) ) . Fy(x) = ( i D . ) (5.34)

a@= (5 )

5.5.1 Obtencion del Modelo en Tiempo Discreto

Para obtener el modelo en tiempo discreto a partir de (5.32)-(5.33) usamos la aproxi-
macién de primer orden (Resultado 3.1). Entonces, la dindmica discreta rapida del sistema

no lineal (4.131) esta dada por:

2k +1) = ( 2;83 )

—k5$1 = k7 '_k436'n(k3$2) kq COS(k3$2) zl,(k) 1
Rl 1 Tlo 0 (k) )|
ea® [ —kqsen(Kzza) kycos(kszs)
T3 o 0 X
kg(tlsen(kg.’tz) —k], 0 21 (k) 10 ' 1
[( —kez cos(ksxg) ) + ( 0 =k ) ( z(k) tlo1 u(k)_

zk+1) = Zgg )

10 o —k 0
+ | 01)+?(0 “kl)]x

[(Bomereasemy )+ (o™ 2 ) (28)+ (0 1) (%
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Después de algunas manipulaciones algebraicas y simplificando términos obtenemos:

zi(k+1) =1 (k) + ea(—kszy — kr — 21(k)kasen(kszs) + 22(k)ka cos(ksz2))

+T( k4km% = k4sen(k3m2)( klzl(lc) + ’Ua,) (535)
+k4 COS(]G3372)(—]€122 (k) + ’Ub))
xz(k’ + 1) = a:z(k) =+ caxy

zitk+1)=2n (k) + (o — < az)(kzzlsen(ksa:z) —kiz (k) + 'Ua,)
kla

(5.36)

2k +1) =2zk) + (a— Y(—ka21 cos(kaza) — kiza(k) + vp)

Para obtener los subsistemas lento y rapido utilizamos el método del estado-quasi-
estacionario como fue estudiado en el capitulo 3. Usando (3.38) para obtener el subsistema

lento, tenemos:

I —kszy — ko —k48€n(k3372) k4 COS(’C:;(L’z)
folzs(k)) = ( & ) - ( 0 § 0 ]
—+=1 0 kaxysenfksxs)
0 +h —kyz; cos(kszy)
)/ ( —ks1 — k7 — -kakaz ) (5:37)
Z
B i
ERATNCH) ( C kssen{kazs) ]34 cos(k3zz) ) ( 0—"1 O+c ) ( (1) ? )
]
i ( ﬁk488n(k3$2) ék,; cos(kaz2) ) (5.38)

Entonces, el subsistema lento tiene la forma:

=5 —ky~— 1

+€a( ﬁ%k‘;sen(kgmg) }_Zk‘l COS(kgxz) ) ('Ua )
0

0 Up

o bien, escrito de la siguiente manera:
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za(k+ 1) = T (k) + ea(—kszy — by — ;Tllkelkz%)

e Srkasen(kare) + gk cos(ke2)) (5:39)
«TsZ(k + 1) = Zsz(k) —+ cazq

Ahora, para obtener el subsistema rapido usamos (3.41) y obtenemos:
- zn1 (k)
ze(k+1) = ( 2a(k) )
a 0 —o? —k 0
(5 5)+5 (" %))
—-kl 0 Zf[(k) + 1 0 'U,fl(k)
0 ~—k zs2(k) 01 ugsa(k)

P Py (k} a-‘l--a—zk 0 —kyz (k)‘l‘u (k)
zplk+1) = (zz(k) )+ ( 0 T a-+ ‘;,—zkl ) (—k:zg(k)+u2(k) )

Después de algunas manipulaciones algebraicas obtenemos el sistema reducido rapido:

a2 Ct'2
3 e (5.40)

e} (84
Zfz(k + l) = (1 — aky — ?kf)z.fz(k) + (O.’ — ?kl)’l}bf

za(k+1) = (1 — ok — —k2)zp (k) + (a—

El diseiio dei controlador por modos deslizantes es realizado en dos etapas, se disefia un
controlador deslizante para cada subsistema y ambos controles se combinan para obtener

la ley de control de el modelo de orden completo (5.28)
Utiliando las asignaciones (4.152) y (4.153), el subsistema lento de orden reducido nos

queda:

() = (5 2) (56 ) - (6 )+ (5% ) e
sa’l:4k2).

donde ¥ = (1 — saks —

5.5.2 Diseiio del Primer Controlador Deslizante Discreto

Disefiaremos ahora el primer control por modos deslizantes para el modelo discretizado
del motor a pasos. Primero disefiamos el control lento. Para ésto, seleccionamos la super-

ficie de conmutacion lenta (5.5).
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Obteniendo el control equivalente sobre la superficie o(k + 1) = 0, tenemos:

olk+1) = ciza(k+ 1)+ cazsa(k+ 1) — zrep(k)] =0

0 = Cy [‘I’.’L‘sl(k) i r-:ak7 + 8Zk4
1

Veg]
+02[$.92 (k) +eaxg (k)]

Despejando v, obtenemos el control equivalente dado por:

Ueg =

—ky c2
etk [;;(eawsl (k) + zs2(k)) + zy (k) — eak7] (5.42)

Abora, para el control de atraccion tomamos la superficie de deslizamiento (5.8), donde:

k.
olk+1) = cVay(k)— ceak; + clia 2 (treq + Aty) + Coaz (k) + 260101 (k)
L
N ﬂs”(k)
y el control de atraccion esta dado por:
Auy = —_[n.o (k)] (5.43
4 cieaky L ) )

Entonces, ¢l control completo para el subsistema reducido lento esta dado por:

Us(K) = Veq+ Au, (5.44)
—k
o | Ztean(®) +2a(0) + $a () - ks —1,0(8)|
En el caso del modelo del motor a pasos, tenemos que en el subsistema répido

Fafe) = (O_k‘ % )

y como k; = 10y o = 0.1 el subsistema rapido es asintéticamente estable, por lo tanto,

no es necesario disefiar un controlador rapido. Entonces, haciendo vy = 0 el controlador

compuesto nos queda:
uy (k) = u,(k) (5.45)

donde u,(k) est4 dado por (5.44)
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5.5.3 Diseiio del Segundo Controlador Deslizante Discreto

Ahora, se hara uso del segundo criterio para disefiar el control para el motor a pasos.
Disefiaremos primero el control para el subsistema lento considerando superficie de con-
mutacién (5.5).

De acuerdo al Teorema 5.1, consideraremos €l siguiente sistema:

Ksaign{os(k)) . los(k)| > A
Gall+1) =To(@,(k) = § s (lou (k)] ~ Bsign(ou(k) , B < o (k)| < A
0 y |los(k)| < B

y usaremos la superficie (5.5) para calcular el control lento donde:

O's(k'l- 1) = Cll'sl(k'-i-l) +Cz(.’L‘32(k+ 1) -:cref(k+1)
k
oslk+1) = a¥aalk)+ cleaza(k) + (Ta(k) — Trep(k)] — creaks + crea—u,

ky
despejando v, tenemos
PSS ST T I (0 O . D (5.46)
s = Zevks “or sacl sl o 52 7 .

y el control compuesto esta dado por:

i3 = ’Ua (5.47)
k1 1 C2 C
- 2T, — (¥ — ea2)za(k) + Lag(k) + ek
mk“(c1 ( Eacl)x 1 )+cl$ 2(k) + eakr)

5.5.4 Diseiio de un Observador en Tiempo Discreto

El control que fue préviamente diseiiado, requiere la informacién de los estados w y
para realizar los calculos. Sin embargo, en la practica, solamente las corrientes y posicién
del rotor estan disponibles para la medicién. Ademas, necesitamos estimar el par de carga
71. Por lo anterior resulta conveniente disefiar un observador para estimar el torque y la
velocidad. Para lograr lo anterior, se disefia un observador lineal basado en la dinamica
reducida lenta,

Consideremos un modelo discreto en el tiempo descrito por las siguientes ecuaciones:
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z(k+1) = Fz(k)+ Gu(k) (5.48)

y = Haz(k) (5.49)

donde z(k) es el vector de estado, u(k) € R es la entrada del sistema y y € R es la salida.
Las matrices F, G y H se supone que son de dimensiones apropiadas y son constantes. El

par (F, H) se supone que es observable,
Para el sistema (5.48)-(5.49) se diseita un observador de Luenberger, es decir, un sistema

dinamico lineal con las variables u € ¥ como entradas tal que el sistema construye un

estimado del estado  para el estado z. El observador en tiempo discreto esta dado por:
3k + 1) = Fi(k) + Gu(k) + Kly(k) — §(k)] (5.50)
donde H es la ganancia del observador. El error de estimacién estd dado por:
e(k) = z(k) — 2(k) (5.51)
La dinamica del error se obtiene de la siguiente manera:

elk+1) = z(k+1) — &k +1)

elk+1) = (F—-KG)e(k) (5.52)
donde el indice para que el estado estimado alcance el estado original puede ser sele-
ccionado arbifrariamente, siempre y cuando los valores caracteristicos de (5.52) estén den-

tro del circulo unitario.
Ahora, volviendo al modelo reducido lento del motor a pasos, si consideramos un

nuevo estado z3 = 7;. El modelo reducido lento lo representamos con la siguiente =z =

col(zy,x2, 23) = (w, 8, 7;) entonces tenemos la forma de (5.48) y las matrices F'y G estan

v 0 -7 eaﬁf
F=[e10 |, =0 (5.52)
0 01 0

Entonces, (5.50) es un observador lineal para el subsistema reducido lento.

dadas por:
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5.6 Resultados de Simulaciones

En esta seccion se presentan simulaciones numéricas utilizando los controles disefiados
(5.45) y (5.47), aplicados al modelo discretizado (5.35)-(5.36), para analizar el desempefio.
Las condiciones iniciales para las simulaciones fuieron seleccionadas con los valores:

Modelo del motor a pasos
1,(0) = 0.21261 A
i5(0) = 0.54054 A
w(0) = 0 rad/seg
6(0) = 0.006385 rad

Observador
@w(0) = .001 rad/seg
§(0) = 0.0007 rad
71(0) =005 N —m
Los valores de los pardmetros del motor son los mismos que se utilizaron para el caso

continuo (ver Tabla 2.2).El periodo de muestreo fue seleccionado como 0.0011, como se

sugiere en el esquema de discretizacion visto en el capitulo 3.
5.6.1 Simulaciones Utilizando el Primer Controlador

Aqui se presenta el desempefio obtenido con el primer controlador deslizante disefiado.
Los valores de los pardmetros del controlador se fijaron en ¢; = —0.001, ¢ = 11,3, =
0.85, y en el observador X; = 3000, K, = 2, K3 = —10.

Los resultados de las simulaciones se pueden observar en las siguientes graficas. El
control disefiado es capaz de estabilizar la salida a cero y de seguir una referencia dada.
En este caso se di6 una sefial constante de referencia fijada en 0.024778, a lo cual el con-
trolador respondié satisfactoriamente y el angulo del rotor siguié la referencia (Fig. 5.2).
En cuanto al observador, podemos ver que los estimados convergen rdpidamente hacia el
valor original del estado. Se hizo una perturbacién en el torque de carga, se cambio el valor

de 0.5 N —ma0.55 N —m.ent = 0.02 seg., y el control respondid satisfactoriamente.
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5.6.2 Simulaciones Utilizando el Segundo Controlador

Las simulaciones del segundo controlador son dadas a continuacién. Las condiciones
iniciales del sistema y observador son iguales que en €l caso anterior. En este caso, los
pardmetros del control fueron seleccionados: 4 = 2.5, B = 2, K = 1.5, ¢, = .2y
¢z = —2, también se¢ introdujo la misma perturbacién paramétrica que se hizo en el primer
control. La posicién angular regulada a 0.024778 es mostrada en la Fig. 5.8.
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5.7 Analisis de Resultados

En esta seccion se presenta un andlisis y comparacion de los resultados obtenidos al
aplicar los diferentes esquemas control-observador disefiados. Los elementos y criterios
para analizar su desempeiio son los mismos usados para el caso continuo, los cuales son:

A) Tiempo de convergencia hacia la referencia dada (seg).

B) Desempefio ante la presencia de perturbaciones en los parametros (tiempo de recu-
peracion seg.).

C) Fidelidad en €l control, es decir, si existe castaiico o no.

D) Error de sobrepaso maximo (0-100%).

E) Convergencia del observador (seg.).

F) Voltaje maximo en la ley de control (V)

Estos elementos pueden ser observados en la siguiente tabla comparativa.

Ley de Control | A B C D E F
1¢" Control 0.02 | <0.01 |[NO| 4% | <0.01 |40
272 Control | 0.04 | <0.01 | NO | 0.04 % | <0.01 | 38

Tabla 5.1 Comparacién de los esquemas control observador discretos.
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5.8 Conclusiones

En este capitulo se han presentado esquemas de control basados en la técnica de modos
deslizantes y perturbaciones singulares, ademas se disefié un observador lineal en tiempo
discreto para el subsistema reducido lento.

Se aplicaron los esquemas control observador al modelo del motor a pasos discretizado
y se realizaron simulaciones numéricas para verificar su desempeiio. La regulacion a una
referencia dada fueron satisfactorias con ambos controladores, aunque el desempefio del
primer controlador fue mejor debido a que respondié mas rdpido al alcanzar la referencia.

El estudio de sistemas no lineales en tiempo discreto es un problema abierto con mucho
donde investigar. En este trabajo, un trabajo futuro seria encontrar las condiciones que
permitan asegurar la estabilidad al introducir los estados estimados en el control, es decir,
es necesario un andlisis del sistema en lazo cerrado con control y observador en tiempo

discreto.



Capitulo 6
Conclusiones.

En esta tesis, fueron presentados esquemas de control-observador utilizando las técni-
cas de perturbaciones singulares y modos deslizantes para el disefto de controladores. Los
esquemas fueron presentados tanto en tiempo continuo como en tiempo discreto. Dichos
esquemas fueron aplicados a un modelo matemético de un motor a pasos de magneto per-
manente, con el fin de alcanzar el objetivo de regulacion de la posicién angular del rotor.

Se aprovecharon las ventajas que ofrece el usar perturbaciones singulares para tratar con
modelos de orden reducido, asi mismo, se presentaron diferentes alternativas al utilizar
la técnica de modos deslizantes en el disefio de controladores, mostrando ser una buena
técnica de control, tanto para el caso continuo como discreto.

Al aplicar los esquemas al modelo del motor a pasos, presentaron un buen compor-
tamiento, incluso, con cierto grado de robustez, ya que al introducirse perturbaciones en la
carga suministrada al rotor, respondieron satisfactoriamente, y se resolvié el problema de
regulacion a una sefial de referencia constante.

Los resultados obtenidos anteriormente fueron validados por simulaciones numeéricas, y
podemos ver como la teoria de control no lineal puede ser aplicada para resolver problemas
del sector industrial. Un trabajo futuro podria ser encamidado hacia la biisqueda de otras
aplicaciones donde se puedan utilizar los esquemas de control propuestos.

Por otro lado, para el caso continuo, se dieron condiciones suficientes para garantizar
la estabilidad del sistema en lazo cerrado cuando ¢l estado lento es reemplazado por su
estimado. Para el caso discreto, se necesita un estudio detallado de la estabilidad en lazo
cerrado, sobretodo cuando es remplazado el vector de estado lento por su estimado.

Ademas, en este trabajo, se consideré una clase especifica de sistemas no lineales en la
forma singularmente perturbada. Dicha clase de sistemas tiene como principal caracteris-
tica que es lineal en los estados rapidos y en el control. Una expansién tanto para el caso

continuo como discreto, seria el tratar de aplicar estos esquemas a una clase mas general
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de sistemas no lineales en la forma singularmente perturbada, incluso, tratar con sistemas
donde el vector de estado completo necesite ser estimado, dando asi, la oportunidad de

aplicar estos esquemas a otro tipo de dispositivos y/o procesos.
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Apéndice

Definicion de O(e):

Una funcién f(t,e) se dice ser O(g) sobre un intervalo [f1, %3], si existe una constante

positiva k'y £* tal que:

|ft.e)ll <ke Veel0,e¥], VtE [t ty)]

donde |-]| es la norma Euclideana.

Prucha del Teorema 4.3.

Consideremos el siguiente cambio de coordenadas:

£ = R(0)¢ (A1)

Entonces el sistema (4.76) puede ser escrito de la forma:

¢ = R(O)AR'(0)¢ + R(OIG(R ' (6)e)u (A2)

y = CRY9)¢ . (A.3)
donde, se tienen las siguientes relaciones R(¢)AR(f) = Ay CR™' (0} = C, debido a
la estructura de la matriz A y el vector C.

Dado lo anterior, el sistema (A.2)-(A.3) puede ser reescrito como

£ = 6AL+ R(O)G(R(0)¢)u (A.4)
y = ¢ (A.5)
De igual forma, el observador (4.76) puede ser expresado en la nuevas coordenadas

A

£ = BAE+ R(O)G(R(H)8)u —OKC (€ — ) (A.6)
y = C¢ (A7)

Definamos ahora el error de estimacion como:

eg=¢—¢ (A-8)
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cuya dindmica estd dada por:

~

b = €&
= 0(A - KC)e: + R(O)T(£,,u) (A9)
donde
(¢, &,u) = (R (0)¢)z — G(R™(6)E)u (A.10)

Por otro lado, si suponemos que el sistema é; = (A — KC)e¢ es asintéticamente
estable, por el Teorema 4,1 aseguramos la existencia de una funcién de Lyapunov Ve, =
E?Peg, donde P, es una matriz definida positiva simétrica, la cual es solucién tnica de la

ecuacion de Lyapunov
(A— KC)TP.+ P.(A- KC)=—Q. (A.11)

donde ). es una matriz arbitraria simétrica positiva tal que:

& Je.s"z < Vie < & Jlee]|?
_°€ G(A — KC)ee < —&3 |legl

” ” < CGqlleel

(A.12)

donde & = Apin(P:), €2 = Anax(Pe);y €3 = Ain(@Qe) ¥ €14 = Amax(Qe)-
La derivada con respecto al tiempo de V. a lo largo de las trayectorias del error de
estimacion (A.9) es la siguiente:
Vi = ~68slec| + 2¢f P.R(6)T(E, & u) (A.13)
< 05 llecl + & leell | ROT(E & )|

Puesto que los mapeos g; ;‘s son globalmente Lipschitz, tenemos que:

|ROTE.E )| < plecl (A.14)

donde p es la constante de Lipschitz. Por tanto,
Vig < (685 — Eap) lleg]® (A.15)
Entonces, el sistema (A.4)-(A.5) es exponencialmente estable. Més ain, si p es sufi-

cientemente pequeiia y satisface la cota:
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g g 28 (A.16)
4

entonces, el sistema observador (A.4)-(A.5) es exponencialmente estable con un indice de
convergencia que puede ser arbitrariamente rapido, esto es:

. 0¢s — Cap
Ve < ~Es e

S —uVe (A.17)
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