Capitulo 1

Introduccion

1.1. Introduccion

Dentfo de la calidad y la mejora continua va implicita la palabra filirade, como algo
que permitird eliminar lo no deseado y mejorar de esta manera la calidad. Los ruidos,
presentes en todos los procesos (quimicos, biolégicos, mecéanicos, étc.) causan disturbios,
los cuales afectan al proceso y por lo tanto a los resultados del mismo. En este trabajo
se estudia el caso particular de procesos con la presencia de disturbios con la forma de
ruidos blancos Gaussianos. El deseo es eliminar o minimizar los disturbios presentes en
los procesos. Este aspecto de la calidad es estudiado por la teoria de control para procesos
estocdsticos v en especifico, por la teoria de filtrado. En esta tesis se elaboran algoritmos
de filtrado v control 6ptimo partiendo del método de minimos cuadrados, el cual ofrece las
condiciongs mediante las cuales se podrd minimizar el error, para procesos representados
por sistemas de ecuaciones polinomiales de grados tres y cuatro, ya que hay algunos
procesos técnicos, quimicos, que son representados por sistemas de ecuaciones de grados

no lineales y no se cuenta con los algoritmos correspondientes.
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1.2. Antecedentes !

Ya que en este trabajo es presentado el control y el controlador para sistemas de It6-
Volterfa, se presentardn primero algunos antecedentes al respecto, y posteriormente se
tratardn los referentes al filtrado polinomial. Los problemas de filfrado y control 6ptimos,
para sistemas dindmicos con retardos, los cuales representan un caso particular de los
sistemas integrales discontinuos, han sido estudiados desde diferentes puntos de vista
(ver, por ejemplo, [34],[35],[1]). La aplicacién de los sistemas dindmicos con retardos se
puede a,p-feciar en conceptos de economia global [40], modelos de mercado [43], sistemas
técnicos [32] y otros. El italiano Vito Volterra (1860—1940), en los afos 20, elabord un
modelo matematice de la coexistencia entre dos poblaciones ecoldgicas para analizar las
variaciones ciclicas observadas en las poblaciones de tiburones y los peces que les sirven
de alimento en el mar Adridtico, el cnal concluyé con la ecuacién integral (la cual puede
o no, ser reducida al caso de una ecuaci6én diferencial). En [57] se puede apreciar el caso
particular de la integral de Volterra, en el cual se trabajé para obtener los algoritmos de
control y filtrado. Esta ecuacién, combinada con la integral estocastica de 1td, dié paso
a la integral estocastica de It6-Volterra, la cual es tratada en esta tesis, En 1979, fueron
realizados los primeros trabajos sobre existencia y unicidad de la ecuacién de [t6-Volterra,
por K. It”[45]. En 1980. Balakrishnan [4] realizé las primeras aplicaciones de este modelo
a la teorfa de control éptimo. En 1985, Kleptsina y A. Yu. Veretennikov [51] establecieron
el procedimiento para obtener el filtro 6ptimo del proceso descrito sobre observaciones
continuas de una ecuacion reducible a una ecuacion diferencial en el caso escalar. Un ario
mds tarde, L. E. Shaiket (74] presentd el resultado para el caso vectorial. Finalmente, en
[67],[65], se sentaron las bases necesarias para el analisis de filtrado sobre observaciones
discretas-continuas. En este trabajo se presenta el control y el controlador éptimos para

sistemas de [to-Volterra con observaciones continuas y discretas en el tiempo. El principio
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de dualidad [56] establece la utilizacién dp Ia estructura de la matriz de ganancia éptima,
del problema de filtrado dual como la matriz de ganancia en el problema de control, tal
como se hizo para sistemas diferenciales estocésticos en [47], [46]. Como un resultado, la
ley de control 6ptima y la matriz de ganancia son obtenidas primero en el caso general en
la ecuacién de estado de lio-Volterra, donde la matriz de ganancia satisface la ecuacion
de Riccati, la cual depende de dos variables de tiempo, como la funcién matricial de
correlacién cruzada en el problema dual (ver [26] [27]). También es presentado el caso
de la planta dindmica, gobernado por una ecuacién diferencial, en el que la funcién de
correlacién cruzada coincide con la varianza como puede verse en [25]. En esta situacién,
la varianza y la matriz de ganancia satisfacen ecuaciones de Riccati, las cuales dependen
solo de una variable, el tiempo, similarmente a la varianza en el problema de filtrado para
procesos dindmicos gobre observaciones de Itd-Volterra [25], [22].

Las ecuaciones del controlador para sistemas de [t6-Volterra con estado discontinuo so-
bre observaciones discontinuas son obtenidas usando el procedimiento del filtrado [261,[27],
en las cuales, derivando las ecuaciones de filirado sobre observaciones discontinuas, se
conocen las ecuaciones de filtrado sobre observaciones continuas, como un caso particu-
lar, y a partir de ellas. son obtenidas en este trabajo las ecuaciones de los algoritmos de
control éptimo como un resultado dual del filtro dptimo, para sistemas de [t6-Volterra en
el Capitulo 3, con observaciones lineales continuas v discretas en el tiempo.

El inicio de la teorfa de filirado se rémonta al afio 1949, cuando N. Wiener [77] estu-
dié los problemas de filtrado de sistemas bajo la presencia de ruidos blancos Gaussianos.
Wiener utilizé técnicas de interpolacién y extrapolacidn sobre series estacionarias en el
tiempo y:a este método se le conoce como Filtrado de Wiener. Rudolf Emil Kalman
{1930) elabord en 1958 una aproximacién del modelo basado en el problema de filtrade

de Wiener, siendo conocido como el Filtro de Kalman [47]) . En 1961, R. E. Kalman y R.
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S. Bucy [46) presentaron una nueva aplicacién a la teorfa de filirado, la cual se conoce
como el Filtro de Kalman-Bucy. Los trabajos en [47] y [46] desarrollaron el concepto de
filtrado para sistemas lineales en tiempo discreto y en tiempo continuo respectivamente.
Posteriormente, la generalizacién del caso lineal al no lineal, fue hecha por P. Frost y T.
Kailath [41] en 1971, utilizando el misma esquema del filtrado lineal.

La solucién general al problema de filtrado éptimo para el estado no lineal y ecuaciones
de observacién con presencia de disturbios representados por ruidos blancos Gaussianos fue
abtnida por Kushner [53]en 1964.La solucién que obtuvo Kushner se basa en la densidad
condicional de un estado no observable con respecto a las observaciones. M4s tarde se
abtuvo el filtro finito dimensional no lineal para otros casos, por ejemplo, cuando el vector
de estado puede tomar solo un nimero finito de estados admisibles [78], o si la ecuacién
de observacidn es lineal y el término drift en la ecuacion de estado satisface la ecuacién de
Riccati df /dz + f* = z? (ver [29]). La clasificacién completa de los casos generales en los
cuales existe el algoritmo del filtro éptimo no lineal de dimensién finita es dada en [79)].

En 1977 fue planteada la forma abstracia para funciones de densidad de probabilidad
condicional que se establece en el Teorema de Correlacién de Procesos Gaussianos por R.
S. Liptser y A. N. Shiryayev en [60]. En el articulo {62] de S. K. Mitter (1996) se puede
encontrar.m4s informacion referente a teorfa de filtrado.

En 1995, en [67] se elaboraron los algoritmos de filtrado Minimax sobre cbservaciones
continuas y discretas, obteniendo vibrosoluciones de las ecuaciones diferenciales en dis-
tribuciones con tiempos discontinuos.

En forma similar fue resuelto el problema de contrel éptimo o regulador éptimo para
el estado de sistemas lineales durante los afios 60s. [56], [39]. La funcién de control dptimo
para sistemas no lineales se obtiene usando el principio general de méximo [70] o partiendo

de programacién dindmica [28] sin embargo, en estos trabajos, no se establece una forma
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especifica de control éptimo. Hoy en dia, tomando en cuenta que el problema de control
Optimo en el caso lineal puede ser resuelto mediante la aplicacién del principio de dualidad
a la solucion del problema de filtrado Gptimo, en este trabajo se presenta la aplicacion de
este principio al caso de obtencidn del control para un sistema polinomial, con entrada
de control lineal, usando el filtro éptimo para sistemas polinomiales sobre observaciones
lineales. Los resultados obtenidos en virtud del principio de dualidad estén basados en los
resultados obtenidos por Bellman en 1957 [28], Pontryagin, Boltyanskii, Gamkrelidze, y
Mishchenko [70] en 1962, y por Pugachev en 1984 [72] ¥ [71] respectivamente, y pueden
ser verificados rigurosamente usando estas referencias. Aplicando el principio de dualidad
a un caso polinomial, por medio de la dualidad fisipa se tiene que si el filtro éptimo existe
" en forma cerrada, el regulador 6ptimo existe en forma cerrada, y viceversa.

El problema del controlador para una ecuacién de estado lineal, no presenta una aplicacién
muy amﬁlia, ya que, por ejemplo, los procesos quimicos son descritos por ecuaciones
cuadraticas [64]. El principio de separacién para sistemas polinomiales con observaciones
lineales y criterio cuadratico es establecido en la misma forma que en el caso lineal [56].
En este trabajo este principio es aplicado a sistemas.polinomiales de tercer grado con
observaciones lineales v criterio cuadratico a minimizar, para. los cuales ya existen el filtro

y control éptimos [7].

1.3. Motivacién

La motivacidn para la realizacidn de este trabajo radica en la importancia de filtrar
sepales que contienen ruidos en cualquier proceso y la necesidad de desarrollar algoritmoes
para la elaboracion de filiros y controles éptimos que permitan trabajar con sistemas poli-

nomiales de grados 3 v 4. ya que muchos procesos (principalmente quimicos y petroguimi-
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cos) se representan mediante este tipo de ecuaciones y no se contgiba con los algoritmos
de filtrado y control correspondientes. Ya que no se contaba con las bases matemaéticas
necesariag, como son las técnicas de filtrado dptimo para sistemas polinomiales y para
sistemas de Itd-Volterra. Ademds, algunos procesos son representados por medio de las
ecuaciones de It6-Volterra, para las cuales no se contaba con los algoritmos de filtrado y'
control 6ptimos y en esta tesis se hace el desarrollo de éstos para el caso de observaciones
continuas, y discontinuas (con retardos en el tiempo) y el caso mas simple, las ecuaciones

para la planta dindmica.

1.4. Aportaciones

A continuacién son presentadas las aportaciones de esta tesis.

1.4.1. Control Optimo en Sistemas de Itd-Volterra

El contenido de este trabajo es basado en la obteﬁcién previa del filtro éptimo para
sistemnas de 1td-Volterra, presentado en [26], [27], en los cuales es obtenido el filiro éptimo
para sistemas de It6-Volterra, con observaciones continuas y discontinuas. En este trabajo
se presenta el control optimo en sistemas de It6-Volterra, para observaciones continuas
y discontinuas, asi como los algoritmos de control dptimo con observaciones continuas y
discontinuas, partiendo de las ecuaciones para la planta dindmica (cuando el integrando
de la ecuacién {ntegro-diferencial depende de una sola variable). Los resultados de este

capitulo se publicaron en [6], [16].

17



1.4.2, Controlador Optimo para Sistemas no Observables de It6-

Volterra

Cuando el proceso es no observable, s necesario considerar los algoritmos del filtro
[26], [27] ¥ control [6] dptimos ya obtenidos, para elaberar un controlador [8], aplicando el
principio de separacidn para sistemas integrales, el cual es establecido en la misma forma
que en las ecuaciones diferenciales dindmicas [56]. Los algoritmos son obtenidos para
observaciones continuas y discretas y ademds se presentan estos casos para las ecuaciones
de la planta dindmica (cuando el integrando de la ecuacidn integro-diferencial depende de

una sola variable). Los resultados de este capitulo se publicaron en (8], [15].

1.4.3. Filtrado C)ptimo en Sistemas Polinomiales

Considerando que ya han sido elaborados los algoritmos de filtrado cuando las ecua,;
ciones de estado son lineales, con tiempo continuo y observaciones lineales, por Kalman
v Bucy [46], v siendo planteado el caso éeneral de los algoritmos de filirado por Kushner
[53], y considerando la existencia de los algoritmos de filtrado para el caso cuadratico y
observaciones lineales. obtenidos por Basin [5], en este trabajo son presentados los algo-
ritmos de’ filtrado para el caso en el cual las ecuaciones de estado son polinomiales de
tercer y cuarto grados, v ademss es realizada una aplicacidén donde se muestra la eficacia
del filtro polinomial respecto al filtro lineal. Los resultados de este capitulo se publicaron

en [7], [13),[14], [18], [21].
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1.4.4. Ecuaciones del Filtro para Ecuaciones de Estado

Bilineales

Miiltiples procesos (por ejemplo, los de polimerizacién) son representados mediante
ecuaciones de estade bilineales, con observaciones lineales, donde éste es el caso general,
(siendo el caso cuadritico un caso particular de éste) y no se contaba con los algoritmos
de filirado correspondientes. En este trabajo son obtenidos los algoritmos de filtrado para
el caso de ecuaciones de estado bilineales, con observaciones lineales y se presenta una
a,plicax:i()n___ a un reactor de polimerizacidn, mostrdndose su eficacia respecto al filtro lineal.

Los resultados de este capitulo se publicaron en [11], [17], [19], [20].

1.4.5. Control (jptimo en Sistemas Polinomiales

Una vez obtenidas las ecuaciones de filtrado éptimo para sistemas polinomiales de ter-
cer grado, con observaciones lineales [7], aplicando el principio de dualidad, son obtenidas
las ecuaciones del control dptimo para sistemas polinomiales de tercer grado, con ob-
servaciones lineales {11], [12]. Se presenta una aplicacién a un sistema automotriz [63],
representado por un sistema de ecuaciones no lineales y con observaciones lineales, donde
se puede apreciar la eficacia del control polinomial 6ptimo respecto al lineal. Los resultados

de este capitulo se publicaron en [7], {11}, [12], [18].

1.4.6. Controlador Optimo en Sistemas Polinomiales

Cuando el proceso es no observable, es necesario considerar las ecuaciones de los algo-
ritmos de filtrado éptimo, previamente obtenidas [7), el principio de separacién para sis-
temas polinomiales, y reformular el problema para obtener un controlador éptimo para sis-

temas polinomiales con observaciones lineales y tiempo continuo {ver [9], [10]). Ademds, se
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verifica la eficacia de este controlador polinomial, respecto al controlador lineal, mediante
una aplicacidén al mismo sistema auntomotriz que se utilizé en el filtro y en el control

éptimos. Los resultados de este capitulo fueron sometidos para su publicacién en [9],[10].

1.5. _':Organizacién de la Tesis

En el Capitulo 2 se presenta una sintesis de la teoria de probabilidad, teoria de andlisis
funcional, procesos estocdsticos, ecuaciones de Ito-Volterra, teoria de filtrado, teoria de
control, y teorfa de vibrosoluciones, necesarias para dar al lector una idea de los conceptos
en los que se fundamentan los resultados obtenidos, asi como las referencias en las que
se sustenta la base tedrica de los mismos. En el Capitulo 3 se presenta la obtencién de
las ecuaciones de control éptimo para sistemas de It6-Volterra, con observaciones lineales,
para el caso de observaciones continuas y discontinuas, yl en la planta dindmica, partiendo
de las ecuaciones de filtrado dptimo obtenidas previamente y aplicando el principio de
dualidad;” Ademés, se presenta una aplicacién de estas ecuaciones de control éptimo al
movimiento de un misil con motores jet e impulsivos. En el Capitulo 4 se presenta el caso
del controlador éptimo para las ecuaciones de Itd-Volterra, con observaciones lineales, con
los casos de abservaciones continuas, y discontinuas. Finalmente, se presenta el controlador
para la planta dindmica, también con observaciones lineales, continuas y discontinuas y
una aplicacién al movimiento de un misil con motores jet e impulsivo y velocidad no
observable. En el Capitulo 5, tomando como base la existencia de los algoritmos de filtrado
éptimo para ecuaciones de estado lineales y cuadraticas, son obtenidos los algoritmos de
filtrado para ecuaciones de estado polinomiales de tercer y cuarto grados con observaciones
lineales y continuas; ademas, se presenta una aplicacion de estos algoritmos de filtrado

6ptimo a’'un sistema automotriz, mostrandose su eficacia respecto a los algoritmos de
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Capitulo 2
Marco Tedrico

El contenido de esta seccidn fueron tomados de las siguientes referencias bibliograficas:
Probabilidad y Estadistica [72], [71], Ecuaciones Estocdsticas [71], La Teorfa de Filtrado
Optimo, [2], [47], [46], {71], Teoria de Control Optimo [39], [58], [59], [56], y Teoria de
Vibrosoluciones [67], [50], [66}.

2.1. Probabilidad y Estadistica

2.1.1. Conceptos Basicos

Definicién La observacion de algin fenémeno bajo algunas condiciones y acciones, la
cual es realizada en un periodo de tiempo, repitiendo un experimento dado, es lamada
una prueba.

Definicién Una caracteristica cualitativa de una prueba consiste en registrar si los
resultados de un experimento presentan algin efecto o no. Este efecto es llamado evenio.

Definicién Una caracteristica cuantitativa de una prueba consiste en determinar los

valores de algunas variables obtenidas como un resultado de una prueba. Cada una de
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estas variables supone diferentes valores, los cuales son imposibles de predecir. A estas
variables se les llama variables aleatories. Los valores especificos que toma una variable
aleatoria son llamados valores simples o realizaciones de la variable aleatoria.

Definicion La proporcién del numero de apariciones de un evento respecto al nimero
total de pruebas es llamada la frecuencé& del evento. Asi, si un evento aparece m veces en
n pruebas, entonces la frecuencia en esta serie de pruebas es igual a m/n.

Definicién Dada la estabilidad de la frecuencia de un evento, y suponiendo que a
todo evento le es asociado un mimero, a este nimero se le llama la probabilidad de este
evento.

Esto es, el nimero P{A) al cual tiende la frecuencia de A, cuando el nimero de experi-
mentos tiende a oo es lla, probabilidad del evento A.

Definicién Un evento elemental es aquel que no contiene sub-eventos, excepto el
evento imposible (§) v a si mismo.

Definicién El conjunto de todos los posibles resultados de una prueba, es llamado el
espacio muestrel y usualmente es denotado por 2.

Definicién Sea © un espacio muestral. Sea ¥ un conjunto de subconjuntos de (. X

es llamada una o—dlgebra si:

= Paratoda A, € X, A¢ € ¥, donde A = {z € R|z ¢ A;, } es el evento complementario

al evento A;.

= SiA, Ay, ... A,. ... es una sucesion contable de elementos de £, entonces | | A, € .
" pEX.

Definicién Sea 2 un espacio muestral y A un evento de X, la o—4lgebra definida en

Q0. La funcién P(A) es llamada probabilidad (o medida de probabilidad de A) si se camplen

las siguientes condiciones:
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= P(A) 20
[ ] P(Q) =1;

» Si A;, Ap,... es una sucesidn finita o infinita de eventos mutuamente excluyentes
A;NA; = ¢ para todas 4, tales que i # j, entonces:P(A;|JA:JA4:J...) =
P(A;) + P(A2) + P(A3) + ...

Definicién Un espacio muestral £2 con una dlgebra o o-édlgebra dada de conjuntos I,
y una probabilidad en ¥ definida como una medida no negativa P{A), A4 € Z, es llamado
un espacio de probabilidad vy es denotado por (2, X, P). Asi, el espacio de probabilidad
sirve como un modelo matemético de algun fenémeno aleatorio en la teoria moderna de
probabilidad.

Definicién Al conjunto de eventos, de los cuales es determinada su probabilidad, es
llamado o-dlgebra de eventos y es denotado por X.

Definicién Un conjunto contable de eventos {A4;} es llamado un conjunto completo
de eventos si hasta el ultimo de ellos aparece como resultado de una prueba. Es decir, los
eventos A, ..., Az, n < 0o, forman un conjunte completo si |} A, = 2.

Definicién Si P(B) # 0, B € ¥ entonces la probabilidad condicional de algin evento

A € X relative al evento B es determinada por la siguiente formula:

P(A|B)
P(B)

El evento A es independiente de B si P(A|B) = P(4), y ademas:

P(A|B) =

P(A()B) = P(A)P(B|4) = P(B)P(A|B)
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2.1.2. Variables Aleatorias

Definicién La o-dlgebra de Borel es definida como la menor o-dlgebra que contiene a
los abiertos de un espacio topoldgico.
Definicién Una variable aleatoria X es una funcién real cuyo dominio es 2 y el cual
es ¥ — medible, esto es, para cada numero real r, {w € QX (w) <z} € .
Definicién Un vector aleatorio es una funcién X : 2 — R® tal que, para B € B(R”),
X 'B)e Z;
X = (X, Xay -, Xn)

donde

{Xl S I11X2 <_: L2, "'a-X‘n S xﬂ.} = Zami e R

Definicién El valor de una variable aleatoria en algin punto dado w del espacio §2
(i.e. el valor que se supone cuando aparece un resultade de la prueba) es llamado una
- realizacidn de esta variable aleatoria.

Deﬁni(;,i(’m La probabilidad Px es llamada la medida de probabilidad o la distribucidn de

la variable aleatoria X, y estd dada por:
Px(A)=P(X € 4)=P(X }(4)),A€X

Definicién El espacio de probabilidad (R, B(R), Px ) es llamado el espacio de probabilidad
de la variable aleatoria X.

Definicién Sea Py la medida de probabilidad de la variable aleatoria X. La funcién

Fx(z) = P(X € (—0,%]) = Px((—0co0,z]) es llamada una funcién de distribuciin de

(o variable aleatoria X.
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Propiedades de la Funcién de Distribucion

» Una funcién de distribucién es una funcién no decreciente, F : [—c0, 00] = [0, 1].
(Es considerado el intervalo [—00,00] ya que hay variables aleatorias que pueden

tomar valores infinitos, y de esta manera quedan representadas.
» F(—00) =0; F(oo) =1
» F(x) es continua por la derecha, es decir F(x) = F(z+).

» La funcién de distribucién de una variable aleatoria discreta con saltos en 1os puntos
Z1, T2, ... £y igual a p, p2, ..., P respectivamente y es constante en algin intervalo
que no contiene alguno de los valores xy, %5, ...zx, como la probabilidad del evento
X < z no cambia si z varia en cada intervalo. Enfonces, la funcidén de distribucién

de una variable aleatoria discreta, es representada por una funcién escalén.-
» La funcién de distribucién de una variable aleatoria continua es continua.

= La funcién de distribucién de una variable aleatoria continuo-discreta tiene puntos de
discontinuidad x,, 3, ... Zx con saltos de longitudes p;, p2, ... py respectivamente,
y es continua y diferenciable en todos los otros puntos del eje numérico y su derivada

vale cero.

Diferenciando la férmula anterior con respecto a z en el caso de una variable aleatoria

continua escalar y aplicando el Teorema Fundamental del Calculo, se obtiene

fz) = F'(z),
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siempre y cuando F(xz) sea diferenciable en toda X. Asi, la den.tliidad de una variable
aleatoria es la derivada Radon-Nikodym [71] Px respecto a la medida de Lebesgue (73]
de su funcién de distribucién.

Definicién El limite de la proporcidn de la probabilidad de la ocurrencia de una
variable escalar aleatoria X en un intervalo [z, z + Azx) con longitud Az cuando Az — 0

es llamado densidad o densidad de probabilidad de la variable aleatoria X en el punto z.

.. Pz <X <+Az)
flz) = Alirﬂo Ax

= F'(z)

Propiedades de la Densidad de Probabilidad

= f(z) 2 0.

. [, fla)de = 1

» La densidad de ¥ = X 4 a evaluada en Y estd dada por:

< — Y =
fly—a) = lim P-(9<X+a_3}+ﬁ’§):1im Ply—a< X <y—o+Ay)

Ay—0 Ay Ay—0 Ay

La probabilidad de ocurrencia de una variable aleatoria X en el dominio A es deter-

minada por la férmula
PXeA)= / fz)dz
A

si la densidad f(x) es continua parte por parte y acotada en el dominio A. La funcién de
distribucién de la variable aleatoria X estd dada por F(z) = P(X < z) . Utilizando la
densidad,

Flz)=P(-x < X 53:):/::': f(uw)du

cuando X es una variable aleatoria continua escalar.
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Teorema [72] El valor esperado de una funcién ¢(X) de la variable aleatoria continua

X con densidad f(z) estd dado por
Le.n]
B0 = [ #@)f(@)ds
-0
Definicién La varianza de una variable aleatoria escalar es definida como
o* = (X — B(X))?

Definicion La esperanza condicional de una funcién dada ¢(X) de una variable o
vector aleatorio escalar X, dado el valor de una variable ¢ vector escalar aleatorio Y,
estd dada por:

o o]

BVl = [ plo)f(alY)az,

—0Q

donde f(|Y) es la densidad condicional de la variable aleatoria X, dada la variable aleato-
ria Y.
Definicién Dado un vector aleatorio X, el momento de sequndo orden estd, dado por

'y = EXX7 y la matriz de covarianza es determinada por la férmula
Kx =EXX%
donde X®* =X —mx vy mxy = EX. Ademés >
Iy = Kx +mxm}.

Donde el * indica la tamsposicion de una matriz, cambiando sus elementos complejos
por sus conjugados correspondientes. Para dos vectores aleatorios X y Y, la matriz del
momento de segundo orden I'xy ¥ la matriz de covarianza cruzada Kxy estan dadas por
las formulas

Tyy = EXYT,
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Kxy = EXY"T

Y ademas

*
Ixy = Kxy +mxmy.

Definicién Para los momentos centrales e iniciales de drdenes superiores, la férmula

estd dada por

pe = EXY,a =EX",(r=12,.)
Qr = Oy ra ™ EX{'I---X;":
Pr = foyen = BXD) (XD,

(Ir] = rn4+.+rlrle{l,2,.}.

Definicién La funcidn caracteristica -de una variable aleatoria X esta determinada
por el valor esperado de la variable aleatoria e X y es considerada como una funciéon de
la variable real A. Su férmula estd dada por

m‘i Ty
g(A)=E(e* *) = e ? f(z)dz.
—00

La dimensién de la variable ) coincide con la dimensién de la variable X.

Propiedades de la Funcién Caracteristica

e

= La funcién caracteristica es continua y | g(A) |< 1,¢(0) = 1, g(—2) = g()), donde

indica el conjugado.

» La funcién caracteristica es positiva definida, esto es: para algunos valores A, ..., An
de una variable A y algunos niimeros complejos &;,...,&y

N

> g(dp = A)&E, > 0.

=1
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s La funcién caracteristica go(1) de una variable aleatoria ¥ = AX -+ o obtenida
como el resultado de una transformacién de una variable aleatoria X es expresada

en términos de la funcién caracteristica g:(A) de la variable aleatoria X por
inTa
92(u) = € g (AT p)

w La funcién caracteristica de la proyeccién de un vector aleatorio en algiin subespacio
G es igual a la contraccién de su funcién caracteristica en este espacio. Sia=0y A
es la matriz proyeccién en G, entonces AT = A, A\ = A paraalgin A € Gy AA=0

para algin vector A ortogonal a G.

» La funci6én caracteristica g(}) de la suma de variables aleatorias independientes

X1, .-, X, es igual al producto de sus funciones caracteristicas gx(A),{k=1,..,n):
g(A) = Mg_1gk(N).

» Si Xy, ...X}, son variables aleatorias independientes, entonces la funcién caracterfsti-
ca correspondiente g(A), A = [A1, ... Ax]¥ del vector compuesto aleatorio X =
[XT, ... XI]” es igual al producto de las funciones caracteristicas gr(As), (k= 1, ...,)

de las variables aleatorias X, ..., X, :

g(A) = g1 9x(As)-

El inverso también se cumple.

2.1.3. Convergencia de Variables Aleatorias

Definicidn La sucesion o red de variables aleatorias {X,}, con valores en un espacio

topoldgico, es Hamada convergente casi sequramente (o con probebilided 1) e la variable
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aleatdria X si la sucesion de las funciones {z,(w)} couverge a z(w) casi donde quiera en
I

2 relativamente con la medida P.

P(X, — X) = P(w : z;(w) — z(w)) = 1. (2.1)

Definicién La red de variables aleatorias {X.} converge en probabilided a X si para

algine > 0

EE}OP(”X’ —X||>¢) = rﬁr}h Pw: ||z, (w) — z(w)|| > €) =0 (2.2)

Definicién Consideremos una red de variables aleatorias {X,}, con valores en el
espacio (2. Se dice que X, converge en media cuadrada a la variable aleatoria X , X,m.g.X

51

EIXI%HEN X <o (2.3)

e

E|lX,-X|?*~0 (2.4)
cuando r — ry. La convergencia estocastica es la mas débil de las tres anteriores:

(2.1) = (2.2) < (2.4).

2.1.4. Procesos Estocasticos

Definicién Un proceso estocdstico es una red de variables aleatorias, {X;,t € T},

definidas sobre el mismo espacio de probabilidad, donde T" es un conjunto de indices y X,
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es una variable aleatoria para cada t. X; también se denofa por X (t) y los valores que
esta variable aleatoria asigna al evento elemental w se denotaran por X (¢, w).

Definicién Dado el proceso estocdstico vectorial X (t) = [X1(t1), ... Xn(tn)], se define
su funcion de densidad multidimensional f(z, ..., Zn; Ly, ..., 1) como la densidad conjunta
del vector aleatorio X (t) = [X1(¢), ... X,(t)], la cual toma los valores de X}, ..., X,, en
los tiempos 14, ..., 1,. _

Para el proceso estocdstico vectorial X (t) con valores independientes, los valores de las
variables X , ..., X;, son independientes para algin ¢y, ...4,, € T y algin nimero natural n.
Para la funcién aleatoria X (%) con valores independientes para n = 1,2, ... es presentada

la siguiente relacién

Ja(Z1, ooy Zai try otn) = filz, 1) frlz2, te) . fr{%n, tn)

Asi, todas las distribuciones multi-dimensionales de una funcién aleatoria con los valores

independientes es determinada Unicamente por sus distribuciones uni-dimensionales.
Definicién Dado el proceso estocdstico X(t), t € T3, los conjuntos de funciones

caracteristicas uni-dimensional g, (\; ) y multi-dimensional g, = gn(A1, A2, ooy Anjtlyodn),

con los pardmetros t y { t1,...,tn,} son determinados respectivamente por:

al\t) = B0,
Gn(AL, Ags e A, ey b)) = BT XM 400X Dy () = 9 3 )
Definicidon Las funciones del momento de sequndo orden del proceso estocdstico
{X ()}, t € Ty (martriz [x(¢1,%2)) v la funeidn de covartanza (matriz Kx(t1,12) son
determinadas por la siguiente formula:
Cx(t1,t2) = EX(t1)X(t)* (2.5)

Kx(t;,t2) = EX"(11)X°(t)*
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Ademas

Lx(t1,t2)} = Kx (b1, t2) + mx{t1)my (£2),

donde el * indica la transposicién de una matriz, cambiando sus elementos por sus con-
jugados. El momento cruzado de segundo orden (matriz [xy(41,22)) ¥ la funcidn de co-
varianza cruzada (matriz K xy (£1, £2)) para dos funciones aleatorias X (t), Y (t),¢ € T} son

determinadas por

Tx(tnts) = EX(H)Y (B), (2:6)
Kx(ti,ta) = EX(t)Y°(t,),

y ademds:

Txy(ty, 22) = Kxy(t1, t2) + mx(t1)my (t2).

Andlogamente, los momentos superiores para funciones reales, escalares aleatorias

X (%), t € T1, son determinados por las siguientes férmulas

anlty, by, o ty) = EX (). X (&) = (2.7)

f f 1. $rfr RO A )d:cl Az,

pe(ty, b)) = BEXO(ty).. X°(t,) =
/ f = mg{t1)]...[zr — M (&)] o (21, s Gy b )AL dy

Definicidn El proceso estocdstico {X(t)} con esperanza cero y funcién de covarianza .

Kxy la cual contiene como un miiltiplo la funcién & de Dirac,

me(t) = 0, (2.8)
K(tl,tg) = L‘(tl)(S(tl—tg)
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es llamado ruido blanco, en sentido amplio. :

Tomando en consideracién que 8(t; —t3) =0ent; F it y 6ty —ta) =1len iy =iy, ¢l
multiplicador v(¢;) puede ser reemplazado por el multiplicador v(¢,) o por el multiplicador
simétrico \/z/_(m . El multiplicador v(t) de la funcién § es llamado la intensidad del
ruido blanco {X(£)}. La intensidad de un ruido blanco escalar es positiva. La intensidad
del ruido blanco vectorial representa una matriz simétrica definida no negativa.

Si la variable
|Kx(t1,t2)]
KX (tly tl)

para el proceso aleatorio estocdstico escalar X(¢) puede suponerse pricticamente igual
a cero cuando |t1 — t| > 7 y la variable 7 es suficientemente pequefia, entonces el
proceso estocdstico {X(t)} puede ser considerado como un ruido blanco no estacionario

con intensidad igual a

v(t) = foo Kx(t,t+ 7)dr

-0
Condiciones para Procesos Independientes ¥ Proceso de Wiener

Definicién Dos pi‘ocesos estocdsticos {Xi}, {¥i},¢ € T son independientes si para
todo conjunto de pardmetros {t;} € T, los vectores aleatorios [zy,, ...%¢, |7, [#eys Y1) T SOD
independientes.

Definicién Un proceso {X:}, t € T con pardmetros continuos tiene incrementos
independientes si para todo conjunto finito {#;|t; < #41} € T los vectores aleatorios
Xty — Xeyy Xey — Xiy, . Xi, — Xt,_, son independientes.

Definicién El proceso {X,},t € T tiene incremenios independientes estacionarios si

Xty — Xrip tiene la misma distribucién de X, — X, para todat > 7 € T.
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Definicién El proceso estocéstico {X;,t > 0} es un proceso de Wiener o un proceso

de mowimiento Browniano si se cumple lo siguiente:

{Xut > 0} tiene incrementos independientes estacionarios.

{X:, t > 0} tiene distribucién Normal.

Para todat > 0, E[X;] =0

» P(zy =0) = 1. y sus realizaciones son continuas con probabilidad 1.

Si {X;} es una sucesién de variables aleatorias normalmente distribuidas, X; — X,
también estd normalmente distribuida para todos los valores {,7 > 0. Para encontrar la
_ distribucién del proceso de Wiener, hay que encontrar la distribucién de X; — X,. Dado
que X;— X, es Gaussiana, su distribucién es determinada por su media y su varianza. Por
lo tanto, tenemos que E(X; — X;) =0, y ya que el proceso de Wiener tiene incrementos
independiﬂé’ntes v estacionarios, ver{(X;—X;)}} = ¢*{t —7),t > 7, donde &? es la varianza

y es constante. La funcidén de correlacidn para el proceso de Wiener estd dada por:

2(t7) = E(XX,) = B{([X: — X,] + X,)X,} (2.9)
= E{(X:- X7)X,}+ E(X?)
= 0+0°
Ademis
y(t,7) = o*min(t,T) (2.10)

= (@))@), t<T

= (o®)n), T <1,
para todos valores de t,7 > 0. La funcién min(f, 7) es continua para todos los valores de
t v T, pero Fminlt1) 14 existe en (t,%). Pero acerca de la continuidad es posible afirmar

Btdr
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lo siguiente: el proceso de Wiener {X;} es continuo por media éuadrada, conteT,siy
solo si 4{¢,T) es continua en (¢,7},# = 7. Entonces el proceso de Wiener es continuo por
media cuadrada en {0, 00). |

Definicién El proceso estocdstico {X.} es Integrable por Riemann en sentido media
cuadrada sobre [a,d] si y solo st (¢,7)} es Riemann integrable sobre [a,b] X [a,b]. El
proceso estocdstico {X;} es Riemann integrable en el sentido de media cuadrada, y es
diferenciable en ¢l sentido de media cuadrada, para t € T si y solo si % existe en
(£,1). Po-lf lo anterior se tiene que el proceso de Wiener no es diferenciable por media

cuadritica. Las funciones que cumplen con las condiciones del proceso de Wiener son

muy irregulares y diferenciables en ningin punto.

Proceso Gaussiano

Definicién Un proceso estocéstico {X;},t € T es un proceso Gaussiano o normal
si la ley de probabilidad es normal. Las derivadas e integrales por media cuadritica de
procesos Gaussianos son procesos (zaussianos. . |

El procesc de movimiento Browniano es un proceso normal, ya que dados n tiempos

t1, t2, ..., in, podemos escribir
Xt* = (th - th—l) + (th_1 - th_g) + re + thg

para todo 1 < & < n. Ahora los incrementos en el lado derecho, del movimiento Browniano
son independientes y Gaussianos. Por lo tanto las X, s son combinacidn lineal de variables
aleatorias normales.

El movimiento Browniano o proceso de Wiener es un proceso de Markov, dado que

p(thlth_]_) LR | Xi’l) = p(th - th-l +th—1 - X(Jlth,—l - XO’ "‘)‘th - XO)
= p(Xy, — Xen_, + Xeaoy — Xo| Xta_, — Xo) (2.11)
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= p(thl‘th—l) :

Dado que el proceso de movimiento Browniano es también Gaussiano, es llarmado proceso
Gauss-Markov. Esto es establecido ya que los incrementos del proceso de Wiener son

independientes.

Ruido Blanco

Un buen modelo del ruido es el ruido blanco.
Definicién Una sucesidn blanca aleatoria {Xn,n=1,2,..} es una sucesion de Markov
para cada p(Xy|X;) = p(Xi),k > I. Una sucesién blanca es completamente aleatoria. Si
las variables aleatorias X;s son normahﬁente distribuidos, la sucesién {X,} es llamada
sucesion aleatoria blanca Gaussiana. Podemos decir que el rnido blanco estd compuesto
por la superposicién de un gran nimero de pequefios, independientes, y aleatorios efectos,
¥ tomando en cuenta el teorema del limite central, es siempre Gaussiano.

Si {Xa,n = 1,2,...} es una sucesidn de vectores aleatorios blancos Gaussianos, la
ley de probabilidad es especificada mediante su media F(X,) y su matriz de covarianza
FE{(X,—- E(X ) (Xmn — E(Xm))T_},m,n > 1.

Y que la sucesién es blanca, entonces:

E{(Xn — E(Xu )X — B(X2))T} = Qmbmn (2.12)
Omn = lin=m

= O,n#m.

Donde ¢}, es una matriz de covarianza semidefinida positiva v 4 es la funcién delta de
Dirac. Para conocer més propiedades acerca del ruido blanco Gaussiano, consideremos

la funcién de densidad de poder espectral, la cual es definida como la transformada de
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b ]
[ FRaw ()

no existe en el sentido usual. Sin embargo, es posible dar un significado a ésta integral.

Una forma de hacer esto es definir la integral como

lim [ FoFEEe) =W

e—0

si el limite existe. Al evalnar explicitamente, observemos que

ff()(W(tJ“‘ﬂ W(t))dt ff ( +EW( )ds)dt.

Calculando por partes la integral del lado derecho de la ecuacidn, tenemos que

f fo e =WH, (2.16)

t+e tt+e

[(t) W(s)ds]t — f 7' W (s)ds)dt.

Dado que el proceso tiene funciones simples continuas, el lado derecho converge a

b
W@t - [ rowe,
cuando € — 0. Asi, definimos ,
[ rwaw)
como el limite del lado derecho de (2.16), cuando € — 0, es decir, por la férmula

[ FERAW(E) = FOW ) — Fa)W(a) - f FEOW ()t (2.17)

El lado derecho de (2.17) es bién definido y coincide con la férmula de integracion por
partes. La derivada del proceso de Wiener es llamada ruide blance. Y no es un proceso

estocdstico en el sentido usual. Ya que dW () = W' (¢)dt es un funcional que asigna valores
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a la integral que aparece en el lado izquierdo de (2.:17). El ruido blanco puede ser usado
|

para definir ciertas ecuaciones diferenciales estocésticas, [as cuales son usadas en ciencias

fisicas y especialmente en ciertas dreas de ingenieria. Dado que el proceso de Wiener-es *-

Gaussiano, de (2.17) tenemos que

b
f F@)aw (@

se distribuye normalmente. Como ¢s sabido, esta variable aleatoria tiene media cero. Para
calcular la varianza, tomemos a < b y ¢ como otra funcidén continuamente diferenciable

en [a, b,
B[ s0aw [ s@aw o= [ faeaw .15
Sif=gde(2.18), paraa<b

b b
Var( f FOAW () = o* f P

Diferenciacién de variables aleatorias

Definicién La funcidn aleatoria X(#) es llamada diferenciable en media cuadrada en
T si esta es diferenciable en media cuadrada para toda ¢ € T,.

Definicién La derivada en medie cuadrada de X(t) esta determinada por

(t+r)-X ()
T

liy 7| = - X'@) =0 2.19)

Teorema [71] La funcién escalar aleatoria X (¢) es diferenciable por media cuadrada
en T, si v solo si existe la derivada finita ‘92—.1;55(:4'—3 para todos los puntos en la diagonal
ti =te Tl.

Definicién L?(2) = {X : 2 —> R|X es una variable aleatoria con varianza finita}.
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Definicidén Sea V un espacio vectorial. X es un fun:ibz'onal lineal estocdstico si para
cada f € V, X(f) es una variable aleatoria definida en un espacio muestral , tal que
f— X(f)(w) es un funcional lineal para cada w € Q.

Definicién Una red de variables aleatorias { X, } converge débilmente en media cuadra-
da a un funcional estocdstico X, si se tiene que F|X|?, E|X,|? son finitos, y ademés la
red {E|X, — X|*} converge a cero. |

Definicién Una red de va.rié,bles aleatorias {X,} converge débilmente a un funcional
lineal X con dominio en L*(2) si para cada vf € L%(2), se tiene que todo E|fX,| es
finito y ademds la red {E{fX,)} converge a X(f).

Definicién Una red de procesos estocdsticos { X, (f)i>0} converge débilmente en media
cuadrade ¢ un funcional lineal estocdstico X, si para cada f € L?(Q x [0, 4+00)} se tiene

que X(f)'ie L3(?) y ademés la red

= | " )X, (B)dm(t) - X(DP)

converge a cero.

WHI-WE conperge débilmente en media cuadrada al Tui-

Definicién Decimos que
. .. . Wit
do blanco. Lo anterior significa que el proceso estocéstico {(W(‘*"”'S WY,50}ex0 converge

débilmente en media cuadrada, cuando ¢ — 0, al funcional lineal

z
f=tm [ s0awo.

Teorema [71] Para la existencia de una derivada en sentido de la convergencia débil
en media: cuadrada para procesos estocdsticos, de la funcién aleatoria X (f) en T es
necesaria y suficiente la existencia de la derivada finita Q’.’%%EE para todos los puntos
en la diagonal ' =t € Ty, para toda A € A (A es un conjunto de funcionales lineales en el
espacio lineal). O de otra forma, se necesita la existencia de la derivada en sentido de la

convergencia débil en media cuadrada para procesos estocdsticos, m’ () = EX'(t) = m/.(¢)
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SEAL (4,8 )A

¥y la derivada finita =57

para todos los pimtos en la diagonal ¢ = ¢ € Ty, y para
toda A € A. Todo lo anterior es valido si se sustituyen los momentos iniciales I' por la

correspondiente funcién de covarianza K.

Procesos con Incrementos no Correlacionados

Definicién Un proceso estocastico {X(t)} es llamado proceso con incrementos no
correlacionados si, para todos los intervalos disjuntos [t1,%2), {t3,%4), . t1 < f2 < 83 <
ts, ..., los incrementos correspondientes Xy, ~ Xy,, y X¢, — X4, ... del proceso X (¢) son no
correlacionados.

De la definicidén resulta que los incrementos de cada proceso o algunos intervalos finitos
tienen momentos finitos de segundo orden (y consecuentemente de primer orden). En
este caso, el proceso X (¢) mismo puede no tener media ni momento de segundo orden.
Pero si en algin instante & el valor del i)roceso con incrementos no correlacionados X (t)
es igual a cero con probabilidad 1, entonces el proceso X(f) tiene esperanza finita y
momento de segundo orden como el valor X;, que en algun instante coincide con su
incremento en el intervalo [¢y,t) con ¢ > iy y con su incremento en el intervalo [t, {g),
tomado en forma inversa si t < t5. El proceso aleatorio Y () = X (t) — X, representa
un proceso con incrementos no correlacionados, los cuales tienen la propiedad ¥, = 0.
Ademaés, si Xy, = 0 (con probabilidad 1), entonces el valor X, del proceso X (t) en algin
instante £ es no correlacionado con sus futuros in¢rementos en los intervalos en los cuales
sigue el instante 5 y con sus previos incrementos en el intervalo que precede al instante
tyt EXHXY —XP) = 0cont <t < tyh > thoty <ty <Lty < t, donde

XY = Xy — my; (my = EX,). Consideremos la siguiente formula:

k(t) = EX"X]; t>t, (2.20)

= 0; t={y,
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= —EX)XY; t <ty

Donde el asterisco indica el vector transpuesto cuyos componentes son los conjugados. La
matriz de covarianza del incremento X;, — X,, del proceso X (%) en algin intervalo y la

funcién de covarianza del proceso X () son determinadas por las siguientes férmulas:

B(X2 — XoUXT —X2) = k(t) — k(t), (2.21)
Ko(t,ta) = k(min(ty,t3)); t1,t2 > Lo,
= 0 H<th<t, ta<tph =1y,

= —k(mz’n(tl,tg)); t1, t2 < 1g.

El proceso aleatorio con incrementos no correlacionados es continuo por el criterio de
media cuadrada si y solo si la funcién k(%) es continua.

Por otro lado, si k(t) es no solo continua, sino ademdas diferenciable; en este caso, la
férmula (2.22) puede ser escrita (con £;,%z > t) en la forma:

k(t) = /: v(r)dr, (2.22)

0

donde v(t) es una funcién no negativa, la cual es llamada la intensidad de un proceso X (1)

con incrementos ne correlacionados.

Procesos con Incrementos Independientes

Definicién Un proceso estocistico X(t) es un proceso con incrementos independientes
si para cualquier N € N, fy < t; < ... < ty las variables aleatorias Xy, Xi, — Xigy ey Xty —
Xiy-1, son independientes. '

Teorema [71] La funcidn caracteristica del incremento de un proceso con incremen-
tos independientes estd completamente determinada por su funcién caracteristica en una

dimensién, i.e. su distribucién uni-dimensional.
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Teorema[71] Todo proceso con incrementos independientes y con funcién de covarian-
za, difereticiable tiene una derivada en sentido de la convergencia débil en media cuadrada,
para procesos estocasticos, la cual representa un ruido blanco.

Definicidn El ruido blanco obtenido por diferenciacién de un proceso con incrementos
independientes es llamado un ruido blance en el sentido estricto.

Un escalar 0 un proceso estocdstico real con incrementos independientes W (¢), ¢ > 0,

serd un proceso de Wiener si satisface las siguientes condiciones:

s Casi seguramente las realizaciones w(t) del proceso {W(t)},¢ > 0 son continuas y

w(D) = 0;
» La distribucién uni-dimensional de W {¢) es normal;

= La esperanza de cada proceso W{t) es cero y su funcién de covarianza estd deter-

minada por la férmula

min(t,iz)
Kolty, t)) = [ v{r)dr,
1]

donde v(t) es una funcién no negativa que representa la intensidad del proceso de Wiener
W (t). El ruido blanco representando la, derivada en sentido de la convergencia débil en
media cuadrada para procesos estrocdsticos, de un proceso de Wiener es llamado ruido
blanco normalmente distribuido. Un proceso de Wiener como un proceso con incrementos
independientes el cual posee media cero y momento de segundo orden finito k(t) para
cada illsté,rlte t, genera una medida estocastica en el eje real con valores independientes en

intervalos disjuntos. Esta medida estocéstica es determinada por la férmula Z((¢,,£;}) =

W (tz) — W(ty).

44



La Integral de It6 |

Sea W (t) un proceso escalar con incrementos independientes con esperanza cero y mo-
mento de segundo orden k(t); sea X (t) un proceso aleatorio continuo por media cuadrada
(nﬁ ), escalar con momento de segundo orden finito cuyo valor en todo ¢ es independiente
ae los incrementos futuros del proceso W (t), W(tz) — W(t1), t < t) < to; sea P, una suce-
si6n de particiones del intervalo (a,b] ,

Ny
Pu:(a,b] = M, 6,487 = 6,15 =1, (2.23)

k=1

{ )
kn) _ tin

tal que maz, (¢ ~.) = 0 cuando n — co.

Definicién El limite por media cuadratica de la sucesién de sumas integrales {Y,},

Nn
Vo= X)W E) - W),
k=1

si el limite de la sucesién existe, es llamado la integral estocdstica de Ité de la funcién
aleatoria X con respecto al proceso con incrementos independientes {W(¢)}: sobre el
intervalo (a, b|: .

Y= / X(Haw (1) = lim ¥,

Teorema [71] La integral estocastica de [td existe si y solo si la integral
b
f E\X()Pw(t)dt = EIYP = DY

[}
existe, en cuyo caso esta is igual a la varianza DY de la integral de Itd6 Y. Siendo un
caso particular de la integral de Itd cuando # = 0. La integral Y; es el limite por media

cuadratica de las sumas integrales
o (n) (n)
= I I TS NS
}I - nlﬁbnoo ; X(tk )[H- (tk ) W(tk_l)]:
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cuando n tiende a infinito. i

1
t

Definiendo una #—integral estocastica para algin & € [0, 1] por la siguiente férmula:
b
Y = f X (r)dgW(r) = (1 — O)Y + 6Y;
a

Cuando @ = 1/2, la integral estocdstica anterior representa la integral estocdstica de

Stratonovich.

2.2. Ecuaciones Estocasticas

Definicidén La ecnacion diferencial

X =a(X,t) + (X, t)V (2.24)

es llamada ecuacidn diferencial estocdstica sila funcién aleatoria (generalizada) V representa
un ruido blanco en el sentide estricto. Sea Xy un vector aleatorio de la misma dimensién
que X(t). La ecuacién (2.24) con la condicién inicial X(¢;) = X, determina el proceso
estocdstico X (¢). La ecuacién anterior es la representacién simbdlica de:

t t

X(8) = Xo+ [ (X (r), Ydr + [ WX (), TV (r)dr (2.25)

o 0
donde la-primera integral existe por el criterio de media cuadratica. Introduciendo el
proceso con incrementos independientes W (£) cuyas derivadas son un ruido blanco V(t),
la ecuacién anterior se puede reescribir como ‘

X(t) = Xo -l-ft a(X(7), T)dr +[to b(X(7),7)dW(r) (?.26)

La ecuacion (2.26) tiene un sentido exacto. La ecuacidén (2.24) con la condicién inicial
X(ts) = Xg es una representacién simbdlica de la ecuacién (2.26). La ecuacion (2.26)

en la cual la segunda integral es una integral estocistica de Itd, es llamada la ecuacion
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Integral estocdstica de Itd, y la ecuacién (2.24) y la qué se forma, sustituyendo dW por V
en (2.24), son llamadas ecuaciones diferenciales estocasticas de It5. Un proceso aleatorio
X () el cual satisface la ecuacidn (2.26), en el cual las integrales representan limites
por el criterio de media cuadrética de la correspondiente suma de integrales, es llamado
solucion de la ecuacion integral estocastica (2.26) y de la ecuacion diferencial estocsstica

correspondiente (2.24), con la condicién inicial X () = X,.

2.2.1. Ecuaciones Estocasticas para Densidades
Momentos
Consideremos el sistema lineal
Y =aY +ap + bV, _ _ (2.27)

donde a = a(t), a0 = ag(t),b = b(t) pueden ser funciones en el tiempo £, y V es un ruido
blanco citya intensidad v puede ser una funcién de tiempo ¢. Resolviendo la ecuacién

(2.27) es obtenido el vector Y, el cual estd dado por la formula
t

i
Y () = u(t, to)Yo + [ wl(t, T)B(r)V (r)dr + f w(t, T)ag(r)dr, (2.28)

to to
donde u(t,7) es la matriz determinada como una funcién de ¢ por la ecuacidn diferencial

homogénea % = a(t)u y la condicién inicial u(r,7) = I.

Momentos de Segundo Orden

Tomando en cuenta que la esperanza de un ruido blanco es igual a cero, en virtud de
(2.28), es encontrada la siguiente férmula para la esperanza del vector estado del sistema

Y ()

m(t) = ult, to)mo +f u(t, T)ao(7)dr (2.29)

to
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donde my; es la esperanza del valor inicial Y; del vector de estado Y. La funcién de

covarianza del vector de estado ¥ es determinada por la férmula

K(tl,tg) = u(tl, tu)Kg‘LL(tg, to) + (230)
+ f Tt () g, 7)

to
donde Ky es la matriz de covarianza del valor inicial ¥y del vector de estado Y. Dadas

las funciones de valores reales m(f) y K(t1,12), se sigue la f6rmula para el momento de

segundo orden.
[(t, ta) = K (t1, t2) + m(t)m(ts)” (2.31)
La ecuacién diferencial para la esperanza del vector Y es obtenida diferenciando (2.29):

ilt) = ulttohma+ [ "l T)ao(r)dr +aolt) (2.32)
t

= a(t)[ult, to)mo + /t w(t, T)ao(r)d7] + ao(?)

pero la expresién entre corchetes es igual a m(¢) por(2.29). Por tanto, la ecuacién (2.32)

se puede escribir en la forma
m = am + . (2.33)

Integrando la ecuacién (2.33) con la condicién inicial m(ta) = mo se puede calcular la
esperanza':' del vector aleatorio ¥ en el sistema lineal estocéstico (2.27).

La ecuacién para la matriz de la varianza K (t) del vector ¥ en (2.30) t; =t. =t

K(t) = K(t,t) = ult, to) Kou*(t, 1) + (2.34)
' ];u(t,f)b('r)z/(T)b(T)Tu*(t,'r)d'r
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Derivando esta férmula respecto a t y sustituyendo wy(t,7) = a(tyu(t, ), uw(t,7)* =

u*(t, 7)a(t)?, se obtiene

K(t) = a(t)[u(t, tg)Kou*(t-,to)-!- (235)
f u(t, T)b(T)(7)b(T)T u* (¢, T)dr] + [u(t, to) Kou* (2, ty)

0

ft u(t, T)b(T)v(7)b(r)Tu* (¢, fr)d'r]a(t)T + b(t)v(t)b(t)T .

o

Dado que la expresién en corchetes es igual a K = K (&), entonces
K =aK + KaT + bub”, (2.36)

Integrando la ecuacién (2.36) con la condicidn inicial K (i;) = K se puede calcular la
matriz de la varianza del vector aleatorio Y para el sistema lineal estocéstico (2.27). La
ecuacién diferencial para el momento de segundo orden I'(£) del vector ¥ con ¢; =ty = ¢

se puede obtener en base a la férmula,
L(t) = K(t) + m{&)m(t)7, (2.37)
diferencia_.ndo la, férmula anterior se obtiene
['= K +mm” +mm’. (2.38)

Sustituyendo aqui las expresiones para i y K para las ecuaciones (2.33) y (2.36), y usando

la férmula (2.37) se llega a
I' = al + Ta” + bwb” + agm” + mal. (2.39)

Integrando la ecuacién (2.39) vy después la ecuacién (2.33), la cual determina la esperanza
m con la condicién inicial I'(ty) = Iy = Ko + mem], se puede calcular el momento

inicial de segundo orden del vector aleatorio ¥ en el sistema lineal estocéstico (2.27). La
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ecuacién para la funcién de covarianza K (t1,%2) del proceso aleatorio Y considerada como
1

una funcién de ¢, y algiin ¢, fijo, con el caso & < ¢y
tly

K{(t1,t2) = ulty, to) Koulta, to)* +L u(ty, 7)o(T)(T)o(7)  ults, 7) dr (2.40)

Diferenciando la férmula anterior respecto a £, :

aK(tl 1 t?)
Oty

[lU(tl,T)b(T)V(T)b(T)TU(tZ:T)*d’r = ulty, to)Koults, to)"a” (t2) +

to

= ulty, o) Koty (2, 20)" + (2.41)

/t l ulty, T)o(r)u(1)B(T)F ulty, T) el (to)dr,

0

= K(?f]_, tg)a(tg)T, t < ta.

con la condicidn inicial K (¢, t1) = K(t1).
Integrando la ecuacidén (2.41) con varios valores de ¢y, se obtiene el nimero de secciones

de la matriz de covarianza K (t;, ) con £, < i5. Al obtener K (¢),12) con ¢y < t; se usa

K(th tg) = K(tz, tl)T

Funcidén Caracteristica Uni-dimensional

Sea considerado el sistema cuyo vector de estado es descrito por la ecuacién estocdstica

diferencial de It
YV = a(Y,t) + b(Y, 1)V, (2.42)

donde V es un ruido blanco en el sentido estricto. El problema es encontrar la distribu-
cién multidimensional del estado del sistema Y (¢), suponiendo que la distribucién uni-
dimensional del proceso con incrementos independientes
t
Wi(t) = W(to) + f V(r)dr (2.43)
to
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es conocida. La ecuacion de la funcion caracteristica uni-dimensional estd dada por

%EWALQ = B{iXTa(Y, 1) + x (0¥, )" ;) 3>V (2.44)

La ecuacién multidimensional de la funcién caracteristica de un vector estado Y de

un sistema estd dada por

"

Tn (M oo Anitay v ta) = Elezp{i Y MY (t)}] (2.45)

k=1
Supongamos que la densidad uni-dimensional f(y,t) para el vector estado del sistema

existe. Entonces la ecuacién (2.44) puede escribirse como

dgr (A, ¢ oo '
glét, )=f [iXTaly, t) + x(b(y, )T X 1) fi(y; t)dy (2.46)
Por la Transformada de Fourier
1 o
: —] —ipt Yy
fily; t) G f_me g1{p, t)dp (2.47)

donde p es la dimensién del vector de estado Y, y la integral con respecto a todos los
componentes del vector p-dimensional i es asumida como el valor principal de la integral
en el sentido de Cauchy si g1{y, ¢) es no integrable absolutamente. Sustituyendo la ecuacidn

(2.47) en la ecuacién (2.46) es obtenida la ecuacién integro-diferencial lineal

891((;\, )= (23r)r /_ : f_ :[“‘Ta(%t) + x(b(y, £)TA; 1)] x (2.48)

0T W g (s t)dudy

Andlogamente, suponiendo que la densidad multidimensional del proceso ¥ () existe,

se obtiene la ecuacién integro-diferencial relativa a gn( A1, ..., Anj 1, En)

d
at—gn(Al,...,/\n;tl,..., tn) (249)
1 > o
- (")—)np/ [ [?’)\Ta(ymtn) +X(b(ymtn)TAn§tn)]
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n
Xexp{iZ(,\f — 1YY} gn(pas os ns try s )

k=1

Xdpdpndyidy,

Ecuaciones Uni-Dimensionales para las Densidades

Reemplazando en la ecuacién (2.46) la variable de integracién y por n, multiplicando
esta ecuacién por (27) Pe—iATy, e integrando esto con respecto a A, se obtiene la ecuacién

integro-diferencial para la densidad de una dimensién fi(y, )

of 1§’=ﬂ _ (271r)p f_ : /_ :[z')\Ta(n,t) + x(b(n, )X )] @D £ (; )dndh (2.50)

Férmula para la Funcién x{u,%) para el Proceso de Wiener

Una forma especifica para la funcidn x = x(p;t) en las ecuaciones obtenidas para las
funciones caracteristicas es determinada por el cardcter del proceso con incrementos inde-
- pendientes {W (%)}, ¢ > 0. Aqui es obtenida cuando {W(t)} es un proceso de Wiener, pero
se puede__galcular para cualquier proceso, aunque este cilculo puede ser mas complicado.
Si {W(t)} es el proceso de Wiener, entonces su funcién caracteristica uni-dimensional

hi(p,t) se determina por la férmula

hi(p,t) = e:cp{—~%,qu0 v(r)dTu}, (2.51)

ya que la funcién x(u;t) representa la derivada logaritmica de la funcién caracteristica
hi(p;t) con respecto a t : x(u;t) = Z(inky(p;1)]. Sustituyendo aqui la expresién de la

funcién h;(u;t), se obtiene

x(pst) = —pFv(E)p/2 (2.52)
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Ecuaciones para las Densidades en el Caso Multi-Dimensional )

del Proceso de Wiener

En el caso de un proceso de Wiener W(t), de acuerdo con (2.46) se obtiene la siguiente

ecuacidn :
1
x(b(n, )" Ast) = —5)\7'5(1?, ) (t)b(n, t)TA. (2.53)

La ecuacién (2.52) toma la forma

D8 — o [ - P ven T @o

x N £, (: £)dnd .

Tomando en cuenta que ufAu = #r(uufA) para un n-vector 4 y una matriz A,yn, s

obtenida la siguiente formula

*'—-aflg,t) - (217),, /_: /_ ‘:ma(n,t)_%tr[)\;\?"b(n,t)y(t)b(n;t)T] (2.55)

x N 1Y) £ (n: £)dnd .

Utilizando la férmula integral de la funcién delta

1 (% .0
(271')?/ X NN = §(n - y) (2.56)
—o0

Diferenciando (2.56) con respecto a 7 son obtenidas las siguientes férmulas

1 AT -Y) 9 !
—_ ! =—dn—y)=48(n— 2.
@y f_ e dr= 5,0 —y) =50 ) (2.57)
L T atgeag, _ 800 5"(n —
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|
i

En base a las ultimas tres férmulas anteriores, es posible escribir

("2771%? / ” f ” XTa(n, )e 9 £ (i t)dndA = (2.58)
o0 T
/_ &(n—y)Ta(n, t) fulm; t)dn = —g—y[a(y, ) fily, )],
_(2_71f)7’ f_‘” f_ MNTb(; ) ()b(m; )TeX =) £ (n; 1) dnd ) =
8 oF

j_ " 8" (n — y)b(m; ) (2)b(m; )7 fu(m; t)eln = 3575 [b(y; ) (t)b(y; 1) fi(y; t)]

Usando las férmulas (2.58), es posible representar la ecuacién (2.55) en la forma,

T T
2R s O]+ G b b O R )] (259)

Esta ecuaciéon (2.59) fue obtenida en el inicio del siglo XX por Fokker, Einstein y
Smoluchovsky, los cuales estudiaban el movimiento Browniano y la difusién [37], para el
caso de Y escalar y lvego para un vector Y, y es llamada la ecuacion de Fokker-Planck-
Kolgomorov |52, y se obtiene solo para el proceso de Wiener. La ecuacién (2.59) también
es valida para la densidad multi-dimensional f(y1, ..., ¥nj 1, ..., tr) Si la diferenciacién con

respecto a t y & y es considerada como la diferenciacidn respecto a i, v yn.

2.3. Teoria de Filtrado ()ptimo

2.3.1. " Filtro de Wiener
Planteamiento del Problema

El filtrado de Wiener [77] probablemente representa la primera presentacién de ter-
minologia en el cual dos importantes ideas han sido rescatadas: sistemas dindmicos y

estimacién ptima en presencia de ruido. Se considera una sefial ¥(), la cual contiene un

54



ruido v() y una medida z(). y(), (), ¥ 2() pueden originar un problema del tipo continuo
o discreto en el tiempo, dependiendo de la naturaleza de las mismas. Las sefiales de tiempo
son consideradas como escalares continuos definidos en el intervalo (—oo, 00) solamente. Se
supone que y(), y v(), son funciones simples de procesos aleatorios estacionarios. Normal-
mente ellos son independientes y tienen media cero. Posteriormente ellos son considerados
para la obtencién de ¢y, (jw) ¥ duw(jw), w € R La tarea del filiro de Wiener es utilizar
las medié"fones z() para estimar y(). M4s precisamente, se requiere que la estimacion sea
causal, en linea y éptima. Causal significa que y(¢) va a ser estimada usando z(s) para
algiin s < t; en linea significa que al tiempo ¢ el estimado de y(¢) deberia desempenarse
Optimamente. ijtz'ma significa que §(t), deberia presentar un error cuadrado minimo, i.e.
E[y(2) — 3(6)]?, el cual debe ser minimizado. Si ¥(), y v(} son Gaussianos, esto significa

que () es ¢l estimado condicional, E{y(t)]z(s),s < t].

Solucién

La solucién a este problema estd dada en la siguiente explicacién: El filtro de Wiener
es un sistema lineal, invariante en el tiempo, causal, estable, cuya relacién entrada-salida

estd dada por una funcidu de respuesta al impulso A(} :

g(t) = f_t h{t — s)z(s)ds (2.60)

La sefial ¥(¢) y el ruido v{) son representados como la salida de un sistema lineal
excitado por ruido blanco. Si £4(), €x() son ruidos blancos con media cero v la intensidad

de la varianza es 1, entonces
Eify(t)ey(s)] = Ele,(t)eu(s)] = 0(t — 3, (2.61)

y. por tanto,

3]
(o}
(]
—

oy} = Wy (), Gu(G0) = W) (26
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La clave del problema es la obtencién de ¢y ( jw), Pvo(jw) para la funcién de respuesta
al impulso h(t) o su funcién de transferencia H (w). El paso crucial es la técnica de
factorizacién espectral. El espectro de z() cuando () ¥ v() son independientes est4 dado

por
2z (JW) = Gy () + bon(jw) (2.63)

La factorizacién espectral requiere la determinacion de una funcién de transferencia

W.(jw) tal, que W,(s) y W;!(s) son analiticas en R,s > 0, y tal que
$2:(jw) = [W.(jw) [, (2.64)

En [48] esta operacién de factorizacién espectral es presentada como un paso crucial
en la obtencién de H (), la cual en [47] es la clave para la determinacién del filtro 6ptimo.
A continﬁé,cién se procede de la siguiente manera: Se define una seifial £.(¢) como la salida
de un sistema lineal de una funcién de transferencia W !(jw) conducida por z{). Si existe
W:-1(), entonces £, () es equivalente a z(), es decir, la estimacién de y(#) usando £,(s) para
s < t deberfa dar el mismo resultado como estimacién de y(t) usando z(s) para s < t,
y adem4s ¢,() es un ruido blanco. Esta simplificacidn es muy importante y es utilizada
para la obtencién del filtro éptimo en [59).

Ademaés, es notable que la construccién de W, () satisface las condiciones de estabilidad
y {2.64) y es un paso importante para la construccién de H (). La pregunta es ; Cémo puede
hecerse esto? St ¢,:(} es racional, la clave es la factorizacién polinomial. En otro caso,

utilizar:

SN 1 * ln‘ibzz(jw)
W:(jwo) = min ezp{— f_m S To— —duw} (2.65)

Otra forma de resolver el problema de filtrado, en el dominio del tiempo, es utilizando

la funcién de respuesta al impulso h(t), la cual corresponde a la transformada inversa de
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Laplace de la furslcién H{jw), mediante la ecuacion

h(t) + /0 th(f,—)x(} — 8)ds = K(£),t > 0, (2.66)

donde K (7) es la funcién de covarianza de z(t). Esta ecuacién es conocida como la ecuacién
de Wiener-Hopf.

2.3.2. Filtro de Kalman {Tiempo Discreto)

Pricticamente, todo lo establecido para el filtro de Kalman en el tiempo continuo,
se traslada al caso del filiro con tiempo discreto. La teoria en ¢l caso continuo es mas

transparente que en el caso discreto, ya que presenta aplicabilidad & mdas problemas.

Planteamiento del problema

El modelo estd dado por

1 = Fk:::k+kak (267)

2 = HTk.'.Uk'F'Uk

con

El™ ['w? v?]= @ 0 dd
Tk 0 R
v {wi}, {vs} son sucesiones con media cero. Por convencionalismo, se considera el tiempo
inicial & = 0. Agregando que la media T y la varianza P de zp, son independientes de
{we}, {vk}. Todas las variables son Gaussianas. La idea principal es distinguir el efecto
de dindmicas y las mediciones en el filtro. M4s precisamente, sea Tx/x €l estimado éptimo,
una media estimada de ri dada z;,{ < k, y sea ffic_-}:-_x dado por Elkes1/2,1 < k|, el primer

paso en la prediccién del estimado.



Solucién

Dado que wy es independiente de z para [ < k, se tiene

Fews = Fpd (2.68)

k

EE

Esto demuestra la forma de actualizar un estimado como resultado de sistemas dindmicos,

cuando no aparecen mediciones extras. (2.68) se apoya en

V =FE\V E + GGl (2.69)
231 k/k

Aqui V/ b1, Y Vi sk 5on las covarianzas del error asociadas con fr;‘g y fc‘k_-}c-_z. Actualizar las
ecuaciones de los estimados equivale a pasar de Tit1 y Vi @ Tewa ¥ Vi . Esto se
. k k k41 1

muestra a continuacidn:

T = Tep + V Hes[HE \ Hir + B! (2.70)
e B

X (241 — HE | B

V - V HynlH, \/ Hyr + Re|THE, \/
+

1 k+1 k41 k+1 k41
k+1 [3 k k k

<
Il

o

2.3.3. Filtro de Kalman-Bucy (Tiempo Continuo)
Plantea.r-hiento del Problema

La representacion del modelo estd dada por:

% = F()a() + Gw(®) (2.71)
2(t) = HT(O)z(t) +v(t) (2.72)

.en el cual F, G, H son matrices n X n,n X m, y n X p respectivamente. Los procesos w()

v v(.) son ruidos blancos Gaussianos con media cero, tales que:
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w(t)
v(£)

con R(t) = R'{t) > 0 para toda t. Muy frecuentemente, S(¢) = 0, i.e. w() y v() son

Q) S(1)
| w(s) ¥T(s) | = ot —s
[0 70 ]= | g0 e [7679

E

independientes. Entonces @{f) = QT (#) > 0. Se supone un tiempo inicial finito #. Por otro
lado, z{tp) serd considerada como variable aleatoria Gaussiana con media zy y varianza
po. La tarea de la estimacién es usar mediciones de z(8) para ¢ < t para estimar z(t);, este
estimado es llamado Z(t), el cual minimiza E[|| z(t) — Z(2) ||?]. Esto significa que Z(¢) es

necesariamente una estimacién de la media condicional, con respecto a las observaciones.

Solucién

La solucién se obtiene de la siguiente manera: Definamos P(t) = PT(t) > 0 como la

solucién de
P=PFT 4+ FP— PHR'HTP + GQG", P(t)) = P, (2.73)

Y Z(t) es la solucién de

% = F(O)Z(t) + PO)HE) R (t)[2(t) — HT (£)Z(1)] (2.74)

Donde P(t)H(t)}R7*(t) denota la ganancia de Kalman. E[z(t) — Z(8)][z(t) — Z(8)]T =
P(t). La efectividad del estimador 6ptimo es medida por la covarianza del error, la cual
es dada por la solucién de la ecuacién (2.73), y la existencia de la solucién a esta ecuacién
en (g, 00) estd garantizada.

Alguﬁﬁs diferencias del filtro de Kalman con respecto al de Wiener son dadas en la

signiente tabla:
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Filtro de Wiener Filtro de Kalman

tp = —00 ty > —00
Estacionario Acepta no estacionario.
Infinito dimensional Finito dimensional
Ruido no necesariamente blanco Ruido blanco
Factorizacién espectral ~  Solucién de la ecuacion de Riceati
Estimacién de la senal Estimacion del estado

El problema de prediccidn es resuelto por la teoria de filtrado. Esto consiste en calcular

z(t + A} para algin A positivo, dado z(s} para s < ¢. Esto es:

T(t+ A) = d(t + A)z(2) (2.75)

2.3.4. Ecuacién General de Filtrado éptimo

Counsideremos el proceso continuo estocastico descrito por la ecuacién
X = o(X, 1)+ ¥(X, )V (2.76)

donde X es el vector de estado n—dimensional del sistema, V' es un vector r—dimensional
que representa el ruido blanco Gaussiano, y (X, t),%{(X,t) son funciones conocidas del
estado d¢l sistema y del tiempo. Los valores de la funcién ¢(X,¢) son vectores n— di-
mensionales y los valores de la funcién ¥(X,t) son matrices n x r. Si el vector de estado
del sistema X es medido continuamente, entonces el proceso aleatorio n—dimensional
Y(t) = X(t) + U(t) seria el resultado de las mediciones, donde U(t) es el error de la
medicién, el cual representa usualmente una funcién aleatoria del tiempo. Por otro lado,
sl esto no se cumple con el vector de estado, pero si algunas funciones del vector de estado

son medidas por algunos de los componentes del vector de observacion. el resultado de
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las medici_o:ihes es determinado en forma general por la férmula
Y =Y() = po(X, U, 1), (2.77)

donde Y es un vector ny—dimensional, U es el error de la medicidn, representando una
funcién vectorial aleatoria de tiempo de dimension r > ny, y @o(x, u, t) es una funcién
conocida del estado del sistema, el error de la medicién y del tiempo. El modelo general
de las mediciones que se llevan a cabo en un sistema, puede ser descrito por la ecuacion

diferencial
Y = @Y, X, U, ). (2.78)

El resultado de las mediciones representa el proceso aleatorio Y. El problema de filtrado
es plantesdo para el vector de estado del sistema X en cada instante ¢ > tp, usando los
resultados de mediciones continuas del proceso ¥ determinado por la ecuacién (2.78) en
el intervalo de tiempo [to, t].

Sea un vector aleatorio de un proceso [Y7XT]' determinado por las ecuaciénes dife-

renciales estocdsticas de It6

7

dY = @Y, X, t)dt + 9 (Y, X, 1)dW, (2.79)
dX = @Y, X, t)dt + (Y, X, 1)dW,

donde Y es un proceso aleatorid n1—dimensional, X es un proceso n—dimensional, W es
un proceso r—dimensional, ¢, (y, Z,t) ¥ ¢(y, £, t) son funciones vectoriales que mapean el
espacio B* x R* x R en los espacios R* y R® respectivamente, y ¢ (y, 7,1} v ¥(y, z, 1) son
matrices de funciones conocidas que mapean R™ xR* x R en R™" y R™ respectivamente.
Esto constituye el planteamiento del problema de filtrado para el vector estado del sistema
en algln instante ¢ > t, usando los resultados de mediciones continuas del proceso ¥ en

el intervalo de tiempo ...
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iLa solucién general al problema de filtrado éptimo se obtiene de la siguiente propiedad
para los momentos de segundo orden: el menor de todos los momentos de segundo orden de
unga variable aleatoria escalar es su varianza. De aqui resulta que la mejor aproximacién de
una variable aleatoria por una variable no aleatoria mediante el criterio de media cuadrada
es dada por su esperanza condicional con respecto a las observaciones. Sea Y} el conjunto
de valores del proceso medido en el intervalo de tiempo [ty,¢], Y} = {¥'(7) : T € [t,,]}.
Entonces, el estimado 6ptimo del vector X, = X (u), el cual da la solucién del problema,

para u = t, es determinado por la férmula
X, = B[X./Y}] (2.80)

Esta férmula determina el estimado éptima del valor X, para alguna funcién aleatoria
X {u) usando los resultados de las mediciones de otra funcién aleatoria ¥ (¢) en el intervalo
[ty, t]. También es valida para el caso de un vector con argumento ¢ y la medicién de la
funcién Y () en algin conjunto T de valores de t. La aplicacién de la férmula (2.80) es
necesaria para encontrar la distribucuén condicional de X,,. Este es un problema que en
ocasionés no tiene solucién. En el caso particular en el que Y'(¢) v X (¢) son determinados
por las ecuaciones (2.79), el problema puede ser resuelto bajo algunas restricciones adi-
cicnales. La férmula general para el diferencial estocistico del estimado 6ptimo de una
funcién del vector de estado dado es la base de la teoria de filtrado éptimo. Sea f{X;,1)
alguna funcidon escalar del vector de estado n—dimensional de un sistema y de tiempo.
Su estimado Sptimo usando los resultados de observacién Y de acuerdo con (2.80) es

determinado por la formula
fiey = E[f (X, 0% (2.81)

Este estimado representa un funcional del proceso aleatorio Y (¢) en el intervalo de tiempo

[to: £], y consecuentemente es por si mismo una funcién de ¢. Un problema matemitico
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que sirve de ayuda es encontrar la diferencial estocéstica de Ité de este proceso aleatorio.
Este problema puede ser resuelto bajo la condicién de que W(t) en las ecuaciones (2.79)
representa el proceso de Wiener cuya dimensién r es no menor que n;, que es la dimension
del proceso de medicién Y {t), y que la funcién (1 en las ecuaciénes (2.79) no depende de

X. Las ecuaciones (2.79) toman la forma

&Y = (Y, X, t)dt + (Y, 1)dW, (2.82)
dX = (Y, X, t)dt +9(Y, X, )dW,

Diferencial de It6 para una Funcién del Estimado éptimo
La ecuacidn diferencial estocastica del estimado éptimo de la variable aleatoria f( X, {)

para las ecuaciones (2.79) es dada por la férmula

—

df = Elf(X, 1)+ f(X, )oY, X,1) (2.83)
gt )Y X OHYEE + B DY X, 87 — 8T
+ £ (X, )T (el )Y, X, Y (o] ) (Y, 8)(dY — $rdt),

donde

(W) (z,0.t) = Py, 5 vOP 1) (2.84)
Wl )y, 2,t) = ¥y, 5 @)y, t),
(Gy]) Hw.t) = [l v, 7))

b= [ em@ds = Blo(x,Y,dvg),

oo

fl

il

p:() es la densidad condicional de X, relativa a Y; las derivadas [t fe, fzo ¥ todas las

esperanzas condicionales del lado derecho existen.
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Ecuacion para la Funcion Caracteristica

Sustituyendo f(z,) = e %t en la ecuacién (2.83), se obtendra la ecuacion estocéstica

para la funcién condicional caracteristica del vector aleatorio X :
o) = BleX %), (2.85)
Haciendo las sustituciones
Fr=0,f =" fp = —AATe®, (2.86)
tr{AXT (Yry") (v, 2,00} = AT (") (y, 2, 1),
de la ecuacién (2.83) se obtiene
da(h) = BNV, X,0) ~ S )V X 0NN Ve (28)
+E[{or(Y, X, )T — &7 + i (T (Y, X, 1)}
xe X X VL)) 7 (Y 0)(AY - Gudt).
El lado derecho representa una funcién de A. La distribucién condicional del vector aleato-
rio X es completa y tnicamente determinada por su funcidn caracteristica. Resolviendo
la ecuacién (2.87) es posible evaluar el estimado éptimo )?t del vector de estado X, de-

terminado por la férmula (2.80). Mediante estas férmulas es posible obtener la expresién

para la esperanza en términos de la funcién caracteristica.

%, = Blx vy = (22N, (2588)

Ecuacién para la Densidad Condicional

La ecuacién estocdstica para la densidad condicional p¢(z) del vector aleatorio X; es

derivada a continuacion:

.
dpi(z) =" —z-[e(Y,z, t)ps(x)]dt . (2.89)
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+;1tr{68T[(w T Y. X T_IYt(dY—“dtj
5t 5 a0 ) (Y X, ()]} vy )~ (V1) B

dp(z) = L*p:tr(:r)dt + (Y, 2,07 — ol lme(z) | (2.90)
=), 3, Ol ) (Y, DAY — Grc),

donde L* es el operador adjunto del operador

0 1 a ar
L= (,O(Y,x,f)Ta + 55T[(¢V¢T) (Y’m’t)%%]'

(2.91)
Observando la ultima ecuacién de (2.84), se concluye que la ecuacién (2.89) representa
una ecuacién integro-diferencial relativa a la densidad condicional p;(x). Como el momento
inicial g, la funcién py,(x) sirve como la condicidn inicial para la ecuacién (2.89). Después

de resolver la ecuacién (2.89), se puede encontrar de acuerdo con la férmula (2.80) el

estimado 6ptimo X} del vector de estado X del sistema

X, = BlX/Yil = foo xp(5)dz. _ (2.92)

-0
Como la férmula (2.79) determina la diferencial estocdstica de Itd del proceso aleato-
rio f(t), las ecuaciones (2.87) y (2.89) son ecuaciones estocdsticas de It6. La ecuacién
(2.89) fue originalmente obtenida en otra forma y bajo restricciones mas rigidas en [76],
v denominada ecuacién estocdstica de Stratonovich. Al mismo tiempo, la ecuacién para
p; en la forma de It6 fue obtenida en [55], también bajo restricciones més rigidas. Por lo

tanto, €5 usualmente llamada ecuacion de Stratonovich-Kushner.

Diferencial Estocastica de la Esperé.nza Matematica

La férmula (2.80) determing el estimado éptimo como la esperanza condicional de X

de la variable aleatoria correspondiente X. El estimado éptimo obtenido como resultado
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de mediciones es caracterizado por la matriz de covarianza condicional R. Estas férmulas
se pueden obtener de la férmula general (2.83). Como la férmula (2.83) determina la
diferencial estocastica de una funcién escalar del estado del sistema, es necesario aplicarla
para cada elemento de las matrices X y R por separado. Sustituyendo en (2.83) f(X,¢) =
X fe=0,fa=10,.,1,.., foz = 0, y la férmula (2.83) toma la forma

dX, = Gt + E[Xy(of — ) (2.93)

Y W) Y — Pt =1,..,m)
donde de acuerdo con la ltima ecuacidn de (2.83) &, = E[@i(Y, X, 1)/ Y], (wvi] )i, siendo
la {—ésima columna de la matriz ¥y y los argumentos de las funciones @, vyl y

Yyl )~ son omitidos por brevedad. Entounces, la matriz para el diferencial estocéstico

del estimado éptimo X del vector de estado del sistema X est4 dada por

dX = Gdt+ EX{(eY, X, t)" — &)} (2.94)
) (Y, X )| VE (T ) MY, (Y — Bidt)

Diferencial Estocéstica del Momento Condicional de Segundo Orden

Sustituyendo en (2.83) f(X,t) = Xy X;conk <, fi =0, fo =[0, .. X;... Xi...,0)7,

[0 0 0 o 0]

0 0 .- 1 0
fa::cz

0 1 0 .- 0

0 0 - 0 0 |
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Siendo que las dos columnas y renglones centrales contienen unos, los correspondientes

ak,yl respéctiva,mente, de la férmula (2.83) se tiene

dlw = E[Xpor+ Xeoe + (prpT )V ldt (2.95)
+EXe X! — 07) + Xa(pvul )y
+ X (o) el VWbl Y HAY — idt)(k, 1 =1, ..., n),

donde dl'yy = E[XiXioe/Ye], ¥ (097 )i es el elemento correspondiente de la matriz

(¢v¢7). Re-escribiendo la formula (2.95) como

dl'uy = E[Xppr+ Xipp + (Yo7 )|V dt (2.96)

+ Y BlXpXap + Xibi + Xibo|YEIAY, — $1pdt),

p=1
donde a, es el p—ésimo elemento de la matriz (T —&T) (Y19 )~ v by, es el elemento del
k—ésimo .renglc’)n y de la p—ésima columna de la matriz ¢y (¢1v97) 1. Denotando por
b, la p—ésima columna de la matriz vt (P rpl) 1, by = [B1py -y bl T (0 = 1,...,7), se
obtiene la siguiente férmula diferencial estocastica del momento condicional de segundo

orden [" del vector estado del sistema:

dl' = E[XeY, X, )" +oY, X, ) X7 (2.97)
+@r™)(Y, X, D[VE )t + > BXXTa,(¥, X, 8) '

=1

+Xb,(Y, X, )T + 8, XT|VEHdY, — $radt),

Diferenc_ial Estocastica de la Matriz de Covarianza

Para encontrar la diferencial estocéstica de la matriz de covarianza condicional R

del vector estado del sistema se usard la férmula conocida que relaciona la esperanza. el
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momento de segundo orden, y la matriz de covarianza del vector aleatorio R = '— X X7,
o en la forma escalar Ry = I'y; — X X, Derivando en ambos lados de la dltima férmula, se

obtiene la expresion dRy = dl'u — d()?k)?g). Para encontrar d(}?kﬁ) se utiliza la férmula

d(2,2:) = Z1d% + ZodZ, + YivYTdt, (2.98)

Z(t) = [Z1, Z»] es un proceso de Itd, el cual estd dado por
dZ(t) = X(t)dt+Y{$)dW(t). (2.99)

Aquity > 0, W(t) es un proceso de Wiener, donde Y} y > representan la primera y segunda
columnas de la matriz Y = [Y}, Ys] respectivamente. X (t) = [X1(¢), X2(2)], Y1(2), Ya(2)
son funciones aleatorias que satisfacen sus condiciones de existencia, y Z,Z; son los

componentes del vector aleatorio Z(f). De acuerdo con (2.94)
E[Xi(p1 — @1) + (vl Y] (] ), (2.100)
E[Xu(e] — @1) + Wl n|Yel (o) o,
juegan el rol de los renglones Y7, ¥2 de la matriz; en este caso se llega a:
d()’zk}?{) = .?kdj?g + .}?gd)?k . (2101)
E(Xi(9] = §1) + (]l (vl )~ prwy] (rvw) ™
xE[Xi(p] - &7) + (¢1y¢T)£fth)]dt.

Sustituyendo aqui las expresiones para d)?k y d)?¢ de la ecuacién (2.93), se tiene

dX X)) = {(Xep+ N5 (2.102)

+E[Xi(f — 80 + (v )| Vil (] ) EIXu(oT — 1) + (pru] )T |Y,E]}at

+E[(Xe X, + KX)o — 87) + Xl
+ Xy Dl Y ol ) H(dY — Gudt).
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Substrayendo esta férmula de (2.96) y adicionando el término

Bl(XeX) (T - POV = XX (T - 20 =0, (2.103)
se obtiene
dRy = {B[(Xx— Xo)or+ (X — K)o + (vl Jul V] (2.104)

—E{Xi(p] — @1) + v )Y D) T BlXi(er — 81)
+(poy] )T VeIVt + B{(Xe — Xi) (X0 — X)) (o] — 7)

+ (X — X)) (] + (KXo = X0) (o] el V2 | (rvF)
x(dY — g dt)(k,l =1,..n).

Haciendo algunas transformaciones en la férmula anterior(2.104), obtenemos la formula

de la matriz diferencial estocéstica para la matriz de covarianza como la solucidén de

{E[(X - }?)’\‘9(}"7}{:&1" + W(KX:t)(XT _)?T) - E{X{((pl(ys Xat)T - (Pl ]} + -

() (Y, X, )Y Nyl ) Y O E{(on (Y, X, 1) = GOIXT (2.165)
(wluwT)( LX)V bt
+ Z E[{{X - )(XT = XD)a, (Y, X, 1) + (X — X)b(Y, X, )T

(X X)THYLN(AY, — Buydt).

Hasta agui se ha establecido el planteamiento del problema y su solucidn para el caso
de la obtencidn de los algoritmos de filtrado para un proceso representado por ecuaciones
de estado lineales, y de observaciones lineales, con la presencia de disturbios, los cuales se
comportan como ruidos blancos Gaussianos, lo cual fue desarrollado por Kalman-Bucy. En
esta tesis se presenta el planteamiento del problema del filtro ¥ control para ecuaciones de

estado integro-diferenciales {del tipo Ité-Volterra) y ecuaciones polinomiales (de grados
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3 y 4) con observaciones lineales y con la presencia de ruidos blancos Gaussianos y la

obtencién de los algoritmos del filtro, regulador y controlador correspondientes.

2.4, Teoria de Control Optimo

2.4.1. Principio del Maximo de Pontryagin
~ Planteamiento del Problema

Sea U un conjunto de funciones continuas parte por parte u(#}, con valores en I/ donde
- U es un subconjunto cerrado de R™; cada funcién u(t) es definida en algin intervalo
te, t1]; f(t, ,w) es una funcién vectorial, la cual es continua y tiene primeras derivadas
parciales continuas con respecto a las coordenadas de z; ¢ €s una funcién vectorial de clase
C'. Una funcién u(¢) en U sera llamada control. Para un control u(t) definido en [ty, %],

la solucién z(¢t) de la ecuacién diferencial

£ = f(t,z(t),u(t)) _ (2.106)

en el intervalo [to, £1] con condicién inicial z{tp) = zq serd llamada la trayectoria correspon-
diente al control u(t) ¥ la condicién inicial z4. El valor de z(2) en el tiempo t es llamado el
estado del sistema en el tiempo ¢. La ecuacidén (2.106) es llamada ecuacién de movimiento
del sistema. Los términos involucrados mas frecuentemente son controles y trayectorias. La
funcién vectorial ¢(to, t1, z(to), £{l1)} serd denominada el indice de efectividad del sistema.

La efectividad, depende del estado inicial 2y = x(%4) vy el control «(t) y estd dada por
J(zg, u) = ¢1(to, t1, x(to), z(t1)). (2.107)
Los siguientes & — 1 componentes de ¢ se definen a través de las ecuaciones
0j(toy t, ko), 2(t1)) = 0,7 =2, ...k (2.108)
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y las condiciones para las trayectorias del sistema. Un par (z, u;'}, se considera realizable,
si la solucion x(¢) de (2.106) en [y, 1] con la condicién inicial #(t) = xo y las condiciones
(2.108) son satisfechas por z(t). Denotemos por F la clase de pares realizables (zq, u). El
problema de control 6pi:irno consiste en encontrar en la clase F un elemento (xg,u) tal,
que el indice de efectividad sea minimizado. Algunos ejemplos pueden ser vistos en [3]. Un
par (zg, u) de F que alcanza el minimo, se denomina condicién inicial éptima y control
dptimo. Algunos métodos computacionales han sido ideados y ampliamente utilizados
para la solucién de este problema de optimizacidn; algunos de ellos son presentados en
[49], [31], [61]. La teoria y el uso de estos métodos numéricos se puede apreciar en [38],

[36], [68].

Solucidén

La expresion  H(t,z,u) = P(t)Tf(t,x,u) es generalmente llamada el Hamiltoniano,
en analogia con una expresién correspondiente de mecdnica clasica, ver Goldstein [42].
Las condiciones necesarias para la optimalidad del problema de control dptimo estdn
contenidas en el Principio de Pontryagin. Las condiciones del Principio de Pontryagin
reducen el cdlculo del control éptimo a la solucién de dos problemas de frontera para un
conjunto. de ecuaciones diferenciales con una condicién de minimizacidn.
Teorema [39] (Principio de Méximo de Pontryagin)
Las condiciones necesarias, tales que (zf,u*(f)) sea una condicién inicial y un control
optimo para el problema de control 6ptimo, es la existencia de un vector no cero, k-

dimensional § con 4 < 0 y una funcién vectorial n-dimensional P(t), tal que para ¢t €
[t(]atl]:
PHT = —P)Tfo(t, 2" (t),%(2), (2.109)
t € [to, t1],u e U.
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Esta ecuacién es llamada ecuacién de co-estado (impulso):
POt 2%(8), u) — f(t,z" (1), w'(8)] <O (2.110)

Esta ecuacidn es llamada condicién de control éptimo; y 1as siguientes son llamadas condi-

ciones de transversalidad [69]:

Pt)" = 67 ¢n(te, tr, 2" (o), 2*(81)); 2.111)

(

Plto)" = " geolto,tr, 2" (h), 2" (t1)); (
P)T f(t, 2% (), v (1) = —6T¢ult, t1,2*(to), o*(t1)); (2.113)

Pt)T fto, 2" (to), u* (o)) = 6 ¢ulte,tr,x"(t), 2" (tr)); (

2.112)

2.114)

donde ¢, significa la derivada parcial de ¢ con respecto a zy y asi respectivamente
®u1, @z1, Pro- Si f(4, z,u) tiene una derivada parcial continua fi(¢, z,w), entonces la condi-

clén

P)E fo(t, 5" (8),w*(8)) = 6T duolto, t1, 2" (t0), ° (1)) + (2.115)
t
P(S)ng(s, z*(s),u"(s))ds

tn
se cumple para cada t € [ty, 1], ¥ esta expresién es la condicién de constancia del Hamil-

toniano en los puntos éptimos (z*, u*,t). La condicién (2.110) puede ser expresada como
meégg H(t,z*(t),u) = H(t,2*(t), ¥ (1))

v es llamado Principio del Méximo de Pontryagin. Un control se denomina extremo si las
condiciones del Principio de Pontryagin son satisfechas y la trayectoria correspondiente

satlsface
Oj(to,tl, Cﬁ(to),x(tl)) = 0,] = 2, k. (2116)
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Las condiciones (2.111)-(2.114) son generalizaciones de condiciones encontradas en prob-
lemas de célculo de variaciones y de control éptimo {30] ,[70]). Dadas las condiciones del
Principio de Pontryagin, las condiciones necesarias de optimalidad pueden ser un control
extremo; dado que las condiciones no necesitan ser suficientes, para la optimalidad, puede

darse un control extremo que no sea Optimo.

2.4.2. Programacién Dindmica

El método de Programacion Dindmica fue desarrollado por R. E. Bellman a finales de
los 1950 s [28]. En este método es considerada una familia de puntos iniciales fijos en los |
problemas de control. El valor minimo de la eficacia del criterio es considerado como una
funcién valor de este punto inicial. Si la funcién valor es diferenciable, esta satisface la
ecuacién diferencial en derivadas parciales de primer orden llamada eéuacién diferencial
de programacion dindmica. Una condicién suficiente para la optimalidad puede ser expre-
sada en términos de la solucién continuamente diferenciable de la ecuacién diferencial de

programacién dindmica para el problema del regulador lineal.

Planteamiento del problema

Consideremos un problema de optimizacién dado por (2.106), (2.107), con las condi-

ciones iniciales establecidas en 2.4.1. Dado el sistema

& = fz,u,1),

con condicién inicial x{ty), conocida y la ecuacién (2.107). Nuestro problema consiste en

encontrar el control dptimo uv*(t) , t € [to, T}, el cual minimice

V((to). ul), to) = f Hx(r), u(r), T)dr + m(@(T)), (2117)

to
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siendo deﬁngtdo externamente el nimero de veces que debe de ser diferenciable f(z,u,1),
Hz(7),u(r) y m{z(T)). f(z,u,t) puede ser arbitraria, pero {(x(7) y u(7) deben ser no
negativas y pueden suponerse como cantidades fisicas que serdn minimizadas. El indice
de efectividad o criterio depende del estado inicial z(tp), y del tiempo ¢y, y del control

u(t) para toda t € [tg, T), y se define como

Vi(z(t),1) = 5}:111,11 V(z(t), u) 1),

donde V*(z(t),t) se denomina la funcién de Bellman. Si la salida del sistema en el tiempo
¢ es z(t), el valor minimo de efectividad en (2.117) es V*(z(t),?). Se puede notar que
V*(z(t),t) es independiente de u(t), por que &l conocimiento del estado inicial y el tiempo
inicial, determina el control particular f)or el requerimiento de que el control minimice
Vi(z(t), ul),1).

El método de Programaciéon Dindmica pone un interés especial a la funcién valor,

razon por la cual se establecen las siguientes propiedades:;

» La funcién valor evaluada a lo largo de alguna trayectoria correspondiente a un
control realizable para las condiciones iniciales de su estado, es una funcién no

decreciente en el tiempo.

» La funcién valor evaluada a lo largo de una trayectoria optima es constante.

Solucién
La Ecuacién Diferencial de Programacién Dindmica

Teorema [69] Sea (s.y) algiin punto interior del conjunto extendido @y, en el cual la

funcién V(s,y) es diferenciable. Entonces V (s, %) satisface la desigualdad diferencial

Vi + V,f(s,y,v) 20,

74



para toda v € U. 5i u* es el control dptimo en F,,entontes la ecuacion diferencial

av
dt

=rré%11@+%f(s,y,v)=0 {2.118)

se satisface. El mfnimo en (2.118) es alcanzade por el limite derecho de u*(s)* tanto del
control 6ptimo como de s. La ecuacién diferencial parcial (2.118) es llamada ecuacién
diferencial parcial de programacién dindmica. Para problemas donde el control éptimo
existe, el teorema anterior establece que la funcidén valor debe de satisfacer la ecuacién
diferencial parcial de programacidén dindmica en cada punto interior de el conjunto alcan-

zable en el cual esta es diferenciable.

2.4.3. Regulador Lineal Optimo
Control'en Lazo Abierto
Planteamiento del Problema

Dado el sistema
& = Az + Bu, (2.119)
con ¢ € R? y entrada de control ¥ € R™ y un criterio cuadratico asociado
1 T
J(tp) = —f u! Rudt. (2.120)
2 /4
La matriz de peso, simétrica, de control K es elegida de acuerdo con los objetivos de
control. Pero R se supone positiva definida; esto es, R tiene valores propios positivos,
tales que uT Ru > 0 para todo u(t) # 0. En este caso, J es acotado por debajo por el cero,

de tal manera que se obtiene una sensible minimizacién de los resuitados del problema.

Dado que hay cuadrados de las entradas de control en (2.120). existe una tendencia a
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minimizar la energia general de control, De esta forma, se determinard el control u(t)
que minimice J(¢p) y conduzca el sistema de un estado inicial z(ty) = zp a un valor de
referencia final de 7 especificado por un valor fijo del tiempo final T. Es decir, se requiere

que
o(T) = ro, | | (2.121)

para un valor dado de T. Dado que el sistema (2.119) es lineal y el criterio (2.120) es

cuadrético, este problema es llamado problema lineal-cuadratico del estado final fijo.

Solucion

La solucidn a nuestro problema lineal-cuadratico de control es obtenida en la siguiente

forma. El Hamiltoniano es
H(t) = -21~uTRu + M¥(Az + Bu), - (2.122)

donde A(#) € R™ es un multiplicador no determinado. Las ecuaciones de estado y co-estado

son
oH
T = E\- = Az + B’U;,ﬂ(fg) =Xy _ (2123)
: o0H
A = = =ATA AT =)
oz AT) = A,
v la condicién estacionaria
oH . _
= —= ) . 2.124
0 ™ Ru+ B A (2.124)

Resolviendo la ecuacidn anterior, es obtenido el control éptimo en términos del co-estado.

u(t) = —R™IBTA(¢), : (2.125)

"
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y sustituyendo (2.125) en (2.123) se obtiene

i = Az — BRT'BT )\

(2.126)

Resolviendo el sistema del Hamiltoniano (2.123) y ({2.126), y tomando en cuenta las condi-

ciones de frontera, es posible obtener el control ¢ptimo. Integrando la segunda ecuacién

de (2.123) se obtiene
At = AT MT),
donde A(T') es ain desconocida. Sustituyendo en (2.126) se obtiene
& = Az — BR'BTeA" @0 \(T),

cuya solucidn es

t
2(t) = eMlt—tlgy — / AT BRI BT =T \(T)dr.

to

Para encontrar A(T), v evaluar (2.129) se obtiene
(T} = e T gy — Gte, TINT),
donde el Gramiano G (g, t) es la matriz simétrica

i
G, t) = j eAT-N BRI BTN T-")gr,
ty .

De acuerde con la condicién (2.121), es posible resolver y obtener

)\(T) = —G_l(to, T)[T'T - BA(T_tU)CBQ].

(2.127)

(2.128)

(2.129)

(2.130)

(2.131)

(2.132)

Entonces A(T') es expresada en términos del estado inicial, teniendo como requisito el esta-

do final. Finalmente, el control dptimo es encontrado, usando este resultado y sustityendo

(2.127) en (2.125) para obtener
w(t) = —R™BTeA T 0G 1y, T)[rr — T~ 4)gy).
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Esta es i'ia minima energfa de control que maneja el estado para un x, dado, a un valor
requerido de r7 en un tiempo final especificado T. Una manera més eficiente de obtener
¢l Gramiano es usando la regla de Leibnitz. Para ello, consideraremos la solucién de la

ecuacion
P= AP+ PAT + BR'BY, (2.134)
la cual estd dada por

t
P(£) = eAt=t0) pgy)¢ATt—t0) f T IBR B e Tdr. (2.135)

to
De esta forma, si (2.135) es resuelta usando P(fp) = 0, entonces G(to,T) = P(T). La
ecuacién (2.134) es llamada ecuacién de Lyapunov, v es lineal en P. La trayectoria del
estado dptimo puede ser determinada sustituyendo (2.132) en (2.129). Esto podria ser
utilizado para conocer también el valor ptimo de la funcién de costo cuadrética, utilizando

el control propuesto. Definiendo la diferencia entre los estados final e inicial como
d(to, T) = rp — eAT—t0) g (2.136)
se puede sustituir (2.119) en (2.120) y escribir el criterio cuadratico éptimo como

r
J(to) = % f d” (to, T)G'eAT-D BR' BTeA (T-9G (1o, T)dt. (2.137)
. [1 .

0

Usando la definicién del Gramiano resulta que la funcién de costo éptimo estd dada por

1.
J(ty) = Edf(to,T)G-‘(to,T)d(tU,T) (2.138)
1
= 5dT (to, T)P~HT)d(to, T).
En la siguiente tabla se presenta un resumen de las caracteristicas principales
del regulador lineal cuadratico de lazo abierto:
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Modelo del sistema & = Az + Bu,t > tg,z(to) = ¢ dado
Condicién final del estado z(T) = rp, rr dado.
Funcién de costo J(to) = £ fi wTRudt, R >0
Control de lazo abierto
Ecuacién de Lyapunov P = AP 4+ PAT + BR™'BT P(t;) = 0
Control de lazo abierto  u(f) = R~ BTeA"™ -9 P~Y(T)d(t,, T)
- donde d(tp, T) = rp — eAlT %)z,

Costo 6ptim0 J(tg) = %dT(to,T)P_l(T)d(tg, T)

Regulador de Lazo Cerrado
Planteamiento del problema

Considere el sistema lineal
i = Az + Bu, (2.139)

con z € R" y entrada de control # € R™. En vez de demandar un estado final fijo, solo
se requiere que el estado final z(7') no sea cero en un tiempo especifico 7. Asi, el estado

final es libre y el interés es encontrar el control que minimice la funcién cuadritica
1 ¢ LT r T
J(bo) = 52" (T)5(T)=(T) + 5 (z" Qz +u" Ru)di. (2.140)
“ to

El peso del control R. el peso del estado @, y el peso del estado final S(7'), son matrices
simétricas elegidas de acuerdo a los objetivos de control. Se supone que @ y S(t) tienen
valores propios no negativos, tales que o¥ Qz y =% (T)S(T)x(T) son no negativos para toda
z(t). De la misma forma. R también es positiva deﬁnida, es decir R tiene valores propios

positivos, tales que u?! Ru > 0 para toda U(t) # 0. En este caso .J es siempre acotado por
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debajo por el cero, de lo cual resulta un problema sensible de minimizacién. Dados los
cuadrados de los estados y las entradas de control en (2.140}, se pretende minimizar una
energia generalizada ( se puede considerar el caso en’el cual los componentes del estado
son velocidades o corrientes y voltajes). Este problema es [lamado problema del regulador

lineal cnadratico libre del estado final.

Solucién

La solucidn al problema de control optimo libre del estado final se obtiene en ia

siguiente forma. El Hamiltoniano estd dado por
1
H(t) = §($TQ$ -!-'uTRu) + M(Az + Bu), (2.141)

donde A(t) € R* es un multiplicador no determinado. Las ecuaciones de estado y co-estado

son
o0H
1 — —_— = . 42
x N Az 4 Bu | (2.142)
: 0H T
A = o-= Qr+ A" A
v la condicién estacionaria
0=22 _ p, + BT (2.143)
Ou

Resolviendo la ecuacién anterior, es obtenido el control éptimo

u(t) = =R BY D). (2.144)
Sustituyendo (2.144) en la primera ecuacién de (2.143), se obtiene

i = Az —~ BR™'BT), (2.145)
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la cual puede ser combinada con la ecuacién de co-estado en el sistema homogéneo Hamil-

toniano
i A —-BR'BT ||z
A -Q AT A
Lz_i matriz de coeficientes es llamada matriz Hamiltoniana. La condicién inicial es el valor

conocido zg de z(t). El tiempo final es fijo. Dado que el estado final z(T') es libre, dz(T)

no es igual a cero, entonces la condicién final estd dada por

AT) = % = $(T)z(T). (2.146)

Para encontrar el control 0ptimo, se resolvera este problema de frontera. El método de
solucién utilizado supone que z(%) y A(t) satisfacen la relacién lineal {2.146) para todo

tiempo en el intervalo [to, 7] v son tales que
Alt) = S(t)z(t) (2.147)

para alguna funcién matricial S(¢) desconocida. Para obtener la funcién auxiliar S(t), se

deriva la funcién de co-estado para obtener
A= S+ St =Sz + S(Az — BR' BT 5z) (2.148)

donde se ha utilizado la ecuacion de estado. Por otro lado, con la ecuacidn de co-estado

se verifica que, para todo ¢ :
—Sz =(ATS+SA - SBR'BYS +Q)z. (2.149)

En base a la ecuacién anterior, para alguna condicién inicial e, ¥, por lo tanto, para todas

las trayectorias del estado, se podria tener -
—5r=ATS4+SA-SBR'BTS+Q,t<T. (2.150)
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Esta es la ecyacién matricial de Riccati, la cual es bilineal en 5. En términos de la solucién

de Riccati Sl(t), la ley de control éptima estd dada por
u(t) = —~RVBTSW)a(t)
Definiendo la ganancia de Kalman por
Ki{t) = R"'BTs(1),
se puede escribir la ley de control de la retroalimentacion del estado como
ult) = ~K()z(t).
Al determinar el costo ;’)ptimo, usando este controlador, es posible notar que
1fd, o L1, _
- *E(:c Sz)dt = 3% (T)S()z(T) - 3% (to)S{ta)za

Usando (2.140) y (2.154), se obtiene

1 /T ‘
J({ty) = rﬂ S(te)xo + = 3 (2TQz +vTRu

tn
+&7 8z + 27 Sz + 2V S5 )dt

(2.151)

(2.152)

(2.153)

(2.154)

(2.155)

La funcién de costo, tomando en cuenta la ecuacién de estado, puede eseribirse como

1 i
J(to) = E-'Uo s(to;IZ?L 5 [[f (5+Q'+ ATS-I-SA).’L‘+
to

7 SBu + v’ BY Sz + u” Ruldt.

Si S{t) satisface la ecuacién de Riccati, entonces

I

12 dt.

f i R'BTSz +u

to
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Es importante notar que la ecuacidn de Riccati permite que fE!l integrando se puede escribir
como un cuadrado perfecto. Seleccionando el control dade por la férmula de (2.144),

entonces J(#;) es minimizado, y su valor éptimo estd dado por
1 7
J(tg) = EZBD S(to)mg.

La siguiente tabla presenta un resumen de las caracteristicas principales del regulador

lineal cuadrético de lazo cerrado.

Modelo del sistema £ = Az + Bu,t > g, 2(ty) = zy dado
Funcién de costo L J(te) = 22T (T)S(T)z(T)+
2 ftf(a:TQ:r + uT Ru)dt.
con S(T)>0,@>0,R>0
Ecuacién de de Riccati —S = ATS +SA~SBR'BTS +Q,
t <T,5(T) dado

Ganancia de Kalman K =R1BTS
Retroalimentacién variante en el tiempo: u=—-K({)x
Costo 6ptimo ) J(to) = 2% 5(t0)z0.

2.4.4. Controlador Lineal Optimo
Planteamiento del problema

Dado un proceso que no es posible observar, representado por las ecuacidnes dife-

renciales lineales de estado y de observaciones

i(t) = F)z(t) + Gtu@) + Kw(t) ' (2.158)
y(t) = HT()x(t) + Lo(t),
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donde F,G, H son matrices n x n,n X m, y n X p respectivamente. Los procesos w(¢) ¥
v(.) son ruidos blancos Gaussianos. El problema consiste en encontrar el control éptimo

u*(t) que minimice la funcién cuadritica de-costo dada por

T
Tt = B3 A% + f (T Q12 + u” Ru)dt) (2.159)
to

a lo largo de la trayectoria z*(t), generada al sustituir «*(¢) en la ecuacién de estado

(2.158). ®, @, son matrices no negativas definidas y R es una matriz positiva definida.

Principio de Separacidén

El principio de separacion [56], el cual es vélido en sistemas de ecnaciones diferenciales
lineales estocasticas, establece lo siguiente: puesto que no hay observaciones directas, es
posible reemplazar la ecuacién del estado del sistema no observable z(t) por la ecuacién
de su estimado éptimo mi(t)

dm

= = Ftym(®) + G)u(t) + POHGLT ()y(t) — H ()m(2)], (2.160)

con la condicién inicial m(ty) = my, donde P(£)H(t)L~1(¢) denota la ganancia de Kalman.
P(t) = Elz(t) — m(®))[z(t) — m(#)]T. Ademds, P(t) es la solucién de

P=PFT+ FP - PHL'HTP + KK, P(ty) = B,. _ (2.161)
Entonces, es posible verificar que el problema de control éptimo (2.158) y la funcién de

costo (2.159) son equivalentes al problema-de control éptimo para el estimado (2.160) y

la funcién de costo representada por

J = E{%[m(T)fzg]TQ[m(T)—zo]+ (2.162)

T
! / LT () R(syuls)ds + : / mT (5)Qu(s)m(s)ds
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+% /% [P (s)Qu(s))ds + tr[P(T) @]},

donde tr[A] denota la traza de la matriz A:

Dado que la iltima parte de J es independiente del control u(f) y del estado z(2), la

funcién de costo reducida a ser minimizada M toma la forma

M o= E{—;— [m(T) — z]" & [m(T) — 2] + (2.163)

%/; uT(s)R(S)U(S)dS‘F% m? (s)Q1(s)m(s)ds}.

0 to

En conclusidn, el principio de separacidn para sistemas lineales establece que la solu-
cién del problema original de control éptimo especificada para (2.158),(2.159) puede en-
contrarse resolviendo el problema de control éptimo dado por (2.160),(2.163). Ademas, el

valor minimo del criterio J debe ser determinado usando (2.162).

Solucién

Tomando como base la solucién al problema de control éptimo del estado de un sis-
tema lineal observable, los siguientes resultados son védlidos para el problema de control
éptimo (2.160), (2.163), donde el estado del sistema (el estimado m(t)) es completamente

disponible y observable. La ley de control éptimo esta dada por
u* = RT{)GT()Qt)m(2), _ (2.164)
donde {(t) es la solucién de la siguiente ecuacién dual de la varianza
Q=-F'Q-QF - QGR™'\G'Q+Q,,t<T. (2.165)

con la condicién terminal Q(T) = @. Sustituyendo la ley de control éptimo (2.164) en la

ecuacién (2.160) para el estado reconstruido del sistema m(t), se obtiene la ecuacién para
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el estimado del estado dptimamente controlado:

d _ .
7 = FOmOGER QG (Q)m() + POHOR™(1){y() — H (t)m(1)](2.166)
con la cdhdicién inicial m(tq) = mq. En esta forma queda completa la solucién al con-
trolador para sistemas lineales, la cual estd dada por la ecuacidn del estado dptimamente
controlado (2.166), la ecuacién de la matriz de ganancia (2.165), la ley de control dptimo

(2.164), y la ecuacién para la varianza (2.161).

2.5. Teoria de Vibrosoluciones

Antes de enunciar la teoria referente a vibrosoluciones es necesaria la presentacion de
algunos conceptos importantes.
Definicién Una funcién f definida sobre algiin intervalo [a, ], se dice de variacién aco-

tada, si existe una constante C' > 0 tal que:

Y1 f@) = flaea) 1£C, (2.167)
k=1

para toda particién ¢ = 2o < 71 < ... < o = b del intervalo [a, b].
Definicidn Sea f una funcién de variacién acotada. Entonces la variacidn total de f sobre

[a, b] estd dada por
VI(f) =sup) | flme) — Flzp) | ' (2.168)
k=1

donde la minima cota superior es tomada sobre todas las posibles particiones {finitas) del
intervalo [a, b).
Condicion de Lipschitz

La condicién de Lipschitz puede enunciarse en la siguiente forma: f(t,«) satisface la
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: desigualdad
I f@2) - fy IS Lz —yll ' (2.169)

para toda (£,z) y (¢, %) en alguna vecindad de (to, Zo)-
Planteamiento del Problema

Sea considerada la ecuacion diferencial
B(t) = fz,u, t) + bz, u, £)u(t), z(ts) = zo, (2.170)

donde z(t) € R*, f(z, u,t), b(z,u,t) son funciones absolutamente continuas, y u(t) es una
funcién escalar de variacién acotada. Dada la estructura de la ecuacion anterior, en la cual
se presenta la multiplicacién de %(t) por una funcién discontinua en ¢,b(z,u,t), (2.170)
no puede tener una solucién convencional. Para la obtencién de la solucién es necesaria
la presentacién de algunos conceptos importantes.

Definicién La funcién continua por la izquierda z(f) es una vibrosolucién de (2.170) si

la. convergencia *-débil
* — limu®(t) = u(t), k — oo, (2.171)

de una sucesién arbitraria de funciones continuas w*(t),k = 1,2, ... en el espacio de las

funciones de variacién acotada implica la convergencia analoga
x — limz*(t) = z(f), k — oo, (2.172)
de las soluciones correspondientes z*(t) de la ecuacién
i*(t) = Fz¥, 4, 1) + bk, uF, ) iF (T), 2% (20) = 20, (2.173)

independiente de la eleccién de una sucesion aproximada {u*(t)}.

Teorema de Helley {67] La convergencia *-débil en el espacio de funciones de variacién
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acotada !

« — limut(t) = w(t), k — 00,6 > 8, (2.174)
toma lugar si y solo si las siguientes condiciones se cumplen
n Tim ub(te) = ulty), k — 00, > fo,

» lim w*(#) = u(#), k — 00,1 > £, en todos los puntos de continuidad de la funcién
u(t), y
suUp
» &k Varf u*(t) < oo para toda t > .
Solucidn
Las condiciones de existencia y unicidad para una vibrosolucidn estdn dadas por las
siguientes proposiciones.
Proposicién 1 Si las funciones f(z,u,t), b(z, u, t), 8b(z, u,t)/0z, Ob(x, v, t) /O, son con-
tinuas en z,u,t y satisfacen la condicién de Lipschitz en z, entonces existe una tinica
vibrosolucidn de (2.170). -
De esta manera, una vibrosolucién de (2.170) coincide con una solucién convencional de
la ecuacién (2.170) st y solo si u{t) es una funcién absolutamente continua. Generalmente
una vibrosolucién z(¢) es definida como un limite de las soluciones convencionales bajo
una aproximacién especial de una funcién u(¢) por funciones absolutamente continuas, y
es discontinua como una funcidn de variacidn acotada, en los puntos de discontinuidad de
la funcién w(t). Dado que (2.170) no determina los saltos de la vibrosolucién en los puntos
de discontinuidad de u{t) en una forma explicita; la siguiente proposicién proporciona una
manera de obtener los saltos de la vibrosolucién directamente.

Proposicion 2 Sean las funciones f(z,u,t), b(z,u,t), db(z,u,t)/0z, 0b(z, u,t)/0t, tales
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que satisfacen las condiciones de la proposicién 1. Entonces una vibrosolucién de (2.170)

es también una solucién de la ecuacidn con una medida

dz(t) = f(z,u,t)dt+ bz, u,t)du’(t) + (2.175)
> Gla(ti—), ulti—), Aults), t:)dx(t — t:), z(to) = 2o,

donde G(z,v,u,s) = K(z,v,v + u, 8) — 2; una funcién K(z,v,u,s) es una solucién de la
ecuacion |

dK /du = b(K,u,s), K{v) = z,
u°(t) es el componente continuo de una funcién de variacién acotada u(t), Au(t;) =
u(t;+) —uft;—) es el salto de una funcién u(#) con discontinnidadesen t = ¢;,i = 1,2, .., 4

SON puntos de discontinuidad de una funcién %(¢), ¥ x(¢t —#;) es una funcién de Heaviside.
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Capitulo 3

Control Optimo en Sistemas de

Ito-Volterra

3.1. Control Optimo en Sistemas Continuos de It6-

Volterra

3.1.1. Planteamiento del Problema

Sea (£2, F, P) un espacio completo de probabilidad con una familia creciente y continua
por la derecha de o-algebras Fi,t > 0, y sea (W1(t), Fi,t > 0) un Fi-adaptado proceso
de Wiener. Consideremos el proceso Fy-medible z(Z) gobernado por la ecuacién de Ito-
Volterra

z(t) = $(t0)+[t (ag(t,s)+a(t,s)x(s)+b(t,3)u(t,s))ds+[ g(s)dWi(s). (3.1)

Aqui z(t) € R* es el vector de estado, u(t,s) € RP es la variable de control, el pro-

ceso de Wiener W (¢) representa disturbios aleatorios independientes e idénticamente -
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distribuidos, y el vector inicial Gaussiano z(%g) es independiente de W (¢). La funcién de
costo cuadritica a ser minimizada J es definida como sigue:

1 -

J = Bl @) - wf" ¥ [s(T) — ] (3.2
1T, 1 (7T .
+= | u (¢, s)R(s)ult,s)ds+ = |z (s)Q(s)z(s)ds|,

2 to 2 L)
donde zy es un vector dado, R es una matriz simétrica definida positiva, ¥,y @ son
matrices simétricas no negativas, T > %, es un cierto momento en el tiempo, E [f(z)]
expresa la esperanza matemdtica (media) de una funcién f de una variable aleatoria z, y
a® denota la transpuesta de un vector (matriz) a. El problema de control éptimo consiste
en encontrar u*(t), t € [to, T’], que minimice el criterio J a lo largo de la trayectoria z*(t),

t € [to, T], generada al sustituir «*(t) en la ecuacién de estado (3.1).

3.1.2. Principio de Dualidad

Para sistemas dindmicos gobernados por ecuaciones diferenciales, la solucion del problema
de control Optimo puede ser obtenida usando la solucidén del problema de filtrado y
el principio de dualidad [33, 58). El principio de dualidad para sistemas integrales es
introducido a continuacién. Consideremos el sistema integral de Volterra:

z(t) = z(to) + /t(a(t, 8)z(s) + b(t, s)ult, s))ds, (3.3)

Q

y(t) = ]: c(t,s)a:(s)ds-l—ft d(t, s)ult, s)ds;

z(t) = z(t) +/t—aT(t, s)z(s)ds+/tcT(t, s)u(t, s)ds, (3.4)
y(t) = th(t, 3)z(8)ds + th(t, s)u(t, s)ds.
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El principio de dualidad establece que (3.3) es ccntrolable (observable) en 2o, si y solo si
el sistema (3.4) es observable {controlable) en £.
La demostracién del principio de dualidad para sistemas integrales [23] es basada en

el hecho de que existe la matriz dé transicién ®(t, ty); i, 2, € (=00, 00), tal que

z(t) = ®(t,10)x(ty) + ftt O(¢, T)b(t, 7)ult, T)dr.

3.1.3. Solucién al Problema Dual de Filtrado

La solucién al problema de control dptimo para sistemas integrales estocasticos es
basada en la aplicacién del principio de dualidad a la solucién del problema de filtrado
dptimo obtenido en [26], [27]. De este modo, consideremos el problema de filtrado, dual

al problema de control dado por (3.1),(3.2), para la ecuacién de estado
t T
2(t) = z(tg) + / (a2 (t,8) — a™(t, 8)z(s))ds + | QYV2(s)dWi(s) (3.5)
to to
v la ecuacion de observacion
t i
y(t) = / (67 (¢, s)z(s))ds + / RY2(s)dWiy(s), (3.6)
tg to
donde Wi(s) v Wy(s) son procesos de Wiener independientes uno del otro y del vector
inicial Gaussiano z{tp}. El problema de filtrado es encontrar el mejor estimado del proceso
de It6-Volterra z(f) al tiempo ¢, basado en el proceso de observacién Y'(t) = {y(s),ty <
s < t}, que estd dado por la esperanza mateméstica m{t) = E(z(¢) | FY). Denotemos la
funcién de correlacién del mejor estimado como P(t) = E((z(t)—m(t)(z{t)—m()}T | FY).
Como fue demostrado en [26], [27] y en articulos previos [51, 74], es imposible obtener
un sistema cerrado de ecuaciones para las variables m(t) y P(t), dada la naturaleza de las

ecuaciones de Volterra (3.5) v (3.6). Asignar un sistema cerrado de ecuaciones requiere
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la introduccién adicional de una funcién de correlacién cruzada f(£,s), caracterizando la

desviacién del mejor estimado m(t) para el estado real z(¢):

fit.5) = E((z; —m{)(2(s) — m(s))" | Fi),

donde

3

= o)+ [ (@) e e+ [ QPCIW(),

iy to
F{s es la o-alpebra generada por el proceso estocdstico vt

= [ o)+ [ RA)w(s)

to in
¢ t| pY
¥ mszE(zs |Ft,5)'
El filtro éptimo para el vector de estado (3.5) sobre el proceso de observaciones continuas

(3.6) es dado en [26] por las siguientes ecnaciones para el estimado dptimo m(t), su funcién

de correlacién P(t), v la funcién de correlacién cruzada f(¢, s) :

m(t) = mly) + t(ag(t, s) — a¥ (¢, s)m(s))ds + (3.7}

[t F(t, $)b(t, 5) (R()) " dy(s) — BT (8, s)m(s)ds],

PU) = Plto)+ [ [—a”(t, )7 (2, ) — f(t, 8)alt, s) + Q(s))ds — (3.8)

o

tf(t‘,s)b(t, S R(s)) b7 (t, 8) 7 (¢, s)ds,

to

fto) = P+ [ e (s, 7) F7 (1, 1) —

ty
Fsrhate.r) + QEldr ~ [ 176 RN (5,7) M o7) + (39)
Fls, b, P)(R(P)) 87 (6 ) £7 (6, 7)
(1/2) £ {2 7ot PRI T (5, ) £ (5,7) —
(1/2) £, r)b(s, P) (RO (8, ) 170, ),
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donde m(to) = B(z(to) | FY) = zo y P(to) = E((2(ta) — m(to}(2(ta) — m(ta))* | Fy;) son
las condiciones iniciales.

Por tanto, la solucién al problema de control definide por (3.1}, (3.2) ahora puede ser
obtenida usando la expresion para la matriz de ganancia del filtro éptimo en (3.7) y la

ecuacién de correlacion cruzada (3.9).

3.1.4. Solucién al Problema de Control Optimo para Sistemas

- Continuos de It6-Volterra

Dado que la matriz de ganancia del filtro en (3.7) es igual a

M(t, s) = f(t, s)b(¢, s)(R(s))71,

/

la matriz de ganancia dual en el problema de control éptimo toma su forma transpuesta
M(t,s) = RH(s)b (4, ) 7 (3, ).
Aqui, la ley de control éptima del problema (3.1),(3.2) es dada por
u*(t,s) = R8T (¢, 8) FT (¢, 8)z(s), (3.10)
donde f (t, s) es la solucién de la ecuacién integral de Riccati

flt,s) = Plto)+ fs[-aT(s,T)fT(t,T) — f(s,m)alt.r) + Q(r)]dr — (3.11)

to

/ (8. 705, 7 (R(r)) B (5,7 7 (5,7) +
£ (s, 7)b(t, 7 (R (6, 1) T (8, 1)
(1/2) £ (¢, b(t,7) (R()) T (5,77 (5, 7) -

(1/2)f (s,7)b(s,7)(R(r)) 6" (¢, r) £ (¢, r)]dr.
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con la candicién terminal f(T,T) = P(T) = ¥. Finalmente, sustituyendo la ley de control

Sptima (3.10) en la ecuacién de estado (3.1), es obtenida la ecuacién del estado éptima-
mente controlado
t
z(t) = z(t) +f (ao(t, s) + alt, s)z(s) + - {3.12)
to
. t
bt 5) R ()7, 5) 7 s)alo))ds + [ a(s)aWi o)

tp

3.2. Control ()ptimo en Sistemas Discontinuos de It6-

Volterra

3.2.1. Planteamiento del problema

Sea (£}, F, P) un espacio completo de probabilidad con una familia de o-algebras £3,¢ >
0. y sea (Wy(t), Ft,t > 0) un proceso de Wiener. Consideremos el proceso aleatorio F;-
medible z{t) gobernado por la ecuacién de It6-Volterra

z{t) = z(tp) + [t(ao(t, s) + alt, s)z(s)ds + (3.13)

0

ft b(t, s)ult, s))dv(s) + f o()dWa (5).

] ty
En la cual z(t) € R* es el vector de estado, u(t,s) € R™ es la variable de control, el
proceso de Wiener W' (¢) representa disturbios aleatorios, los cuales son independientes
entre si y de la condicién inicial o vector Gaussiano z(tp), y ademads son idénticamente

distribuidos. La funcién de costo cuadritico a minimizar J es definida como sigue

[2(T) — zo]" U1 [2(T) — 0] (3.14)
T ,

/ ul (¢, s)R(s)u(t, s)dv(s)+
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3 | Qs

to

donde z, es un vector dado, ¥, R, () son matrices simétricas, f es una matriz positiva
y ¥, @@ son no negativas, 7 > #3 es un momento en el tiémpo, E[f(z)] es la esperanza,
matemdtica de la funcién f de una variable aleatoria z, y a¥ denota la transpuesta de un
vector (matriz) a.

El problema de control éptimo consiste en encontrar el control u*(t), ¢ € [ty, T], que
minimice el criterio J a lo largo de la trayectoria z*(t), ¢ € [tg, T), generada al sustituir

©*(t) en la ecuacién de estado (3.13).

3.2.2. Solucién al Problema de Filtrado

La solucién al problema de control discontinuo para sistemas integrales estocasticos
es basada en la aplicacién del principio de dualidad a la solucién del problema de filtrado
éptimo discontinuo obtenido en [26], [27]. Aplicando el principio de dualidad a los sis-
termas discontinuos, es obtenida la siguiente solucién al problema discontinuo de filtrado,
cofrespondiente a la solucién dual del problema de control (3.13), (3.14), para el estado

no observ_able:

(1) = z(to) +f (ad(t,s) — a®(t, s)z(s))ds -!—fth/Q(s)deg(s), (3.15)

y el proceso de observaciones discontinuas

y(t) = [t(bT(t,s)x(s))dv(s)—l— RY3(5)dW(v(s)), (3.16)

ty

donde W3(s) y Wi(s) son procesos de Wiener independientes entre si y del vector Gaussiano
inicial z(tp)-
El problema de filtrado consiste en encontrar el mejor estimado para el proceso de

ItdVolterra z(t) en el tiempo ¢, basado en el proceso de observaciones Y (¢) = {y(s).tp <
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8 < t}, esto es, la esperanza matematica condicional m(t) = E(z(t) | F}'). Denotamos la
funcién de correlacién del mejor estimado como P(t) = E((z(t)—m(¢)(2(t) —m ()T | FY).
En esta situacion, similarmente al caso de observaciones continuas, es imposible construir
un sistenié cerrado de ecuaciones de filtrado para las variables m(t) y P(t), debido a la
naturaleza de las ecuaciones de Itd-Volterra (3.15) y (3.16). Para la obtencién del filtro en
forma cerrada, requerimos introducir una funcién de correlacién cruzada f(t,s) € R*"

la cual caracteriza la desviacién del mejor estimado m(t) del estado real z{¢):

£(t,9) = E((2t — mt)((s) — mis)) | L),

5

donde
2t = 2(te) + f (oF(t,7) — a7 (¢, r)2(r))dr+

tg

/ QY2 (r)aWy(r),

to

th's es la familia de o-algebras generada por el proceso estocéstico i
v = [ F e )sta)dnts)+ [ RI(s)AWL()),
) 0
and m, = E(zL | FY).
Como resultado tenemos las ecuaciones para el filtro: m(t), P(t) v f (¢, s)

- m(t) = miy) + / i(ao(t,s)—aT(t,s)m(s))d8+ (3.17)

ta

/t F(t, $)b(t, 8)(R(s)) " [dy(s) — 7 (¢, s)mls)av(s)),

P(t) = P(r[,)+f’[_af(t, s)fT(t’S)_f(t,S)a(t,s)+Q(5)]ds~ (3.18)

/t F(t, s)b(t, s)(R(s))'07 (8, 8) fT (¢, 5)dv(s),
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flt,s) = Plt) / [—a®(s,7)fT(t,7) — fls,P)alt,r) + Q(r)|dr (3.19)

to

— [ Ut ote, RO 5,017 m) +

f (S,to r)bt, ) (R(r)) 167 (2, 7) fT (6, 7) ~

(1/2) /(& )bt (RN (5,7)f (5,7) =

(1/2)f(s,7)b(s, ) (R(r)) 207 (t, 7) f7 (t, 7]l (r),
donde m(to) = E(z(to) | Fyy) y P(to) = E({2(to) — m(to)(z(to) —m(t0))” | Fi;).f(to, ta) =
E((2(ts) — m(to){2(ta) — m(to))T | Fiy ) son las condiciones iniciales. Las funciones m(t) y
P(t) tienen saltos en los puntos de discontinuidad de la funcién v(¢), y la funcidén f(¢, s)
es continua en t y tiene saltos en s en los mismos puntos de discontinuidad de v(Z).
La solucién al problema de control éptimo definido por (3.13),(3.14) puede ser obtenido

usando la expresién para la matriz de ganancia del filtro éptimo contenida en la ecuacién

(3.17) y la funcién de correlacién cruzada (3.19).

3.2.3. Solucién al Problema de Control

Basado en el principio de dualidad el problema de control obtiene su matriz de ganancia

a partir de las ecuaciones de filtrado. Asi, la ley de control éptima esta dada por

ut(t,s) = R ()T (¢, ) fT (8, s)x(s), (3.20)

y f(t,s) es la solucién de la ecuacién de Riccati
fee) = P+ [ o (s r) = flerater) + QO (320)

f [£(t.7)b(s, ?)(R(r))""" (s,7)f T (s5,7) +
(e, P)(R(r)) T, 1)1 )
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(1/2) £ (L, 7)b(t, r)(R(r))7'B" (5, 1) f (s, 7) =
(1/2)F(s,7)b(s, 7)(R(r))~'6" (£, 1) £ (2, 1)} (),

con la condicién terminal f(7,T) = P(T) = ¥~L
Sustituyehdo la ley de control (3.20) en la ecuacién de estado (3.13), la ecuacidn de estado

para el controlador éptimo esta dada por

z(t) = zx(t) + /t(ag(t, 3) + a(t, s)z(s))ds + (3.22)

to

ft b(t, s)R ()b (¢, s} fT (¢, 8)x(s))dv(s) + ftg(s)dWI(s).

to

Las ecuaciones obtenidas (3.19)-(3.21) son integrales, con integracidén con respecto a una,
medida discontinua generada por una funcién de variacidén acotada v(t), para la cual
las discontinuidades de la funcién v(¢) corresponden a las discontinuidades en el estado
z(t). Por otro lado, los saltos pueden ser encontrados resolviendo el siguiente sistema de
ecuaciones diferenciales, donde z(t—) y f(¢,s—) son valores a la izquierda de z(¢) y de su

correlacién cruzada f(t, s) en sus puntos de discontinuidad { y (¢, ), respectivamente:

E;; = b, ROV O T, v) 3 (), (3.23)

2(0) = z(t-), »e0,Av®),

af (t. v)
dv

= ~[f(t v)b(s, s)(R(s)) 710" (s,8) f (s, 0) + (3.24)
F(s,v)0(t, s)(R(s))~'6" (2, 5) f* (¢, v} —
(1/2)£(t, v)b(t, s)(R(s)) 76" (s, 8)f T (s,v) =
(1/2)f (s, v)b(s, s)(R(s)) 07 (2, 5)fT (¢, )],
FE0) = ft,s=), v €0 Av(s)).
Las expresiones para los saltos estan dadas por

Arit) = b{t, ) RO (t,8) fT (¢, t—)x{t—) Av(t),
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Af(ts) = —[f(t,s=)I + (b(s, s)(R(s)) 0" (5,8) /T (s,8—) + (3.25)
b(t, s)(R(s)) T 07 (¢, ) 7 (t,5—) — (1/2)b(s, s)(R(s)) 7167 (t, 8) x
It s=) = (1/2)b(t, ) (R(s)) 't (s, ) x
fs,5=))Av(s)] 7 b(3, 5)(R(s)) ™07 (s, 8)f T (s,5—) +
I (s, 8= )L + (b(s, s)(R(s)) "6 (s,8) [T (3,5—) +
b(t, s)(R(s)) 0 (¢, 5) fT (¢, ) —
(1/2)b(s, s)(R(s))~'b" (£, ) f* (t,5) —
(1/2)b(t, s)(R(s)) 67 (5, 8) T (s, s—)) Av(s)] ™ x
b(¢, s)(R(s)) 107 (¢, ) FT (¢, 5—) —
(1/2) f(s, 5= I + (b(s, s)(R(s)) b7 (5,8) fT(s,5—) +
b(t, s)(R(s}) 107 (t, 8) 7 (8, 5—) —
(1/2)b(s, ) (R(s)) 76" (2, 8) /7 (¢, s—) —
(1/2)b(2, s)(R(s))7'67 (5, 3) f7 (5, 5-)) Av(s)] ™ x
b(s, s)(R(s)) 107 (t, 5) 7 (¢, 5s—) —
(1/2)f (¢, s=)I + (b(s, s)(R(s)) 0" (5,8) /T (s,5—) +
b(t. s)(R(s)) b7 (¢, 8) fT (¢, 5—) —
YT s) f () -
R(s)) b7 (5,8) fT(5,5—)) Av(s)] !
(5,8)f" (s, 8=)]An(s),

(1/2)b(z, 9)
bt s)(R(s))”

donde I es la matriz identidad de dimensién n x n. Las férmulas para los saltos pueden ser

incorporadas en las ecuaciones (3.19)-(3.21), usando la forma equivalente de las ecuaciones
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con medida;

z(t)

fit, 8)

t

z(to) + | (aolt,s) +

a(t, s)z(s))ds + tb(t, sYR7(s)bT (¢, 5) %

to

fT(t,s-—)a:(s—))dv(s)+/t g{s)dW;(s).

ls{—aT(s,r)fT(t,r) — f(s,r)alt,r) + Q(r)]dr —

Fltr=) = (1/2)b

b(s,7)(R(r))~"7 (s, r)fT(s r—)+
F(s:r =)+ (b(s, 7)(R(r)) 10" (s, 7) fT(5,7=) +

bt r)(R(r)) T (t,7) fF (2,
(L/2)b(s,r)(R(r))~'6" (¢, 7) fT

=) -
(

tr—) —

(1/2)b(t, 7)(R(r))~'6" (s, 7). (s, 7=)) Av(r)] !

b(t.7)(R(r)) 716" (t,r)f
(1/2)f(s,7=)1 + (b(s,r

T(t,r—) -
) (R() 7 (s, m) fT(s,r =) +
b(t. r)(R(r)) =0T (¢, 7) ST (¢, r—

(1/2)b(s,7)(R(r)) 67 (¢, 7
(1/2)b(t, rY(R(r)) 67 (s, 7

[P ——

b(s. r)(R(r) W (t,7) fT (¢, 7—

(L/2f(t,r=)[T + (b(s,

m)(R(r)
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s, r=)) v ()]~

) —
)W (s, 7Y fT (s, 7— 1+
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b(t, r)(R(r))~"6"
(1/2)b(s, r)(R(r) r
(L/2)b(t, 7Y(R(r)) "' (s, 7) f (5,7 =)) Bu(r)] " x
b(t, r)(R(r)) 0" (3, 7) fT (s, 7—)dv(r),

con la condicién terminal f(T,T") = P(T) = ¥~'. Aquf Au(t) es el salto de la funcién de

tr) T (tr-) -

(
)T (e, ) fT () ~

variacién acotada v(t) en su punto de discontinuidad t, y z(t—) y f(¢,3—) son los valores
para el lado izquierdo del estado x{t} y para formar la matriz de ganancia f(f,s) con sus

puntos de discontinuidad ¢ y (¢, s), respectivamente.

3.3. Control Optimo en la Planta Dindmica

3.3.1. Planteamiento del Problema

Puede ser significativamente mas simple trabajar en el caso de las ecuaciones para la
planta dindmica, si la ecuacién de estado (3.13) tiene una parte interna diferencial de la

siguiente forma.:

z(t) = :::(tg)+f(a0(s)+ (3.27)

to

a(s)z(s))ds + tb(t, s)ult, s)du(s) +ftg(s)dW1(s),

to to

v la funcién de costo cuadrdtico J es la misma que en la seccidn 3.2.1. Entonces, el

problema dual de filtrado para el estado no observado, podria ser formulado como sigue:

2(t) = z(to) + f (aj () — aT(s)2(s))ds + / QY% (s)dW,y(s) (3.28)
to to
y el proceso de observaciones discontinuas
t t
y(t)=f(b’f(t,s)x(s))dv(s)+/ RY2(5)dW,(v(s)). (3.29)
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3.3.2. Solucidén

Como fue probado en [22], {25] en el caso de ecuaciones dindmicas (3.28), es posible
obtener un sistema cerrado de ecuaciones de filtrado con respecto a m(f)y a P(t), sin

introducir a f{¢, s). Estas ecuaciones de filtrado toman la forma:

m(t) = mite) + [t(ag(s) — af'(s)m(s))ds + (3.30)

0

/ " P(s)blt, 5)(R(5))~"dy(s) — 72, 5)m(s)dw(s)),

0

P(t) = Pt} + /tt[—aT(s)P(s) — P(s)a(s) + Q(s)]ds — (3.31)

P(s)b(t, 5)(R(s)) 8 (¢, 5) P(s)dln(s),

to
donde m(te) = E(z(to) | Fy) v P(te) = E((2(to) — mito)(2(to) — m(t0))™ | £y} ) son
las condiciones iniciales. Tomando como base el principio de dualidad para las matrices
de ganancia del filtro y el control, es posible obtener la ley de control éptimo, la cual

estd dada por
u*(t, s) = R71(s)bT (¢, s) P(s)x(s), (3.32)
v P(s) es la solucién de la ecuacién de Riccati

P(t) = Pty + ft[—aT(s)P(s) — P(s)a(s) + Q(s)}ds — (3.33)

to

[P(s)b(t, s)(R(s)) 6" (t, ) P(s)]du(s),

to

con la condicién terminal P(7T) = ¥~!. Sustituyendo la ley de control éptima u* en la

ecuacién de estado (18). la ecuacién para el estado éptime z(t) estd dada por:

z(t) = xit)+ /t(ag(s) + a(s)x(s) + (3.34)

to

bit, s)R™1(s)b% (2, 5) P(s)z(s))dv(s) +-ft g(s)dWi(s).

to
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Losg saltos del estado controlado z(t) vy la ecuacién de la matriz de ganancia P(t) con los

puntos de discontinuidad de v(¢) toman la forma més simple:

Az(t) = blt, ) R @) (¢, t)P(t—)a:—(t-—)Av(t), (3.35)
AP(t) = —[P{-)[I + (b(t,t)(R(t) ! x
WU, 6) P(t—)Au()) 7 b(t, ) (R()) 107 (¢, £) P ()] Aw(t),

los cuales pueden ser incorporados a las siguientes ecuaciones con medida

]

z(t) = a:(tg)+/t(ag(s)—f-a(s)x(s))ds-kft b(t, s)R™'(s) x (3 36)

B (1, 5)P(5—)(s—))dv(s) + / o(s)dWi(s).

to

PO) = [ e (6)P(s) = P(s)ale) + Qs — [ [Pl + 3

to

- (bt $)(R(s))IBT (2, 8) P(s=) Av(s)]7'b(t, s)(R(s)) b7 (¢, 5) P(s~)]du(s),

con la condicién terminal P(T) = ¥~1,

3.4. Ejemplo: Movimiento de un Misil con Motores

Jet e Impulsivo

3.4.1. Planteamiento del Problema

Consideremos el problema de control para el movimiento de un misit con dos motores,
impulsivo v jet (continuo), cuya tarea es alcanzar la maxima posible altitud en un cierto

momento en el tiempo 7 > 0 con el minimo consumo de combustible. El movimiento del
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misil es gobernado por las siguientes ecuaciones [32]: :

h(t) = ho+ ]t v(s)ds, (3.38)
_ " Py(s)
m(t) = my+ '\ C.s) ds,

o(t) = fﬂ t PP(S)T;(SQ)(h’U)dw(s)— fo gds+ fo ()W (s),

donde ty = 0, v(t) es la velocidad del misil, v = »(0) = 0; kg = A(0) > 0 es la altura inicial
ajustada correspondiente a la posicién del misil sobre la superficie de la tierra, y A(t) es
la altitud ajustada; m(s) es la masa del misil y del combustible,mg = mg, mg >> 0; P,(t})
es la fuerza de propulsién; C(t,s) < 0 es el factor de diferencia entre la velocidad ideal del
misil en el tiempo ¢ y la velocidad del salida del flujo de combustible en el tiempo s, la
cual es variante con el cambio de altitud y, consecuentemente, con la temperatura, presidn,
aceleracién de la gravedad, etc.; g es la aceleracion de la gravedad, considerada constante;
r(s)dW (s) es el disturbio estocédstico representado por un proceso de Wiener y se presenta,
como el efecto resultante de disturbios independientes y con distribucién desconocida,
afectando la dindmica de la velocidad; y w(s) es una funcién de variacién acotada, la cual
. representa el funcionamiento de dos motores del misil: ¢l motor jet expulsa combustible
gradualmente y el impulsivo hace esto intantineamente en un momento ¢, 0 < ¢; < 7.
Ademds, el funcionamiento de los motores es descrito usando la descomposicién de w(t)
en su componente continuo w°() (jet continuo) y la funcién de Heaviside x{t — ;) con
salto en el momento ¢; (motor impulsivo), i.e., w(t) = w(f) + x{t — t1).

Se supone que no hayv resistencia del aire : Q(h,v) = 0.

Seleccionando la funcién de la masa u(s) = mls) = £ (In (rn(s))] como control, el pro-

m{s)

blema de control es completamente establecido por el estado del sistema z(t) = [h(t), v(¢)],
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gobernado por la ecuacidén

z(t) = xp + /Ot Az{s)ds + /; B(t, s)u(s)dw(s) + [ot Gds + fﬂt R(s)dW(s), (3.39)

donde
[n(s) [0 1 {
33(?:): 1A= 3B(t;3): 3
v(s) 00 C(t,s)
—|° §) = 0 GO 4 n{m
o l*g}’m) [r(s)}’u(s) mie) = ds " O
To = [ho'} 0]?

y la funcién de costo a ser minimizada

=i [V efeo-[ 2]

t
—|—1/ u?(s)dw(s) — min,
2 /g u(-}

0
donde ¥ = [ j| i R*>>hy, y T >0 es un cierto momento en el tiempo.
0 0

3.4.2. Solucion

De acuerdo con (3.32), la ley de control dptimo estd dada por

w(t,s) = [ 0 Clt,s) ]P(S)

Note que la altitud inicial ajustada hy > 0 es determinada por las condiciones »(0) = 0

v 9(0) = 0 (aqui el misil estd equilibrado sobre la superficie de la tierra en el momento
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inicial); sustituyendo la ley de control éptima u*(,s) en la ecuacién de la velocidad,

obtenemos 0 = C(to, to)u*(to, to) — g = C(0,0)u*(0,0) — g. Asi, la altitud inicial ajustada

)
0 .

Tomando en cuenta las ecuaciones (3.36)—(3.37), las ecuaciones para la trayectoria éptima

ho > 0 es determinada por la ecuacién

g =C(0,0) [ 0 C(0,0) ] P(0)

z(t) y la matriz P(t} toman la forma

—fﬂtp(s){g ;]ds—/{)ip(s—)x{“ ?]

0
C(t, s)

+ [0 C(t,s) | Pls-)Au(e)?

[0 ctt,s) | Pls=)au(s),

O @

({t,)
)

con la condicidn terminal P(T) =1, y

w(t):mg-i--/ot{{g ;]:L"(S)+G}ds+‘/0‘g [OC(t )

0
r(s)

p [ 0 C(t,s) ]P(S—)x(s—)dw(s) —1—[; ! } dW (s},
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| h
. e P s 0
con la conaicién inicial z(0) = , ¥ sus saltos en el punto ¢;, donde el motor

impulsivo es activado, son iguales a AP(%;) donde
tof ‘fo
AP(t) = P(t,—){ +
01 Clt, 1)

X [ 0 G, t1) ]J.D(ih—)Aw(fl)}—1

0
* C(tlatl) [ 0 C(tl)tl) ]P(tl_)Aw(tl),
Az(t) = UC(tl,tl) [0 Clty, t1) ]P(tl-)x(tl)Aw(tl).

De esta manera, el algoritmo completo para resolver este problema de control optimo
es descrito a continuacion:
» Resolver la ecuacion para la matriz P(¢) con la condicién terminal P(T) = 1 y el
salto AP(%1) en el punto ¢;;
» Determinar la condicién inicial P(0);

» Calcular la altitud inicial ajustada hg;

v Sustituir u*(¢, s) en las ecuaciones de estado y resolver estas con las condiciones
iniciales A(0) = hy v v(0) = 0, obteniendo la trayectoria optima [h(¢),v(¢)] = z(t),
donde la velocidad v(t) tiene un salto en el punto ;, y la altitud ajustada A(t) es

continua;

= La méxima altitud deseada es determinada como A(T) - hy.
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Capitulo 4

Controlador (jptimo para Sistemas

no Observables de Ito-Volterra

4.1. Controlador Optimo para Sistemas Continuos de

Ito-Volterra

4.1.1. Planteamiento del Problema

Sea ({2, F, P) un espacio de probabilidad con una familia creciente de o-algebras
Fy,t > 0, y sean (Wy(t), Fi,t > 0) y (Wa(t), Fi, t > 0) procesos de Wiener F, adaptados.
Consideremos el proceso aleatorio no observable Fi-medible z{¢} gobernado por la ecuacién

de Tt6-Volterra

o(t) = z(te) + [:(ag(t, 3} + alt, s)z(s) + b(t, shult, 8))ds + /t g9(t, s)dW,(s) (4.1)

y 1a salida {proceso de observacién)
: t
V) = [Lalts)+ A lads + [ BeodE) o (42)
0 0
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Aqui, () € R" es el vector de estado no observable, u(f,s) € RP es la variable de
control, y(t) € R™ es el proceso de observacidn, y los procesos de Wiener independientes
Wit} v Wa(t) representan disturbios aleatorios en la ecuacién de estado y en la ecuacién
de observaciones, los cuales son independientes del vector inicial Gaussiano z(fg). Sean
A(t, s) matrices no cero y sea B(t,s)B7 (¢, s) una matriz definida positiva. El criterio de

costo cuadratico a ser minimizado J es definido como sigue:

J = E[% [2(T) — 20T & [(T) — ) (4.3)
+% /: ul (¢, s)K(s)u(t, s)ds + % f: 2T (s)L(s)z(s)ds],

donde z es un vector dado, ®, K, L son matrices simétricas, K es positiva, y ® v L son.
matrices no negativas, T > ty es un cierto momento en el tiempo, E|f(z)] representa ei
valor esperado o esperanza matemadtica de una funcién f de una variable aleatoria x, v
a’ denota el transpuesto del vector (matriz) a. |

El problema de control éptimo consiste en encontrar el control éptimo v (¢}, t € [tq. 71,
el cual minimice el criterio J a lo largo de la trayectoria x*(t), ¢ € [to, T}, generada al

sustituir »*(t) en la ecuacion de estado {4.1).

4.1.2. Principio de Separacidén en Sistemas Integrales

Asicomo el principio de separacién es valido en sisternas lineales estocédsticos gobernados
por ecuaciones diferenciales, también es vilido en sistemas integrales lineales estocéticos,
gobernados por ecuaciones de [t6-Volterra. Reemplazando el estado del sistema no observable

z(¢) por su estimado éptimo m(¢) dado por la ecuacién (ver [26], [27])
m(t) = mty) + ft(ag(t, s) + alt, s)m(s) + b{t, s)u(t, s))ds + (4.4)
0 :
/Dt f(t.3)AT (@, $)(B(t, s)BT (¢, 8)) " Mdy(s) — (Ao(t, s) + A(t, sym(s))ds|,
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con la condicién inicial m(te) = E{z{te) | %), donde la ecuacién para f(t,s) toma la

forma (ver [26], [27] )

F6,9) = fltot)+ [ Tals, )76 ) + 1G5, 71a7 1) + (45)
(1/2)(0(t, )97(5,7) + 9o, g (8, )] —
[ )47 (6,7 Blo )BT, ) (s, ) +
Fls, VAT (1, ) (B(& IV BE (2, 1)) At ) /7 (1) —
(1/2) (2,7 AT(t, 7Bt ) BT (s, 7)) Als,r) {7 (s,7)
(1/2)1(s, VAT (5,7) (Bls, ) BT (1, 7)) 7 (2, 1) 7 (5, ),

con la condicién inicial f{to,t0) = E({x{te) ~m{to}(z(te) — m(%))T | FY). Note que, dada
5(t) = f(t,t), la ecuacion para la varianza S(t) resulta directamente de {4.5):

t

S(t) = Sto) + [ [alt, s)f" (¢, 8) + f(t,8)a” (¢, 8)+

g(t, s)g” (¢, 8)]ds — /0 t f(t,s)A" (¢, 5)(B(t, s) BT (1, 5)) " A(L, 8) fT (2, s)ds,

donde S(ts) = f{to,t0). De este modo, el problema de control éptimo para el estado del
sisterna. (4.1} ¥ la funcién de costo o criterio (4.3) son equivalentes al problema de control

para el estimado éptimo (4.4) y la funcién de costo cuadritico J, representada como:

J = E{%[m(T) —.zg]T(I)[m(T)r—ZU] (4.6)
L (" K ds + & " L d
s / W) K(ult,)ds + 5 | (L()m()ds
1 T
+5 | oIS Leds + ris@a),

- donde tr[A) denota la traza de la matriz A. ®, K, L son matrices simétricas, K es una

matriz positiva definida v ® y L son matrices no negativas. Dado que la iltima parte de J
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es independiente del control u(t) y z(t), la funcién reducida de costo M a ser minimizada

toma la forma

M = B () - 2 @ m(T) ~ ) (@7

T T
1
+%f u’ (¢, s)K(s)u(t,s)ds+§f m? (s)L{s)m(s)ds}.
4] to .
Tomando en cuenta el principic de separacion, podemos concluir que para los sistemas
integrales de [t6-Volterra, la solucién para el problema de control planteado por (4.1)-
(4.3) puede ser encontrada resolviendo el problema de control éptimo dado por (4.4),(4.7).

Ahora, el valor minimo del criterio J debe de ser determinado usando (4.6).

4.1.3. Solucion del Problema de Control ()ptimo

Tomando en cuenta los resultados obtenidos en el capitulo previo, en el caso del estado
observable del sistema, los siguientes resultados son validos para el problema de control
dado por (4.4),(4.7), donde el estimado m(f) del estado del sistema es completamente
disponible‘ y observable.

La ley de control éptima estd dada por
u*(t, s) = K7 ()67 (¢, 8)q” (¢, s)m(s), (4.8)
donde ¢(2, s) es la solucién de la ecuacién integral de Riccati

q(t,s) = g{te.10) + fs[waT(s,r)qT(t,r) —q(s,r)alt.r) + L{r)]dr — (4.9)

to

[s[Q(ta T)b(s, T) (K(T))_le(S, T)Q’T(S, T) +

4]

gl bt ) (B () T (8, 7) (8 7)

(1/2)q(t, r)b(z, 7)(K (r))~'6" (s,7)q" (5,7) =
(1:2g(s, 7)b(s, P K (r)) T (¢, 7)g" (¢, 7)]dr.
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con la condicidn terminal ¢(T,T) = @. :

Sustituyendo la ley de control dptima (4.8) en la ecuacidn (4.4) para el estado reconstruido

m(t), obtenemos el siguiente estimado del estado dptimamente controlado
i

m(t) = m(t0)+/ A, sym(s)ds + | b(t, ) K1 (s)b7 (8, s)q(t, s)m{s)ds (4.10)

/ F(t, 8)AT(t, 8)(B(t, ) B, ) [du(s) — (Ao(t, 5) + A, s)m(s))ds].

Asi, la ecuacién del estado dptimamente controlado {4.10), 1a ecuacidon de la matriz de
ganancia (4.9), la ley de control éptima (4.8), y la funcién de correlacién cruzada (4.5),
conforman la solucién completa del problema del controlador para estados no observables

de sistemas integrales continuos gobernados por ecuaciones de 1to-Volterra.

4.2. Controlador Optimo en Sistemas no Observables

y Discontinuos de It6-Volterra

4.2.1. Planteamiento del Problema

Consideremos el praceso aleatorio Fi-medible z(#) gobernado por 1a ecuacién de 1t6-
Volterra

z(t} = =z(fy) +/t(ao(t, s} + a(t, s)z(s))ds + (4.11)

to

b(t, syult, s)du(s) + f o{t, $)dW, (s)

toy to

¢

y el proceso de salida {observaciones) estd dado por:
t
v = [ (ot 9) + A )a(s)du(s) +
0 .
t
f B2, $)dW,(w(s)), (4.12)
0
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Donde tanto la ecuacién de estado como la de las observaciones S;()n integrales del tipo
Volterra con integracion por medida discontinua. Las medidas discontinuas en las ecuaciones
de estado y de observacién son generadas por funciones de variacion acotada v(f) y w(¢),
las cuales pueden coincidir en sus puntos de discontinuidad (saltos). Aqui, la funcién
de observacién y(t) puede ser discontinua debido a la discontinuidad de la integral con
medida discontinua dw(t) en la ecuacién (4.12). Esta ecuacién de observaciones contempla
dos tipos de observaciones: continuas, correspondientes a la parte continua de la funcién
de variacion acotada w(t), y discretas, correspondientes a su funcién de saltos.

La funcién de costo cuadritica a minimizar J es definida en la siguiente forma.:

7 = B [6(T) — 2" @ [e(T) ~ )+ (4.13)
LT K d
5/::0 v (¢, 8)K (s)ult, s)dv(s) +
T
%/;0 2T (s)L(s)x(5)ds],

donde zp es un vector dado, ®, K, L son matrices simétricas, K es una matriz positiva,
v &, y L son no-negativas, T > tp es un cierto momento en el tiempo. El problema de
control para el estado del sistema no cbservable z(t) consiste en encontrar el control uw* (1),
t € [to, T1, que minimice el criterio J a lo largo de la trayectoria z* (), t € [tg, T], generada
al sustituir »*(¢) en la ecuacién de estado (4.11). La trayectoria del estado z(t) podria
ser discontinua, por las discontinuidades en la integral donde se éncuentra la funcidn v{z)
en el lado derecho de (4.11). Este modelo de sistema considera dos tipos de movimiento
(trayectorias), es decir. cambios en el sistema de posicién (saltos), y movimientos graduales
continuos. El modelado de estados de sistemas de Itd-Volterra a lo largo de observaciones
discontinuas del tipo de Volterra en los cuales se consideran sistemas lineales continuos,

discretos y con retardos en la forma dada por (4.11),(4.12), fue hecho en [22], [25].
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4.2.2. Principio de Separacion en Sistemas Integrales Discon-
tinuos

El principio de separacién para sistemas discontinuos con observaciones discontinuas

es basado en el caso continuo. Se efectuardn las siguientes acciones {planteadas en [67])

» Suponiendo que las funciones v(t) ¥ w(¢) en las ecuaciones de estado y de observacién
(4.11) y (4.12) sean absolutamente continuas, se aplicaria el principio de separacién
obtenido en la subseccidn 4.1.2, en el cual el problema de control dptimo es maodifica.’
por la ecuacién de estado (4.4), el criterio (4.7), la funcién de correlacién cruzads.

(4.5), ¥ el valor del criterio 6ptimo (4.6);

« En las ecuaciones obtenidas de este modo, suponemos que las funciones v(t) y
w(t) son de variacién acotada, para las cuales sus derivadas 0(t) y w(¢t) pueden -
ser funciones generalizadas de singularidad de orden cero (por ejemplo, 5-funciénj,

generando integracién con medidas discontinuas dv(t) y dw(t).

Como un resultado de la realizacién de dichas acciones, el estado no observable z(t) del

sistema (4.11) es reemplazado por su estimado 6ptimo m(t), dado por la ecuacién
t
mle) = i)+ [ (at) + ol sm(s))ds +
0
4
f b(t, s)u(t, s))du(s) + (4.14)
0

[ 19470518 )5
{dy(s) — (Ao(t, ) + A2, $)m(s) ()],

con la condicién inicial m{t) = E(z(fo) | F, ), donde la funcién de correlacién cruzada

f(t, 5) satisface la ecuacién de Riccati:
flt.s) = / [a(S,?")fT(i,?‘) + f(s,r)aT(t. r)+ ' (4.13)
0.
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(1/2)(9(t,1)g" (5, 7) + g5, 7)™ (1, )l =

[ 1647 B, B (5, Al ) () +
(s,7) AT (8, 7)(B(t,7) BT (&, 7)) LA, r) fT (¢, 7) —
(L/2)(F(t,r)AT (&, ) (B, B (5,7)) A, )7 (5,7) —
£(5,7)AT (s, 1)(B(s, )BT (t,r)) L Alt,r) 78, 7)) ).

con la condicién inicial f(%,t) = E((z(to) — m(to)(z(to) — m(to))” | Fj}). Por otro lado,
el problema de control para el sistema (4.11) y la funcidn de costo cuadratico (4.13) son
equivalentes al problema de control para el estimado éptimo (4.14) y la funcién de costo

J, representada como:

to

J = E{l[m(T)—zO]Té[m(T)—zg]-l-%/ u'(t, s) K (s)ult, s)dv(s) (4.16)
f mT (s)L(s)m(s)ds + ft r[S(s)L(s))ds + tr[S(T) 3]},

la cual puede ser reducida a la funcién de costo M
1
M = BE{;[m(T)- 2)" @ [m{T) — z) (4.17)

+:21- /T ul (8, s) K (s)ul(t, 8)dv(s)

tg
T

1
+z mT(s)L{s)m/(s)ds}.
2 Jy,
Asi, la solucién al problema de control 6ptimo especificado en (4.11),(4.13) puede ser
encontrada resolviendo el problema de control éptimo dado por (4.14),(4.17) y usando

(4.16) para el minimo valor del criterio J.
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4.2.3. Solucién al Problema de Control para Sistemas Discon-

tinuos

En base a la solucién al problema de control dptimo obtenido en el capitulo prévio, en el
caso de un estado del sistema observable discontinuo, los siguientes resultados son validos
para el problema de control (4.14), (4.17), donde el estado del sistema (el estimado éptimo

m(t)) es completamente disponible y observable. La ley de control 6ptimo estd dada por
u(t,s) = K7Ys)bT(t,5)q" (¢, 8)m(s), (4.18)
donde ¢(t, s) es la solucién de la ecuacién integral de Riccati

q(t,s) = q(to,%0) +
/ [—a (s,7)q" (t,7) — q(s, T)alt, r) + L(r)]dr

— [ ot bt ) ) (5,7) +
als, P )b{t 7Y (K (7)) 57 (1,7 (5, 7) —
(1/2)q(t, 1)blt, 7) (K (1)) (5,7)% (5,7) —
(1/2)q(5, 7)0(s, P ()07 (3, 1) (1, 7)),
con la condicién terminal ¢(T, T) = .
Sustituyendo la lex de control 6ptimo (4.18) en la ecuacién (4.14) para el estado

reconstruido m(t), se obtiene la siguiente ecuacién para el estimado éptimamente controlado
[4
m(t) = mit) + f {ag(t, ) + a(t, sym(s))ds +
to

/t bit, sYK ~H(s)8" (¢, )" (¢, s)m(s)dv(s) +

to

[ e 9T B 970 )
(dy(s) — (Ag(t, s) + A(t, s)m(s))dw(s)), (4.19)
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con la condicién inicial m(to) = E(z{te) | FY). Las ecuaciones obtenidas (4.19},(4.19),
asi como la ecuacién (4.15) para Ia funcién de correlacién cruzada f(2, ), son ecuaciones
integrales con integracién por medidas discontinuas generadas por funciones de variacion
acotada v(¢) y w{t), las cuales no nos indican la forma de encontrar los saltos de las
variables del controlador (el estimado m(t), su funcién de correlacién cruzada f(t,s), y
la matriz de ganancia g(¢, s)). Los puntos de discontinuidad de las funciones v(t) y w(t),
corresponden a discontinuidades en el estado del sistema z(¢) y el proceso de observacion
y(¢). El método directo para encontrar los saltos fue dado por el Teorema 3 en [26], [27] por
medio del cual se establece que los saltos pueden ser encontrados resolviendo el siguiente
sistema de ecuaciones diferenciales, donde z(t—) y f(¢,s—) son valores a la izquierda
del estado del sistema z(t) y su funcién de correlacién cruzada f(¢,s) y sus puntos de

discontinuidad t y (2. s) respectivamente:
== b, ORI (5 6 (4 v)2(v), (4.20)
z(0) = z(t=), v € [0,Au(t)],
= —[f{t,v)b(s, s)(R(s}) b (s,5)f" (s, ) +
(s, 0)b(t, s)(R(s)) 16T (¢, 5) f* (¢, 0) -
(1/2) £ (2, v)b(t, 5)(R(s)) b7 (s, 8)f7 (s,0) =
(1/2) £ (s, 0)b(s, 8)(R(s))7'67 (£, 8) 7 (¢, v)),
f£.0) = f(t,s—), ve€l0,Av(s)).

4.2.4. Ecuaciones de los Saltos

Resolviendo el sistema anterior, las expresiones para los saltos estdn dadas por:
Ar(t) = b{t, ORI (BT (¢, ) f(t. t—)z{t—) Nu(¢). (4.21)
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Am(t)

Af(t,9)

1l

FOANI + AT (¢, 0)(B(¢, )BT (¢, 1)) 1 A(t, 1) X

FE T Aw(e)] AT (B, BT (1,1) 77 %

[Ay(2) — (Ao(t,t) + At t)m(t—)) Dw(t)] +

b(t, YK ~HE)O (¢, )1 + AT (4, )(B(t,6) BT (1, £)) " A(t, t) %
FHE =) Aw()] g (s, ) m{E ) Av(d),

~[f(t, s + (A7 (5, 8)(B(s,7) BT (5,7)) ™" x

Als,8) T (s,87) + AT (¢, s) (B, )BT (t,r)) T AL, 5 -
£t 57) = (1/2)(AT (s, 8)(B(s, 7) BT (1, 7)) T A, 5) <
Ft,s7) — AT, $)(B(t, )BT (5,7)) T Als, 8)] (s,57)) x
Aw(s))]| " AT (s, 8)(B(s,7) B (s,1)) " A(s, 5) /T (s, 57} +
fs,s7)I + (AT (s,8)(B(s,7) B (s,7)) ' A(s, 8) x
Fi(s,57) + AT(t, 5)(B(t,7) BT (t,r)) A, 9) [T (¢, 57) —
(1/2)(A* (s, 8)(B(s, )BT (t, 7))  Alt, ) (1, 57) —
AT(t,s)(B(t,r)B (s,7)) T Als, )7 (5,57 ) Aw(s))] 7" %
AT(, 8)(B(t, )BT (t,r)) At 8) fT(4,57) —
(1/2)f(s, s + (A" (s, $)(B(s,7) BT (s,7)) " A(s, 5) x
7 (s, 87) + AT(E, s)(B(t, )BT (5,7)) T AL, 9) (2, 87) —
(1/2)(AT (s, 8)(B(s, )BT (t,r)) " Alt, s)f T (t,57) -

AT(t, s}(B(t, )BT (s,7)) " Als,8) f (5, 57) )Aw(S))l’
AT(s,5)(B(s,7)BT(t,r) " Alt, ) [T (8, 5-) -

(L/2)f (2, s=)I + (AT (s, 8)(B(s,7) B (5,7)) 7" A(s, 5) %
fs,s=) + AT (L) (Bt )BT (6, 1) A ) fT (2 s—)
(1/2)(AT (5, s)(B(s, )BT (t, 7)) AL, 8) T (t,5-) -
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AT (t, 5)(B(t,m) BT (s5,7)) "1 A(s, 8) fT (s, 5—)) Aw(s))] " x
AT (¢, 5)(B(t, r)BT (s,7)) 1 A(s, s) f7 (s, s—)|Aw(s),

donde 7 es la matriz identidad n x n-dimensional, y

Aqlt,sy = —[g(t,5=)I + (bs, $)(K ()67 (s, 5) x
q"(s,5=) + bi(t, s) (K () 7 (t, 8)q7 (t, ) —
(1/2)b(s, 5)(K (5)) 77 (2, 5)q7 (¢, 5—) ~
(1/2)b(t, 5) (K (s)) 767 (5, 5)a(s, s—)) Av(s)]™* x
b(s, s)(K (5)) ™6 (5, 8)q7 (s, 5—) +
als, s=)I + (b(s, 5)(K(5)) 67 (5, 5)¢7 (5, 5—) +
b(t, )(K (s)) 7187 (t, )¢ (t, s—) —
(1/2)b(s, s)(K ()27 (2, 8)q (¢, 5—) —
(1/2)b(2, s)(K ()) 17 (s, 8)g" (s, s~)) Av(s)]
blt, ) (K (5)) 67 (¢, 8)g (1, 5—) ~
(1/2)q(s, s=)[I + (b(s, s)(K ()87 (5, 5)g (5, 5—) +
b(t, s)(E (5))'b" (¢, 8)q" (¢, 5—) —
(1/2)b(s, s)(K ()7 (¢, )d7 (¢, ) —
(1/2)b(t, 5)(K ()78 (3, 5)g (s, 5=)) Aw(s)] ! x
bs, s)(K () W7 (£, 8)q" (2, 5—) —
(1/2)g(t, =) + (b(s, s) (K (5)) ™' (s, 5)g7 (5, 5-) +
bit- $)(K ()7 (¢, 8)g (b, 5-) —
(1/2)b(s, s)(K (5)) "7 (¢, 5)a7 (¢, 5—) —
L/20b(t, YK (5)) 767 (5, 5)a" (s, 5=)) Av(s)]
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b(t, s)(EK(s))‘le(s, s)g* (s, s—)]Av(s).

Siguiendo [25], las expresiones para los saltos pueden ser incorporadas en las ecuaciones del

filtrado y el controlador (4.19), (4.21), (4.15) usando la forma equivalente de ecuaciones

integrales con integracién en medida discontinua
' t t
m(t) = my +f (ag(t, s) +a(t, s)m ds+/ b(t, s)ult, s)ds (4.22)

[ b, 5K ()b (8, 5T + AT (1, 8)(B(t, 5) BT (¢, 5)) L A(t, )
xf( t s=)Aw(s)} " g(t, s—)m(s~)dv(s)

f(t s—) {1+ A"(t,s)(B(t,s) BT(t,s))~ TA(t, s) f (2, s-) Aw(s }‘
xdﬁl;(t, sHB, s)BY(t,5)) dy(s) — A2, stm(s—)dw(s)],

con la condicién inicial m(ty) = E(z(to) | FY),

Fts) = flto.te) + ft a5, )F () + £(5,r)at (1) + (4.23)
(112906, 7)g" (5, 7) + o(s, )7 6, 1)) e —
[ U=+ (4705,5) (B, )87, ) 5, 5,9 4
AT ()BT BT 1) VA ) () —
(L/2) 47 (5, 7)(B(s, P} BT(t, 1)) Alt, ) £ ¢, 7~ —
(1/2)A7(t,7)(B(t, )BT (s,7)) " A(s, ) £ (5, =) Aus(r)] - x
AT (5. 7)(B(s.r) B (5,7)) " A(s,r) fT (5,7 +
F(s.r =M1 + (A7 (5, ) (B(s, 7) BT (5, )" A(s, 1) f (5,7 +
AN ) (Bt ) B (7)) A, ) f (2 r~) —
(1/2) 47 (s,7) (B(s, )BT (2, 1)) Alt, ) £ (1, r~) -
(12047, 1) (B, )BT (5,7) A(s, ) £ (5, 7—)) ()]
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AT ) (B )BT (8, ) Al ) T (87 —) —

(1/2)f(s, 70T + (A% (s, 7)(B(s,7) BT (5,7)) " Als, 7) f(5,7—) +
AL(t,7)(B(t,r)BT(t,r)) Al r) f(t,r—) —

(1/2)A%(s,7)(B(s, )BT (t,7)) " Alt,7) f (t,7—) —

(L/2) AT (t,2)(B(t, 7} BT (s, 7)) T A(s, 7) (s, 7 =) Aw(r)] ! x

At (s,7)(B(s,m) BT (t,1)) At 1) [T (8 r-) -

(1/2)f(t, =) + (AT (s, 7)(B(s,7)B"(s,7)) " Als, r) f(s,7—) +
AT (t,r)(B(t,r) BT (t,)) T Al ) f (8, 7=) ~

(1/2)A"(s,7)(B(s. 1) B (¢, 7)) A 1) f (8, 7—) —

(L/2)AT (¢, 7)(B(t, )BT (5,7)) T Als, 7) f (s, 7= N Aw(r)) ™" x
AT(t, r)(B(t,r) BT (s,7)) L A(s,7) fT (5, 7= du(7),

con la condicidn inicial f(tg, %) = E((z(to) — m{te)(z(to) — m(t))” | FY), la funcién

f{t, 8) es continua en ¢, ¥
q(t,s) = q(tg.tg)+/s[—-aT(s,'r)qT(t, r) —q(s,r)a(t,r) + L(r)]dr - (4.24)

e )+ o)) ) +
b{t, P ()5 (1, )™ (8, 7—) —
(1/2)b(5, 7Y (K (7)) (1, ) (5, 7—) —
(1/2)6(t, P (r)) 57 (5, 7)a(s, 7)) A(r)] ™ x
b, ) (K ()87 (5, 1) (5,7 ) +

(5. 7T + ({5, 1) (K ()7 (5, 7)q" (57 +
bt YK ()8 (6, 7)a” (1, 7—) —
(1/210(e, I ()07 8, P (6 7—)
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(1/2)b(t, r) (K (r)) 67 (s,7)g" (5,7=)) Aw(r)] ™"

b(t, 7) (K (r) 7" (t,m)g" (87—

(1/2)q(s, 7= + (b8, YK (1) 76 (5,7)g" (5,7=) +

(1/2)b(s, ) (K (r)) 07 (¢, )" (8,7 =) —
(1/2)b(t, 7Y (K (7)) 710" (5,7)g" (5,7 =) Av(r)] " x
b(s, ) (K (r) 710" (t,7)g" (t,7—) —

(
)~
)
bt, T)(K(r)) b7 (t,m)g" (8, r—) -
(
(

(1/2)q(t,r=)[I + (b(s,r) (K (r))~ 2T (s, 7)g" (8,7 -) +

b(t, 7) (K (r)) 0" (¢, r)g" (8, r—) ~
(1/2)b(s, ) (K ()07 (&, )" (t,7—) —
(1/2)b(t, 7) (K (r)) 167 (s, 7)q" (s,7=)) Av(r)] !
b(t,r) (K (r)) """ (s,m)a" (5,7 =) Av(r)
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con la condicién terminal ¢(T,T) = @, la funcién g¢(, s) es continua en f. Aqui Aw(t),
Av(t), y Ay(t) son los saltos de las funciones de variacién acotada w(t), v(t), y el proceso
de observaciones y(¢) en el punto ¢, respectivamente, y m(t—), f(¢t,s-), v q{f,s—) son
los valores del controlador discontinuo y los pardametros de filtrado (el estimado m(t), su
funcién de correlacion cruzada f(t, s), y la matriz de ganancia q{z, s)) en los puntos ¢ v
(t, 5) por la izquierda. La ecuacién del estado controlado éptimamente (4.22), la ecuacién
de la matriz de ganancia (4.24), la ecuacién de correlacién cruzada (4.23), y la ley de
control éptima (4.18) dan la solucién completa al problema del controlador éptimo para
estados de sistemas integrales no observables, discontinuos, gobernados por ecuaciones de
It6-Volterra, incluyendo expresiones analiticas para los saltos de las variables del filtro

v del controlador en los puntos de discontinuidad del estado real del sistema z{t) v el



proceso de observacion y(¢).

4.3. Controlador C)ptimo para la Planta Dindamica

4.3.1. Planteamient6 del Problema

Como ya se vio en la seccién anterior, puede ser significativamente mas simple trabajar
en el caso de las ecuaciones para la planta dindmica si la ecuacién de estado (4.11) tiene
una parte diferencial interna de la siguiente forma:

z(t) = :z:(tg)—l—/;(ao(s)+a(s)x(s))ds (4.25)

Q

—I—/ b(t, s)u(t, s))dv(s) +

to

[ ot sramis),

tp
v el proceso de observaciones y(t) (4.12) y la funcién de costo cuadrético J (4.13) son los
mismos. Como fue probado en [22], [25], en el caso de la ecuacién de la planta dindmica
(4.25) es posible obtener un sistema cerrado de ecuaciones de filtrado con respecto solo
a dos variables, el estimado ¢ptimo m(¢) y su varianza S(¢}, sin introducir la funcién de

correlacién cruzada f(i.s). Estas ecuaciones de filtrado toman la forma [22], [25]:

m(t) = @d+f((HmUm@Mw- (4.26)

/bts (t, 8))du(s) fS (s)AT(t,s) x

B(t,s)B™(t,5)) " [dy(s)
(Ag(t, s) + A(t, s)m(s))dw(s)],
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con la condicién inicial m(ts) = E(z(ta) | Fy} ), donde la funcién para la varianza S(t)

satisface la ecuacién de Riccati (usando como S(t) = f(¢,t})

S(t) = St + (4.27)
[a(s)S(s) + S(s)aT (s) + g(t, s)g” (¢, 5)|ds —

tt[S(S)AT(t»8)(B(t,S)BT(t,s))‘l .
A(t,5)S(s)}du(s),

con la condicién imicial S(to) = f(ts,0) = E((z(te) — m(to)(z(te) — m(ta))” | FY).
Ademads, el problema de control dptimo para el estado del sistema (4.25) y funcién de
costo (4.13) es equivalente al problema de control dptimo para el estado Sptimo (4.26) y
la funcidén de costo {4.16), la cual puede ser reducida a la funcién de costo efectiva (4.17).
Asi, la solucién para el problema de control dptimo especificado por (4.25), (4.13) puede
ser encontrado resolviendo el problema de control 6ptimo dado por (4.26),(4.17) y usando
(4.16) para el valor minimo del criterio.

La ley de control 6ptimo se obtiene tomando como base los resultados obtenidos en el
capitulo previo para el problema de control éptimo en sistemas de [td-Volterra con parte

interna dinamica.

4.3.2. Solucidon

La ley de contfol optima es dada por
w(t,s) = K 's)b'(L, s)P(s)m(s), (4.28)
donde P(t) es la solucién de la ecﬁacic’)n integral de Riccati
P(t) = Plto)+ (4.29)
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[—aT(5)P(s) — P(s)a(s) + L(s)]ds

to

/ "IP($)bt, 5) (K ()87 (1, 5) P($)]do(s),

0
con la condicién terminal P(T) = ¢(7,T) = .

Sustituyendo el control éptimo (4.27) en la ecuacién (4.26) para el sistema reconstruido
m(t), es obtenida la siguiente ecuacidn para el estimado éptimamente controlado (siguiendo
la ecuacién (4.22) y usando S(t) = f(t, 1) y P(t) = q(t,t) )

. .
m{t) = my +/ (ag(s) + a(s)m(s))ds + (4.30)

to

ftb(t, s)u(t, s)ds +

t b(t, s) K~ (s)bT (t, 8) P(s)m(s)dv(s)

to

+ f S(s)AT(t, 8)(B(t,5)B" (t,5)) " [dy(s)—

A(t,os)m(s—)dw(s)]
con la condicién inicial m(ty) = E(z(t) 7| FY).

Asl, en el caso de un sistema de It6-Volterra con planta dindmica interna, la solucidn al
problema del controlador es dada completamente por la ecuacién del controlader dptimo
(4.30), la ecuacién de la varianza (4.27), la ecuacién que constituye la matriz de ganaucia
(4.29), y la ley de control éptimo {4.28). Obviamente, el caso de ecuaciones de estado y
de observaciones continuas en un sistema de It6-Volterra con planta dindmica interna es

resuelto asumiendo v(t} =t y w(t) = ¢ en (4.25)-(4.30).
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4.3.3. Saltos para la Planta Dinamica

Las ecuaciones de los saltos para controlador optimo toman la forma siguiente:

Am(t) = S({E=)[ + AT(t, )(B(t, )BT (1, ) A(t, t) x (4.31)

S(t—)Aw(t)] P AT (¢, £)(B(t, ) BT (¢, ) ! x
 [Ay(E) ~ (Aolt 1) + A(s, mt-)) Aw()] +

b(t, O K1 (2)0T (¢, t)[I + AT(t,0)(B(t, )BT (t,£)) ! x
AL, 8)S(t=)YAw(t)] 7 P(t—)m(t~)Av(t),
AS(t) = —[S(t-)[I + (AT (£, )(B(t, )BT (t,1)) "
Al )8t~ Aw(t)] AT (L, 8) x
(B(t, )B” (¢, 1)) Alt, 1) S (=) Aw(2),
AP(t) = =[P(t=)[1 + (b(t, )(K(£)) b7 (8, ) P(2-)) %
Au() 710, (K ()7 (¢, ) P(t—)]Av(s).

Notemos finalmente que los resultados de la asignacion del controlador éptimo para un
sistema con planta dinamica interna se pueden aplicar a la solucién del problema del
controlador éptimo del lanzamiento de un misil con motores continuos y jet impulsivos y
velocidad no observable, logrando la méaxima posible altitud con el minimo consumo de
combustible (ver [32] para su planteamiento inicial continuo), como ha sido hecho en el
capitulo previo por el correspondiente problema del regulador éptime. Esta aplicacién se

presenta en la siguiente seccién.
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4.4.. Movimiento de un Misil con Motores Jet e Im-

b

pulsivo y Velocidad no Observable

4.4.1. Planteamiento del Problema

Consideremos el problema de control éptimo para €l movimiento de un misil con dos
motores, impulsivo y jet (continuo), cuya tarea es alcanzar la maxima altitud posible
en un cierto momento en el tiempo T > 0 con el minimo consumo de combustible. El

movimiento del misil es gobernado por las ecuaciones de estado siguientes ({32])

hit) = ho + /0 v(s)ds, m(t) = mg + /0 éo{iis))ds,

v(t):/;Pp(s)_Q(h’v)dw(s)~£t9d3+/0tr(3)dW1(s),

m(s)

donde ¢y = 0, v(t) es la velocidad del misil, vy = v(0) = 0; la informacién de la velocidad

del misil, es reunida usando la ecuacién de medida de la velocidad (observacién)

y(t) = /0 H{t, s)o(s)dw(s) + [; F(t, s)dWa(w(s)).

Aqui, hg = h(0) > 0 es la altitud inicial ajustada correspondiente a la posicién del
misil sobre la superficie de la tierra, y h(f) es la aliitud ajustada; m(s) es la masa del
misil, mqy = m(0), mg >> 0; By(t) es la fuerza de propulsién; C(t,s) < O es el factor de
diferencia- entre la velocidad real del misil al tiempo ¢ y el flujo de salida al tiempo s,
el cual es variante con el cambio de altitud y consecuentemente, con la temperatura, la
presidn, la aceleracién de la gravedad etc.; g es la aceleracién de la gravedad, la cual es
considerada constante; r(¢, s)dW(s) es una familia de disturbios estocédsticos simulados
usando un proceso estandar de Wiener W(s) ¥ se presenta como el efecto resultante

de disturbios independientes v con distribucién desconocida, afectando la dindmica de la
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velocidad en el tiempo ¢; w(s) es una funcién de variacién acotada, la cual representa el
funcionamiento de los motores del misil, impulsivo y jet (continuo): el motor jet expulsa
combustible gradualmente y el impﬁlsivo lo hace en un cierto momento instantineo ¢,
0 < #; < T. El funcionamiento de los motores es descrito usando la descomposicién de
w(t} en su componente continuo w*(t) (jet continuo}, y la funcién de Heaviside x(t — 1)
con salto en el momento ¢; (motor impulsivo), i.e., w(t) = we(t) + x{t — ;).

Dada la inexactitud del artefacto de medicidn y por razones naturales (tales como el
efecto Doppler), la medicién de la velocidad proporciona informacién en los valores de
velocidad, no solo en el tiempo transcurrido ¢, sino como una suma, de valores en algunos
instantes previos de tiempo, presentando un caso cldsico de fusién de datos. Este efecto
es modelado por el término fof‘ H(i, s}v(s)dw(s) en la ecuacién de observacién, donde,
como el iltimo término fé F(t, s)dWa(w(s)) toma en cuenta la influencia de una familia
de disturbios estocdsticos F(t, s)dWa(w(s)), se afecta las mediciones de las velocidades
v(8),0 < 3 < f en el momento de observacidén t. Los disturbios de las observaciones
son simulados también usando un proceso estdndar de Wiener W;(s), suponiendo que son
independientes e idénticamente distribuidos. El término de medida discontinua dw(f) en la
integracion contenida en la ecuacién de observaciones permite incorporar correctamente
el salto en el estado del sistema (velocidad del misil) en el modelo de observaciones,
asi como también tomar en cuenta que el componente de observacidn discreta es afectado
por disturbios independientemente de las observaciones continuas.

Se supone que la fuerza de resistencia de la atmésfera es ausente: @(h,v) = 0.

Seleccionando la funcién del flujo de salida de masa u(s) = % = £ [In{m(s))] como
control, el problema de control éptimo es completamente establecido por el estado del

sistema z(t) = [h(2), v(¢)], gobernado por la ecuacién
¢ t t t
() = xo +/ Axis)ds +f B(t, s)u(s)dw(s) +[ Gds +/ Dr(t,s)dWi(s). (4.32)
0 0 0 0
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donde

m(t)—[h(s)l,k{“1],8&,5):[0 ]
v(s) 0 0 C(t, s)

0 - 0 uis =@=~d—nms
{1}16"_{_9}: () m(s) ds[l ( ())])

zo = [ho, 0}, v la funcién de costo a ser minimizada

=[] o2

1 T
+1 / w(s)u(s)dw(s) — min,
2 Jy uf")

D

It

donde

Y= } ; h*>> hy, y T >0 es un cierto momento en el tiempao.
00

La ecuacién de observacidn toma la forma

| y(t)=f0t [ 0 H(t,s)] [h(s) ] dw(s)-%—/ﬂtF(t, 5)dW,(s).

u(s)
4.4.2. Soluciéon

Se puede observar que la ecuacidn de estado (4.32) satisface la definicién de una
ecuacién de It0-Volterra con parte interna diferencial (la matriz A es constante), y pode-
mos usar los resultados simplificados de la seecidn 4.3. De acuerdo con la seccidén 4.3.2, la

ley de control éptimo estd dada por

u*(t, ) = [ 0 C(t,s) ]P(s) [ii; :t .
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La altitud inicial ajustada hy > 0 es determinada por las condiciones v(0) = 0y 9(0) =0
(este es el equilibrio del misil en la superficie de la tierra en el tiempo inicial); sustituyendo
el control éptimo u* (%, s) en la ecuacién de la velocidad, se obtiene: 0 = C(tg, to}u*(to, o) —

g = C(0,0)u*(0,0)—g. La altitud inicial ajustada se obtiene haciendo kg > 0 en la ecuacidn

hyo
= (0,0 P(0 .
9=c0,0[0 c0,0 ] ()[O]

De acuerdo con (4.30), {4.27), (4.29), las ecuaciones para el estimado de la trayectoria
éptimamente controlada Z(t), su varianza S(f), y la matriz de ganancia P(t) toman la

forma

Hit, s) ] (F(t,s)FT(t,5))7? [ 0 H{t,s) ]S(S—)Aw(s)}—l

Hits) (F(t,s)FT(t,s))™" [ 0 H{ts) ]S(s—)dw(s),

con la condicidn inicial S(0) = 0,

P(t):P(O)ﬁf; [2 E] P(s)dSv/DtP(s) g ;]ds
t 1 0 i 0 -1
_/0 P(sﬁ){[o 1} + X [o Cft, s) ]P(s~)Aw(s)}
. )
g [0 ctalrem
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con la condicién terminal P(T') = 4, y

ﬁ(t]=x0+/0t{[?) ;}:ﬁ(s)JrG}ds—f[:[z(t 9 [0 C(t,s}]'

X{[IO
01

(F(t,s)FT(t,5)" [ 0 H(t,s) S(s—)Aw(s)}™

[o
+
H(t, s)

crt st (s 1 4]

+ [ v (F(t,s)FT(t, )" [ 0 H(t,s) ] S(s=)Aw(s)}
H{t, s)

x [Z(t, ) ] (F(t,s)FT(t,8))™ [dy(s) - [ 0 H(t,s) ] :i:(s—)dw(s)]=

h
con la condicién inicial £(0) = [ ° }, y sus saltos en el tiempo #;, donde el motor
0

" impulsivo es utilizado. son iguales a

AS(t1)=S(t1—){[1 0]+ [0 }(F(tl,tl)FT(tl,tl))‘l[o H(m,tl)]
01 H(ty, t)

xSt~} Aw(ty)} ™ [ (j‘{(t ) :\ (F(ty, 1) F7 (t, 1)) [ 0 H{t;,t) ]S(fl')ﬁw(tl),

AP(t) = P(t;—){ PO [o Ct tl)}P(tl—)Aw(tl)}”
| 01 Clti, 1) ’ .
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« |’ ] [0' L’J(tl,tl) ]P(tﬁ)A'w(h),

Clt1,t1)
A 0 10
Az(t) = Clnt) [ 0 C(h,t1) ]{ .
+ ’ (F{t1.t)F (8, t2)) [ 0 H(t,t1) ] S(ti~)Aw(t)}  P(Li=)2(h—)dw(t)
H(tl,tl)
1 0 0 _ _
+3(t1—){[ ]ﬁ“{ (F{t1, t1)FT (b1, 1)) [ 0 H(t,t) ] S(h—)Aw(t)}
01 Hit, 1)
0 -1 >
S (F(tn, 1) FT(t1, 1)) [Ay(h) - [ 0 H(ty,t) ]x(t;—)Aw(tl)].

El algoritmo completo para resolver este problema de control éptimo es descrito a

continuacién:

» Resolver la ecuacién para la matriz de varianza S(t) con la condicidn inicial S(0) = 0

v el salto AS(¢)) en el punto ¢y;

= Resolver la ecuacién para la matriz de ganancia P(¢) con la condicién terminal

P(T) =1 y el salto AP(t;) en el punto ;;
» Determinar la condictén inicial P(0);
» Calcular la altitud inicial ajustada hg;

= Sustituyendo u™(¢. 2} en las ecuaciones del estimado dptimo y resolviendo estas con

las condiciones iniciales h(0) = kg y 9(0) = 0, se obtiene la ecuacién de la trayectoria
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éptimamente controlada [fz(t),@(t)] = Z(t), donde el estimado éptimamente con-
trolado de la velocidad ©(t) tiene un salto en el punto £, y el estimado éptimamente

controlado de la altitud ajustada h(f) es continuo;

» El estimado éptimamente controlado de la altitud médxima deseada es determinado

como A(T) — ho.

Como se puede verificar, los algoritmos obtenidos para el controlador contienen la ecuacién
para la matriz de varianza, la ecuacion para la matriz de ganancia, la ecuacién para el
estimado y las ecuaciones para los saltos de las matrices de ganancia y de varianza. Ya que
para este caso, no hay observaciones. Mientras que los algoritmos del control contienen
solo las ecuaciones del estimado éptimo, de la matriz de ganancia y de los saltos para la

matriz de varianza.
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Capitulo 5

Filtrado ()ptimo en Sistemas

Polinomiales

5.1. Filtrado Optimo para Ecuaciones de Estado y de

‘Observaciones Lineales

5.1.1. Planteamiento del Problema

Previo al caso polinomial, esta seccién trata del caso lineal, correspondiente al filtro
de Kalman-Bucy [46]. es decir, con ecuaciones de estado y de observacidn lineales. Sea un

proceso aleatorio no observable z(t) que satisface la ecuacién lineal
dz(t) = (ao(t) + a{t)z(t))dt + () dW, (1), z(t0) = zo, (5.1)
v las observaciones lineales son dadas por :

dy(t) = (Ao(t) + A(O)z(1))dt + B(t)dWal(t). - (5.2)
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donde W, (t) y W,(t) son procesos de Wiener, para los cufiles su derivada en sentido de
la convergencia débil en media cuadrada para procesos estocdsticos, es un ruido blan-
co Gaussiano, que son iﬁdependientes unc del otro y del valor inicial Gaussiano zp. El
problema de filtrado consiste en encontrar las ecuaciones dindmicas para el mejor estimado
del proceso real z(t) al tiempo ¢, basado en las observaciones Y (¢) = [y(s)[0 < s < t], el
cual es la esperanza condicional m(t) = E[z(t){Y (¢)] del proceso real z(t) con respecto
a las observaciones Y (t). Sea P(t} = E[(z(t) - m($))(z(t) — m(£))T|Y (¢)] la varianza del

error {funcién de correlacién).

5.1.2. Solucion

La solucién a este problema es dada por el siguiente sistema de ecuaciones, el cual es

cerrado con respecto a las variables m(t) y P{):

dm(t) = {ao(t) + alt)m(t))dt + P()AT (£)(B(t)BT(t))™! x (5.3)
[dy(Ae(t) + A(H)m(t))]dt,

m{to) = Elalte)ly(to)],

dP(t) = (a(t)P(t) + P(£)a¥(t) + b(t)b” (1))dt — P(t) x
AT(B()B" ()" A)P(t)dt,

P(to) E[(z(to) — m(to))(z(te) — m(to))" ly(t)].

it
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5.2. Ecuacion de Kushner;para el Estado no Lineal y

Observaciones lineales

5.2.1. Planteamiento del Problema

En el caso de la ecuacion de estado no lineal, el problema es més complicado. Sea un

proceso aleatorio no observable x(t) que satisface la ecuacién

dr(t) = (f(x(2)))dt + b(t)dW (L), x(to) = Zo, (5.4)
v las observaciones lineales son dadas por

dy(t) = (Ao(t) + A@®)z(t))dt + B(t)dWa(t), {5.5)

donde W1i(t) y Wa(t) son procesos de Wiener independientes uno del otro y del valor
inicial Gaussiano zy. Todos los coeficientes en (5.4) y en (5.5) se consideran funciones
deterministicas dependientes solo del tiempo ¢. El mejor estimado es la esperanza condicional
m(t) = E[z(¢)|Y(¢)] del proceso real z(t) con respecta de las observaciones Y (t), y
CP(t) = E[(z(t) — m()(x(t) — mE)T|Y(?)] es la varianza condicional del error (funcién

de correlacion).

5.2.2. Solucién

Dado que la ecuacidn de observaciones es lineal, el proceso de innovacién estd dado

por

v(t)

{l

y() = (Ao(t) + A(t)m(2))
= A{t) + A)x(t))dt + B()dWs(t) — {Ao(t) + AR}m(8))
= Adisz(t) — m(8) + B(t)dWs(t)
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es un proceso de Wiener en el caso de disturbios Gaussianos (ver [62]), ¥ B(t)dWa(%)
es también un proceso de Wiener, entonces la variable aleatoria A(#)(z(¢) — m(t)) es
condicionalmente Gauséiana con respecto a las observaciones para cada tiempo ¢ [72]. Si la
matriz A~! existe, entonces la variable aleatoria (z(t) —m(t)) es también condicionalmente
Gaussiana [72]. En este caso, la ecuacién de Kushner para el estimado 6ptimo m(t) =
Elz(?)|Y(¢)] toma la forma que se obtiene de la ecuacidn general de Kushner (ver [62]) ¥

la ecuacién de observacién (5.5):

dm(t) = B[f(z(®)ly(®)]+ POAT@O)(BEOB™ (1) x (5.6)
[dy(£) — (Ao(t) + A(t)m(t))di],

m(to) = E[z(to)|y(to)]-

Ahora, si la funcién f(z(t)) = ag(t) + ay (8)x(t) + az(t)z2(£) + as(t)z®(t) + ... es polinomial,
debe ser posible encontrar un filtro finito-dimensional en forma cerrada para las variables
m(t) y P(t), usando el hecho de que la variable (z(t)—m(t)) es condicionalmente Gaussiana.
Esto implica que todos los momentos centrales impares de esta variable Gaussiana m; =
 El(e(t) - m@®)[Y (O] ms = E[(z(t) - m(e [V ()], ms = Bi(z(8) - mHP|Y (), ... son
iguales a 0, y todos los momentos centrales pares my = E[(z(t) — m(t))?|Y(¢)],ms =
E[(z() — m(t))*|Y (¢)]. ... pueden ser representados a partir de la varianza P(t). Por
ejemplo: my = P, my = 3P?, mg = 15P%, ... etc. Ademss, todos los momentos superiores
de z(t) — m(f) con respecto a Y (f) pueden ser expresados usando P(t], y esto indica que

debe existir la posibilidad de obtener el filtro 6ptimo para el caso polinomial.
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5.3. Filtro Optimo Polinomial para la Ecuacién de
Estado de Tercer Grado y Observaciones

Lineales

5.3.1. Planteamiento del Problema

En esta seccién se aplica el procedimiento anterior, para obtener ¢] filtro éptimo para el
caso en que la ecuacién de estado es polinomial de tercer orden: f(x) = ag(t) + a1 (H)z(t} +

aa ()22 () + as(8)z3(¢)

dz(t) = (ao(t) + a1 (D (t) + an()T(t) + aa(t)2® (2))dt + (5.7)
b(t)dwl(t):
IL‘(to) = Xy,

y las observaciones lineales estan dadas por
dy(t) = (Ao(t) + A(t)x(t))dt + B(2)dWa (1), (5.8)
donde z € B*,z = [z, () zo{t) ... zo()]T, 22(t) = [23(¢) z2(2) z2(¢) ... 22 (1)]7,

22(t) = [23(8) 23(8) 23(t) . ()T

5.3.2. Solucién

Dado que todos los momentos centrales impares (z(t) — m(t)) son iguales a 0 y to-
dos los momentos centrales pares pueden ser representados como funciones de P(¢), los
mayores momentos iniciales del estado z(t) con respecto a las observaciones Y (t) pueden

ser expresados también como funcidnes de m(t) y P(¢), como se har4 a continuacién. Sea
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m(t) € R* el vector del estimado éptimo m{t) = [m(t) ma(ti ... m,(1)]7; P(t) € R™
es la matriz del error; p(t) € R* es el vector cuyos componenij:es son las varianzas de
los componentes de: z(t), i.e., los elementos de la diagonal de la matriz P(t); m?(t) es
definido como el vector cuyos componentes son los cuadrados de los componentes del
vector mft) : m*(t) = [mi(t) mi(t) ... mi(t)]"; P(t)m(?) es el producto convencional de
una matriz P(¢) por un vector m(t); y p(t) * m(t) es el producto de dos vectores por sus
componentes: p(t) * m(t) = [pi(t)mu(t) p2(t)ma(t) ... pu(t)ma(8)]F. Usando la notacién

anterior, la expresion para el segundo momento inicial est4 dada por
E[2(|Y (1) = p(t) + m?(1). (5.9)

Dado que E[{z(t) —m(t))*|Y (t)] = 0, entonces E[(z(t) —m(t))?|Y ()] = E[:c (Y ()] -
3m(t) * E[z? (@) [V ()] 4+ 3m2(t) = E[z () [Y (¢)] — m?(¢) = 0. Sustituyendo (5.9) en la ecuacién

anterior, se obtiene la expresién para el tercer momento
E[xS(t)|Y (£)] = 3p(2) * m(t) + m?(¢). | (5.10)
Tomando en cuenta que E[(z(t)~m(t) Y (¢)] = 3p(t), la siguiente igualdad es vdlida:
E|(z(t) — m@)*[Y(2)] = Ela* (#)|Y (¢)] - 4m(t) + E[2*(1)|Y (8)] + (5.11)
6m2(t) x E[z*()|Y (t)] — 4m>(t) * E[ﬂﬁ(t)lY(t)] +m'(t) = 3p*(t),

donde m3(2) = [mi(t) m3(2) ... mi()]T y m{t) = [mi(z) mit) ... mi(1)]T.
Sustituyendo (5.9) v (5.10) y haciendo las operaciones algebraicas correspondientes, se

obtiene la expresién para el cuarto momento inicial
Ez* ()Y ()] = 3p*(t) + 6p(t) » m*(t) + m*(2). (5.12)

La representacion del quinto momento inicial puede ser obtenida andlogamente usando

la igualdad E[z°(t)|Y(f} = 0 v sustituyvendo en las expresiones obtenidas previamente
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(5.9)-(5.12):
E[#(£)|Y ()] = 15m{t) » p?(t) + 10p(t) = m3(t) + mP(¢), (5.13)

donde m3(t) = [m3(t) m3(t) ... m&()]”. Ademss, en el caso de la ecuacién de estado de
tercer grado, f(z(t)) = ao(t) + a1(t)z(t) + a2 (t)2*(t) + a3(£)x3(¢), la ecuacién de Kushner
(5.6) para el estimado éptimo m(t) = E[z(£)|Y (¢)] puede ser reducida a
dm(t) = E[f(e@)Y@)dt + PT(1)AT(¢)(B(#)BT(£))7" x (5.14)
(dy — (Aa(t) + A(t)m(t))dt)]
= (Ela®)Y @]+ Ela(£)z@)Y ()] + Elaz(t)z®(8)|V (1)) +
Elas()2* ()Y (#)])dt +
PY)AT(1)(B®) BT (1)) (dy — (Ao(2) + A(t)m(2))dt). '

Usando las representaciones (5.9) y (5.10) para el segundo y tercer momerito, la ecuacién

del estimado dptimo toma la forma

dm(t) = (ao(t) + ar(Hymt) + aa(t)p(t) + aa(t)m?(t) + (5.15)
as(t)(3p(t) = m(t) + m®(8))dt + PT(t) AT (£)(B() BT ()" x
(dy — (Ao(?) + A(t)m(t))dt),

mto) = Elz(to)ly(to)]-

El siguiente paso es obtener la matriz de covarianza P(t) = E[(z(t) — m(t))(x(t) —
m(t))T|Y (¢)]. Diferenciando la igualdad anterior respecto a t :
P(t) = E[(z(t) — m(@)(z(t) — mENTY ()]
dP(t) = dE((z(t) — m(®))(z(t) — m())TIY (1))
= E(dz(t){z(t) — m(t)T — m{){(z(e) — m) )Y (D)
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= El(de®)(a(t) - m(T + s(@)d(w(t) —m(@)) DI¥ ()
= El(de())(@(t) — m(T + 2(#)(dz(t) — dm(®) ¥ (1))
= E{(ds(®)(x(t) - m Y (5] + Bla(t) x

(dz(t) — dm(t))"|Y ()]

v sustituyendo las expresiones para dx(t) ¥ dm(t) dadas por (5-4) ¥ (5.15), se obtiene la

sigulente ecuacion:

dP(t})

donde K (t)

= FE((ag(?) + a1 (t)z(t) + ag(t)z2(t) + a5 (D)2 (1) + b{1) x
AW, () (z(t) — m(t))Tdt + o(t) (ag(t) + a1 () (E) +
ay(1)22(8) + as(£)z () + b(E)dWL (1) — ao(t) — ar{t)m(t) —
a2(O)p(t) — az()m*(t) + 3as(t)p(t) = m(t) —
as(t)m?(1))dt — Kd)T|Y (1)), . (5.16)

= PT(t)AT(#)(B(t)BT(t))~! y v(t) es el proceso de innovacién, dv(t) =

ay(t) — (Ao(t) + A1(t)m(t))dt. Entonces la ecuacién anterior es transformada, en

dP(t)

= (@ E[(z(t) — m@)T|Y ()] + a1 () E[(=(t) (= ()m(t))|
YO+ a5(1) Bl (8) (w()mi(2))" Y (8)] + as(6) B[(2°(2) %

(@MY ()] + Bz (@ @z@)) 1Y ()] +

Elr (“)(ug() )/ Y (0] + Ble()as ()2’ )Ty (1)) =

2 ay (ym ()T [Y (2 )]—E[:v()( a2()p()) |y (1)) -
ElzD{ay(ym* () 1y (1)) — Blz(®)(aat)p(t) « m(£))T 1Y (8)] -
E@Was(ym® (0)7 /v (1) + - (5.17)
b0 (1y _ p(t) A T(#(BMOBT () AR) P (1)) dt,

)
(t)
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Finalmente, sustituyendo (5.9)-(5.12) y haciendo las operaciones algebraicas correspondientes,

la ecuacién para la varianza toma la forma

dP(t) = (a(t)P@)+ P(t)ai (1) + 202()m(t) = P(t) + (5.18)
2(P(t) » m™ (t))af (t) + 3aa(t)(p(t) * P(t)) +
3(p(t) » P(t))" a5 (£) + 3as(£)(m*(2) » P(1)) +
3(P(2) * (m*(t))")az (2) + (b@)B"(2)) —
POAT(t)(B)B" (1)) AL (1) pt,

con: P(to) = E((z(to) — m{te))(z(te) — m(2a)) " [y(to))-
Definicién El producto m(¢) * P(t) entre un vector m(¢) y una matriz P(¢) es definido

como €] vector cuyos renglones son iguales a los renglones de P(#), multiplicados por el

correspondiente elemento del vector m(?) :

[ () Pu(t) Polt) -~ Pu(t) |
mg(ﬂ') .Pgl(f) ng (t) e Pgn(t) _
i mn(t) Pnl(t) -Pn2(t) T Pnn (t) 1
[ (OPu() mi(®)Pualt) - ma(6)Pin(d)
ma(t) P (t) ma(t)Pn(t) -+ ma(t)Pn(?t)
| Mn (t)Pnl (t) mn(t)pm (t) T Mg (t)Pnn(t) ]

Definicién La matriz transpuesta P(t) «+ m™(t) = (m(t) = P(t))7 es definida como la

matriz cuyas columnas son ignales a las columnas de la matriz P(t), multiplicadas por el

elemento correspondiente de m(t) :
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| [ Put) Pult) - Pult) |
Py Pos(t P (t
[ma(t) malt) - ma(t) ] ) :( ) 012
i Pnl(t) .Pn2(t) Pnn(t) ]
ma (t)Pn(t) mg(t)Plg(t) v MMy (t)Pln(t)
m ()P (t) me(t)Polt) -+ ma(t)Po.(?)
| ml(t)Pnl(t) mg(t)Png(t) re mn(t)Pm(t) A

Asi, la ecuacion (5.15) para el estimado Gptimo m(t) y la ecuacién (5.18) para la matriz
de covarianza P(t) forman un sistema cerrado de ecuaciones de filtro ¢ptimo en el caso
de una ecuacion de estado polinomial de tercer grado y observaciones lineales, dadas por

las ecuaciones (5.7) y (5.8}, respectivamente.

5.4, Filtro Optimo para Ecuaciones de Estado Poli-
nomial de Cuarto Grado y Observaciones

Lineales

5.4.1. Planteamiento del Problema

Generalizando el resultado de la seccidén anterior, el procedimiento es aplicado para
obtener el filtro éptimo para el caso en el cual la ecuacién de estado es polinomial de cuarto
grado, obtenido de (5.4) si f(2) = ag(t) + a1 ()z () + a2 (£)x*(t) + as(t)2®(t) + ay(t)z*(2) :

dz(t) = (ao(t) + ar(D)z(t) + ax(D)2?(8) + as()z> (1) + (5.19)
as(t)z*(2))dt + b(t)dWs (1),
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m(tg) = T,

y las observaciones lineales (5.8), donde z € R, z*(¢) = [z1(t) z3(¢) 23(¢) ... za ()T

5.4.2. Solucién
Siguiendo el esquema previo y sustituyendo las expresiones (5.9)-(5.12) para el mo-
mento inicial condicional de z(£) en la ecuacién de Kushner (5.6}, se obtiene Ia siguiente

ecuacién para el estimado éptimo:

dm(t) = (ag(t) + ar(&)m(t) + a2 ()p(t) + aa(t)m?(t) + 3az(t) x
p(t) * m(t) + as(B)m®(t) + 3aa()p?(t) + (5.20)
Bas(t)p(t) * m2(t) + ay(8)m*(t))dt + PT('t)AT(t)(B(t) X

BT(8)) " (dy — (Ao() + A(t)m(¢))dt),

m(te) = Efz(to)|y(to)]
En la misma forma, la ecuacién de la varianza toma la forma:

dP(t) = (aa(t)P(t) + P(t)a] (t) + 2a5(t)(m(£) = P(t)) + 2(P(t) »
m’ (1))ag (£) + 3us(t)(n(t) * P(t)) +
3(p(t) * P()) ag (t) + 3as(t)(m?(2) + P(2)) + 3(P(¢) +
(m*(2))7)a3 (2) + 12a4(2) ((m(2) * p()) * P(2)) +
12(P(t) » (m(t) * p(t))7) (a(0)” + das(t)(m?(2) * (5.21)
P() +4(P@) + (m° ()" Naalt)T + (5(£)07 (1)) ~
P()AT)(B() BT (1) A() P(1)dt,

Plty) = Ex(t) — m{to))(x{to) — m{to)) T |y(ta)].
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Nota. Si continuamos obteniendo filtros para ecuaciones de estados polinomicles de quin-
to, sexto grados, etc., las ecuaciones correspondientes ol estimado m(t) y le varianza P(t)
contendran los términos de las ecuaciones de los grados anteriores, ademds de los nuevos
términos correspondientes a ese grado. En otras palabras, las ecuaciones de filtrado para
el estado cuadrdtico contienen todos los términos de los ecuaciones del filtrado lineal, mds
los términos cuadrdticos; las ecuaciones de filirado para el estado cibico contienen todos
los términos del filtro lineal y cuadrdiico, mds los nuevos términos cibicos, y ast sucesi-

vamente.

5.5. Aplicaciéon del Filtro Optimo Polinomial a un

Sistema Automotriz

5.5.1. Planteamiento del Problema

Esta seccidén presenta la aplicacién del filtro obtenido para ecuaciones de estado poli-
nomiales de tercer grado sobre observaciones lineales para estimar las variables de estado,
de orientacion y de velocidad angular, en un modelo cinemdtico no lineal de un carro en

movimiento [63], donde las ecuaciones de estado son:
dz(t) = vcoso(t)dt
dy(t) = vseng(t)dt
do(t) = (v/Dtand(t)dt (5.22)

di(t) = w(t)dt

Aqui, z(¢) ¥ ¥(?) son las coordenadas cartesianas del centro de masa del carro, &(t) es el

angulo de orientacion. v es la velocidad, I es la longitud entre los dos ejes del carro, 4(t)
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es el dngulo del volante, v w(¢) es la variable de control {velocidad angular del volante).
Todas las variables tienen condicién inicial cero. El problema es encontrar los estimados
6ptimos de las variables ¢(¢) y 6(t), usando las observaciones directas, las cuales contienen
disturbios modelados como ruidos blancos Gaussianos, que se asumen independientes e

idénticamente distribuidos

dZ¢(t) = ¢(f)dt+f1(t)dt (523)
dzs(t) = S8(t)dt+ folt)dt

donde z4(1) es la variable de observacidn para ¢(2), z5(t) es la variable de observacién para
8(t), y f1(t) ¥ f2(t) son ruidos blancos Gaussianos independientes uno del otro.

Aplicando los algoritmos de filtrado al sistema no lineal (5.22) y observaciones lineales
(5.23), se obtendrs la expansién en series de Taylor {con ¢ = 0) para las dltimas dos
ecuaciones (5.22), para formar un polinomio de tercer grado (el cuarto grado no aparece
en la expansion de Taylor para la tangente)

(1)

LAYed
3

do(t) = () + (7
dé(t) = u(t)dt

))dt (5.24)

5.5.2. Solucidn

Las ecuaciones de filtrado (5.15) vy (5.21) para el estado polinomial de tercer grado

(5.24) sobre observaciones lineales (5.23) toman la forma

) v
dmg = (%)mé + (ﬁ)(&oﬁ +m3) + poplzg — My) + Das(zs — ms)
dms = u(t) + piglzs — ™Me) + pss(zs — ms)
2v v, 2 9 = o=
dpgs = (20/D)psaPss + 7 Pie + —~MyPsp ~ Pgp ~ Pes (5.23)
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;fqus.f = [Ps6+ ymspss — PeePes — PeiPss

dpss = _qus — Phs

donde my y m; son los estimados para las variables ¢ ¥ &, ¥ Pgg, Pgs, Pss son elementos de
la matriz simétrica de covarianza P.

Los estimados obtenidos resolviendo las ecuaciones (5.23) son comparados con los
estimados convencionales de Kalman-Bucy que satisfacen las ecuaciones de filtrado de
Kalman-Bucy para un estado del sistema linealizado {solo el término lineal est4 presente

de la expansién de Taylor para la tangente) sobre observaciones lineales (5.23)

v

dmy = 778+ Doo(2p — mig) + pes(2s — ms)

dms; = u(t) + ps(zp — mg) + Pss{zs — ms)
2v

dpoey = “yPos — Do — Pas (5.26)
‘l'

dPos = TPss — PpoPes — DeiPss

dpss = —Pag — Pis

Resolviendo los sistemas de ecuaciones de filtrado (5.25) y (5.26), por medio de simulacién
numérica son obtenidos los resultados. Los valores cbtenidos de los estimados my ¥ my
son comparados, en ambos casos, con el valor real de las variables my v m; en el sistema
original (5.22) y su aproximacién polinomial (5.24). Entonces, obtenemos dos conjuntos

de grificas.

v Gréficas de las variables ¢ y & para la aproximacién polinomial del sistema (5.24);
graficas de los estimados del filtro de Kalman-Buey mg v ms que satisfacen las
ecuaciones (5.26): v gréificas de los estimados del filtro polinomial de tercer grado

me ¥ mg que satisfacen las ecuaciones (5.25) (Figuras 5.1 ¥ 5.2).
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» Gréficas de las variables ¢ y ¢ para el sistema, original (5.22); gréficas de los estimados
del filtro de Kalman-Bucy my y ms que satisfacen las ecuaciones (5.26}; y grificas
de los estimados del filtro polinomial de tercer grado mg y ms que satisfacen las

ecuaciones {5.25) (Figuras 5.3 y 5.4).

Para cada uno de los cuatro filtros y los dos sistemas de referencias involucrados en la

simulacién, fueron asignados los siguientes valores iniciales:

v = 1,1 = Im,u{t) = 0.05, my(0) = 10,m5(0) = 0.1, #{0) = 5(0) - ¢,
P,s(0) = 100, P,s(0) = 10, Pss(0) = 1.

Para la realizacién de los disturbios Gaussianos f;(Z) y fo(¢t) en (5.23)y tedas las simula-
ciones en adelante, es utilizado el block correspondiente al ruido blanco que aparece en ]
MatLab 6, version 1.£2. Cabe mencionar que el bloque que aparece como.ruido blanco en
el MatlLab 6, version 12 corresponde a una aproximacién del ruido blancg, ya que por su
naturaleza, es fisicamente no representable. Se puede decir que este bloke, que representa
al ruido blanco, esta formado por una secuencia de impulsos en tiempos discretos, donde

la amplitud de los impulsos es proporcional al tiempo de discretizacién At [75].
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6 . 1.4
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Sosl

mphi
S
mdelta

time

Figura 5.1: Gréaficas de las variables ¢ y ¢ para la aproximacién polinomial del sistema

(5.24); Gréficas del filtro de Kalman-Bucy; los estimados m, y mg satisfacen las ecuaciones

0 10 20 0 10 20

time

(5.23).¢ = phi y § = delta, mgy = mphi y ms = mdelia.

Los valores obtenidos de las variables de referencia ¢ y é (aproximacién polinomial
(5.24)) son comparados con el filiro de Kalman-Bucy y los estimados para el filtro poli-

nomial de tercer grado m,, y my, en el tiempo terminal T = 20min, y son presentados en

la siguiente tabla {correspondiente a las Figuras 5
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mphi

Figura 5.2: Graficas de las variables ¢ y d para la aproximacién polinomial del sistema
(5.24); Gréficas del filtro polinomial de tercer grado; los estimados my vy m; satisfacen las

ecuaciones (5.25). ¢ = phi y & = delta, my = mphi y m; = mdelta.

Filtro de Kalman-Bucy Filtro polinomial de grado 3

0(20) = 5rad #(20) = 5rad
8{20) = 1rad 6(20} = 1rad
mo(20) = 3.25 me(20) = 4.84
m5(20) = 0.475 ms(20) = 0.73
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delt{:l

0 :
0 10 20

mphi
mdeita

5 ; :
0 10 20 0o . 10 20
time

Figura 5.3: Gréficas de las variables ¢ y § para el sistema original (5.22); Gréficas de los

estimados my y my del filtro de Kalman-Bucy, los cuales satisfacen las ecuaciones (5.26).

o = phi y § = delta, m, = mphi y m; = mdelta.
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Figura 5.4: Gréficas de las variables ¢ y ¢ para el sistema original (5.22); Gréficas del
filtro polinomial de tercer grado; los estimados m, y my satisfacen las ecuaciones (5.25).
& = phi y ¢ = delta, my = mphi y m; = mdelta. '
Los valores de las variables ¢ y § obtenidos que satisfacen el sistema original (5.22),
son comparados con los estimados del filtro de Kalman-Bucy v con los estimados del
filtro polinomial éptimo de tercer grado m, y ms en el tiempo terminal T' = 20min, en

la siguiente tabla (correspondiente a las Figuras 5.3 y 5.4):
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Filtro de Kalman-Bucy Filtro polinomial de tercer grado

$(20) = 12.3rad #(20) = 12.57ad
5(20) = 1rad ‘ 6(20) = 1rad
mg(20) = 7.08 me(20) = 11.5

ms(20) = 0.608 ms(20) = 0.91

Los resultados obtenidos mediante simulacidn ilustran los resultados obtenidos
matemdaticamente para los algoritmos de filirado polinomial. Mostrando que estos

algoritmos presentan mejoria respecto a los algoritmos de filtrado lineal de Kalman-Buc .
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Capitulo 6

Ecuaciones del Filtro para
Ecuaciones de Estado Bilineales y su
Aplicacién a la Estimacién de un

Proceso de Polimerizacion

6.1. Ecuaciones del Filtro para Ecuaciones de Estado

Bilineales

6.1.1. Planteamiento del Problema

Dada la funcidén f(z) de la forma:

f(z) = ao(t) + a1 (t)z + ap(t)za” (6.1)
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donde z es un vector n-dimensicnal, a; es una matriz n X n, ¥ dp es un tensor de 3

dimensiones n X 1 X n.

6.1.2. Solucidén

Bajo las hipédtesis para el caso polinomial, y repitiendo los procedimientos anteriores,

las ecuaciones del filtro para el caso bilineal toman la forma:

dm(t) = (ao(t) + e (Im{E) + ax()m()mT(t) + ax () P(2))dt + (6.2)
PAT@)(BE) BT (1)) dy(t) — Alt)ym(8)dt),

m(to) = E(z(to) | Y (20)),

dP(t) = (a{t)P(t) + P(t)al(t) +
2az(tym(t)) P(2) + 2P (t){(as()m(t))T + (6.3)
b(6)bT (t))dt — P()AT (£)(B(t) BT (t)) P A(t) P(t)dt,

P(t)) = E((z(to) — m(to))((to) — m(to))" | Y (to)),

dado que el tercer momento central ys es igual a 0, y el tercer momento inicial de z(¢)
puede ser expresado usando el segundo y primer momentos, i.e., P(t) y m(t). En este caso
lineal-bilineal, la ecuacién de la varianza es también independiente de las observaciones
y(Z}, pero contiene términos bilineales m(¢) P(t) en su lado derecho v depende de m(t);
haciendo una conexién entre ambas ecuaciones, la ecuacién del estimado es bilineal con

respecto a m, como se esperaba.
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6.2. Aplicacién del Filtro Bilineal a la Estimacionide

un Proceso de Polimerizacion

6.2.1. Planteamiento del Problema

A continuacién se desea aplicar el algoritmo de filtrado bilineal a un sistema mayor de
dos ecuaciones. Después de revisar algunos trabajos, se encontré un modelo matematico
de un proceso de polimerizacidn, el cua.lles dado por Ogunnaike (64], y son consideradas
para trabajar solo diez ecuaciones; a través de las cuales se pretende mostrar la eficacia
de los algoritmos de filtrado obtenidos en esta tesis compardndolos con los algoritmos del
filtro de Kalman-Bucy, haciendo la aclaracién de que no se pretende resolver el problema
fisico-quimico del reactor de Ogunnaike, solo mostrar la eficacia de los algoritmos de filtra-
do bilineal. Cabe mencionar que queda como trabajo a futuro, que en el drea de Quimica,
primero se determinara el grupo minimo de ecuaciones que representan el proceso, para
asi aplicar el algoritmo en forma computacionalmente sensata (para una computadora
de escritorio), o de otra manera, se requiere contar con una estaciéon de trabajo para
aplicar el algoritmo a el total de las 29 ecuaciones. Debe de notarse que la sola reduc-
cidn del modelo pudiera ser el desarrollo de una tesis doctoral, que queda fuera de los
objetivos de la presente investigacién. Un proceso de polimerizacién consiste en la union
de varias moléculas idénticas para formar otra mayor. Un reactor es el recipiente en el
cual se efectila una reaccidn quimica, en este caso, la polimerizacion, en presencia de un
catalizador. Un catalizador es una sustancia que provoca y fija una reaccion. Las variables
consideradas son: las concentraciones de los reactivos de entrada, los momentos de orden
cero de la distribucién del peso molecular (MWD), y sus primeros momentos de masa.
" Estas ecuaciones son intrinsicamente no lineales (bilineales), v su llinealizacién produce

grandes desviaciones de la dindmica del sistema real, como podra verse en los resultados de
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la simulacién. Por supuesto, la hipdtesis de que los momentos MWD pueden fser medidos

en tiempo real es ficticia, dado que esto puede hacerse s0lo con grandes retardos de tiem-

po; por otro lado, nuestro objetivo es verificar el desempetio de los algoritmos de filtrado

no lineal para un sistema no lineal y comparar éste con los algoritmos de filtrado lineal

corresporitientes al modelo linealizado. Las diez ecuaciones seleccionadas del modelo del

procese de polimerizacién de Ogunnaike [64] son las siguientes:

dCmy [t
dC e/ dt
dCns/dt
dCe/dt

dup/dt
dug/dt
dugp/dt
AN /it

dXP /dt

dX®/dt

[(1/V)dApi/dt — ((1/8) + K C* + Ky pup + Ko pg) + Ky i) Crni(6.4)
(1/V)dAma/dt — ((1/0) + K12C* + Kyppd + Kopi&)Com;
(1/V)dAms/dt — ((1/0) + Ki3pip)Crns;

(1/WV)dAy- fdi — ((1/8) + Kg+ K11Cm1 + Kr2Cm2)C™;
(=1/6 — Kn)pp + KpiCriC™ — (K12Cm2 + K13Cma)up +
K1 Cr1 11 + K31 Ot g5

(_1/9)H0Q + Kp2CnaC* — (K1 Crmt + Kt?)#fg + K12Cmaitp;
(—1/0)pu% — (KnCmi + K3t + K13Conaiip;

(=1/0MY 4 K11 CotC* + K13CinyC™ + K1 Cra i +
Ko1Coa i + K1Cr1 45

(~1/0)29%° 4 K Coni O + K12CrnsC* +

K19Cmapip + Kzzcmzﬂoq;

(=1/6)AP + (K 1Cm1 + Kp2Cmp)C* + Ki3Ch3ptp;

Aqui, las variables de estado: C,,;, Cm2, ¥ Cma corresponden a las concentraciones del

reactivo (mondmero, o sea el compuesto constituido por moléculas simples);, C* es la

concentracion del catalizador activo; pp, g, ¥ #% son los momentos de orden cero del

peso molecular del producto (MWD); ¥ A1*, A%,y A%! son los primeros momentos de
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‘l masa. El volumen del reactor V' y el tiempo de residencia 8, v todos los coeficientes K s,
son parametros conocidos, ¥ Ay, Ama, Dmss Ame corresponden a las velocidades de flujo
de los reactivos y del catalizador activo en el reactor.

El problema de filtrado consiste en encontrar el estimado dptimo del estado no observable

(6.4), suponiendo que las observaciones Y; son directas y contienen ruidos blancos Gaussianos
’qﬁgi, E= 1, reey 10
Yi = T + P
De este modo, z; denota Cr1, 22 denota C,,, v asi sucesivamente, hasta xyg.
Re-escribiendo las ecuaciones de estado bilineales (6.1) y las ecuaciones de observacion
lineales (5.8), utilizando la notacién de sumatorias y subindices, se obtiene €l siguiente

sistema:
dzi(t)/dt = ao(t) + Zam )z:(t) + (6.5)
Z(lgku t)z;(t)z; (¢ +me Ypu(t), k=1,n,
yr(t) = A°’°+ZA“ 2t +ZBkit@b2kt

donde 1(t} ¥ ¥2(f) son ruidos blancos Gaussianos. Entonces, las ecuaciones de filtrado

(6.2),(6.3) pueden ser re-escritas como sigue:
dmi(8)/dt = ag(t) + Zam m(t) + Zagkq m(t)m;(t) + (6.6)

Z a?ku 1j )dt -+ Z ij t)Ajf(t)(Blp(t) ps(t))_l[dys -

ijlps
=Y Au(tym.(t)dd]
mi(to) = Ejze(to)|Y (%)),
dP;(t) = Z G1ik (£) Prs (E) + Z Frj(t)ar(t)+
k k]
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2 Z ikt (E)my(t) Prj + 2 Z @zt (£) () P (2) +
Y

kL
D bu(brs () — > Palt) AL (Bip(t) Bps (£)) ™" Aur (1) Py 2),
k

Py(to) = Bl(zi{to) — mi(te))(z;(te) — my;(ta))T|Y (20)]-

6.2.2. Solucién

En esta situacién, las ecuaciones bilineales de filtrado (6.6) para el vector de estimados

éptimos m(t) toman la forma:

dmi(t)/dt = (1/V)dAm/dt — ((1/6) + Kpimy(t) + Kums() + (6.7)
K?lms(t] + K31m7(t))m1(t) — K Py(t) — K1 Pis(t) —
K51 Pig(t) — Ko Pra(t) + ZPlj[d?”j/dt — my);

J

dma(t)/dt = (1/V)dAme/di — ((1/8) + Kramy(t) + Kioms(t) +
Koamg(t))ma(t) — KpaPay(t) — K19 Pas(t) — Ko Pos(t) +
szj[dyj/dt — my];

7

dms(t)/dt = (1/V)dApa/dt — ((1/0) + Kiams(t))ma(t) —

KisPss(t) + Y Pyyldy;/dt — m];
dne(®)/dt = (L/V)ddne fdi — (1/6) + Ky + Kpima(t) +
Kiama(t))ma(t) — Ky Pia(t) — Ko Pos(t) +
Z Pyjldy;/dt —my];
dms(8)/ds = (1/6— Ku)ma(®) + Koxma(£)m (6) —
| Kiama(t)ms(t) + Koymag()my (t) +

Kayma (t)m(t) — Kigms (Ems(t)+
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K1 Piy(t) + Koy Pis(t) + K1 Pir(t) — K12 Pas(t) —
Ki3Pas(t) + Z Pyjldy;/dt — my);

dme(t)/dt = (=1/0 — Kp ’ Korma (£))ms (£) +
Kramq(Byme(t) + Kioms(t)ma(t)
— K Pig(t) + K2 Pos(t) + K12 Pos(t) +
Z Fejldy;/dt — my);

dma(t)/dt = (;_1/9 ~ K3 — K3y (t))m7(t) + Kijams(t)ma(t) —
K31 Pyr(t) + K3 Pss(t) + Z Pyjldy; /dt — my);

J

dmg(t)/dt = (—1/8)ms(t) + {(Kpima(t) + Kiims(t) +
Kame(2) + Kaimz(8))ma(t) + Krama(t)ma(t) +
Kp1Pu(t) + Ky Pis(t) + Ko Pig(t) + K51 Pi7(t) +
KraPou(t) + Y Pajldy;/dt — my);

dmg(t)/dt = (—1/9)mg(t) + KL1m4 (t)ml (t) =+ KL2m4 (t)mg (t) +

Kiams(8)ma(t) + Koome(t)mo(t) + K1 Pia(t) +

K12 Pos(t) Ko Pos(t) + Kn Pos(t) + 3 Posldy; /dt — my);
dmy(t)/dt = (=1/0)mio(t) + Kpima(t)ma(t) + ijm:; () x

ma(t) + Kizms(t)ms(t) + K Pralt) + Ko Pos(t) +

Ki3Pss(t) + mej[dyj Jdt —m;).

Aqui, my (¢) es el estimado dptimo para Cp,;, ma(t) para Cpe, y asi sucesivamente, has-
tamio(t). Las 55 componentes de las ecuaciones de la varianza son similarmente generadas

por las ecuaciones (6.7). A continuacién se presentan las diez ecuaciones de los elementos
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de la diagonal de la matriz de varianza, que son:

Pu(t)

- Pr(l)

Fes (1)

((=2/8) - 4(Kzima(t) + Knms(t) + Enme(t) + Kaime(t))) P — (6.8)
P121_P122_P123_P124_P125_P126_P37_P128_P129_P1210;
((—2/0) + 4(—=K12ma(t)) — Kiams(t) — Kaame(t))) 2
—P221—ng—PQ%—P§4—P225—P226—P227—P228—P§9—P§10;
(—2/9 - 4(K13m5(t)))P33 - P§?1 - Pe?z - P:?a - Pe.24 - P325 -

P} — Py — Py — Py — Pai;

(=2(1/6 + K 3))Pas ~ 4K p1ma(t) P + Krama(t)) Paz) —

P%, — P}~ P4 — P4 — P — Pl — Piy — Pl = Ply — Pl
2~ 1/6 + Kun) Prs + AU ama(t)) Por + Korme(t) Py +
Kymz(£)Ps; — Kiamis(8) Py — Kyams(t) Paq) — PA — P4~
P523—P§4—P525—P5?6—P57 Psa P 510;

2(—1/0 4+ Ki2) Poe + 4(—Kxnme(t)Psy + Krama(t) Pez +
Kiom,(t) Peg) — Pgy — P§2 PL - P~ Py — P4~

Pesz?* PGQB—PGQQ Psm;

2(—1/0 + Ka) Pry + 4(+K31m7(t)P71 + Ki3ms(t) Prs) — P —
P’?Q—P - Py - PTG P727—P723—P729*P72m§
2(—1/6)Pss + 4(KL1m4(t)PBI + K1y (t) Py + Koyme(t) P +
Ka1my(t)Pa1 + K52m4(t)P32) — P} — Pua)* = Py — Poy -

P% — P% — P&~ Ph— Py — Paw;

2(—1/8)Poo + 4(KL1m4(t).P91 + Kpama(8) Por +

Kams(t) Pyy + Koamg(t) Pg) — Py — Py — Py — Py~

162



2
’f395_Psage—PQZT_ngs"‘szg_szm;

Pyo—10(t) = 2(=1/6)Pro_10 + 4(Kpimyg(t) Py + Kroma(t) Pio—2 +
Klams(t)P10—3) - P120_1 - P120_2 - P120—3 - P120—4 - Plgo—s - P120—6 -

2 2z 2 . p2
Plo—7 — Pio_g = Piog — Pm—m]-

En el proceso de simulacidn, las condiciones iniciales en ¢ = 0 son iguales a cero para
las variables de estado Cpy, ..., AY™, son 0.5 para los estimados mi(t), ..., mu{t), toman
el valor de 1 para los componentes diagonales de la matriz de varianza, y cero para sus
otros componentes. Los pardmetros del sistema son asignados con el valor de 1: V =
LdApfdt = 1K = 1Ky = 1, Ky = 1, Kgp = 1; K3 = 1;dAme/dt = 1;dApy/dt =
1205&:?;*/05?t =1, Ky =11 K3 =1,K12 =1, K13 =1, Kpp = LKe=1Ky =1Ky =
1; K3 = 1;6 = 1. Los ruidos blancos Gaussianos en las ecuaciones (6.7) son tomados de
la funcidn de MatLab 6, versidn 1.2.

En la Figura 6.1, los valores obtenidos de las variables de estado Ciy, ..., AJ?! estdn
representados por una linea continua delgada, y los valores de los estimados del filtro
dptimo bilineal m;(¢).....myo(t) son mostrados por la linea delgada empalmada con la
linea punteada gruesa (que corresponde al filtro polinomial mixto).

El deéempeﬁo del filtro bilineal éptimo dado por las ecuaciones (6.6), (6.7) es com-
parado con el desempetio del filtro lineal éptimo de Kalman-Bucy, el cual es obtenido de la
linealizacion del sistema. Este filtro lineal contiene solo los términos lineales y el proceso
de inovacién de las ecuaciones (6.6) ¢ (6.7) para los estimados dptimos, y los términos
correspondientes a las ecuaciones de Riccati para componentes de las ecuaciones de la

matriz de varianza (6.7):

dmy(t)/dt = (am(t) + Zalki(t)mi(t)'l' (6.9)
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3 Py(t) AL ) (BipBy)) " (B)dys — 3 Awe () (t)dt],

ilps

me(to) = Elzy(to) Y (to)];

: dRJ (t)/dt = Zalik(t)ij(t) + Z B (t)aljk(t) + (610)
Zbik(t)bkj(t Z Rk(’t A Bl;p ps)) IASTPTJ‘( )
k klpsr

Pyi(to) = B[(wi(to) — mi(to)) (zi(ta) — m;(ta))” 1Y (fo)].

Las graficas de los estimados obtenidos usando el filtro lineal de Kalman-Bucy son mostradas
por una linea segmentada en la Figura 6.1.

Finalmente, el desempeiio del filtro bilineal éptimo (6.6),(6.7) es comparado con el
desempefio del filtro mixto, el cual es compuesto por la siguiente estructura: Las ecuaciones
del estimado éptimo en este filtro coinciden con las ecuaciones (6.6) o {6.7) para el filtro
bilineal éptimo, y las ecuaciones de la varianza coinciden con las ecuaciones (6.10) para
el filtro lineal de Kalman-Bucy. Las gréficas de los estimados obtenidos usando el filtro
mixto son mostradas en la Figura 6.1 por una linea punteada gruesa (empalmada con una
delgada, la cual corresponde a los estimados del filtro bilineal dptimo). Las condiciones
iniciales y los ruidos blancos Gaussianos son realizados en la misma forma que en los filtros
estudiades en el capitulo anterior. En la gréfica siguiente se muestran los resultados de
la simulacion, basados en los algoritmos obtenidos matematicamente. Se puede ver que
los resultados obtenidos para el filtro bilineal 6ptimo proporcionan el mejor estimado.
Ademads se puede decir que el filtro mixto presenta valores muy cercanos al bilineal, y en

algunas variables, es mejor, lo cual se debe a que el filtro mixto tiene mayor realizabilidad.
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Figura 6.1: Graficas de las diez variables de estado (6.4) (linea continua a la cual convergen
las dem4s), los estimados obtenidos mediante el filtro bilineal (6.6),(6.7) (linea delgada
empalmada con la linea punteada gruesa), los estimados obtenidos mediante el filtro lineal
de Kalman-Bucy (6.9),(6.10) (linea segmentada), y los estimados obtenidos mediante el

filtro mixto (6.6),(6.10) (linea punteada gruesa).
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Capitulo 7

Control ()ptimo en Sistemas

Polinomiales

7.1. Control Optimo para un Estado Polinomial de

Tercer Grado con Entrada Lineal de Control

7.1.1. Planteamiento del Problema

Consideremos el siguiente sistema polinomial:

dz(t) = (aolt) + a1 (®)z(t) + az()z*(t) + as(t)z®(£))dt + (7.1)
B(t)u(t)dt
z{to) = .

donde z(f) € R" es el estado del sistema, z(t) = [21(t) z2(t) ... z. ()7 € R, 2*(t) =
[22() 22(¢) ... Z2(0)]T. 23(8) = [23(2) #3(2) ... z2(D)]7, ¥ u(t) es la variable de control. La
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funcién de costo cuadratico a ser minimizada estd dada por:

J = %(m(T) — )T ((T) —.:1:1) + %/tT uT (s)R(s)u(s)ds +

0

%— fm 27 (s)L(s)z(s)ds, (7.2)

donde z; es un {rector dado, ®, K, L son matrices simétricas, K es una matriz positiva,
y ® v L son no-negativas, T' > fp es un cierto momento en el tiempo. El problema de
control 6ptimo consiste en encontrar el control u*(t), t € [t, T}, que minimice el criterio
J alo largo de la trayectoria z*(¢), ¢ € [fo, T, generada al sustituir w*(¢) en la ecuacion

de estado (7.1).

7.1.2. Solucién

Para encontrar la solucién al problema de control optimo, es necesaria la aplicacidn del
principio de dualidad [56], el cual establece que si el control éptimo existe para sistemas
lineales, con funcién de costo cuadrdtico J, el filtro dptimo existe para. el sistema. lineal dual
con disturbios Gaussianos, y puede ser encontrado partiendo de la solucién al problema de
control 6ptimo, usando simples transformaciones algebraicas {dualidad entre las matrices
de ganancia y de varianza), y viceversa. Tomando en cuenta la dualidad fisica existente
entre los problemas de filtrado y control, las conjeturas anteriores deberian ser vélidas
para todos los casos donde el control dptimo existe en forma cerrada y finito-dimensional.
Se 11evar£ a cabo la aplicacion de este principio a un sistema polinomial de tercer orden,
para el cual el filtro 6ptimo ya ha sido obtenido en el Capitulo 5, para posteriormente
retornar al problema de control dptimo para el estado polinomial (7.1) con entrada de
~ control lineal y funcidn de costo cuadrético (7.2). Partiendo del filtro, y tomando en cuenta

que ¢l filtro éptimo polinomial de tercer grado existe en forma cerrada, tenemos que la
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matriz de ganancia en el filtro polinomial (5.15) es igual a
K;=PAT () BOB 1),
la matriz de ganancia en el problema de control éptimo toma la forma de su transpuesta

dual
K. = (R(t)) 7' B(1)Q(?),

y la ley de control éptima estd dada por
u'(t) = Koz = (R(2)) ' B()Q(t)=(t), (7.3)

donde la matriz Q(t) es la solucién de la siguiente ecuacién dual (5.18) de la ecuacion de

varianza:

dQ(t) = (-l ()Q(t) — Q(t)al (t) — 2a5 ()Q() x =7 (t) — (7.4)
2z(t) * Q(t)az(t) — 3a5 ()Q(t) * ¢* (t) —
3¢(t) * Q(t)as(t) — 3a3 (1)Q(E) * ({2°)7 (1)) — 3(2(2) +
Q(t))as(t) + L{t) -~ Q)BHR™ () BT (1)Q())dt,

con la condicién terminal (1) = ¢ . La operacién binaria * ha sido introducida en la
Seccibn 5.3, v q(t) = [q1(1) q(t) ... ¢.(¢)]" denota el vector formado por los elementos de
la diagonal de la matriz Q(£).

Sustituyendo el control ptimo (7.3) en la ecuacién de estado (7.1), se obtiene la

ecuacidn del estado dptimamente controlado:

dz(t) = (ao(t) +ai(t)z(t) + a2 ()2 () + as(t)z®(¢))dt + (7.5)
B(t)(R(2))"' BT (1)Q(t)=(t)dt,

-’f(t@) = o,
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Note que si el vector del estado real z(t) es desconocido (no-observable), el cor}'trola,dor
dptimo es obtenido agrupando las ecuaciones del filtro 6ptimo y del regulador. Esta agru-
pacion es posible, gracias al principio de separacion [56) parét sistemas polinomiales, el cual
establece que esto es posible si las soluciones al problema del filtro y el control existen en
forma cerrada y finito-dimensional.

Los resultados obtenidos en esta seccién por virtud del principio de dualidad pueden
ser rigurosamente verificados usando el Principio del Maximo de Pontryagin [70] o la

programacién dindmica de Bellman [28].

7.2. Aplicacion del Regulador Optimo Polinomial de

Tercer Grado a un Sistema Automotriz

7.2.1. Planteamiento del problema

Esta seccidn presenta la aplicacién del regulador éptimo para un sistema polinomial
de tercer grado con entrada de control lineal y criterjo cuadratico para controlar las
variables de estado, y los dngulos de orientacidn del automévil y de direccién del volante,
en el modelo cinemético de un carro en movimiento [63], dadas las ecuaciones (7.7) para
el caso no lineal. El problema de control consiste en maximizar el angulo de orientacién
usando la minima energia de control u. El criterio cuadritico a ser minimizado J toma la

forma

T
J = 1/20¢(t) — 6" (D)2 +1/2 [0 w2()dt, (7.6)

Donde T = 0.1min, ¥ ¢* = lrad es un valor grande de ¢(t) (inalcanzable en el tiempo

T). Las ecuaciones de estado va han sido presentadas en la seccién de la aplicacién del
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filtro éptimo polinomial, pero se presentardn de nuevo para hacer mas faci! la lectura y

comprensién del texto. Estas toman la forma

dz(t) = weosp(t}dt,

dy(t) = vseng(i)dt,

dp(t) = (v/D)tand(t)dt, (7.7)
dé(t) = wu(t)dt.

Aqui, z(t) y y(¢) son las coordenadas cartesianas del centro de masa del carro, ¢(t) es el
angulo de orientacién, v es la velocidad, ! es la longitud entre los dos ejes del carro, (%)
es el angulo del volante, y u(¢) es la variable de control (velocidad angular del volante).
Usando la expansién en series de Taylor de las ecuaciones originales para &(t) y 6(¢)
(7.7), obtenemos un sistema polinomial de ecuaciones de tercer grado {el cuarto grado no

aparece en la expansién de Taylor para la tangente), el cual toma la siguiente forma:

do(t) = (/D@ +6(0)/3dr, (7.8)
dé(t) = wu(t)dt.
Las observaciones son directas, y contienen disturbios modelados como ruidos blancos
(Gaussianos, que son independientes e idénticamente distribuidos. Las ecuaciones de las
observaciones estan dadas por:
dzg(t) = o(t)dt+ fi(t)de (7.9)
dzs(t) = &()dt+ folt)dt
donde z4(t) es la variable de observacion para ¢(f), z;(¢) es la variable de observacién

para 6(t), vy fi(t) y f2(t) son ruidos blancos Gaussianos independientes uno del otro. Se

asignd v = 1Tm/min v | = 2m y el tiempo final es T = 0.1min, lo cual corresponde
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al movimiento angular de un carro de tamano mediano en un intervalo de tiempo de 6
segundos. En otras palabras, el problema es hacer el giro maximo de las ruedas de su
posicién inicial, usando el minimo de energia en el volante. Las condiciones iniciales para

los dngulos son ¢(0) = 0.1rad y §(0) = 0.1red.

7.2.2. Solucién

Sustituyendo las ecuaciones de estado (7.7) en las ecuaciones generales para el control
optimo (7.3)-(7.5) son obtenidas las ecuaciones para el control éptimo en esta aplicacidn.
Considerando los valores para B = 1 y para G = [0,1], el control éptimo u*(¥) =
(R(E)IGT(1)Q()z(t) toma la forma u*(£) = go1 (£)(2) + go2(t)(t), donde los elementos

qu (t), g21(t), g22(t) de la matriz simétrica, Q(t) satisfacen la. ecuacién

dqu(t) = _qgl (%)
dgn(t) = —7ah () = qe(an(®) — Taut) - 762 Oan () (7.10)
dga(t) = —QTUQIz(t) - 2%412@)‘122(‘5) - gTvégﬁ)Qw(t) — g5 (3).

con condiciones terminales ¢;1(T) = 1,412(T) = 0,¢22(T) = 0. El sistema compuesto
por los sistemas de ecuaciones anteriores (7.7) y (7.10) debe ser resuelto con condiciones
iniciales ¢(0) = 0.1rad, §(0) = 0.1rad y con las condiciones terminales anteriores. Este
problema de frontera es resuelto numeéricamente usando el método iterativo mediante el
cual se pasa de las ecuaciones en tiempo directo a las ecuaciones en tiempo inverso, como
se describe a continuacion. Las primeras condiciones iniciales para g/s son evaluadas y
el sistema es resuelto en tiempo directo con las condiciones iniciales en ¢t = 0; asi son
ohtenidos los valores de ¢ y de é en el punto terminal T = 0.1man. Después el sistema, es
resuelto en tiempo inverso (sustituyendo —¢ en lugar de ¢j tomando los valores obtenidos

de ¢ v & del sistema en tiempo directo como valores iniciales en tiempo inverso; asi ob-
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tendremos valores para las ¢/s en el punto inicial { = 0, los cuales son tomados como
valores iniciales en las ecuaciones en tiempo directo, y asi sucesivamente. Las condiciones
iniciales dadas ¢(0) = 0.1rad y 6(0) = 0.1rad son mantenidas fijas en el sistema en tiempo
directo y las condiciones terminales ¢11(7") = 1, ¢12(T") = 0, ¢22(T") = 0. son mantenidas
fijas en el sistema en tiempo inverso. El algoritmo se detiene cuando el sistema alcanza
los valores ¢11(T) = 1, q12{T") = 0, g22(7") = 0 en el sistema en tiempo directo y los valores
#(0) = 0.1rad, 6(0) = 0.1rad en el sistema en tiempo inverso.

Las condiciones iniciales para las ¢/s en la iteracion final en tiempo directo son ¢,1(0) =
1,32, q12{0) = 16, ¢g22(0) = 1640. Los valores obtenidos para ¢ y el criteric J mediante la
sirnulacion se presentan en la Figura 7.3. Estos resultados para el regulador polinomial de
tercer grado son comparados con los resultados obtenidos usando el regulador lineal para

el cual los elementos de la matriz Q(t) satisfacen las ecuaciones de Riccati:

dm(t) = —gf,(t)
v
dga(t) = —Q12Q‘22—TQ11 (7.11)
2n
dga2(t) = __'q12"q;23

l

con condiciones terminales g1, (T} = 1, q12(T") = 0, g22(7") = 0. Note que en €l caso lineal es
necesaria solo una iteracién con la ecuacion en tiempo inverso (—t) para ¢/s, porque el sis-
tema (7.11) no depende de ¢ ni de 4, y los valores iniciales para ¢/s en ¢ = 0 son obtenidos
después de una iteracién con la ecuacién en tiempo inverso. Las condiciones iniciales para
las g/s en la iteracién en tiempo directo son ¢3;(0) = 1.025, ¢12(0) = 0.87, ¢22(0) = 0.74.
Las graficas de la simulacién para el caso lineal se muestran en la Figura 7.1. Asi, son
obtenidas dos conjuntos de gréficas.

1. Grafica de la variable ¢ que satisface el sistema original (7.7) controlado por el

regulador lineal éptimo definido por (7.11); grafica de los valores correspondientes del
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criterio J (7.6); grafica del control lineal w*(t) correspondiente a las ecuaciones (7.11)
(Figuras 7.1 y 7.2).

2. Gréfica de la variable ¢ que satisface el sistema original (7.7) controlado por el
regulador polinomial de tercer grado definido por (7.10); gréfica de los valores correspon-
dientes de J (7.6); gréfica del control polinomial u*(t) correspondiente a las ecuaciones
{(7.10) (Figs. 7.3y 7.4).
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0.0 0.0z 0.03 0.04 008 Q.08 0.07 008 0.09 ot

Figura 7.1: Gréficas del regulador lineal correspondiente a las ecuaciones (7.11).phi = ¢,

criterion = J.

Los valores obtenidos de la variable controlada ¢ y el criterio J son comparados en
el tiempo terminal T = 0.1min en la siguiente tabla (correspondiente a las Figuras 7.1 y

7.3).
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Figura 7.2: Gréfica del control lineal »*(t) correspondiente a las ecnaciones N
=u*.

Control lineal Control polinomial de tercer grado

$(0.1) = 0.1875rad $(0.1) = 0.989rad
J = 0.661 J =0.065
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Figura 7.3: Grificas del regulador polinomial de tercer grado correspondiente a las ecua-

ciones (7.10).phi = ¢, criterion = J.
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Figura 7.4: Gréfica del control polinomial u*(¢) correspondiente a las ecuacienes (7.10).

control = u*.
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