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Resumen

Estudios Sobre el Control y la Estimacién de Sistemas No
Lineales en Tiempo Continuo y Discreto

Publicacién No. __

Oscar Francisco Huerta Guevara
Universidad Auténoma de Nuevo Ledn
Facultad de Ingenierfa Mecdnica y Eléctrica
Profesor Asesor: Dr. Jesis de Leén Morales
Noviembre, 2004

Recientemente, la estabilidad en sistemas eléctricos de potencia (SEP), definida como
la capacidad de mantener sincronia tanto en condiciones normales de operacién como
después de una perturbacién (por ejemplo, un corto circuito y/o cambios en las condi-
ciones de operacién), ha atraido la atencién de muchos investigadores. A este respecto,
la implementacién de técnicas de control avanzado para sistemas de potencia se percibe
como una drea prometedora. En esta tesis, se trata el problema de control de un sistema
de potencia multimdquinas con el objeto de garantizar la estabilidad, mediante la técnica
de modos deslizantes y se compara el control presentado con uno ya desarrollado basado
en pasividad.

La mayoria de las estrategias de control han sido desarrolladas para sistemas no
lineales en tiempo continuo, y aplicadas para propésitos de control o monitoreo. Sin
embargo, tomando en cuenta el desarrollo tecnoldgico en el procesamiento de datos y la
capacidad de las computadoras digitales, se han desarrollado e implementado algoritmos
mds eficientes.

Esto ha motivado el desarrollo de estrategias de control en tiempo discreto. La ma-
yoria de estas estartegias han sido desarrolladas a partir de la discretizacion de sistemas
continuos, generalmente basadas en el método de Euler. En esta tesis se retoman trabajos
previos sobre el disefio de algoritmos de control y de observacién para una clase de
sistemas no lineales discretizados mediante el método de Euler. Se presenta un andlisis
de estabilidad para el sistema en lazo cerrado (control discreto y observador discreto) y
un estudio sobre la validez de implementar un observador discreto diseiiado a partir de

un sistema discretizado via Euler (Estimacion Practica).

Vi



Finalmente, en ocaciones no se dispone del vector de estados de manera completa,
lo cual dificulta la implementacion de una ley de control. El problema de estimacion
de estado para sistemas no lineales, ha atraido la atencién de la comunidad de control,
y varios trabajos han sido propuestos para ciertas clases de sistemas. Por otro lado,
también a veces aunado al problema del desconocimiento en parte del vector de estados,
se desconocen algunos pardmetros del sistema. A este respecto podemos decir, que la
identificacién de pardmetros para sistemas lineales es un 4rea ya muy estudiada, también
se han presentado algunos resultados para sistemas no lineales. Sin embargo, cuando
se presenta el problema de estimacion de las variables de estado y la identificacién de
pardmetros de manera simultdnes, el problema se torna més complicado. Por tal motivo,
en esta tesis se propone una solugcién a dicho problema, mediante un observador adaptable
se efectiia una estimacién del estado no medible y una identificacién de los pardametros
desconocidos simultdneamente para la clase de sistemas no lineales afines en el estado
y en los pardmetros. La motivacién en el uso de los observadores adaptables es su
potencial aplicacién en la deteccién de fallas, aislamiento, transmicién de sefiales y control
adaptable entre otros. Ademsds, se presentan dos aplicaciones de este algoritmo: Sistemas
Cadticos y Mdaquinas eléctricas.
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Capitulo 1

Introduccién

A continuacién, se presenta un resumen correspondiente a los tépicos que se consideran

en esta tesis.

1.1 Generalidades y Antecedentes

Gracias a los avances tecnologicos y el desarrollo de nuevas dreas de investigacion, se han
generado muevos retos y campos de oportunidades en lo referente al control de sistemas
dindmicos. La teorfa del control ha tenido un gran desarrollo en las ltimas décadas,
y nuevos resultados relacionados con el estudio de sistemas dindmicos no lineales han
permitido considerar dindmicas que anteriormente habian sido despreciadas o que no
eran tomadas en cuenta, como en €l caso del control de sistemas de eléctricos de potencia.
En este campo de investigacién, muchos de los resultados o estrategias de control estin
basados en disefios obtenidos a partir de modelos reducidos o linealizados, 1o cual restringe
su dominio de operacién.

Como se sabe, la industria eléctrica se encuentra en constante transformacion. Ademaés
la desregularizacion del sector eléctrico, lleva consigo una gran cantidad de dificultades
para mantener la estabilidad de la red eléctrica ante la presencia de empresas de co-
generacién, nuevos consumidores o cuando se presenta una modificacion en la topologia
de la red eléctrica debido a fallas ¢ cortos circuitos. Por tal motivo, resulta necesario
mantener la estabilidad de la red eléctrica de modo que proporcione un suministro de
energfa eléctrica con una calidad establecida hacia el consumidor. Esto es, suministrar
energia eléctrica con frecuencia y niveles de voltaje constantes, a pesar de los cambios
que pueda sufrir 1a red eléctrica ante la conexién o desconexiones de cargas.

La estabilidad de un sistema eléctrico de potencia {SEP), se puede definir como la
capacidad de mantener la sincronia tanto en condiciones normales de operacién como
después de una perturbacién (por ejemplo, un corto circuito y/o cambios en las condi-
ciones de operacién) [42].

En muchos estudios sobre sistemas de potencia, se considera el caso ideal de un genera-
dor sincrono conectado a un bus infinito [3, 21]. En ofros, se toma un modelo linealizado
del sistema multiméquinas, el cual es vilido en una regién muy pequena alrededor del



punto de operacién [28]. Todos estos resultados han sido extensamente aplicados en la
prictica. Sin embargo, con los nuevos desarrollos en electrénica de potencia, muchos ele-
mentos o dispositivos mecdnicos han sido remplazados por sus correspondientes eléctricos,
dando lugar a otro tipo de fenémenos que hay que resolver.

Recientemente, nuevas estrategias de control han sido publicadas, y aceptadas dentro
de la comunidad de potencia. Dentro de las cuales podemos mencionar las basadas
en funciones de energia [3], perturbaciones singulares [44] (la cual es utilizada para la
reduccién de modelos), control éptimo [2], control de estructura variable [22], control
adaptable [18], entre otras.

Por otro lado, se presentan algunas dificultades donde la tecnologfa actual no permite
resolver ciertos problemas de control, por ejemplo: algunas variables del proceso son
dificiles de medir ya sea por razones fisicas que lo impidan, porque es imposible medirlas
dada su naturaleza o simplemeute por el clevado costo de los sensores para realizar dichas
tareas. Por tal motivo, la teorfa del control ha desarrollado algunas herrarmentas que per-
miten resolver este problema, mediante lo que se conoce como sensores computacionales
u observadores. Muchos de estos resultados requieren de un nivel de conocimiento y de
tecnologfa avanzados.

El disefio de estrategias de control y observacién de sistemas no lineales ha atraido la
atencién de muchos investidadores. Sin embargo, la mayoria de estas estrategias han sido
desarrolladas para sistemas en tiempo continuo. Pero tomando en cuenta el desarrollo
tecnoldgico en el procesamiento de datos y la capacidad de las computadoras digitales,
ha sido posible implementar algoritmos de control més eficientes y poderosos para con-
trolar diversos sistemas [38, 39]. Por tal motivo, ha sido necesario desarrollar estrategias
de control en tiempo discreto o disentar controladores basados en sistemas discretos en el
tiempo.

La mayorfa de las estrategias de control y observacién discretas desarrolladas, se
obtienen a partir de la discretizacion de sistemas continuos, las cuales estdn basadas
en el método de Euler. Otra forma comin de construir leyes de control es discniarlas
en tiempo continuo y posteriormente discretizarlas [40]. Varios trabajos relacionados
tanto con el diseno de controladores discretos como del diseno de observadores han sido
propuestos [29, 7, 14, 47, 53|.

Finalmente, la identificacién de pardmetros para sistemas lineales ha sido un srea
extcnsamente estudiada durante las ultimas décadas. Sin embargo, sélo algunos resul-



tados han sido presentados para los sistemas no lineales. En ambos casos se asume un
conocimiento total del vector de estados. Al mismo tiempo, el problema de la estimacion
de estados para sistemas no lineales, ha atraido la atencién de la comunidad de control,
y varios trabajos han sido propuestos para ciertas clases de sistemas [8, 9, 16, 20|, siendo
un dominio abierto para la investigaciéon, Ahora bien, cuando se presenta el problema
de estimacion de las variables de estado y la identificacion de pardametros de un sistema
de manera simultdnea, el problemas se torna mds complicado. Una manera de atacar
este problema es mediante un observador adaptable, el cual se define como un algoritmo
recursivo que permite la estimacion del estade no medible y de pardmetros desconocidos
en un sistema dindmico de forma simultdnea. La motivacién en el uso de observadores
adaptables es su potencial aplicacién en la deteccién de fallas, aislamiento, transmisién
de sefiales y control adaptable entre otros.

1.2 Objetivos de la Tesis

Basado en las consideraciones antericres, los temas a tratar en la tesis son los siguientes.

1. El problems de control de un sistema eléctrico de potencia multimdquinas con el
fin de garantizar la estabilidad del mismo, mediante la técnica de control basada en
modos deslizantes. Ademds se compara este algoritmo de control, con uno basado
en pasividad para sistemas con estructura hamiltoniana presentado en [51, 41].

2. Se retoman los trabajos desarrollados en [1, 19, 34] en los cuales se disefiaron
estrategias de conirol y observacién en tiempo discreto para una clase de sistemas no
lineales discretos que son linealizables por retroalimentacién de estado. Se presenta
un estudio de estabilidad del sistema en lazo cerrado para el control mediante
retroalimentacién de estado [1] basado en un observador [19], un anélisis sobre la
cota fundamental (ultimately bounded) para el control mediante modos deslizantes
[34] ¥ un estudio denominado estabilidad prictica, es decir un andlisis sobre las
condicicnes que se presentan cuando los algoritmos, en este caso un chservador,

son desarrollados a partir de discretizaciones aproximadas.

3. Se disefia un observador adaptable, para realizar la estimacion del estado no medible
y la identificacién de los pardmetros desconocidos simultdneamente, para una clase

de sistemas no lineales afines en el estado y en los pardametros.



1.3 Organizacién de la Tesis

Con base en lo expuesto en las secciones anteriores, en el capitulo 2 se propone una es-
trategia de control basada en la técnica de modos deslizantes, la cual aplicaremos a un
sistems de eléctrico de potencia multimaquinas. La idea en esta capitulo, es reamplazar
el control discontinuo que comiinmente se utiliza para mantener las trayectorias del sis-
tema sobre una superficie dada, por uno continuo con convergencia exponencial, de tal
manera que se atenie el fenémeno de conmutacién (chattering). Ademds, haremos una
comparacién de este control que proponemos con uno basado en la teoria de sistemas
hamiltoniamos [51, 41].

En el capftulo 3 se presenta un anilisis de estabilidad en lazo cerrado cuando un
esquema de control linealizante [1] y un observador [19] ambos en tiempo discreto, son
aplicados a una clase de sistemas no lineales discretos (obtenido a partir de una dis-
cretizacién tipo Euler). Ademds, retomando el trabajo presentado en [34], se estudia el
concepto de cota fundamental con el objeto de determinar las condiciones para garantizar
estabilidad del sistema, cuando el control aplicado esta basado en modos deslizantes.

Por otro lado, a fin de mostrar el desempeno de las estrategias de control y observacién
propuestas en este capitulo, aplicaremos estas a los modelos matemdticos de un brazo
robot y del generador sincrono.

En la parte final de este capitulo, presentaremos un estudio sobre la validez de aplicar
el observador propuesto a partir de una discretizacién aproximada, en vez de una dis-
cretizacién exacta (estimacion practica).

En el capitulo 4 nos enfocaremos exclusivamente en el desarrollo de un observador
adaptable para una clase de sistemas no lineales afines en el estado y en los pardmetros,
cuyo objetivo es estitnar estos simultineamente. Como aplicacién de este observador
adaptable, se considera inicialmente el atractor cadtico de Lorenz, con el objetivo de
ilustrar el encriptamiento de informacién. Y concluiremos con la implementacion de este
algoritmo de estimacién al modelo del generador sincronico, para propdésito de monitoreo.

Finalmente, en el capitulo 5 se presentan las conclusiones generales de esta tesis y
algunos aspectos importantes a los que pensamos que se les puede dar continuidad en
trabajos de investigacién futuros.



Capitulo 2

Control Continuo en Modos Deslizantes

para Sistemas de Potencia

En este capitulo abordamos el control de sistemas de potencia multimiquinas. Pro-
ponemos un diseno basado en la técnica de modos deslizantes. El control propuesto es
suave, pues difiere del control cldsico en modos deslizantes sujeto al fenémeno de switcheo
(chattering). Presentamos dos versiones del controlador basado en modos deslizantes que
son aplicados al sistema de potencia multimiquinas y efectuamos una comparacién de
estas versiones con un controlador hamiltoniano.

2.1 Introduccién

La estabilidad de un sistema eléctrico de potencia (SEP), se puede definir como la capaci-
dad de mantener la sincronia tanto en condiciones normales de operacién corno después
de una perturbacién (por ejemplo, un corto circuito y/o cambios en las condiciones
de operaci6n) [50]. De acuerdo con la naturaleza del fenémeno, los problemas de esta-
bilidad se dividen en varias categorias, como por ejemplo, estabilidad de estado estable,
oscilatoria, transitoria, de voltaje, etc [42).

El uso de técnicas de control avanzado para el control de sistemas de potencia se
percibe como una de las dreas mas prometedora en el control automdtico, Para mejorar la
estabilidad transitoria de sistemas de potencia, muchos investigadores dirigen su atencién
a la aplicacién de la teoria de sistemas no lineales. Y cuando se compara esta, con el
uso tradicional de la teoria de control lineal, donde el dominio de operacién del sistema
controlado es pequefio, se aprecian ventajas considerables, como el poder recobrar la
estabilidad cuando el sistema se ve afectado por grandes perturbaciones [50].

En algunos estndios sobre sistemas de potencia, se considera el caso ideal de un
generador sincrono conectado a un bus infinito [3, 21). En otros, se toma un modelo
linealizado del sistema multimdquinas, el cual es vilido en una regién muy pequedia
alrededor del punto de operacion [28]. Recientemente, nuevas estrategias de control han
sido publicadas, y aceptadas dentro de la comunidad de potencia. Dentro de las cuales
podemos mencionar las basadas en funciones de energia (3], perturbaciones singulares



[44] (1a cual es utilizada para la reduccién de modelos), control optimo [2], control de
estructura variable [22], control adaptable [18], control basado en pasividad [33], entre
otras.

El disefio de controladores no lineales por retroalimentacion linealizante, mediante
geometria diferencial, también ha sido un tdpico investigado para sistemas de potencia
[10, 35]. La clave en el disefio de este controlador es que la ley de control puede cancelar
las dindmicas no lineales, obteniendose como resultado un sisterna en lazo cerrado que se
comporta como un sistema lineal. Sin embargo en la préctica, debido a la presencia de
incertidumbres paramétricas, perturbaciones y fallas que se presentan en el sistema, se
concluye que regulta imposible la cancelacién exacta de las no linealidades del sistema.
Ademds, recuerde que el control obtenido mediante esta técnica es complejo, y muchas
veces no considera las propiedades estructurales del sistema. Una técnica que se ha venido
utilizando en los dltimos aifios es la teorfa de sistemas hamiltonianos. Para esta clase de
sistemas, se considera la energfa total del sistema como la funcién hamiltoniana, la cual
también juega el papel de funcién de Lyapunov para ¢l sistema. La clave en esta técnica
es expresar la dindmica del sistema eléctrico de potencia en una representaciéon hamiltoni-
ana. Este método ya ha sido aplicado para mejorar la estabilidad transitoria del sistema
de potencia multimaquinas mediante un control de excitacién no lineal descentralizado
[51, 41].

Otra técnica utilizada para mejorar la robustes ante incertiduwnbres paramétricas
y perturbaciones externas es el disefio de control mediante modos deslizantes (véase
(13, 48]). En un repaso de las referencias citadas anteriormente, puede verse como un
control conmutando a gran velocidad provee de robustez al sistema no lineal, al forzar
a las trayectorias del sistema a alcanzar una superficie deslizante en tiempo finito, y al
hacerlas permanecer scbre la superficie para todo tiempo.

El comportamiento de conmutacion en alta frecuencia para este tipo de controladores,
nos lleva a otros problemas. Como por ejemplo, puesto que el controlador contiene tér-
minos no lineales discontinuos, la existencia y unicidad de la solucién. Ademss, la imple-
mentacién de controladores discontinuos nos lleva al fendmeno de switcheo o conmutacion
(chattering), el cual en algunos casos se evita mediante la aproximacién del control dis-
continuo por uno continuo. Por ofro lado, muy pocas aplicaciones de control en modos
deslizantes continuo estdn disponibles en la literatura (ver [17]).

La idea principal que presentamos en este capftulo es el desarrollo de un controlador



que lleve las trayectorias del sistema a una superficie de conmutacién exponencialete
atractiva y las mantenga en la superficie, y su aplicacion a sistemas eléctricos de potencia
multimdqguinss.

2.2 Modelo Dindamico de un Sistema de Potencia

El sistema eléctrico de potencia que consideraremos a lo largo de este capftulo estd for-
mado por r generadores. Bajo ciertas consideraciones (véase [21, 23, 15] para mas detalles
al respecto), el movimiento de los generadores interconectados es descrito mediante un
modelo cldsico con decaimiento en las dindmicas de flujo (las dindmicas a analizar son:
la posicién y la velocidad angular, y el voltaje transitorio en el eje de cuadratura). El
generador es modelado por los voltajes entre las reactancias transitorias del eje directo.
El dngulo del voltaje coincide con el dngulo mecanico relativo al marco de referencia
sfncrona. El modelo dindmico para la méquina i estd representado por ([4, 42, 21})!

5,‘, = Wj—Wwy
. 1
wi = 2H,‘ [—-D., (w,' - UJ()) + wy (Pm,- — Pe;)] (21)

a4

: 1
E, = E(Efi _E%)
donde " .
In=X2 Eg,Bijsen (§; — 65), I =-3 E,, Bi; cos (8; — 6;)
F=1 =1

F, = E;iIQH Qe; = E:IsIdi’ By = E;i + (Xdi - X:is) Iy,

Entonces, la representacién del sistemna de potencia multimiquinas estd dada por

Tyl = Tz
n
tip = —amitb—czs ), zBysen(za — z5) (2.2)
j=1 ‘
n
&3 = —exp+d;i Y, zi3Bycos(ziy — zj) +w
5=

1Véase anexo A para la descripcisn de los simbolos utilizados en el modelo matemstico del sistema
de potencia.



D; Wo Wo Xa, — X3, 1
a:—ﬁ’ bt'—(2_Ha)Pm.: cw_(zHl)-, d’z_Ta 61—?&"

son los pardmetros del sistema, y
[$.,;1, T, Eig]T = [(5,;('[3), w,‘(t) — Wo, E;z(t)]T (23)

representa el vector de estado, finalmente la entrada de control estd dada por

FE. .
U = T—,f‘
d;
por lo tanto
( Lz \
~@iTin + b — Gzig Y zjBysen(xa — x51)
i) = 2 Coa=lo| ea

Tt
—e;xi3 +d; Z :::,-33.5 cos(xﬂ - m_-.'1)

/

Ahora, procedemos al disefio de una ley de control hasada en modos deslizantes con-
siderando como caso de estudio el sistema eléctrico de potencia cuya dindmica estd dada
por (2.2). Ademds, efectuamos un estudio comparativo con el diseiio basado en pasivi-
dad presentado en [51, 41), mostrando el desempeno de ambos algoritmos via simulacién
digital.

2.3 Diseno de Control en Modos Deslizantes

Considere la clase de sistemas no lineales descritos en el espacio de estados de la siguiente
manera

t=flz)+glz)u z(t) =m0 (2.5)
donde to > 0, z € B, C R es el vector de estados, © € R” es el vector de entradas

de control, f v g se consideran acotadas y sus k_:omponent&s funciones suaves de =. B,
denota un subconjunto cerrado y acotado éen'i_;rada en ¢l origen.



Figura 2.1: Control de regulacién

El control basado en modos deslizantes para el sistema (2.5), lo disefiamos como sigue.
Consideremos la siguiente superficie de conmutacién no lineal de dimensién n—r, definida
por

ol —z") = (0,(z — 2%, ..,0,(x —z*))T =0 (2.6)
donde x* es el punto de equilibrio y cada funcién o; : B, X B, - R, i=1,...,r, es una
funcién C?! tal que o;(0) = 0.

El método de control equivalente (véase [13, 48]) es utilizado para determinar el

movimiento del sistema restringido a la superficie de conmmutaciéon a(z — z*) = 0. La

existencia de un modo deslizante implica que se satisfaga
1. #{z(l)) =0
2.0(x(t)=0Vt>t
Asi, de la regla de la cadena para sigma se tiene

%)= (5| v +otma =0

%% |3

es decir .
_ |9
Oz |

@) = [52] oty
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por lo tanto _1
o == [G2ate)] [ 210 @)

donde la matriz [0c/0z]g(z) se asume no singular V z,z* € B,.

Para completar el disefic de control tenemos
U = Uey +uy (28)

donde ue; (2.7), actua cuando el sistema estd restringido a o(z — 2*) = 0, mientras
que uy (control de regulacion) cuando o(z — z*) # 0. Consideremos nuevamente un
anglisis similar al efectuado para la deduccién del control equivalente del sistema (2.5),
sin embargo ahora, bajo la accién de control {2.8), es decir

507 .
| 9]
9]
= |52 | V@) +9(0) fueg + )]
Ed o

= | 3. | /@) + g(2)ues} + [§E] 9(2)un

ahora trabajamos fuera de la superficie de conmutacion, es decir o(x — z*) # 0, en este

caso el control equivalente no actua, de lo que se tiene

b= [%] o(w)un

Por lo tanto, si ux se selecciona como

wy == | G20(0)| Liaote -+ 29)

donde L(z) es una matriz definida positiva (de dimensién r X 7) cuyos componentes son
funciones no lineales reales acotadas y C° de =, tales que | L(z)|| < p, ¥ z € B, para una
constante p > 0. Para & se tiene

o = 2 o) (- [ 2| Lioto - o)
o (-] )

(2.10)
= —L(z)o(z —z*)

ecuacién que describe el movimiento del sistema fuera de o{x — z*) =0
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Las propiedades de estabilidad de o(z —z*) en (2.10} pueden ser estudiadas por medio
de la funcién candidata de Lyapunov

Viz—a") = %O‘T(‘J} — 2oz — z*)

cuya derivada a lo largo de (2.10) satisface

If

Viz —z%) % [{—L(:r)a(:r — W o(z — 2*) + 67 (z ~ z*) {—L(z)o(z — :1:*)}]
= —ol(z—a2*)L(z)o(z—2) <0 Vz,2°€ B,

[o que asegura. la existencia de un modo deslizante.

Nota 2.1 Un andlisis directo de la ecuacidn diferencial (2.18) muestra que las trayecto-
rigs del sistema alcanzan lo superficie de conmutacion esintsticamente, pues la solucion

para esta ecuacion estd dada por

oz —z*) = e H g (z () — %) Vit

es decir
tﬁlewa(x {t)—z*)=0

Nota 2.2 Ademds, resulta sencillo verificar que la condicion de alcanzabilided [18] se

satisface para esta seleccion de uy (2.9), de (2.10) se tiene
oz~ 2")'6 = —o(z — ") L(z)o(z - £7)
por lo que o(x — x*)T6 siempre es negativo, es decir o(x — z*)To < 0F

Basado en el control en modos deslizantes descrito antes, €] control resultante estd
dado por

7

u=- |2 {3“f(a§_) + Lz)o(o - w*)] (2.11)

Cuando el control compuesto (2.11) es aplicado al sistema (2.5), se obtiene el siguiente

sistema en lazo cerrado
&= fo(z,z*) + p(z, %) (2.12)

2Recuerde que para el calculo de uy, o (z — %) # 0
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donde .
flzst) = {Ifg(:c) %) (%g)}f(m)
How) = @) | 3200 LWlete -2

Ahora, para estudiar las propiedades de estabilidad del sistema en lazo cerrado (2.12),

introducimos la siguiente hipétesis

Hipdétesis 2.1 [24] El punto de equilibrio * de & = f{x,z*} es localmente exponencial-
mente estable.

Por un teorema inverso de Lyapunov (ver [24]), Ia hipdtesis 2.1 nos asegura la exis-
tencia de una funcién de Lyapunov V(e) con e = 2 — z* la cual satisface las siguientes
desigualdades

v
o [lel* < V(e) < azlle)” ﬂ_au < el
a.‘;ge) {fe(e + 2%, 2’,‘*) +p(e + =¥, .'B*)} < —ag ”8"2 (2]_3)

para o3, 0z, 03 ¥ &y constantes positivas.

Consideremos V(e) como una funcién cmdidata de Liyapunov para investigar la esta-
bilidad del origen e = 0 (e punio de equilibrio del sistema (2.12)). De la hipétesis 2.1 y
Ia ecuacién (2.13), la derivada en el tiempo de V a lo largo de las trayectorias de (2.12)
satisface

V(e) < —aslefl? (2.14)

entonces el sistema (2.12) es exponencialmente estable.

La funcién candidata de Lyapunov V (2.13) es un instrumento para investigar las
propiedades de estabilidad del sistema en lazo cerrado (2.12) obtenido cuando el control
u (2.11) es aplicado. El siguiente Lema puede probarse usando el mismo razonamiento.

Lema 2.1 [24] Considere el sistema no lineal (2.5) para el cual se disefie un control
compuesto (2.7-2.9) tal que la hipstesis 2.1 se satisface. Entonces el sistema no lineal en
lazo cerrado (2.12) es locolmente exponencialmente estable.
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Nota 2.3 Puede obtenerse estabilidad asintdtica con m;a election particular de lo super-
fice de conmutacion o (x (£) — z*) sin la necesidad de la hipotesis 8.1. Por ejemplo, si la
derivada en el tiempo de la superficie de conmutacion es exactamente una forme normal
asintdticamente estable, la cual puede obtenerse medionie un cambio de coordenadas ¥
una entrede de control inealizante. Si el sistema es de fase minima, se puede verificar
que si aplicamos un control equivalente u.q, las trayectorias del sistema en lazo cerrado,
son soluciones de la forma normal. Bl control adicional uy en este caso se usa para
proporcionar alraccion exponencial a la superficie de conmutacion y como consecuencia

sumistrar robustes al sistema en lozo cerrado (Teorema de Lasalle [24]).

2.4 Control Hamiltoniano

A continuacién mostramos de manera breve el disefio de un control de excitacion,
usando la metodologia basada en una funcién de energfa y en la estructura de sistemas
Hamiltonianos reportado en [51, 41].

Considere el sistema no lineal con multiples entradas y multiples salidas (MIMO),
expresado por las siguientes ecuaciones

& = f(z)+glxz)u
y = k) (2.15)

donde z € R™ es el estado del sistema, u € R™ es el vector de control e y € R? es el vector
de salidas. En este capftulo estamos interesados en la clase de sistemas que pueden ser
representados equivalentemente en una forma Hamiltoniana con términos disipativos de

la siguiente forma,

(@) = R)E 4 glayu

3 =
dx
_ @
y = g (z) o (2.16)

donde los estados del sistema x son las variables de energia, H(zi,...,z,) : R* - R
representa la energfa total almacenada y la estructura de interconexion est4 dada en la
matriz J(z) € R™*", la matriz g(z) € R**™  Ademss la matriz J(z) es antisimétrica,
es decir

Jx)=-J%(z) VxecR"
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y R{z) es una matriz simétrica no negativa que depende de z, es decir
Ri{z) =RT(z) >0 VYzrecR"™

La ventaja principal de trabajar con este tipo de sistemas, viene del hecho que la
funcién total de energia puede ser considerada como una funcién de Lyapunov para
estudios de estabilidad. Mds atin, de (2.16), obtenemos la ecuacion de balace de energia

dH _ 8H_ OHT .
dt or u

con 4Ty como la energfa externa suminisirada al sistema y -—%R(m)% representando
la energia disipada debido a los elementos resistivos. Como es bien sabido (ver (33, 46]),
la igualdad anterior establece las propiedades de pasividad en el siguiente sentido.

Definicidén 2.1 Ei sistema (2.5) es pasivo con respecto a la salida y = h(z) si existe una
Juncidn suave no negativa H{z), tal que H(0) = 0 y lo siguiente desigualdad se satisface

H(z(t)) - #(z(0)) < ]c; u?(s)y(s)ds. (2.17)

Si ademsds, el sistema (2.5) satisface la propiedad de detectibilidad enunciada en la
siguiente definicién

Definicion 2.2 [52] El sistema (2.5) es detectable estado cero si u(t) = 0 e y(t) = 0
Yt > 0, ¢mplica que tlz'm z(t) = 0.
—00

Entonces, es posible formular el siguiente resultado, que es fundamental con relacién
a las propiedades de estabilidad para la clase de sistemas considerados aqui.

Teorema 2.1 [46] Consideremos la clase de sistemas definidos por (2.16). Asumimos
que el sistema es detectable estado cero y que el hamiltoniano generalizado tiene un min-
imo local estricto. Bnfonces, se sigue que x* es un punto de eguilibrio esiable de las
dindmicas no forzadas. Mds adn, puede verse fdcilmente que para mantener el punto de
equilibrio asintoticamente estable, podemos considerar el siguiente control por retroali-

entacion de salida

u=-—y= —QT(ﬂ?]E‘
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2.5 Aplicacion a Sistemas de Potencia

Introducimos ahora un sistema de potencia multimdquinas como el que se muestra en
la figura 2.4 (véase [21] para las consideraciones de este modelo matemdtico), a fin de
mostrar el desempefio del controlador basado en modos deslizantes. En este sistema,
consideramos el generador 3 como referencia (E}; = constante = 1£0°). Bajo esta
consideracién, el sistema multimiquinas tiene la siguiente representacién en variables de
estado

11 = 9
Tg = a2

. 1 i
L1z = 2_H1 [—D195‘12 +wp (Pml - Pel)l

. 1 2.18
Bog = 2_H2 [~ Dazoy + wo (Fng — Fey)l ( )
s = = (Bp, — o)

Tz = Té! f1 q

Zoy = ﬂ(Efz_E@)

donde los estados son definidos como en (2.3), es decir, zy; = 61, 2y = &2, T12 = wy,

Top = wa, T13 = Bl y w23 = Ey. Ademds, en términos de estas variables de estado, se

tiene
P, = 213ly, Iy = 93 Brgsen (w11 — x12) + Bigsen ()
P, = z93l, I, = z13Boisen (212 — £11) + Bassen ()
Qe, = z1aly,, Iy = —[z:Bizcos (211 — 712) + Brz cos (z11)]

Qe, = 723lyy, oy = — 713821 cos (x2) — 211) -+ Bazcos (x12)]
qu = $13 + (Xdl - X(’il) Idl

qu = To3 + (Xd2 - X:ig) I,



Generador Generador
#1 %2

Figura 2.4: Sisiema de potencia multiméiquina.

2.5.1 Diseiio de Control en Mados Deslizantes
Control 1
Considere la siguiente superficic de conmutacién no lineal definida por

o(z,2*) = (0,(z,2%),0,(z,2%))" =0
donde

oz, z*) = salza — 27) + si2(Tin — o) + siz(xi3 — 333) para i=1,2
z} = (x, Th, Zi3) €8 el punto de equilibrio del sistema (2.18).
Entonces, ¢l control equivalente estd dado por -
-1
ta = ~[Fa)| [
-

1

= —S—Sﬂﬂ?iz + Sz (—Oél'iz +b; — ¢ E x53 Byysen(zn — 1)
13 -

. =1

3
+35i3 (—e,-m,—;; + d-, Z .T.j3B§j 005(3751 - :Bjj_))

J=1

)

17

(2.19)
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Por otro lado, el control ux; resulta en

uy, = — [gg;gi(w>] " Liwoita,)

L.
—i {sa(zun — 2f1) + six(wiz — ) + s13(x3 — T3) }

donde Li(z) = L; = constante. Finalmente, el control compuesto estd dado por

s -
43 i

3
1 -
u = —— {3i1$i2 + 5i2 (—G&&‘iz +bi — Gz Z xj3Bizsen(za — Sﬂjl))

3
+843 (—e,—scis -+ d;‘ Z&?ng{j oos(:c,-l —_ :L‘J'l))

=1
+ L; (sa(za — 231) + e — k) + si(zs — 25)) }

Asi, el sistema de potencia multimaquinas puede ser estabilizado alrededor de un

punto de equilibrio mediante la signiente retroalimentacién

1
W= - {suZo + s (—amin + b — Py, + si3 (—emi3 — dily,)

+L; (81 (e — 93;‘1) + Siazip + sz — 25))}

donde %, =0 )
Observe que el control es expresado s6lo en términos de las mediciones de las variables

locales, lo que nos lleva a un esquema de conirol completamente descentralizado.

Control 2

Ahora, consideremos la siguiente superficie de conmutacién no lineal dada por
0,(z,2") = sufa + spa + sy para i=1,2
donde & = zy — &}, por lo tanto para esta nueva superficie de conmutacion se tiene
o(z,2*) = salzy—zh) + sizn

. ] _ (2.20)
+543 ("‘ﬂéxiﬁ + & — G Z i—1 .’cst.gjsen(xﬂ - .‘L‘jl))



19

un andlisis similar al efectuado para la superficie de conmutacién anterior (2.19) nos lleva,
a un control en este caso dado por
-1
Uegi == 3 Si1Ti2

8:3C; E SL’ng,;jSEII(&L‘ﬁ — 3‘33‘1)
j=1

3
+ (si2 — si304) {—aii'm + b — cittis Z ©j3Bijsen(zn — 3"51)}
—

3 3
—8i3¢; Z zj3Bijsen(zi1 ~ x;1) {—Bimz‘s +d; Z % 53835 cos(z — le)}:l
F=1 =1
al igual que para la superficie de conmutacién anterior, el control de regulacién uy, se
obtiene de mauera directa, asf el controlador también en este caso, puede ser expresado
en términos de las mediciones de las variables locales como
1

= wcl {~Lisaa(zyn — x5) — Lisia®ia — Lisia (—aaZig + b — & Py,)

+s0Zi2 + 8i36iQe; + {82 — @) (—ittan + by — i Pe,) + 5is (—~eszis — dily,)}

parai= 1,2, yVYax € B,,.

Nota 2.4 Los coeficientes s;j j = 1,2,3 del controlador en modos deslizantes 1 (con la
superficie de conmutacion (2.19)) deben seleccionarse de tal menara que la hipdtesis 2.1
se satisfoga.

Nota 2.5 Observe que la superficie de conmutacion del controlador 2 (2.20),30lo difiere
de la seleccionada para el controlader 1 (2.19), en el término x5 — =3 por Zn . En este
caso, cuando s;1 son constantes posittvas, la superficie de conmutacion puede verse como
una ecuacion diferencial de segundo orden para el dngulo de potencia 8;, asegurando la
convergencia del dngulo de potencia a su valor de eguilibrio, cuando las trayectorias del
sistema permanecen sobre la superficie de conmutacion.

Nota 2.6 EI control equivalente u., puede verse como un control linealizante, considerando
le dindmice del sistema equivalente a la dindmica lineal

. * p = s
oz, ) = 5u&i1 + 820 + 813 Tu=10
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El grado relativo de cada salida (dngulo de potencia) es igual a 8, por lo tanto el sistema
no tiene dindmica cero. Mds avn, podemos hocer un andlisis de estabilidad mediante la
funcidn candidata de Lyapunov V(z — 3*) = 3067 (z ~ z*)o(z — z*), sin la necesidad de

invocar la hipdtesis 2.1

2.5.2 Disefio de Control Hamiltoniano

A continuacién, se presenta la ley de control basada en pasividad reportada en [51, 41]

mediante una funcién de energfa. El sistema de potencia multiméquinas se describe en

una representacidn hamiltoniana que ademds resulta 1itil para propésitos de estabilidad.
Consideremos el sistema (2.5) y la siguiente funcién de energia

3 3
1
H=Y ( $:1 — 5% > @3By cos(zi — 351) + 0 2d; T3 ) (2.21)
J=

i=1

Cabe mencionar con relacién a la funcién de energia anterior, que en [52] los autores
presentan una funcién de energfa similar a la dada anteriormente (2.21), pero para una
sola maquina. En el estudio que se presenta en este capitulo para el sistema de eléctrico
de potencia multimiquinas, la funcién de energia total se obtiene como la suma de la
energia de cada mdquina del sistema [51]. En [52] los autores presentan un estudio para
la funcién de energia de un maquina.

Asi, la dindmica del sistema puede escribirse de acuerdo con la estructura de sistemas

de control Hamiltonianos con disipacién, como sigue

Ti1 0 ¢ 0
e | = o (2240 |u (2.22)
iz | =| —a —aa 9o u; :
T3 0 0 d; 1

donde

Ti=1 Ti2 Jiz)=| —o .0 0 - Ri(x)=| 0 —cia; 0 gi{z) =

T 0 00/, 0 0 &
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Sea (z}, %}, %33) el punto de equilibrio de (2.1}, obtenido a partir de las siguientes
ecuaciones

* —
Ty, = 0
3

—a;Tjn 1+ by — izl Z x3Bysen(zy; —xj) = 0 (2.23)
=1

3
—eiTly + d; Zﬂ:}g‘Bij cos(zy —x;) +& = 0
i=1
Definiendo el control de excitacién constante como #%;, se sigue que .

a .
@ = eszly — di ) _ 233 By cos(xly — 7). (2.24)
i=1

Ahora, inchiyendo €l punto de equilibrio a la funcién de energia, se tiene

3
1 b.,f - €; +
H, = Z (551-:832 - E(ﬂ:il — ) + ﬂ(-’ﬂﬁ - 15:?3)2)

i=

3 3 3
+ Z (27,3 E Est,;j COS(IL‘,;;[ — .."351) + i3 Z m;sBij COS(SL’Z] - .’E;l))

i=1 i=1 j=1

Entonces, el sistema (2.22) se puede representar como

& 0 q 0 ’

5 : OH,

T |=| - —ca: 0 3 +1 0 | v
R o] .

i 0 0 d;

H. es acotado por abajo, puesto que z; € [—m, 7], y V! > 0 el conjunto {z : He(z) < 1}

es compacto. As{ H.(z) tiene un minimo local estricto en (z}, 25, 25)-

Por lo tanto, la ley de control la cual estabiliza el sistema de potencia multimaquinas
ests dado por (véase (2.4) para las definiciones de las funciones f; v ¢:)

W=+
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donde

OH,
i = — 72 T £
Uy .f HA Bz;

3
= —f; ( ZB’J [xﬁ cos(zy —zh) — z3g cos(wfy — _ﬂ)] + % :t:,g i3))

j=1

= f {Id. dtib';a + = d; (dz Z B,&..’E i3 COS( ) 6%'7"13) }

i=1

i 1
= —f {Lg + %-’Bia - Eﬂi}

donde u; = e;x3; — d; E Tj3By; cos(xfy — z5h)-
i=1

Ahora, usando E,, = E} + (X, — X}, o) 1 q,, = (X4 — X3)/T}. vy e = 1/T},, se sigue
1

quea=m.

Finalmente, el controlador puede ser expresado sélo en términos de las variables
locales medibles

_ 1 1_
o = a1

> £ ~ f Qe;Xd;
T - Xa) (Vt' Vi )

X
donde® E, =V;, + —Qe‘Tﬁi.
t.

Como consecuencia, se tiene un controlador por retroalimentacién de salida descen-
tralizado.

Nota 2.7 El sistema de control Homilioniono (2.22) puede estabilizarse alrededor del
punto de equilibrio usando diferentes técnicas de control, por ejemplo Hy 0 controladores
mediante funciones de Lyapunov (control LgV ). Ademds, un controlador por retroalimen-

tacion de salida saturada ha sido porpuesto en [51] a partir de la representacién Hamil-
toniana (2.22).

*Véase [51] para esta definicion de Eq,
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2.6 Resultados de Simulacion

A continuacién presentamos el desempeiio de los controladores presentados en este capi-
tulo, el basado en modos deslizantes y el reportado en [51, 41] basado en pasividad via
simulacion digital, cuando eston fueron aplicados al modelo malematico del sistema de
eléctrico de potencia multimaquinas (2.18)

Los valores nimericos de los pardmetros del sistema de potencia (en p.u.) estdn dados
en la tabla 2.1

Para esta seleccién de pardmetros, los puntos de equilibrio estables del sistema son

x;; = 06664 z3,=0 z};,=103
z3 = 06425 z3,=0 =x33 =101

Los valores iniciales de las variables de estado son

:!:11(0) = 0.8 :1212(0) = 0_3 $13(0) — 1.5
.’1321(0) = 0.5 mgg((]) = 0_3 $23(0) = 0_5

Los pardametros para los controladores en modos deslizantes utilizados fueron
siy=su=1 Siz=8p=2 sp=sxu=10 Li=Jly=2

En las simulaciones aqui presentadas, noé enfocamos prindpahnente en la compara-
cién del desempenio mostrado por los controladores basados en modos deslizantes y Hamil-
toniano en lo que a tiempo de convergencia se refiere. Se asume que todo el vector de
estados del sistema y los pardmetros requeridos para la implementacion de las leyes de
control son conocidos.

Las respuestas del sistema obtenidas para las 2 estrategias de control presentadas en
este capitulo (modos deslizantes con las superficies de conmutacion (2.19) y (2.20) y el
esquema Hamiltoniano [51, 41]), las mostramos juntas para cada variable de estado, lo
cual nos permite hacer una comparacién mds aproptada. El comportamiento del sngulo
de potencia de los generadores se muestra en las figuras 2.5 - 2.6, de la velocidad del rotor
en las figuras 2.7 - 2.8, y para el voltaje transitorio en el eje de cuadratura en las figuras
2.9 - 2.10. Finalmente las leyes de control se muestran en las figuras 2.11 - 2.12. De
estas respuestas, podemos ver que variables de estado convergen al punto de equilibrio

correspondiente.
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Dl &1 Xdl Hl T:ﬂ. Pml B12 B23
5 1025211863 1 6.9 | 0.35 | 0.56 | 0.6

Dy | Xp2 | Xon |Ho | Tip | P2 | Bia | ws
3 10319 236 | 2 |796|0351053| 1

Tabla 2.1: Pardmetros para el sistema de potencia multimdquinas

También, de las figuras se observa que el controlador en modos deslizante, con la
superficie de conmutacién (2.20) proporciona un mejor desemperio transitorio que el con-
trolador con la superficie de conmutacién (2.19). Sin embargo, cuando los controladores
basados en modos deslizantes se comparan con €l controlador Hamiltoniano, el contro-
lador en modos deslizantes presenta mejor tiempo de convergencia.

Con relacién a la magnitud de la ley de control, se percibe en las gréficas 2.11 - 2.12,

que el consumo de energfa no difieren mucho del controlador hamiltoniano.

0.9 — T T T T T

| I
—— Modos deslizantes 1
-«=- Modos deslizantes 2
= Hamiltcniano

0.85

0.8

0.75

radianas

0.7

0.65

0'55 1 ] L N
0 5 10 15 20 25 30 35 40
tiempo (seg)

Figura 2.5: Angulo de potencia del generador 1.
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Modos deslizantes 1
««s» Modos deslizantes 2
— Hamiltonianio

L 1 1 ] L
15 20 25 30 35 40
tiempo (seg)
Figura 2.6: Angulo de potencia del generador 2.
0.35 T T T T T T T
—— Modos desfizantes 1
-~«+ Modos deslizantes 2
03 — Hamilicnianio H
0.25 | -
0.2 g i
0.15 “ .
0.1 E
T T
— I : 1 — 1 L L
0 5 10 15 20 .25 30 35 40
tiempo (seg)

Figura 2.7: Velocidad Angular'del generador 1.
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a4 T T T T 1 I

Modos deslizantes 1
+=== Modos deslizantes 2
—_— Hamiltonianic

'0 4 1 i 1 i 1 L 1
o 5 10 15 20 25 30 35 40
tiempo {seq)
Figura 2.8: Velocidad Angular del generador 2.
25 T T T T T I |
Modos deslizantes 1
=--- Modos deslizantes 2
= Hamiltonianio
D | I P L] 1 L] 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40

tiempoa {s&g)
Figura 2.9: Voltaje Transitorio en el eje de Cuadratura del generador 1.
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Figura 2.10: Voltaje Transitorio en él eje de Cuadratura del generador 2.
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Figura 2.11: Leyes de control aplicadas al generador 1.
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Figura 2.12: Leyes de control aplicadas al generador 2.

2.7 Conclusiones

En este capitulo se desarrollé una estrategia de control no lineal basada en la técnica de
modos déslizantes para una clase de sistemas y esta ley se aplicé a un sistema eléctrico
de potencia multimdquinas. Se consideraron dos superficies de conmutacién para esta
estrategia control, y los resultados obienidos mediante simulacidén digital, mostraron
buenos resultados en lo que a tiempo de convergencia se refiere. Ademds se mostré
que estas leyes de control son descentralizadas, es decir se pueden implementar sélo con
mediciones locales, Finalmente, con el fin de ilustrar el desempeiio de la ley de control
mediante modos deslizantes desarrollada en este capitulo, se hizo una comparacién de
este esquema con el controlador basado en pasividad (control hamiltoniano) reportado
en {51, 41].

Por otro lado, es bien sabido que gracias a los avances tecnolégicos, la mayoria de las
estrategias de control son aplicadas al proceso real, mediante una computadora digital.
Ademss, las senales obtenidas son procesadas mediante tarjetas digitales, lo que da lu-
gar a sefiales de naturaleza discreta. En el siguiente capitulo abordamos el estudio de

algoritmos discretos que tomen en cuenta estos aspectos.



Capitulo 3

Sistemas Discretos

En este capitulo, se retoman los trabajos presentados en [1, 34], donde los autores pro-
ponen dos leyes de control en tiempo discreto, una basada en linealizacién por retroal-
imentacién de estado, y la otra mediante la técnica de modos deslizantes. Ademaés en
el trabajo reportado en [19], el autor presenta un algoritmo de estimacién del estado
en tiempo discreto para cierta clase de sistemas no lineales. Dando continuidad a estos
trabajos, en esta parte de la tesis se presenta un analisis de estabilidad en lazo cerrado
cuando la ley de control es implementada mediante los estimados del observador, es decir,
la ley de control propuesta mantiene las trayectorias del sistema estables en una vecindad
suficientemente pequefia. .

Por otro lado, puesto que los algoritmos desarollados y el andlisis de estabilidad efec-
tuado, se presentan para una clase de sistemas no lineales discretos, obtenidos mediante
discretizacién tipo Euler, presentamos un estudio denominade estabilidad prdctica, en
donde se muestra que a pesar de no tener una discretizacion exacta para el sistemna
dindmico, es posible esperar estabilidad seleccionando un tiempo de muestreo suficiente-

menfte pequeno.

3.1 Introduccién

El countrol es un aspecto de primordial importancia para el desempeiioc adecuado de
un sistema dinamico. En muchas aplicaciones, lo que se desea es disefiar este control
considerando los datos experimentales con los que se cuenta y el conocimiento fisico del
propio sistema. En los tltimos afiocs, el control y la observacién de sistemas no lineales
ha atraido la atencién de muchos investigadores. Sin embargo, conviene recordar que
en la gran mayoria de los casos, todos estos algoritmos desarrollados para propdsitos de
control 0 monitoreo, son implementados mediante computadoras digitales. Por lo tanto,
parece natural la idea de desarrollar controladores en tiempo discreto a partir de los datos
muestreados, obtenidos mediante tarjetas de adquisicién de datos (convetidores A-D).
Se han propuesto varios méiodos al respectd. Uno de ellos, el cual es conocido como el
método de emulacién, considera un modelo matemético para una planta en tiempo con-
tinuo y para la cual se disefia un controlador en tiempo continuo, entonces el controlador

29
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se discretiza y se aplica al sistema mediante los muestreadores y retenedores apropiados
[43].

Un segundo método consiste en diseizar un controlador en tiempo discreto, a partir
del modelo discreto exacto de la planta. Sin embargo, es bien sabido que obtener la
discretizacién exacta para un sistema no lineal (incluso para algunos lineales) resulta
practicamente imposible. Debido a este gran inconveniente, se ha optado por utilizar
modelos matemadticos a partir de discretizaciones aproximadas. Uno de los esquemas
m4s simples y conocidos es la discretizacion tipo Euler [43, 39).

Una pregunta obvia a este respecto seria: jPreserva la estabilidad de un sistema
continuo, un controlador obtenido a partir de una discretizacion aproximada (Euler)?
Trabajos como el reportado en [39] muestran que bajo ciertas condiciones, tal como un
tiempo de muestreo suficientemente pequeno, es razonable esperar estabilidad en sen-
tido semiglobal y practico para sistemas que son controlados a partir de aproximaciones
discretas.

En este tipo de trabajos salta a la vista la importancia de seleccionar de manera
adecuada el tiempo de muestreo, de hecho en [37, 25] los autores muestran ejemplos de
funciones y sistemas de bajo orden (algunos lineales), donde la discretizacién aproximada
(sistema sin algoritmos de control u observacién) da lugar a un sistema discreto inestable,
cuando en realidad el sistema continuo del que se procede es estable,

Ademds, cabe mencionar que cuando no se dispone de todos los estados del sistema,
resulta muy dificil implementar un algoritmo de control. Para resolver este problema,
cominmente se utiliza un observador. Y cabe mencionar, que para la clase de sistemas
que tratamos en este capitulo (no lineales discretos), el desarrollo de observadores sigue
siendo un problema abierto (36, 11].

Asi, en esta tesis nos enfocamos en el estudio de la clase de sistemas no lineales dis-
cretos, que tienen una estructura linealizante por retroalimentacién de estado (feedback
lincalizante), (véase [19] para la deduccién de este tipo de estructuras). De hecho, a
este respecto es interesante mencionar que la discretizacién mediante el método de Euler
preserva la estructura de esta clase de sistemas [38].

Nuestra principal contribucién en este traBajo; consiste por un lado en un estudio
de estabilidad para la clase de sistemas no lineales discretos estudiados en este capitulo,
bajo la accion de una ley de control discreta [1] implementada mediante los estimados de
un observador también en tiempo discreto [19)].
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Por otro lado, se presenta un anilisis sobre la validez y el efecto en la estabilidad
del sistema, cuando los algoritmos de estimacién del estado son desarrollados a partir de
sistlemas discretos aproximados (en este caso discretizacién tipo Euler), andlisis comun-

mente denominado estimacidn préctica.

3.2 Descripcion del Problema

La clase de sistemas no lineales que consideraremos en esta tesis, es la descrita mediante
una discretizacién tipo Euler expresada de la siguiente manera !

w(k+1) = Az(k)+7B{a(z(k)) + B(z(k))ulk)}

y = Calk)=m(k) (3.1)
donde
1 7 0 0 1 0 0
Tl el ToTe, el 0
Ar=(I+74)= A= B=
0o 0 - 7 0o 0 "-. 1 :
0o 0o ---1 0 0 -+ 0 1

asumimos ademads que B(m(k)) #0 Vazk)eR*VEkeZ.

Ahora nuestro interés se centra en el estudio de un observador ,ciue permita la imple-
mentacién de una ley de control, tal que las trayectorias del sistema (3.1) bajo la accién
de esta ley de control sean estables. O dicho de manera més formal, en ¢l estudio de un
esquema control-ohservador tal que la signiente propiedad para el sistema en lazo cerrado
se preserve.

Definicién 3.1 (Estabilidad Exponencial Uniforme) [30] Decimos que el sistema
disereto £(k+1) = Fy(k,£(k)), sujeto a la condicidn inicial £(ko) = &, es uniformemente
exponencialmente estable, si existen constantes a1,02,Tmax > 0 tal que pare cada 7 €

(0, Tmax) ¥ Ar > 0, las siguientes relaciones se satisfacen

ol a1 = [IER) < aglléolle™ **) VvV k>ko >0 (3.2)

12 euter (k) deberia ser la notacion adecuada para la discretizacién tipo Euler de 2(t) Pero, por sim-
plicidad utilizamos z(k)
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st ademds {3.2) se satisface para toda £ € R™, entonces decimos que el origen del sistema

es globalmente uniformemente exponencialmente estable

La definicién anterior resulta muy ttil para sistemas en tiempo disctreto puesto que
impone un limite a los sobreimpulsos {overshoots), el cual es uniforme con respecto a las
condiciones iniciales y el tiempo de muestreo. Mds atin, en el caso particular cuando A; es
proporcional a 7, esta propiedad (3.2) garantiza que el modelo en tiempo discreto ezacio
es (globalmente) asintéticamente practicamente estable, esto significa que las soluciones
tienden a una vecindad arbitrariamente pequena cuyo tamano es independiente de 7 y
puede hacerse tan pequeiia conforme Thay disminuye.

Con relacién a lo anterior, sugerimos se vea [39] en donde el autor da una definicién
mds detallada, estableciendo estabilidad asintética préactica para sistemas no lineales en
tiempo discreto ezactos a partir de la estabilidad asint6tica uniforme practica de sistemas
en tiempo discerto aproq:imados.

Por otro lado, con el objeto de poner a disposicién del lector los antecedentes necesar-
ios para, el estudio de estabilidad que se efectuard, presentamos nuevamente los resultados
reportados en [1, 19] referentes a la implementacién de una ley de control y un algoritmo
de estimacién, ambos en tiempo discreto. Presentamos ademss las pruebas de ambos

resultados buscando un poco més de claridad en la exposicién de los mismos.

3.3 Ley de Control Linealizante

Para el sistema no lineal en tiempo discreto (3.1), la ley de control propuesta para

estabilizar las trayectorias del sistema estd dada por

u(k) = 7 (z(k))[v(z(k)) — o(z(k))] (3.3)
donde 3
'v(:c(k)] = —FQuz(k)
Q ='diag(p" Pt p) para p>1 (3.4)
7!
F = (02 O,:.l,, C;:g ) con C.,i::'(;_—wﬁ

2Véase la seccién B.1 del anexo B, para una explicacién mas detallada sobre esta definicion
3En las siguientes expresiones n denota el orden del sistema
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Por lo tanto, el control (3.9) aplicado al sistema no lineal discreto (3.1), resulta en

a(k+1) = Az(k)+ 7B {a(z(k) + Blz(k))f (@(k)) [-Fa(k) — a(z(k))] }
= (A, — TBFQ,)z{k)

Antes de proseguir, presentamos un lema, el cual nos resultars 1til para el andlisis de
estabilidad. ’

Lema 3.1 {1] Euxisie un tiempo de muesireo mézimo Tnay > 0 suficientemente pequerio,
tal que el sistema (3.1)-en lazo cerrado bajo la accion de la ley de control (3.9 - 3.4)
es (globalmente) umfonﬁemente exponencialmente estable con M. proporcional a T €
(0, Trax) para todo p > 0 tal que prumax € (0,1)

Prueba

Considere el siguiente cambio de variable
n(k) = Qa(k) (3:5)
entonces resulta

nk+1) = Qz(k+1)
= (A — TBFQP)QFIW(’T")
= (QPATQ;l - TQpBFQpQ;l)n(k)

¥ debido a las siguientes propiedades (ver B.3, en anexo B)
Q4,0 =14+ 7pA, Q,B =pB
se tiene

mk+1) = {I+7pA—71pBF)n(k)
= (I+7(A-BF)a(k)  1o=1. (3.6)
= Ac(k)

donde A; = I +v.(A — BF) (ver declaracién B.1 en anexo B)
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Figura 3.1: Ley de control mediante retroalimentacién de estado

3.3.1 Analisis de Estabilidad (sistema - control)

A continuacién, se pr&;énta un andlisis de estabilidad para el sistema en lazo cerrado
(sistema (3.1} con control (3.9)) (véase figura 3.1), para ello se considera la siguiente
funcién candidata de Lyapunov

V(n(k)) = 0" (k) Penp(k) (3.7)
entonces resulta

77 (k+ 1)Pen(k + 1) — 77 (k) Pen(k)
= [An(&)]" P[Acn(k)] — 0 (k) Pay(k)
= 7" (k)(ATP.Ac — P.jy(k)

AV (n(k))

|

haciendo uso de (B.5) {véase anexo B), se tiene
AV (1(8)) = ~117 () an(l) 1.1 — " (97 P ()
puesto gue 5, € (0, 1) (ver declaracién B.1), entonces |
I-7)<1l =2(0-7)"<1l =71-1)"<l1 (3:8)
por lo tanto

AV(n(k)) < —va (k)Pap(k)
<~ V{n(k))
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Ademds, para la funcién de Lyapunov (3.7) se tiene AV (n(k)) = V(7(k+1)) vV (n(¥)),
por lo tanto

Vin(k+1)-Vink)) < —V(nk)
Vin(k+1)) . < V(n(k)) — 7V (n(k))
< (1 =7V (n(k))

lo que finalmente resulta en

Vin(k+1)) < (1-4)"V (n(ko))

O

Con ello concluimos estabilidad exponencial para las trayeciorias del sistema (3.1)
bajo la accién de ley de control linealizante (3.9).

3.4 Estimacion del Estado

Ahora, se presenta el observador discreto para la clase de sistemas (3.1) reportado en [19]

2k +1) = Ara(k) + TBla(2(k)) + BB (k)] + 85 Kly(k) — 9(k)] (3.9)

donde
Ay = diag(% x ein) para 0>1
K 1 ot 2 CP n! (3.10
—CO(C,R On Cn) con n=m . )
y el término 7A; 1K representa la ganancia del observador.
Si definimos el error de estimacidn en este caso coma
e(k) = z(k) — z(k) (3.11)

entonces, la dindmica del error resulta en

e(b+1) = Arz(k) +7Blo(z(k)) + Bl=(k) (k)] + A7 K {y(K) — §(k)]
- ~lAw(k) + Bla(e(6)}+ Ba®)uk)}]
e(k+1) = Ar(z(k) = (k) + TBle(z(k)) — ez (k) + {B(z(K)) ~ Bla(k))Julk)]
+rAF K Cla(k) — 2(E))
= (4, - TAF7'KC)e(k) + TBlof2(K)) — e((k)) + {B(2(k)) — B (R }u(k)]
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y a partir de (3.11), z(k) se define como z(k) = e(k) + z(k), por lo que la dindmica del
error queda expresada como

e(b+1) = (A —7A7KC)e(k)
+7Blafe(k) + z(k)) — alz(k)) + {B(e(k) + x(k)) — Sz (k) }ulk)]
Adems, definiendo el siguiente término
Vo (e(k), ulk)) = ale(k) + z(k)) — alz(k)) + {B(e(k) + z(k)) — Bla(k))}ulk),
finalmente se tiene |
ek + 1) = (Ay — 70 K C)e(k) + BV, (e(k), u(k)) (3.12)

Hipétesis 3.1 La funcidn U,(e(k),u(k)) a lo largo de las trayectorias de (3.1) y (3.12),
bajo la accidn de una entrada de control admisible u(k) satisface

| B, (e(k), w(k))]| < bale(k)]|

Nota 3.1 Observe gue la hipslesis anterior se salisface si, para cada conjunto compacto
X y definiendo U, = {u € R* : u = B Hx(k)p(x(k)) — a(z(k))],z € X}, existe una
constoante by > 0 tal que | BY,(e(k), u(k))|| < hille(k)|l, =(k) € X y u(k) € U, para todo
T € {0, Tax) ¥ para todo k> ky >0

Lema 3.2 [19] Asuma que el sistema (3.1) satisface la hipétesis 8.1. Entonces existen
Tmax > 0 suficientemente pequesio y O > 0 suﬁciéntemeﬁte grande tal que el error de
estimacion {3.12) es globalmente uniformemente emponeﬁcialmente estable con A, pro-
porcional a 7 € (0, Tyax) para todo 0 > Ouin ol que OpinTmax € (0,1)

Prueba

Definiendo la siguiente transformacién de coordenadas
£(k) = Age(k) (3.13)
la, dindmica del error se representa en las nmevas coordenadas como

e(k+1) = Age(k+1)
= Agf(Ar — TAFKC)e(k) + 7BYo(e(k), ulk))]
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y a partir de (3.13), e(k) queda definido como e(k) = A;'e(k), por lo que la ecuacién
anaterior resulta en
ek+1) = Agl(4r — TASTKCYA  Ye(k) + 7B (A e (k), u(k))]
= (ApA A — TKCAF (k) + 72 B, (Ag e(k), u(k))

Considerando las siguientes propiedades (ver (B.4), en anexo B)

AgA AT = I 4 10A, CAF! =60, ApB = eTl'fB

e(k + 1) se reduce a
ek+1) = ({+7104—-10KC)e(k) t3 BIIJO(A Lelk), u(k))
(I +70{A - KC}e(k)+ E;B\I',,(A;ls(k), u(k))

definiendo
Yo = T8 (3.14)

y puesto que -+ v,(A - KC) = A, (ver declaracién B.2, anexo B), se tiene que

e(k+1)= Aos(k)+ B‘DO(A Ye(k), u(k))

3.4.1 Andlisis de Estabilidad (sistema - observador)

A continuacion, se presenta un anilisis de estabilidad para el sistema en lazo cerrado
{(sistema. (3.1) y observador (3.9)) con €l fin de mostrar la convergencia del error de
estimacion (3.11) (véase figura 3.2). Para ello se considera la siguiente funcién candidata
de Lyapunov

V() =T (WPelk) (3.15)

la cual resultaen * ¢

AV(e(k)) = [os(k)+ BII'] [ (k) + qu] £T (k) Poc(K)

e (k) AT P, A e(k) +om T (k)AL P, BT, + EEIDTBTP Aqe(k)

I

+ SHWE‘BTP o g B0 - eT (k) Pe(k)

ef (k) (ATP,A, - ~ Poe(k) + o= 27 eT(k)ATP,BY, + —

9211, ”B]I"D"Po
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u [« |
—=  Sistema =
L | 4
y A
Observadojl X E‘t d
U staao
Estimado

Figura 3.2: Estimacion del estado

haciendo uso de (B.6) (ver anexo B) resulta

AV (e(k))) = €7 (k) (—7oLo ~ 1o(L — 7)"CTC) (k) + ﬁ—ieT(k)A?," FP,BY,+ "’2 1BV, p,

g2

y de manera similar a (3.8), puesto que v, € (0,1), se tiene que

{(L-7,) <1, (L—v)" <1, ol —7,)" <1 (3.16)
por lo tanto
AV(e(R) = —re (k}Pe(k) + gre” (R A FoBYo+ | BYo|lr,

= A, + AN BN, + T B,
Ahora, recordando las siguientes propiedades para. ¢l error de estimacion (3.11)
e(k) = Ag'e(k) = lle(®)li = 1A7" ()l <A MR < 6™lle()]  (3.17)
resulta que (véase hipétesis 3.1)
IBL,|| < byle(k)(] < 818" |le(k)I] (3.18)
y de (B.6) se tiene que

A’EPOAO ~F = —.TYOJ?O - 70(1 - 7o)nCTC
AZPOAO = (l - ’yo)PO - ’Yo(]' - 7o)nCTC

‘En esta parte del andlisis, por simplicidad utilizamos ¥, en lugar de ¥ (A e(k), u(k))
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premultiplicando por ET(k) y postmultiplicando por e(k), tenemos

T () AT PoAole(k) = €T (R)(L — 40)Fo — 151 — 7,)"CTCle(k)
lAe(®)IF = (1 —va)llet®lE, — Yol — 1) ICe®)®
< Q-2
(&I,

I

IA

de lo que finalmente se obtiene

1 Aee(B)llp, < lle(®)lp, (3.19)
Utilizando los resultados anteriores (3.18 - 3.19), se tiene
AVER) < eI, + o IeRrb iRz, + B0 (IR,
< ~Ylle®)E, + 2barlle®)ilz, + BrleB)E,
puesto que v, = 78 (3.14), obtenemos
AV(e®)) < —rllek)l?, + 2ni7lleR)IE, +bir"|le(k)||2,

< ~7(0 — 201 — biT)||e(k)|I,-

Definiendo § := 0 — 2b; — b7 y 51 0 < 76 < 1, resulta

AV(eR)) < —Tolle®)z,
< —rV(e(k)) (3.20)

y recordando la forma. de la funcién de Lyapunov (3.15) se tiene
V(sfk +1)) - V(ek) < —76V(e(k))
< (1-78)V(e(k))
0 de manera equivalente
Vielk+1)) < (1 - 76)*V (e(ko)) (3.21)

a

De este modo concluimos convergencia exponencial para el error de estimacién (3.11),

es decir, 1os estimados del observador discreto (3.9) convergen de manera exponencial a
los estados del sistema (3.1).
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3.5 Esquema Control - Observador (Anilisis en Lazo
Cerrado)

A continuacién presentamos uno de los resultados principales de este capftulo, un andlisis
de estabilidad para el sistema completo (sistema - observador - control).
Despues de haber andlizado la estabilidad para:

1. Las trayectorias del sistera (3.1) bajo la accién la ley de control (3.9) (véase [1])

2. El error (3.11) en la estimacién de los estados del sistema (3.1) mediante el obser-
vador (3.9) (véase [19]}

Unimos los resultados de tal manera que la ley de control discreta por retroali-
mentacién de estado (3.9) se implementa mediante los estimados del observador (3.9)
al sistema, (3.1) (véase figura 3.3).

Asf, se establece el siguiente resultado.

Teorema 3.1 Pare el sistema no lineal en tiempo discreto descrito por (3.1)

z{k+1) = A;z{k)+7B{a(z(k)) + B(z{k))u(k)}
y = Cz(k) =z1(k)

bajo lo hipctesis 3.1, la ley de control por retroalimentacion del estado (3.9) basada en el
observador (3.9}

ulk) = B (z(k)lv(2(k)) ~ elz(k))]
2k+1) = Acz(k) +7Bla(2(k)) + B(z(k))ulk)] + 05" Kly(k) — §(k)]

hace que el origen del sistema {(z,2) = (0,0) en lazo cerrade sea uniformemente expo-

nencialmente estable.

Prueba

El teorema anterior se verifica si y solo sf el origen en la dindmica del error de estimacion
y del observador (e, z) = (0,0) es exponencialfnente estable. Y en vista de lo hecho en
los lemas 3.1 y 3.2, podemos concluir que sélo es necesario probrar que el origen de la
dindmica del observador bajo la accién de control, es decir

2(k +1) = Arz(k) + 7Bla(z(k)) + Blz(k))u(k)] + 785" K y(k) ~ §(K)]
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-—V—:—O-— ( Sistema Jl y >
y A
Observador X Estado
U ) Estimado
Control ﬁt
u(X)

Figura 3.3: Estimacién del estado

es (globalmente) uniformemente exponencialmente estable,

Para probar esto ltimo hacemos uso del lema B.1 (véase anexo B).

Por lo tanto, procedemos a calcular las cotas segiin (B.7) para & = (e, 2), € Inici-
amos con ||ef|. Del lema 3.2 (3.15 y 3.21) y la definicién 3.1 se sigue que [ls{k)||n <
le(ko)l|p,e=?7**), es decir |le(k) iz, < lie(ko)llz,, ¥ por lo tanto de (3.15)

1 Boe(E)llz, < (|Aselko)llx
(3.22)

Vel (k) AsPoddoe(k) < \/€T (ko) DNoPalrge(ko)
puesto que Ay ¢s una matriz diagonal (véase (3.10)). Ademés si P, = AgP, Ay, resulta

VEH Prek) < /e (ko) Pre(ko)

le(®)llz < lielko)llz;

finalmente por equivalencia en norma |27, 24|, tenemos

lle(®)l < aslle(ko)l| (3.23)

donde a4 es upa constante positiva.

También del mismo lema. se observa que AV(e(k)) < —7r6V(c(k)) (3.20), entonces
evaluando 1a sumatoria desde ky hasta infinito en ambos lados de AV (e(k)) < —67)|e(k)|%,,
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se sigue que
ST AV(ER) < -8m Y lle(®)lE,
E=kqy k=ko

Sin embargo, para la primera sumatoria se tiene °

S AV(ER) = AV(e(ko) + AVl + 1)) + AVie(ho +2) + -

o = V{e(ko +1)) — V(e(ko)) + V(e(ko + 2)) — Vi{e(ko + 1))
+V{e(ko+3)) — Vielko +2)) + -
= —V(elk)) + V(e(e0))
es decir ° -
Vel < 3 aVi) (3.24)

de lo que resulta

—Vieko) < —67 Y (B,
: Z

53 e®)3, < Vie(ko)

k=ko
de la definicién para la funcién de Lyapunov dada en (3.15) evaluando en k = ko

7> lle(k)z,
k=ko

[FAN

lle(ko) 12,

Sl < sleCall, (3.25)
k=ko

oo 1/2
(zus(k)u%o) < %"E(%)H&

b=k
hecho del que concluimos que el error de estimacion est4 acotado (siguiendo un desarrollo
similar al efectuado en (3.22)-(3.23)).

Ahora analizaremos la dindmica del observador propuesto (3.9) bajo la accién de la
ley de control (3.9) en términos de los estimados, es decir

2k+1) = Az(k) +7Blo(2(k) + Alz(k)u(k)] + rA7 K(y(k) — §(k)]

3Tscribimos V(e(c0)), haciendo un abuso en la notacién
SRecuerde que por definicién, todas las funciones candidatas de Lyapunov son positivas
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u(k) = BHz(R)w(2(k)) ~ alz(k))]
entonces

z(k+1) = Arz(k)+ mBlo(z(k)) + B(z(k)) B (2(k))[- FS22(k) — a(z(k)]]
+TAF Ky (k) — §(k)]
= (A, — 7BFQ,)2(k) + 1A K Ce(k)

de (3.13) tenemos que e(k) = A;e(k), por lo tanto
z(k+1) = (A — TBFQ,)z(k) + TA; ' KCA 'e(k)
Mediante la siguiente transformacién de coordenadas
a(k) = Q,2(k) (3.26)

se tiene que

o(k+1) = ,[(A, — TBFQ,)2(K) + TAF KCAS e (k)]
a partir de (3.26), z(k) queda definida como z(k) = £, (k), lo que resulta en

o(k+1) = Q{Ar —TBFQ) o(k) + 707 KON (k)]
= QA — TQ,BF)o(k) + 7,0, KCAL e (k)

recordando las propiedades de €2, (B.3), tenemos

olk+1) = (I+7pA—7pBF)o(k)+ mQ,0;' KCA; (k)
= (I +v{A—- BF}a(k) + Q2,0 ' KCA  e(k)
= Awo(k) 4 TRAYKCA, (k)

donde v, = 7p (véase (3.6)) y Ac = I +7.{A — BF} (ver declaracién B.1, anexo B)

3.5.1 Anaslisis de Estabilidad

A continuacion, presentamos un analisis de estabilidad para el observador. De modo que
definimos la siguiente funcién de Lyapunov

V{a(k)) = T (K)Po(k) (3.27)



obteniendose

AV (o (k)

!

[Aco(k) + TUAF KCAS ¢(k)7 PLAco (k) + 7,05 KCA; e (k)]
—o (k) Pea(k)
= oT(k) AL PeAco (k) + 707 (k) AT P, A; K CA; (k)
+7ef (B) A CTKTAG'Q, P, A 0 (k)
+7e7 (B)A5 'CTKT A ', PaQ, A L K C A e (k) — o7 (k) Peo (k)
= o7 (k)ATP.A. — Plo(k) + 2raT(K)ATP.Q,A; K C AL e(k)
+72eT (k) A5 CT KT A1, PO, A K C A e (k)
Ahora bien haciendo uso de (B.5), resulta que
AV(o(k)) = 0" (B)[=7Pe~ 7o(l — v )" FF o (k)
+2r6” (K) AT PO, A K C A e(k)
+7%T (k) A7 CTKT A;1Q,PQ,0; KC A e (k)
De las propiedades de 7y, (ver (3.8)), se obtiene
AV(o(k)) € 70" (k)Pol(k) + 2reT (k)A; ' CT KT A; ', P Acolk)
+7%T (k) D FCTKTAF 0, PO, A K C A e (k)
~Yello @2, + 2l Aco (k)| 1285 KCAG 2. le (k)£
+rle(B) IR NQAT KCAG 3,

A

Definiendo
N = ||Q,0; ' KCA g, - (3.28)

y empleando el hecho siguiente (véase {3.19) para una deduccién similar)
lAca (KM, < llo (k)2
obtenemos
AV (o (k) € —1llo(®)I%, + 2rNllo®)|| . lle®)e. + T N2|le(®)li2,
Ahora, haciendo uso de la siguiente desigualdad

2zy < T° + 92 (3.29)
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donde en nuestro caso seleccionamos
£ = /TN||e(k)| - ¥ = V7llo(k)||p,

se tiene
2rN|le(®) e llo(R)lp < TN?|le(R)||Z, + Tllo(k)I[Z,

lo que aplicado a la expresién que nos ocupa, resulta en
AV(a(k)) < —1llo®)F + TN lle(k)E, + llo(®)7, + 7 N|le(®)|12
(k) £ =vclle(®)llz + 7Nlle(k)lp, + rlloR)p, e(B)|p,
Sin embargo, puesto que 0 < 7 < 1, se tiene
<

Ahora bien, aplicando al dltimo término del lado derecho, junto con el hecho de que
v, = 7p (3.6), resulta

AV(e(k) < —vllo@®)ll, +7Ne(®)E, + rlla®)7, + N le(k),
< —rpllo®)E, +2rNle(R)IZ, + rllo(k)IE,
< —rlp—Dlo(BIE, + 27 Nle(k)]z,

Por otro lado, evaluando la suma de kg a oo en ambos lados de la desigualdad

S AV(o(R) < —r(p—1) 3 o, + 2082 3 (I,
k=ko k=ko

k=ko

Pero de acuerdo con (3.24), se tiene

~V(o(k)) < ~r(p—1) > lo®I%, +27N* " (kI3

k=kg f=ko
o—-1) > llaB)E, < Vie(k) +2rN > le(k)|I2,
k=ko ol
> @I, < = (V(a(ko))+2fw22ns(k)uﬂ)
k=ko e k=ko

Recordando la expresién que se obtuvo en {3.25) y la definicién de la funcién de
Lyapunov dada en (3.27), resulta

Zua(k I < L )(na(ko)np ne(ko)upo)
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Ademss, si p > 2, lo que estd dentro de los valores admisibles parg, 2 (ver (3.4 1)

D Mo, < (l o(ko)llZ. + nslle(ko)llZ.)

k=ky
2
donde as = —— y de las definiciones dadas para transiormacion e(k) y o (%)

¥ 3.26), obtenemos
< .% (’sz(ko)"fgc + (35“A98(k0)”§;c)

S0l s 2
k=g -
(s, + el )

3 Il <
Fe=kp

1

(1t + 22

2 (letko), + aslleCko)l)

SRR < —5le(ko)l )
k=fp

<

nyZ :
@ Si el producto (#p")” es lo suficientemente grande t] que

con ag =
expresion anterior puede expresarse como

ZHZ(k)I z(fco)np

donde ¢ = (e, 2z}, como se defini6 en la prueba del teorema 3.1

Ie(f’ﬂa} fp.,) <= E(f%a) 2,

Finahnente, se obtiene

oo 1,2
( > J/z(fc)ﬂ,%.,) < %Hﬂ'ﬂ?ﬂ)ﬂa

fe=kg

Con esto dernostramos también que el observador estd acotado

(véase 3 13

% S 1, Ia
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3.6 Aplicacién (Robot de Unién Flexible)

Ahora, aplicamos los resultades presentados en las secciones 3.3y 3.4 al modelo matemitico

de un robot manipulador con unién flexible.

3.6.1 DModelo Matematico

Las ecuaciones dindmicas para el brazo robot con un solo eslabdn y una articulacién del
tipo rotacional que actua sobre un plano vertical estdn dadas por [31]

Jidr + Figy + kg1 — @2) + mglsen{g;) = 0
Jma+ Fode — k(g1 —q2) = u

¥y = m

donde ¢, ¥ g2 son el desplazamienta del eslabén y del rotor, respectivamente. La inercia
del eslabén es J;, 1a inercia del rotor Jpn, la'éonstante de elasticidad f;', la masa. del eslabdén
m, la constante de gravedad g, el centro de masa ! y los coeficientes de friccién viscosa
F; y F,, son pardmetros constantes positivos. La variable de control u es el par aplicado
al motor, Considerando que sélo la variable ¢, es medible, u se disefia de tal manera que
la variable g, siga una referencia deseada g, {£). Suponemos adem3s que los pardmetros

del sistema son conocidos.

Definiendo las variables de estado de la siguiente manera.

61 =1, 62 :(ils §3 = g2, §4=q.2

el modelo en términos de las variables de estado resulta de la forma

'5-1 = £
. ' k
£ = ~oty~ Tseni) - 5 (6~ 6a)
‘ : (3.30)
5-3 = §
: k 1
& = —%54 - 3;(51 — &)+ ﬂ“
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3.6.2 Diseno del Controlador

Un anslisis sencillo del sistems. (3.30) muestra que éste es linealizable mediante retroal-

imentacién de estado, por medio de un cambio de coordenadas (véase |31]) como el
siguiente

1 = §

T2 = &

v =~ Tsenig,) - ( —¢)

z = §2+F‘":“9‘ ene,) + ‘f(al*es)—%(eg—m
8 ety con(r)é

€on una retroalimentamén dada por

u= 5" (2)p(z) - e

donde

- a2 —_ 2

__ [ mgl Fymgl kF; mgl kB

alz) = (—J-l—sen( 1)+ —5 AP cos{z1) + T ) Ty -+ A cos{z1) + (jt 72
R mgl 2 in Bk _ Fn_
[Jt$2+ A sene1) + Jz(m ~33)X G T NA [Jm(ml =) Ta

k
Blz) = 17—

Jidm

Fl conirol auxiliar estd dado por v(x)
definidas como en {3.4), es decix

F = (02 i &3 c§)=(1 4 6 4)

Q, =

= —FQ,z, donde las matrices F y 2, estan

diag(p*, °, o2, p)
Entonces, el control resulta en
wWz) = —FQx

~(p*r1 + 4p%z2 + 6o s + Apxy)
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m g l Ji
0.4 Kg | 9.81 m/s® | 0.185 m | 0.002 N-ms?/rad
I k Fy Fy
0.0059 1.61 0.01 0.002

Tabla 3.1: Parametros del robot manipulador

3.6.3 Diseno del Observador

De acuerdo con la seccién 3.4, el observador discreto para estimar las frayectorias del

sistema, estd dado por
z{k +1) = Arz(k) + 7Ba(z(k)) + Bz(k))u(k) + 745 K[y(k) — §(k)]
donde la ganancia del ohservador es .

TAFK = 'r( 10 66° 46° ¢ )

K =col(C‘iC’ZC43 Cg)=col(4641)
A = diag(d,6*, 6% 0%

Por lo tanto, €l observador adquiere la forma

z1(k+1)

i

21(k) + 72z2(k) + Ar0(z1 (k) — z1(k))
zo(k+1) = z(k) + 7z3(k) + 670 (x1 (k) — 21 (k)
z(k+1) = zg(k) +72e(k) + 47'6‘3(:1:1(10) — z(k))

alk+1) = zk) + rB{a(z(k) + 78(z(k))uk)} + 76* (21 (k) — 21(k))

I

3.6.4 Resultados de Simulacién

Las simulaciones nurnéricas fueron realizadas evaluando la respuesta del sistema en lazo
cerrado para el modelo matemético del robot flexible, mediante el sofiware MATLAB-
SIMULINK, a partir de los algoritmos de control y observacién propuestos hasta ahora,
con los valores numéricos para los pardmetros del sistema presentados en la tabla 3.1
[31].
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Las condiciones iniciales para los estados del sistema (asumiendo kp = 0), fueron
2(0) = col( 0.1 02 0.03 0.04 ) y 2(0) = col( 02 03 015 0.25 ) para el ob-
servador. El tiempo de muestreo 7 se {ij6 en 1 ms. La ganancia para el controlador fue
p = 30, el pardmetro de disefio del observador se escogié como & = 80 y finalmente la
sefial de referencia fue g, (t) = 3sen(4).

Las figuras 3.4 - 3.8 ilusiran el desempefio del esquema control - observador pro-
puesto. En estas se observa por ejemplo un tiempo de éonvergencia. pequeiio para los
estimados, el cual por supuesto puede acelerarse en la medida que el pardmetro de disefio
para el observador , es decir 8, crece.

Con relacién a la sefial de referencia propuesta, en la figura se percibe una rdpida y
suave convergencia de la sefial medible {que a la vez es nuestra variable a controlar) ¢
(posicién del eslabdn).

Finalmente, la ley de control a partir los estimados es mostrada en la figura 3.9, Con
relacién a la magnitud de los valores de la ley de control, se sintonizaron las ganancias

de tal manera que nos mantuvieramos en le rango de —30 a 30 unidades.
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3.7 Control Mediante Modos Deslizantes

A continuacién, retomando el trabajo desarrollado en [34] se presenta un control basado
en la técnica de modos deslizantes. El objetivo que se persigue es el disefio de una ley de
control asintéticamente estable que asegure un movimiento deslizante sobre un espacio
M CR” de dimensién n — m [48].

Considere para ello la signiente dindmica no lineal en tiempo discreto

z{k+1)
Y

I

Fr(z(k)) + Gr(z(k)Julk)
Cz(k) = z,(k) (3.31)

El objetivo de la estrategia de control en modos deslizantes es dirigir los estados del
sistema a una superﬁce M de dimensién n — m, y mantener ¢l movimiento sucesivo de
las trayectorias sobre M, tal que kIEED z(k) = 0.

Con este objetivo, se disefla un conirol en modos deslizantes a partir de la siguiente

superficie de conmutacidn
5{k) = 57 (a(k) - Tres () (3:32)

donde & es un vector & = col ( S1 & - S ) Y Tref(k + 1) = z,er(k) s una sefial
de referencia constante. Se supone ademss que STG(z(k)) es invertible.

Nota 3.2 Fl sistema (3.1) puede ser ezpresado como (3.31) haciendo F-{x(k)) = Arz(k)+
TBa(z(k)) y G-(x(k)) = rBA(z(k)).

Nota 3.3 Es clare que ezisten otras posibilidudes para definir la superficie de conmutacion
(3.32), la eleccién depende del objetivo de control. .

El control propuesto se disena en 2 etapas.

1. Disefiamos un conirol equivalente u.y(k) para las trayectorias del sistema, cuando
el movimiento de estas es restringido a permanecer en la superficie de conmutacién
o(k+1) = 0. El cual est4 dado por [48]

us(k) = [8TG, (3(k))] ™ [STF: (2(k)) — ST res(k + 1))

2. Agregamos un control de regulacion uy tal que se satisfaga la condicién de al-
canzabilidad, condicién necesaria y suficiente para asegurar tanto el movimiento
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deslizante y la convergencia sobre M, la cual en el caso de sistemas en {iempo

discreto, puede ser enunciada como (véase {13])

lfo(k+ DIl < la(&)] (3.33)

Con ese fin, la superficie se selecciona de la siguiente manera,
F(k+1) = §ST(x(k) — zyep(k)) = 75 (k) (3.34)

donde 0 < # < 1 es un escalar. Es claro que esta seleccion satisface la condicion de
alcanzabilidad (3.33), es decir

6+ D < )|
Allatel < a®
Entonces, el control de regulacidn se disena como
un (k) = [S7G-(= (k)] [AST (2 (k) — Tres (k)]
Finalmente, la ley de control esta dada por

(k) = ) + (¥ (3.35)

3.7.1 Ana4lisis de Estabilidad (sistema - control mediante modos

deslizantes)

Ahora, hacemos un anilisis de las propiedades de (k) = 0 dada por (3.34) mediante €l
estudio de la siguiente funcién de Lyapunov

V(e(k)) = 5" (k)a (k)

de lo que se sigue

!

V(Ek+1) = (7)) (75k))
7V (5(k))

=" (#)"V (GO)

por lo tanto
Jim V(a(k+1)) ~ 0
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Por otro lado, para verificar la estabilidad del sistema en lazo cerrado bajo la accién
del control u(k) (3.35) es necesario introducir la nocién de cota fundamental (ultimate

bound) para las soluciones del sistema libre de perturbaciones
E(k+1) = Fr(§(k), k) (3.36)

donde F;(&(k), k) = £(k) + 7f(£(k)), la cual usaremos para. estudiar las propiedades de
estabilidad para una clase de sistemas no lineales discretos, cuando el punto de equilibrio

es afectado por pequehas perturbaciones

Definition 1 [24] Las soluciones del sistema (3.36) son uniformemente fundamental-
mente acotadas (uniformly ultimately bounded) si existen constantes posttivas By, ¥y By ¢
para cada r € (0,73,) eziste una constante T = T'(r), tal que

ko)l <r = &I < By, VE>ko+T

la constante 3, se conoce como cota fundamental.

Ademss, se presenta un estudio sobre la existencia de la cota fundamental, para la
solucién del sistema (3.36).
Considere la siguiente hipdtesis.

Hipétesis 3.2 Emste u > 0 tal que el punio de equilibrio £ = 0 es uniformemente esiable

en B,,.
Lema 3.3 [24] Eriste una funcion continua V' : Br % Z* — R tal que
ale®IP < VER < alé®I?
AV(E k) < el
para 0 < p < %r, para algunas constantes positivas ¢y, e; yc3, Vk >0y V £ € B

Teorema 3.2 |24] Considere el sistema (3.36). Suponga ademds que la hipstesis 3.2 y
el lema 3.9 se satisfacen. Ewmiste una funcién ¢(-,-) = ¢(-)p(-) de clase KL tal que ¢()
es una funcion de clase IC, p(-) es una funcion decreciente y un tiempo k,, dependientes
de £(ko) y b, tal que la solucidn de (3.36) satisface

e < ¢ Qo)) 2k — ko) ¥ k€ (Ko kr), ko < Ky
M < /S Ve para fletall < \fa
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Ahora, el sistema (3.31) bajo la accién de la ley de control {3.35) nos lleva al sistema

en lazo cerrado .
2(k+1) = fr(z(k),0) + pr(2(k), Zres () (3.37)

donde

F(2(k),0) = Frl@(k)) + Grlz(k)) [STG (k)] [#ST (k) — STF:(w(k))]

Pr(x(k), Tres(k)) = Gr(z(k)) [STgf(z:(k))] - [STxfﬂf(k"' 1) - ﬁSTmref(k)]

Es claro que el sistema en lazo cerrado (3.37) puede verse como un sistema con una,
parte sin efecto de perturbaciones representada por f(x(k),0) y una parte perturbada
dada por p,(z(k), Tes(k))-

Ademds, de las cotas sobre las columnas de G, (z(k)) y la no singularidad de STG, (z(k)),
se puede concluir que la parte perturbada satisface la siguiente desigualdad

P (@ (), Zres (DI < Bl + Lolizrer ()] (3.38)

para z(k), Z,es (k) € By, donde I; y I son constantes positivas.
Ahora, considere las siguientes hipotesis para la parte del sistema perturbado

Hipdtesis 3.3 El punto de equilibrio del sistema z(k + 1) = f-(x(k),0), sistema que en
lo sucesivo llamaremos zeo(k + 1), es localmente exponencialmente estable.

Hipoétesis 3.4 Lo serial de referencia z,.5(k) es uniformemente ucotada y satisface
Nzres(B) < 13, para alguna constante positiva ls.

Por un teorema inverso de Lyapunov, la hipétesis 3.3 asegura la existencia de una
funcién de Lyapunov V(z(%), &£}, la cual satisface

alz®)|? < V(zk) < callz(®)* -
: : (3.39)
AVi(z(K)) = Vi(ze(k+1)) - V{z(k)) < —csl|z(k)?
para algunas constantes positivas ci, 2 y cs.
Entonces, la diferencia hacia adelante de la funcién AV (z{k)) a lo largo de las trayec-
torias del sistema en lazo cerrado estd dada por

AV(z(k)) = V(z(k+1)) — V(z(k))
= AVi(a(k)) + AVe(z(E)
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donde

AVi(s(R)) = V(zeg(k+1)) - V(o(k))
AVa@(k) = V(e(k+1)) = V{zw(k+ 1)

Ademss, de la hipttesis 3.4 y de (3.38), la funcién AVe(z(k)) satisface la siguiente
desigualdad (véase anexo B.4)

IAVa(z (W) = [IV{(k+1)) = Vica(k+ 1)
= {5 ®} o al@), zresi)|
< Illpr(@(k), Zres (B))
< by (eGP + 2i2)
Usando 1a condicién (3.39) y el resultado anterior, se tiene
AV(() = AV(z(k) + AVa(x(k)

< —allz®)I + by (Wll=(E)® + 1233

IA

—(es — )|z (W) + dvlalf
si Iy es suficientemente pequeiia ta}I que lyl; < [} < 3 se satisface. Resulta
AV(2(k)) < —ballz(R)® + b lai3

donde by = c3 ~ ly{y. Por lo tanto

AV(z(k)) < —bsllz(B)||? + Wwial? £ byl z (k)|

A

—be(1 = N(®)* + bl — yboll (i)

< ~by(1 = )|k

A

para algun v tal que 0 < 7 < 1 y para todo {|z{&)]| > 'V‘I—Tf%g.
Ademids, resulta que Iy < —':'7'E’fg|[:1:(f<:)[|2 para {lz{k){ < \/gr y una cota para Iy estd
dada por Iy < I < ﬁ%%r? Del teorema 3.2, la cota flmda.n_lenta.l de la solucion del

sistema. (3.37) est4 dada por B = ﬁf\/%.
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Las soluciones del sistema satisfacen

Co Egl%
k —4f== VEk>k
o < /222 vk

Para probar que el sistema en lazo cerrado es localmente fundamentalmente acotado,

para algtin tiempo finito k;.

se tiene el siguiente lema

Lema 3.4 Considere el sistema no lineal en tiempo discreto (9.1) para el cual se diseria
un control de la forma (8.35). Suponga ademds que el lema 3.3 y la hipotesis 3.8 se
satisfacen. Entonces, existen conslantes positivas I y lo lales que para cualguier estado
inicial z(ko), los soluciones del sistema en lazo cerrado (3.87) son fundamentalmente
acotadas.

Por otro lado, si
Trep(k) =0, VEk>k

en cuyo caso la hipétesis 3.4 carece de significado, puede obtenerse el siguiente resultado.

Corolario 3.1 Considere el sisleme no lineal en ltiempo discrelo (3.1) para el cual se
disefia un control de la forma (3.35]. Suponga ademds que el lema 3.3 se satisface.
Entonces, existe una consiante positive {, tal que para cualquier estado inicial w{kg),
las soluciones del sistema en lozo cerrado (3.37) son uniformemente exponencielmente

estables.
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3.8 Aplicacién (Generador Sincrono)

En esta seccion, aplicamos la estrategia de control (3.35) desarrollada en la seccién an-
terior mediante la técnica de modos deslizantes y €l observador discreto (3.9) presentado

en la seccién 3.4, al modelo matemético del generador sincrono.

3.8.1 Modelo Matemaitico

Consideramos un generador sincrono conectado a la red, representada, por un bus infinito,
mediante lineas de transmisién puramente reactivas, es decir, una maquina girando a
velocidad sincrona w, y capaz de absorber o liberar cualquier cantidad de energfa [44]
(véase figura 3.10). Tal generador puede ser modelado como

a

i = W—Wg

dw 1

dE, 1 X, (X\-Xq

_dt_ = 2—_,‘2—0 [_EE‘J (T VCOS(&) + Ejrd:]

donde 6 = AE“_’, — £V es el 4ngulo del rotor (también conocido como dngulo de potencia),
w = § la velocidad angular del rotor y E, el voltaje en el estator, el cual es proporcional
a log flujos de encadenamiento. M es una constante correspondiente a la inercia, T,
la potencia mecanica suministrada mediante la turbina y 7 la constante de tiempo
transitoria de circuito abierto. Xz = x4 + zp es la reactancia aumentada, donde z4
corresponde a la reactancia en el eje directo y zr a la reactancia de la linea, X la
reactancia aumentada transitoria y V' el voltaje del bus infinito (el cual es fijo). F, esla
potencia generada, mientras que Fyq es el equivalente al voltaje del estator dado por el
voltaje de campo vy,

1, 171 B 1 9
P, = X7 Equen((-S) +3 (-—Xq . ——X&) V*gen(26)
) wst
E =
Jd \/inUf

donde z}, es la reactancia transitoria en el eje directo, z, la reactancia en el eje de
cuadratura, My la inductancia mutua entre los devanados del estator y Ry la resistencia
de campo. En este caso, no consideramos las dindmicas de amortiguamiento, es decir
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Bus
Infinito

Generador
Sincrono

Figura 3.10: Generadro Sincrono

D = 0 {véase [23, 15] donde se da una explicacién en detalle sobre este modelo de orden
reducido, su validez y las consideraciones que se hicieron para llegar al mismo).

Para un voltaje de campo constante E;y = E%,4, el generador posee 2 puntos de
equilibrio (uno estable y uno inestable). En este trabajo, el anslisis y disefio desarrollados
para ¢l generador sincrono, se hacen alrededor del punto de equilibrio estable, aunque un
andlisis similar puede hacerse alrededor del punto de equilibric inestable. Sea (6", w*, E7)
el punto de equilibrio estable del sistema (3.40). Entonces, el sisterma representado en
términos de las variables de desviacion

A§=6-¢8, Aw=w-w', AE<E -FE'  u=FE4,—-FE, (341

vy con las siguientes constantes

T =V Viilr o1
™mE=u ™7 uxy T MA\X, X,
(3.42)
o X _ Xi—Xa v m_i_
my féo—Xé', 5 Téf, X,i y 6 = Téo
estd dado por
dAb
== = A
@t “
dAw ; +
— = m + {ma(AE, + E") + ma cos(6) } sen(8) (3.43)
dAE],

= m(AE; + E;") + mj5 cos(8) + me(u + E)

dit
donde § = A+ &°.
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To| M |w,| T { X | Xa| X4 V
1 00331 [0033]09[09[03]1

Tabla 3.2: Pardmetros del generador sfncrono

Definiendo el siguiente cambio de variable

x1 = A6, z9 = Aw, x3 = AE, (3.44)

y aplicando la metodologfa dada en la seccién 3.7 resulta que el modelo discreto aprox-
imado via Euler, para el generador sincrono en términos de las variables de desviacion

{3.43), estd dado por
zh+1) = fr(a:(k)) + G (z(k))u(k)

donde
T3 ( k )

Frlz(k)) = z(k)+7| my+ {melas(k) + E]") + mg cos(Z,) } sen(z:)

m4(:c3[k) + E;.*) + mg COS(:E_](L?)) + mﬁE;d

.'iwi’l = .’L’l(k) -+ 6*

i
3
=

Gr(z())

3.8.2 Disefio de la Ley de Control
Para regular el 4ngulo de potencia del generador, seleccionamos la siguiente funcidn de
conmutacion :

G(k) = ST(@(k) ~ ey (k)
= Si(z1(k) — T1rep (k) + Sawa(k) + Szwa(k)

donde &;, S; y &3 son constantes que se seleccionan de tal forma que satisfagan la

condicién de alcanzabilidad y Z1,.5(k) es una sefal de referencia constante.
Entonces, la ley de control estd dada por

u(k) = o (k) + Au(k)
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3.8.3 Diseno del Observador

Considerando nuevamente el cambio de variable (3.44), el sistema (3.43) mediante la
discretizacion tipo Euler adquiere la forma

z(k+1) = 2u(k) +722(R)
zaolk+1) = xo(k) + T23(k)
za(k+1) = z3(k) + T{ma(AE, (k) + E;") + ms5 cos(8) + mg(u(k) + Ef4)}

donde
m4E;* + ms cos{6”) +meE7y =0

Por lo tanto, la dindmica del sistema en las nuevas coordenadas tiene la estructura
z(k+1) = Arz(k)+ 7B {a(z(k) + B(z(k)u(k)}
y(k) = Cz(k)
doude e(x(k)) y B(x(k)), en las coordenadas originales estén dadas por

a(z(k)) = mosen(8(k) + TAw(;?c))E;* + AE (k) + Tmy(AE (k) + E,")
+7ms cos(6(k)) + ms cos(8(k) + TAw(k))sen(6(k) + TAw(k))
— (ma(AE}(k) + E") + mg cos(6(k))) sen(8(k))

Pla(k)) = rmaomesen(d{k) + TAw(k))

Entonces, un observador para el sistema tiene la forma
z(k + 1) = Arz(k) + 7B {a(z(k)) + B(z(k))u(k)} + A, K [y(k) — §(k)]

donde
K=col( ¢} 2 &3 )=col(331)

y por lo tanto la ganancia del observador estd dada por
7K =col (370 376 6% )

3.8.4 Resultados de Simulacion

Las simulaciones fueron realizadas considerando los valores nominales de los pardmetros
del generador mostrados en la tabla 3.2, todos dados en por unidad.
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Ademss, el punto de equilibrio estable para el sistema (3.40), que se obtuvo para un
voltaje de campo dado por E%; = 1.1773, fue 6" = 0.870204, w* =1y E;* = (0.822213.
Los pardmetros que se utilizaron para el control y el observador fueron & = 5,8, =
2,5, =2,7=10.1,08 = 0.8 y el tiempo de muestreo se escogio como 7 = 10 ms.

Las simulaciones fueron implementadas con el esquema de control mediante modos
deslizantes y el observador en tiempo discreto desarrollados previamente (ver secciones
3.7y 3.4).

Las condiciones iniciales de las variables de estado del generador sincrono fueron
8(0) = 0.77, w(0) = 0.1 y E/(0) = 0.85.

Los resultados de simulacién para el modelo méatematico del generador sincrono (3.40)
bajo la accién de la ley de control (3.35) implementada mediante los estimados del ob-
servador (3.9) se muestran en las figuras 3.11 - 3.15.

En la figura 3.11 se observa el comportamiento de la posicén angular (6), la cual en
este caso de estudio es la variable medible (salida) y la variable a controlar, y para esta
se percibe una convergencia adecuada a su posicién de equilibrio. Lo mismo podemos
decir para las otras dos variables de estado (velocidad angular w y el voltaje interno E7)

Por otro lado, a fin de estudiar la robustes de la ley de control ante incertidumbre
en los pardmetros, variamos el par mecdnico aplicado al generador (para un tiempo de
0—5seg, T, =1yde6—10 seg, T, = 0.8m). El comportamiento de las variables de
estado ante este cambio en el par mecdnico se observa de los 4.5 seg. en adelante, donde
apartir de una posicién de equilibrio las variables son perturbadas por el cambio en el
par mecénico y ahora convergen a una nueva posicién de equilibrio. Para la posicién y
la velocidad angular se aprecia, en las figuras correspondientes a su comportamiento, un
error entre el estado y la estimacién dada por el observador. Sin embargo en la figura
3.12 se muestra que este error en el caso de la posicién angular se reduce en la medida
gue se aumenta el pardmetro de disefio del observador (lo mismo puede decirse para la
velocidad angular).

Finalmente, la ley de control utilizada en este estudio y aplicada al modelo mateméiico

del generador sincrono se muestran en las figura 3.15
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3.9 Estimacion Practica

A continuacién presentamos el tltimo de los resultados, concerniente a la validez de
algoritmos desenados a partir de sistemas en tiempo discreto aproximados.

Es bien sabido que el método de discretizacién de Buler funciona correctamente para
periodos de muestreo pequernios [43, 39]. Ahora se procede con un anélisis para la clase
de sistemas discretos aproximados (via Euler). Considere un sistema continuo con la

siguiente estructura
z(t) = Az(t) + Bla(xz(t)) + B=(t))u(®)}

de manera que la discretizacién exacta y la realizada mediante la discretizacién de Euler

pueden ser expresadas como’

Zez{k +1) = Aszey(k) + 7B{a(zea(k)) + Blxex(k))u(k)} + Oz (k)
= F7zen(k), ulk))
teu(k+1) = Ares(k) + B{er(vec () + B(ze(R))ulk) }
= F(@ea(k), u(k))
donde O(z..(k)) representa los términos de orden superior que se obtienen como resultado
de la discretizacion.

Por otro lado, el observador discreto que fue objeto de estudio en este capitulo (3.9)
[19] estd dado por ®

z(k +1) = Arz(k) + B{a(z(k)) + B(z(k))u(k)} + 745 K [yes (k) — (k)]
Ahora, definimos el error de la siguiente manera
ees(k) = z(k) — xea(k) error de estimacién

Cop(k) = Zex(k) — zeu(k) .~ error de aproximacién (3.45)

con la hip6tesis.

"En las secciones anteriores usamos por comodidad z(k) para denotar la discretizacién tipo Euler de
z(t) (véase nota al pie de la pdgina 31). Sin embargo, ahora por motivo del andlisis comparativo que
nos ocupa es que preferitnos usar Fay

3De acuerdo con la notacién adoptada en esta seccidm, z es el estimado de z... Pues lo que nos
interesa ahora es saber si el observador propuesto, basado en una discretizacién Euler, puede estimar
bien los estados discretos exactos
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Hipétesis 3.5 La secuencia ® {eqp(k + 1) }rzx, €3 acotada
Adem4s definimos la dindmica del error de aproximacion (3.45) de la siguiente forma

€ap = sup |leap(k + 1}
k>ko

3.9.1 Anailisis para el Error de Estimacion
La dindmica del error de estimacién estd dada por
Cealb+1) = Acz(k) +7B{a(z(K)) + Ble(B)Yulk)} + 707" Klyea (k) — 5(K)]
— {Arzes(k) + TB{a(Tex(k)) + Blwez(k))ulk)} + Olwea (b))}
= Arfz(k) = zeo(R)] + TB{o(2(k)) — e(zex(k)) + [B(2(K)) — Blzes(k))Julk) }
+rAF K Clzea(k) — 2(k)] — O(es (k)
= {A; —7A;'KC} es(k) + 7B{a(2(k)) — afzes(k))
+H(B(2(k)) — Blmea(F))u(k)} — O(zeu(k))
note de hecho, que los términos de orden superior estdan dados por el error de aproximacién
oplk +1) = Arzo(k) + 7B{(Tea(k)) + Blwes(k))ulk)} + O(zea(k))
— {Arzes(k) + 7B{(2ea(k)) + Bzes(k))u(k) }}
,= Oze(k)) o {3.46)
entonces, la dindmica del error de estimacién resulta ser de la forma
eea(k + 1) = {Ar — TAFIKC} e0s(k) + T7BY(€es(k), u(k)) — eap(k + 1)
donde Wo(e.s(k), u(k)) = az(k)) — c(@ez (k) + [B(2(K)) — Blex(k))]ulk)
Ahora, definiendo el siguiente cambio de variable
ées(k) = Aﬂees(k) (347)

se tiene

I

Beslk 4+ 1) Dpees{k + 1)

= A [{A; — 787" KC} A'u(k) + 7BY, (A7 %es(k), ulk)) — eap(k + 1))
= DgAAes(k) ~ TEC AT e, (k) + TR BY, (A % (k), u(k))
—Aaeap(k + 1)

?Observe que en realidad el término eqp(k + 1) es una secuencia (véase (3.46))
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de las propiedades de Ay (B.4), se tiene

(I + 70AVE.0 (k) — TEOCTS(F) + 7 91 o (A7 20, k), u(k))

-Agﬂap(k + 1)
= {T+7,(A- KC)}ees(k) g Z-BY, (A7 %K), u(k)) — Ageapl(k + 1)

€es(k+1)

= A,E.s(k) + hl + Az
donde vy, = 78 (ver (3.14)), A, = I + 71,(A — KC) (ver (B.6)) y
= BU, (85" (K), u(k)) ha = —Agegy(k+ 1) (3.48)
Considere la siguiente funcién de Lyapunov '
V(@a(K)) = B (F) Pyus (k) (3.49)
entonces

AV (k) = & (k+1)Potes(k 4 1) — 5 (k) Prbus(k)
= [Aoées(k) + Iﬁhl + h2]TPo [ oees(k) + hl + h'z] es(k) oees(k)
= (k) AT P, Aszus(k) + & (K) AT, (—h1 + hg)

+ (gnfh + hz) PoAgees(k) + ( ah + hz) F, (gnfh + hz)
_ees(k)P es(k)
= @) [ATPAo — B Gurlk) + 2L, (R)ATP (oo + o)

+(gem+ ) P (Gt +2)

y a partir de la declaracién 2 (véase anexo B) y las propiedades de -, (ver (3.16))

AV (Ealk) = (k) [P = 7oL = 70)"CTC) Zualk) + 2L, (RVATP, gk + i)
+(9nh1+hg) 2 (b + 1)
< —, 7L (k) Pyees(k) + 265, (k) ATP, ( gt + o)
+( th1+h2) Fo (gt +ha)
< —allEnk), + Az Rl | s + e[| s
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Sin embargo, del resultado obtenido en (3.19) podemos reducir la expresién anterior

_ _ T
MVEalk) < ok, + 202l [ Tt + o]+ b+ e
< Tl + 2Bl |7t +2Eel®lr izl

.
g

|, 2| gatal] Mealie, + Rall,
Fo

T _
—’Yollees(k)ﬂpo + 2§ﬁllees(k)llpollh1llpo + 2|[Ees (k)| 2. Il 2,

]

.
92nl|h1" + 2§E||h1||Po||h2||Po + [lhzl13,

Por otro lado, de (3.48), resulta (para hy véase (3.18) y para hy ver hipdtesis 3.5)

IBrlle, = (1BYo (A5 es(k) u(k)) llp, < 016" [1Ees(k) iz
1 1 _ —
lhalle, = || — Aveap(k+ Dllp, < §||€ap(k+ H]p < abseap < b3€op

donde b3 es una constante positiva

Lo anterior nos lleva a

A(V (Ees(K)))

IA

T -—
—’To||73"e.s( Nz, + 29_n||Ees(k)"Poblgﬂllges(k)"Po + 2{[Ees (k)| 2, b3Eap
+92n bzgzn“ees(k)"ﬂ, + 29 blen”ees(k)"ﬂ,b?;eap + b
= ~TollEes(®)7, +270llees (R)]I2, + 253||§es(k)||Pq§ap

+720} [BeslR) 7, + 2105 |[Bes () | 2, Bap + b3S,
Pero recordando la definicién para 7, (3.14), se tiene

A(V(ES(R) < —1lllecs(B)R, +27hs[[2es (k) I3, + 2bsllées(r'f)llpﬁap
2b2|lees(k)”Po + 2Tblbsllees(k)||Pneap + b
= —7 (80— 2b, — 7b) [[Bes(R) 13, + (205 + 2Tblbs)llées(k) [F=X=%
+b2—2

y recordando ademés que V(€.s(k)) = ees(k)Poees(k) (3 49) entonces
V(e.s(k)) = lléés(k)"Po S al®lln, = VV EerlR)

de tal manera que

A(V(e.(k))) < '754‘[(@“(&)) + 11V V(Ees (k) Jeap + 'T2§ip
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donde by = 6 — 2b; — 7b3,v; = 2b3 + 27b b3 y v, = b2, resulta
V(@es(k+ 1)) = V(Ees(k) < —ThaV(Ces(k)) + 11V V (Ees(k))Cap + V2B
V@b +1)) < (1= 7b)V(@us(k)) + Y1VV (o5 (k))Eap + YoTop
para esta iltima ecuacidn considere que existe r > 0 tal que
Y1, T2
0 < —;+§< ]_r-(l—szg)

0 < By _rby<t
r T g

L

N

¢

ademds, si V (€.s(k)) > r?€2,, entonces

apv

VEe(k+1) < (1—700)V{Ea(t)) + 11v/V(Eulk) "V( = V(eii(k
(1 — The)V (Zes(k)) + fV(ees(k)) + %V(ea(k))

(1= b+ 2+ 2 v(enl)
(V(Ees(k))

A

IAIA

O

De lo que concluimos que el error de estimacion (3.45) es acotado. Es decir, podemos
esperar convergencia del observador propuesto en este capitulo {3.9), no solo para un
sistema no lineal discretizado via Euler, s1 no también, para los obtenidos mediante una

discretizacién de orden superior o una discretizacion exacta.
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3.10 Conclusiones

En este capftlllo, se retomaron dos esquemas de ‘control {mediante linealizacién por
retroalimentacién de estado y la técnica de modos deslizantes [1, 34]) que fueron aplicados
a una clase de sistemas no lineales discretos aproximados (obtenidos via Euler), mediante
un observador con convergencia exponencial. Se mostré que cuando el esquema control -
observador es aplicado al sistemma no lineal, podemos esperar estabilidad exponencial. Las
aplicaciones (brazo robot para el control linealizante y generador sincrono para el control
en modos deslizantes) muestan el desempefio de los algoritmos propuestos. Los resul-
tados via simulacion digital presentan un buen comportamiento, tanto en la estimacién
como en el control.

Finalmente, se presenté un andlisis del observador propuesto, cuando el sistema no
lineal discreto disponible es exacto (o de prden-super'_.ior)'. Obteniendose un error de
estimacion acotado para este caso. Lo que sugiere la com'rergenéia. del observador también
para sistemas discretizados de esta manera.

Por otra parte, en ocasiones ademas de no tener a nuestra disposicién los estados
del sistema, tampoco se cuenta con los valores de ciertos parametros. En el primer
caso, es decir cuando los estados por alguna razén no medibles, el problema se resuelve
mediante un observador, sin embargo cuando también queremos estimar ¢ identificar
algunos pardmetros el algoritmo a utilizar se conoce como observador adaptable. Este
tipo de algoritmos son muy empleados para propésitos de monitoreo o deteccidn de fallas,
y en el siguiente capftulo nos enfocamos en el estudio de un observador adaptable con el
objeto de estimar de manera conjunta estados y pardmetros para una clase de sistemas
no lineales.



Capitulo 4
Observador Adaptable

4.1 Introducién

Laidentificacién de pardmetros ha sido un 4rea extensamente estudiada eh muchos aspec-
tos durante las dltimas décadas, incluyendo los sisternas no iinéa.les, pero generalmente
asumiendo un conocimiento total del vector de estados. Al mismo tiempo, el problema
de la estimacién estado para sisternas no lineales, ha atraido la. atencitn de la comunidad
de control, y para vesolver este problema se han propuesto algunos resultados.

Cuando se trata el problema simultdneo de la estimacién de las variables de estado y
los pardmetros de un sistema, el problema se torna mds complicado, el resultado de esta
combinacidn se conoce como observador adaptable, problema que también ha atraido la
atencion de los grupos de investigacién en el drea de control. El disefio de un observador
adaptable estd motivado por propdsitos de deteccién de fallas, aislamiento, transmisién de
sanales y control adaptable entre otros. Dicho sencillamente, un observador adaptable es
un algoritmo recursivo que permite la unién de la estimacién del estado y de pardmetros
desconocidos en un sistema dindmico. Se han propuesto diferentes técnicas con este
propésito. Fl disefio de un observador adaptable para sistemas lineales invariantes en el
tiempo ha sido resuelto y analizado en detalle {[12; 26]). Recientemente, observadores
adaptables para sistemas lineales con muiiltiples entradas y muiltiples salidas (MIMO)
son presentados en [55]. En el caso de sistemas no lineales, se han propuesto algunas
metodologias. Por ejemplo, métodos basados en transformaciones de coordenadas, tal que
la dindmica del error de estimacién pueda ser linealizada. Otros métodos consideran la
existencia de alguna funcién de Lyapunov que satisfaga ciertas condiciones en particular,
o consideran la existencia de un filtro de Kalman extendido para sistemas cuyo vector de
estado estd compuesto por el vector de estado del sistema a ser estimado y los pardmetros
deconocidos (ver [5, 6, 32]).

A este respecto, en los iiltimos afos, ha crecido el interés en el estudio de sistemas
con comportamiento dificil de predecir (complejos), para -su aplicacién en sistemas de
comunicaciones. En particular, la sihcronizé,ciéu y el control de sistemas ca6ticos son dos
importantes tdpicos en el estudio de sistemas mﬁplejos. - ’

Debido a esto, la sincronizacién de sistemas cacticos y su potencial aplicacién para

76
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una comunicacion segura, han sido temas que cada vez llaman més la atencién de los
investigadores. Con relacién a la sincronizacién, una de las técnicas usada en los sistemas
de comunicaciones consta de un transmisor, el cual envia una sefial con la informacién
que se desea transmitir, y un receptor, el cual intenta recuperar completamente la senal
enviada por el transmisor. Sin embrago, si la sefial recibida no es igual a la senal transmi-
tida, entonces es necesario construir un sistema dindmico que permita recuperar la senal
deseada.

Desde el punto de vista de la teoria de control, el problema de sincronizacién puede
ser resulto mediante un observador. Existen algunos trabajos relacionados con este pro-
blema, que ilusiran las ventajas que presenta incorporar el estudio de la teoria de caos
a los sistemas de comunicacién utilizando sistemas cadticos. A este respecto, se han
desarrollado algunas técnicas para reconstruir las sefiales de informacion a partir de una
senal cadtica transmitida yr.

Adems, 1a solucién del problema de observacién (problema, de sincronizacion) estd
relacionado a la propiedad de observabilidad la éual nos ciice- que la salida del sistema
(sefial transmitida) contiene toda la informacién necesaria para reconstruir los estados
del sistemna. Si esta propiedad se mantiene, esto implica la existencia de un observador.
Este observador (sistema receptor) se construye como una copia del sistema (sistema
transmisor) con condicionss iniciales desconocidas, junto con un término adicional que
depende de la diferencia entre la salida del sistema (sefial recibida) y la salidad del
observador (sefial recibida estimada).

En este capitulo presentamos la implementacién de un observador adaptable, con
el objetivo de estimar tanto los estados y los pardmetros de un sistema dindmico, al
mismo tiempo. Como aplicacion de este observador, consideramos inicialmente el atractor
cadtico de Lorenz, con el objetivo de Hustrar un esquema de ‘cpmunica.ci_éh segura. Y
concluimos con la implementacién del observador al modelo del generador. sincrono, para

propdsitos de monitoreo.,
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4.2 Resultados Previos e Interpretacién Propuesta

4.2.1 Observador Adaptable Exponencial para Sistemas

Lineales Variantes en el Tiempo.

A continuacién recordemos algunos resultados bdsicos de [55] sobre el disefio de obser-
vadores adaptables para sistemas lineales variantes en el tiempo, definidos de Ia siguiente

forma

(1) At)z(t) + B{t)u(t) + o(t)0
y(t) = C)z(t) (4.1)

donde =, u, y denotan como de costumbre el estado, la entrada y el vector de salida medi-
ble respectivamente, y & un vector de pardmetros desconocidos. A, I, C, ® se asume que
son matrices conocidas de dimensiones apropiadas, continuas y uniformente acotadas con
respecto al tiempo.

El resultado principal de [55] considera que las siguientes hipGtesis se satisfacen.

Hipétesis 4.1 FEziste una matriz K(t) variante en el tiempo y acotada tal que el sistema
7 () = (A{t) — K(t)C(t)) n(t) es exponencialmente estable.

Hipdtesis 4.2 La solucion A(t) del sistema A () = [A({t) — K(H)CE)] A(Z) + ®(2) es
excilada persistentemente (persistently exciting), es decir existen o, 8, T toles que

+T
al < / AMA)TCTE(NC(T)A(T)dr < BI (4.2)
t
pora alguna matriz ¥ definida positiva.

Asi, el sistema (4.3) mostrado a continuacién, es un observador exponencial para el
sistema (4.1), en el sentido de que para cualquier conjunto de condiciones iniciales, los
vectores Z(t) — z(t) y 8(t) — 8 decaen exponencialmente a cero

At) = [AG)— K@H)C@)]AR) + 2(t)

E() = A[E(t)+ B(tyu(t) + t0(E) -

_ + [K () + ABTAT@)CT (D) [wt) — C(1)E(2))

B(t) = TATRCT(OD(E) () — CB)3(2)] (4.3)
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Aprovechando el algoritmo de minimos cuadrados, una ley adaptable para el pardmetro
de ganancia I" del observador anterior puede ser dada como sigue (ver [54]) -

() = —PRAT(HCT () D) CEART(E) + AD(E) (4.4)

para A > (.
Nuestro propésito aqui es discutir tal disefio a la luz de los resultados disponibles
para sistemas afines en el estado [5, 20].

4.2.2 Observador de Estado para Sistemas Afines en el Estado

De manera similar al repaso sobre observadores adaptables para sistemas lineales vari-
antes en el tiempo [54], ahora retomanos los trabajos sobre ohservadores de estado para
sistemas afines en el estado.

Consideremos la clase de sistemas afines en el estado [20] descritos de la siguiente
forma

& = Alwy)z+e(u,y)
y = Cxz (4.5)

donde los componentes de la matriz A(w,y) y el vector ¢(u,y) son funciones continuas
que dependen de u € ¥, ¥ que estdn uniformemente acotadas.

El resultado es como sigue

Si la entrada es persistenternente acotada, en el sentido de que existen «, 8 y T tales

que:
t+T

ol < | Wt ) TCTS(NCL(, r)dr < B, (4.6)

t
donde ¥, denota la matriz de transicién del sistema & = A(u,y)z, y = Cz, y ¥ una

matriz definida positiva y acotada.

Entonces, un observador exponencial para el sistema (4.5) estd dado por

£ o= Alw,y)z+p(u,y)+ S7ICTE(y - C3)
C# (4.7)

L~
]

donde S es la solucién de la ecuacion:

S = —pS — A, y)’S — SA(u, ) + CTxC S(0) >0 (4.8)
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para alguna constante positiva p suficientemnente grande.
Definiendo el error de estimacion como e =  — z , la dindmica del error resulta en

¢ = d-2

= Alw, 1)+ (u,y) + ST'CTT (y — C) — {A(u, y)7 + ¢(u, y)}
= {A(u,y)—S'CTEC}e (4.9)

si (4.6) podemos considerar la siguiente funcién de Lyapunov V(e) = ef Se, de tal forma

que

Vie) = [{Aly,y)—SCTEC} e]T Se+e" [—pS — A(u,y)"S — SA(u,y) + CT'SC] e
+e''S [{Alu,y) ~ S_IC'TZC’} e

el Au, y)7Se — eTCTETCS5 156 — peTSe — €T Alu, y)TSe — eT S A(u, y)e
+eTCTECe + T SAlu, y) — €7 S5 1CTECe

—eTCTETCe — pe’ Se

—pet Se

—pV (e)

IA A

de lo que se concluye que el error de estimacién decae exponencialmente.

4.3 Observador Adaptable para sistemas afines en el

estado en el estado y en los parametros

Ahora, se presenta el resultado principal de este capitulo, un cbservador adaptable para
un sistema afin en el estado y que depende de un vector con pardametros desconocidos, el
modelo matemdtico para esta clase de sistemas puede ser dado por

i = Awy)z+e(u,y) + 2,y
y = Cz _ - (4.10)

donde ® satisface las propiedades dadas anteriormente para A, @.

Teorema 4.1 Suponiendo que la condicion de excitacidn persisiente (4.6} para la esti-
macidn del estado, y ademds de ({.2) K = S7'CT y S como en (4.8) para la estimacion
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de pardmetros, el observador adaptable propuesto estd dado de la siguiente manera (Sp
corresponde a T~ en (1.4))

o= Alu,y)E+ ou,y) + Blu,y)d + {ASTATCT (4.11)
+8,'CTT} (y — C2)

0 = S$;'ATCTE (y - Ci) (4.12)

A = [Alu,y) - S;'CTEC} A+ 2(u,y) (4.13)

Se = - 0,8 — A(u, )T 8. — Sz A, y) + CTEC,  S:(0)>0 (4.14)

S0 = —peSo+ATCTSCA,  Sp0) >0  (415)

donde p,, pp y Son constantes positivas suficientemente grandes (y X como ({.2)).

Prueba
Con los errores para el vector de estado y de pardmetros definidos de la siguiente
manera e, =& — x ¥ ¢p := § — 8, la dindmica para el error de estado esta dada por
be = Alu,1)E+o(n,y) + 8w, 1)+ {ASTATCT + S]1CT} 2 (y — C3)
—A(u, y)z — plu, y) — S(u, )0
= A(u,y){& -z} + B(u,y) {9 - 9} + {ASATCT + 5. CT Y BC (2 - #)
= [A(u,y) — {AS7IATCT + S;1CTY 2C) e + B(u,y)eo
para el error en la estimacién de pardmetros
o = b-0 _
= SSIATCTR (y— C3) — 0
= —S,*ATCTECe,
siguiendo la. misma idea de [55], la transformacién siguiente
€, = e, — Agg (4.16)
nos lleva a
& = é~Aeg—~ Ao
= [A(w,y) — {ASF'ATCT + S71CT} 20 e + B(u, y)eo
~ ({Alw,y) = S;ICTECY A + @(u,y)) €0 — A{—S;'ATCTECe,)
= A(u,y)e; — S; ' CT5Ce, — Alu, y)Aes + ST1CTECAe
= [A(wy) ~ S;'CTEC) & - (4.17)
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la dindmica de ¢4 en términos del cambio de variable antes definido es
€0 = —S; ' ATCTRC (€5 + Aep) (4.18)

Ahora, bajo la condicién de excitacién persistente antes considerada (4.6), con Sz v Sp
matrices definidas positivas [5], seleccionamos la siguiente funcién de Lyapunov

V{es, €5) = €2 Spe, + € Sacp
Entonces, la derivada de V estd dada por

Vies,e6) = [(Alw,y)— 5;'cTz0) ez]T Setx + €€ [—ppSe — Alu,y)TSs — SeA(u,y)

+CTECe, + €25, [(Alu,y) — S51CTEC) 6] + [~ ATCTEC (6. + Aco)]”
Soeo + ¢ |—paSe + ATCTECA] €5 + €5 Sp [— S5 ' ATCTEC (e + Acp)]

= & Au,y)T Seez — L CTRCS; Sper — prel Seer — € Alu, i) Seex
—eL S A, y)e, + 2 CTECe, + L5, A, y)e, — €L 5,5 CTEC e,
—eTCTEICAS;  Spen — 3 ATCTECAS, Saco — poea Saeo
+es ATCTECAco — €] SpS; 'ATCTECe, — € 855, ' ATCTTC A¢q

= —p et Sper — . CTECe; — €L CTRCAes — ppej Saco
—eT ATCTECe, — g ATCTEC Aey

ademds, de la transformacién (4.16) se tiene

~ef'CTCe, — ECTECAey = —e2CTEC (ez + Aco)
~g ATCTECe, — g ATCTECAy = —ef ATCTEC (€5 + Acg)
lo que nos lleva a
~ CTEC (e, + Aeg) ~ G ATCTEC (e + Aey) = — (ZCTEC + e ATOTEC) (e, + Acp)

— (X + egAT) CTLC (e, + Acs)
— (2 + Aeg)T CTC (e, + Aco)
<0

asf, para la dindmica de la funcién de Lyapunov se sigue que

‘;’-(Eﬂﬂ Eﬂ) 5 ‘_szg'sxfz - pﬂfg"slafﬂ
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Finalmente resulta

v(e-f-: 69) < -—pV(Ez, 69) bara p = IIllIl(pz, pﬂ) (419)

lo cual implica la estabilidad exponencial del error de estimacion.

4.3.1 Discusion del Observador Extendido

En vista de la forma considerada para el sistema (4,10), es claro que el vector de estado
extendido, considerando ahora €l vector de pardmetros contantes #, adquiere la forma

T
X = ( z 0 ) , ¥ como se observa a continuacién, la estructura affn en el estado se

% = ( Alw,y) P(u,y) )X+( (1, y) )
0 0 0

= F(u,y)X +C(u,y) (4.20)

prescrva

y = (co)x=nx

Obviamente, si la condicién (4.6) se satisface también para el sistema extendido,
entonces podemos disefiar un observador de la forma (4.7) para X,

Por lo tanto, nos concentramos en mostrar que el observador (4.11)-(4.15) se comporta
como el observador (4.7) para el sistema (4.20).

Lema 4.1 FI disefio del observador adaptable (4.11)-(4.15) para el sistema (4.10) coin-
cide con el observador (4.7) para el sistema (4.20) con p, = p,.

Prueba
Sea 5 la solucién de la ecuacién de Riccati {4.8) para el sistema extendido (4.20), dada
: S
por la siguiente forma ( S'lr 5’2 correspondiente al vector extendido X, donde las
\ P2 o3

matrices cuentan con las dimensiones apropiadas (digamos S; tiene la misma dimensién
de A).
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A mntinuaﬁén, mostramos que las matrices S;,Sp y A correspondientes a (4.13)-
(4.15) estdn relacionadas con la matriz S de la siguiente forma,

S = S
S = S3— 831578, (4.21)
A = —Sflsz

De {4.8) y (4.20), se tiene
T
§ = — S 5y _ Alw,y) P(u,y) St S,
g % Sa 0 0 ST S
51 8, Alu,y) B(u,p) T
_(5“2’ 33)( 0 0 )+(CO) E(CO)
es decir

g = _f[ PSS [ Awy)TS Alwy)'S:
pSg‘ pS3 ¢(u:y)TSI Q(usy)TSb

| SiA(w,y) Si%(w,y) CTEC 0 -
(S’{A(u,y) S;f<b(u,y))+( 0 0) (4.22)

( _.051 - A(’U.,‘y)TSI - SIA(uay) + CTEC ' —'P52 - A(u: y)TS2 - Sl@(u‘: y) )
—pS3 — ®(u,y)T$1 — ST Alu,y) —pS3 — B(u,y)"S2 — 57 2(u,y)

por lo tanto

Sl = "PSl - A(u: y)TSI - SIA(us y) + CTEC (423)
S = —pS;— Alu,y)" 82 — 5:1®(u, 1) {4.24)
S3 = —pSy—®(u,y)"Ss — ST (u,y) (4.25)

claramente de {4.23), 5, satisface la ecuacion (4.8) si 51 = S; (cuando g, = p).
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Por otro lado, usando (4.23) ¥ (4.24), se tiene!

d _ d , .. _,d
E_l—t'(—Sllsg) = —{EZ (511)32+311£(52)}

= - { [—S;‘gt- (Sy) 31-1] Sy + S;I% (32)}

= 57 [pS — A(u, )78 — S1A(w,y) + CTZC] 5715,
=57t [=pS2 — Alu,y)TS2 — 512 (v, )]
= —pS{ 515718, — ST A, Y)Y S5 Sa — ST 51 A, y)ST S
+87 1 CTECST S + pSTSy + ST Alu, )T Sa + ST 519 (w, y)
= —A(u,y)ST 'S + ST ICTECSLS, + @(u, y)

= [Alu,y) — S71CTSC) {5718} + ®(u,y)
(4.26)

si denotamos A = —S; 1.9, (v puesto que S; = 5,), la expresién anterior se puede expresar
como (ver (4.13))

5 ) = [A(w,p) - ST'CTEC) A+ 8(w,y)

Finalmente, mostramos la segunda equivalencia dada en (4.21), de (4.23)-(4.25) se
tiene

d _ a d -
% (S3— STS'8) = p7 (Ss) — 7 (S78782)

d d _ d .
= a—t(s:s)—{&—t (S%')SIISQ-I-S{?E (Sl 132)}

para 2 (S3) ver el elemento Sy en (4.22), para & (5T ) el elemento Sy; y para & (S71S2)
la deduccién anterior (véase (4.26)).
d _
p (Ss—S787'S:) = ~pSs— &7 (u,4)Sz — 5] ®(u,y)
~ [~-p5F — B(u,y)" 51 — ST A(u,y)] S7'52

~5% ([Alu,y) — 577 CTEC] 57782 — (v, p))

1Véase anexo C, para la deduccién de la derivada que utilizamos a continuacién.
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a (5= 515778) = —pSa— T, 1)% ~ 574,
+pSE ST So + 2w Y)Tg g1, 4 ST A(w, )5S,
-1
—55 A, Y)ST 82 + ST T 508718, + ST (u, y)
= —pS3+pSTSLS; + 8T 871CTR0STS,

= —p(8—S5757'S2) + TS CTRCSTLS,
puesto que A = —S7 '8, entonces AT = ~ST57" (recuerde que 57 es simétrica), por lo
tanto i
) (83— 5557'S2) = —p (S5 ~ 83 5728;) + ATCTECA

si denotamos Sp = S3 — ST 575, se tiene
dil (Sp) = —pSe + ATCTECA

lo cual coincide con la ecuacién (4.15) para py = p-

Concluimos este anslisis, con la ganancia del observador (4.7) dada por S™'HTX (con

H como en (4.20)), asi se tiene?

(STS1S, — 85) t 5755 *

Sfl (I—'Sz (Sg3f132—55)_1 A?;FS;I) CcTy )
(Sg‘sl—lsz _ 33)_1 5({51_ CTE

consideremos inicialmente el término ($~1H 7%)yy» €0 funcion de (4.21)

STHI— S (— {8~ STSy'% )™
$87HCTE

_ 5+ S (- {Ss- 57578
[-sEsT]eTE

S (T4 82 (—8) T AT) CTS

St (I — S (STSTS, — &) S 3;1) ' =

2ysase anexo C, para la deduccion de §—1



87

S (182 (SFS7% — 80) 7 STSTY) €78 = (71— S5, "AT) €78
= (S;'+AS;'AT) TS
= (S71CT + AS;IATCT) E

expresién que coincide con la ganancia del observador dada para el estado = (véase (4.11)).
Ahora para el término (ST H'E),,, tenemos

(STS7'8: - S5) 7' 8TS7'CTE = (- {S3—S7S1%:}) ™ 87817
= —(S—5T571%,) 7 STSrCTE
= (S3—878718,) " [-sTsY] 7%
= S,'ATC™n

resultado que coincide con la ganancia para la estimacion del vector de pardmetros (4.12).
' o

Hasta este punto, suponemos que las condiciones de excitacién (4.2) y (4.6) para el
sistemna, (4.5) debe ser equivalente & (4.6) par el sistema extendido (4.20).

Del andlisis efectuado en esta seccién, podemos concluir que al seleccionar una ganan-
cia (matricial) variante en el tiempo como la dada en (4.4) para el observador adaptable
(4.3) nos leva al ya conocido observador de Kalman para un sistema extendido con un
vector de pardmetros. Esto incrementa los cdlculos que hay que efectuar en linea. Por
otra parte, podemos sintonizar la velocidad de convergencia tanto para el pardametro de
estimacién del estado, como para el pardmetro desconocido, sintonizando simplemente
£ Y pg (0 solamente p).

A continuacién, mostramos un ejemplo del uso préctico de la teoria de observadores

adaptables ya presentada.



88

4.4 Aplicacién (Sistemas Cadticos)

Como una. aplicacién para ilustrar el observador afin en el estade ya presentado, consi-
deramos el sistema cadtico de Lorenz.
En sistemas de comunicaciones usando sistemas cadticos, consideramos un fransmisor

de la forma

i = f(z,N) z € R
y = hi{x) yeR (4.27)

donde A es un mensaje variante en el tiempo satisfaciendo Apin < A1) € Apax YV £,
e y es la sefial transmitida. Asumiendo que el sistema anterior (4.27) es cadtico para
toda constante que satisfaga Appy < A < Anax- Nuestro objetivo consiste en construir un
sistema receptor capaz de recuperar el mensaje A (¢) a partir de la sefial trasmitida y.

Asi, en esta seccién estudiaremos un sistema de comunicacién de la forma {4.27), y
reconstruimos la senal A a partir de la senal cadtica transmitida y, mediante el observador
adaptable previamente desarrollado.

4.4.1 Modelo Matem:dtico y Disefio del Observador

El sistema caético considerado aqui, estd descrito por el siguiente conjunto de ecuaciones

diferenciales®
T = 0x9—0L
.’.i:g = I — P2 — T1T3 (428)
t3 = z103 — PBr3

donde a,7, p ¥y 8 denotan constantes positivas.
La manera como utilizamos el observador adaptable en. el esquema de una comuni-
cacién segura se ilustra en la figura (4.1).

Consideremos log 3 signientes casos

1. Asuma que -y es un pardmetro no conocido y representa un mensaje variante en

el tiempo satisfaciendo v, < Y(2) € VYnex ¥ £ Definiendo el vector de estado

3Note que si p = 1, entonces obtenemos el ya bien conocido Atractor de Lorenz.
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Sefial de
Informacidn

v

Parametros —l
Ohservador Adaptable Estimados
(Receptor) E |
Estados

: l
Afractor de Lorenz
{Transmisor) Sefial
Reouperada
£

Figura 4.1: Esquema de comunicaciones mediante sistemas cadticos

x = col'( £y Ty Ty ), 6 = v y como la senal transmitida y = z1, el sistema
receptor capaz de reconstruir el mensaje enviado tiene la forma del observador
adaptable dada por

i = AWz+e@)+3@)0

y = Cz

donde
0 ¢ O —oy 0

A= 0 —p —y |.e=] 0 |.2@=|y ,C'=(1 0 0)
0y -8 0 - 0

. Ahora, asumimos que sélo el pardmetro [ es conocido, y que la sefial transmi-
tida es todavia y = z;. Entonces, definiendo el vector de estados como antes e
introduciendo la siguiente transformacion lineal de coordenadas

100
z=Tz=1p o 0 |z (4.20)
00 ¢

el sistema (4.28), en las nuevas coordenadas, puede ser reescrito como

01 0 -y 0 0 otp
Z = 00 -y lz+] 0 y O al{y—p)
0y —f 0 .0 —y% p

¥y = 2 (4.30)
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y es clarc que en este caso, el sistema (4.30) tiene la estructura dada por (4.10),
T
wn9=(a+w bhfp)p)-

3. Finalmente, consideremos el caso cuando § es también un parémetro no conocido
para el receptor. Entonces, mediante la transformacién lineal (4.29), pero ahora
con la sefial transmitida dada por

=()-(2)

el sistema (4.30) puede representarse como sigue

T+
01 0 —;n 0 0 O o
. _ a{y=-p)
=100 —y |z+} O w O 0,
0y 0) \o 0 - —p £
. ﬁo_

el cual es obviamente de la forma (4.10) con

=(2)-(8)-(

en términos de las nuevas coordenadas.

Q= 2
\—/
n

4.4.2 Resultados de simulacién

El propésito de esta seccidn es ilustrar los resultados obtenidos para los diferentes casos
planteados en la seccidn anterior con el observador adaptable propuesto en este capitulo
via simulaci6n digital. Los valores numéricos utilizados en estas simulaciones fueron los
siguientes. ' .

El valor inicial de las variables de esiado en todas las simulaciones fueron z; (0) =
7z (0) = x5 (0) = 0.0001, mientras que las condiciones iniciales para el observador adap-
table 7 (0) = 23(0) =1y 2 (0) = —1.

Sz(0) = Sp(0) = I, A(0) = ( 10 10 --- 10 ) con las dimensiones apropiadas. Las
ganancias para las ecuaciones dindmicas correspondientes a S, y Sy, fueron escogidas

Como o, = p, = 12.
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Los valores iniciales de los pardmetros a ser identificados en los diferentes casos fueron

1. 5(0) =29, (,o=1,cr=10 y ﬁ:%)

2 0= 2,50 =9yp0) =0, (5 -3)
3. 5(0) =29,5(0) =9,p(0) =0y B

El parametro -y se fij6 en 28 para los casos 2 y 3, y para el caso 1 la variacién de este

pardmetro se efectuc de 1a siguiente manera

4

28 D<t<d

30 F<it<10

a0 -t 10 <t <15
TE =9 5 =

2+ 15 <t <20

88 + sin (2t — 40) 20 <t <25

32 25 <t < 30
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4.4.3 Identificacion de vy (caso 1)

La figura 4.6 muestra el comportamiento de v, pardmetro a identificar mediante el ob-
servador adaptable propuesto en este capitulo. Recuerde que en el ¢aso 1 {cuando sélo
v es el pardmetro desconocido), vy es un pardmetro que varia con el tiempo. La grafica
que describe la estimacién, nos muestra que a pesar de estos cambios, la estimacion es
buena. Ademsds también se observa un buen tiempo de convergencia.

Resultados similares se aprecian para las variables de estado del sistema cagético,
pues el estimado converge también rapidamente al estado real del sistema (véase figuras
4.2-4.5).

En la grifica 4.3 mostramos un acercamiento de la parte inicial del comportamiento
de la variable x, del sistema caético, con el objeto de apreciar mejor la convergencia del
ohservador al estado real. Convergencia similar se aprecia para las otras dos variables de
estado al hacer una acercamiento en los instantes iniciales de tiempo. Sin embargo, para

no agobiar al lector con muchas grificas, es que se opté por omitirlas.

25 T ¥ T T

— raal
-~es  pslimado

20 - B

oL | B

magnitud
o [4)]
|'l )
el B =
L L

1 1 1
5 10 15 20 25 30
tiempo (seg)

f
S
"

Figura 4.2: = vs &, (8, p y o conocidos)
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4.4.4 Identificaciéon de v,p ¥ o (caso 2)

Ahora, presentamos los resultados que se obtuvieron mediante el observador adaptable
para la estimacién del estado y la identificacién de los pardmetros 7y, p ¥ ¢, de manera
simultdnea, cuando sélo el parametro £ es conocido.

Queremos comentar que el comportamiento de las variables de estado del sistema
cadtico, presentan un desempeno muy similar al presentado en el caso anterior. Por tal
motivo, y como se mencioné anteriormente con el objeto de no agobiar al lector con
muchas gréficas, es que decidimos omitirlas,

Con referencia a la estimacion de los pardmetros del sistema (que ahora se consider-
aron cosntantes), los resultados obtenidos se muestran en las figuras 4.7-4.9.

El comportamiento que se observa en estas figuras muesira una buena estimacién de

los pardametros del sistema caético a identificar, en lo que a tiempo de convergencia se

refiere,
35 T L] 1 T
—— real
---- estimado
30| -
s
25 3 A
= i
2 i
E .
e |¥
20 | -
15 |- -
10 1 ] 1 1 L J
0 5 10 15 20 25 30

tiempo (seg)

Figura 4.7: -y vs ¥ (8 conocido)
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4.4.5 Identificacién de v,p 0 y § (caso 3)

Finalmente, los resultados de la identificacién de todos los pardmetros son presentados
en las figuras 4.10-4.13. También aqui, como en los casos anteriores, se percibe un buen
desempeio en la estimacién de los parametros del sistema.

Nuevamente, como se dijo en los dos casos de estudio anteriores, debido a que el
comportamiento de la estimacién del estado es muy similar al presentado en el caso 1, se
optd por omitirlas.

El lector seguramente habrd observado um fuerte sobreimpulso en las figuras repor-
tadas, no sélo en las figuras reportadas en este caso de estudio sino también en los dos
antriores, particularmente en la dindmica de los estados del sistema (véase figuras 4.2-
4.5), aunque el efecto también se percibe en la identificacién de los pardmetros (el sobre
impluso se presenta en el tiempo alrededor de 1 seg.). Este comportamiento se debe a la
dinsmica propia del sistema caético. De hecho, el sobreimpluso se presenta arin cuando

todos los pardmetros del sistema son conocidos.

40 T T T T
— real
«we= astimado
-3 J
& .
- ==
o z
g - . .
£ a5 [ . . : ]
L]
1]
20 |- -
15 ..
10 1 [l 1 1 1
) 5 10 15 20 25 30
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Figura 4.10: v vs 4 {ningin pardmetro conocido)
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4.5 Aplicacién (Generador Sincrono)

A continuacién, presentamos otra aplicacién del observador adaptable desarrollado en
este capitulo, considerando ahora el problema de monitorear el desempeiio de una maquina
sincrona.

4,5.1 Modelo Matematico

El modelo matemético de la mdquina sincrona con la que trabajamos ahora, es el pre-
sentado en la seccidn 3.8.1, (véase (3.40})). La dnica diferencia se presenta en el término
de amortiguamiento (D) el cual en este caso si es considerado (D # 0), (ver pagina 61).
Asi, considerando las constantes ya definidas en la seccién 3.8.1 (véase (3.42)), sélo
agregamos la correspondiente al pardmetro D, definida de la siguiente manera
mg=—7s

y puesto que ahora existe un término adicional en las ecuaciones dindmicas para la

maquina sfnerona, el punto de equilibrio cambia, y ahora lo expresamos como la, solucién
de

w—w; = 0
my + {ng; + mg cos (6)} sen(6) +my{lw—ws) = 0
myE, 1+ mgcos(8) +ms(u+ Erg) = 0

Si consideramos (6*,w*, E}"} como el punto de equilibrio estable, ya considerando D,
el modelo matemético en términos de las variables de desviacion (3.41) ests dado por

dAé
&~ A
dAw *
— = Mt {maAE, + B + mgcos(8) } sen(6) + mzAw
dAE] .
= e _ m4(AE;+E; ) + ms cos{6) + me{u+ E7,)

con el siguiente cambio de variable

= AIS, g = A&J, Ty = AE;, g= m1
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las ecuaciones pueden reescribirse como

&1 0 1 0 3
T = 0 myr mgsen(z; +6%) )
.’.i,'3 0 U —¥f7i5 Z3
] 0

+ | mpE,'sen (z1 + 6%) + masen(w + 6% cos(z, +6%) |+ | 1 |6
msE,* + mg cos(zy + 67) + mz (u + E}y)

=

¥ = 1

Por lo anterior, implementamos ¢l observador adaptable (4.11)-(4.15) para la esti-
macién del vector de estados z y el pardmetro 8, con

0 1 0 0
Alu,g) =] 0 my mesen(z: +687) |, C = ( 10O ) ) D(u,y) =
0 0 —Mg - 0
0

plu,y) = | maE sen (2, -+ 6") + mzsen(z; + 5°) cos(z) + 6%)
ms By +mg cos(z +87) +my (u+ E}y)

|
-~

y X
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4.5.2 Resultados de Simulacién

El propésito aquf es ilustrar los resultados obtenidos con el observador adaptable prop-
uesto en este capitulo via simulacion digital. Los valores numéricos de los parametros
del generador son los dados en la tabla 3.2.

El punto de equilibrio estable selecconado para la simulacién es §* = 1.12,0* =0y
E* =0.91469.

Los valores iniciales de las variables de estado en todas las simulaciones fueron: §(0) =
1.17,w(0) = 0.01 y £(0) = 0.91, mientras que las condiciones iniciales para el observador
Z1(0) = 1, £2(0) = 0.05 y £3(0) = 1. Las ganancias para el observador fueron iicializadas
en S, (0) = [ para &, y Se(0) = 10 para . Ademss, las simulaciones fueron realizadas para
diferentes valores de p, ¥ py, ilustrando asf el efecto de la sintonizacién en ¢l desempeno
del observador.

En las figuras 4.14-4.16 se muestra el comportamiento dindmico para las variables de
estado del generador con su correspondiente estimacion para p, = pp = 5, asi como tam-
bién, el valor de la estimacién para m;. Y de hecho, se observa una buena convergencia
de las variables de estado (figura 4.17). En las figuras 4.18 y 4.19 se presentan las estima-
ciones del voltaje interno Ej y el pardmetro m;, cuando este Gltimo varfa (T = 1 para
0 <t < 35seg. y 1y, = 0.8 para 35 < ¢}, lo cual resalta el desempefio de la estrategio
adaptable propuesta. De estas figuras puede observarse que todas las variables de estado
son bien estimadas (presentamos sé6lo la respuesta obtenida para el voltaje interno, pues
la. posicién angular es la salida medible y en la velocidad angular no se percibe un efecto
significativo del cambio en el par mecénico) incluso la estimacién del pardmetro i, es
buena, atin bajo los cambios efectunados.

Finalmente, con €l objetivo de ilustrar como la convergencia del observador adaptable
se ve afectada por los pardmetros p, ¥ py, efectuamos simulaciones para diferentes valores
de estos pardmetros. Se observa que para valores grandes, la velocidad de convergencia
se incrementa (pero como consecuencia, la magnitud de los sobreimplusos se incrementa
también).

En la figura 4.20 mostramos el desempeiio del observador adaptable para p, = p, =
9,10 y 15. Es claro, a partir de esta grafica, que el tiempo de convergencia del observador
adaptable puede acelerarse.
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.. esllmadocon P =P = 10

estlmado con P.=P= 5
—_ estimado con Py ™ Py = 15
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Figura 4.20: Sensibilidad del observador en la estimacién de m;.

4.6 Conclusiones

En este capitulo discutimos un observador adaptable para la clase de sistemas no lineales
afines en el estado, 2 la luz de los resultados para este mismo tipo de observadores
para sistemas lineales variantes en el tiempo. En particular se mostré como un disefio
adaptable, con una razdn de convergencia sintonizada arbitrariamente, es equivalente a
un observador afin en el estado para un sistema extendido.

El desempeiio del esquema adaptable propuesto ha sido aplicado a los modelos mate-
miticos del atractor cadtico de Lorenz y el generador sincrono en una representacién de
bus infinito, para los cuales el vector de estados y un vector de pardmetros (en el caso
del generador, un solo pardmetro) fueron estimados al mismo tiempo.

En el caso del atractor de Lorenz, se observa que los experimentos efectuados resultan
interesantes cuando lo que se desea es un esquema de comunicaciones seguro.

Finalmente para el caso del generador sincrono, la estimacién adecuada del pardmetro
seleccionado, muestra que el esquema adaptable propuesto puede ser atractivo para el
monitoreo de sistemas.

A continuacién se presentan las conclusiones generales de esta tesis.
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que el propone, logra la convergencia de las trayectorias del sistema a su posicién de
equilibrio, o en el caso de la salida, converéepci& a'una sefial de réferencia dada. En [19]
el autor muestra que el error de estimacién (diferencial entre el estados del sistema y los
estimados obtenidos mediante el observador que el propone) converge exponencialmente
8 Cero.

En csta tesis se conjuntaron estos dos resultados, y se present$ un analisis de estabil-
idad para el sistema en lazo cerrado, es decir cuando la ley de control aplicada al sistema
se implementa a través de los estimados del observador. Es bien sabido que para obtener
buenos resultados en el control de sistemas discretizados, el tiempo de muestreo debe ser
pequeno. En la prueba de estabilidad reportada en esta tesis, se observé que el efecto
del tiempo de muestreo es muy importante para preservar la estabilidad, de hecho se
percibié que existe un compromiso entre el pardmetro de diserio del cbservador (el cual
influye de manera directa en la ganancia del mismo) y el tiempo de muestreo.

Este esquema de control basado en observador, se aplicé a los modelos matematicos de
un brazo robot y un generador sincrono. Los resultados sbtenidos mediante simulacién
digital mostraron la eficiencia del esquema control - observador, lograndose un buen
desempeiio en ambos cagos de estudio.

También en lo relacionado con sistemas discretos, se presenté un estudio denéminado
estabilidad practica, en €l cual se analizé el efecto cuando se disenia un algoritmo, en
este caso de estimacidn, a partir de modelos discretos aproxiamdos (en nuestro estudio,
el método de Euler).

Finalmente, en lo relacionado con la estimacién de estados no medibles y la identi-
ficacién de pardmetros desconocidos de manera simultdnea, se presentd un observador
adaptable para la clase de sistemas no lineales afines en el estado y lineal en los pardmet-
ros. Se dieron condiciones suficientes para garantizar una estimacién adecuada con razén
de convergencia exponencial sintonizada arbitrariamente.

Ademis, se mostré que mediante un cambio de coordenadas apropiado, este obser-
vador adaptable es equivalente a un observador para la clase de sistemas afines en el
estado, lo cual nos permite decir que tanto la estimacién de los estados no medibles del
sistema, como la identificacién de los pardmetros desconocidos, pueden ser vistas como
un sistema affn en el estado.

Para. ilustrar la metodologia propuesta mediante el observador adaptable, se analizé

como casos de estudio el atractor cadtico de Lorenz y el generador sincrono. Se presen-
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taron resultados via simulacién digital para estos casos de estudio, mostrando asf ¢l buen
desempeiio del observador.

5.2 Trabajos Futuros

Los temas a desarollar como trabajos de investigacion futuros, a los que consideramos
que serfa adecuado dar seguimiento son los siguientes:

Con relacion al estudio de sistemas electromecanicos, tales como el motor de induccién
y los generadores sincronos, consideramos que un aspecto importante a tomar en cuenta
es el uso de modelos mdas completos gue tomen en cuenta efectos tales como la saturacion,
las dindmicas del regulador automético de voltaje {AVR), entre otros.

Ademds, serfa deseable que las leyes de congrol desarrolladas para sistemas eléctricos
de potencia sean decentralizadas, es decir se puedan implementar sélo con mediciones
lIocales. O en los casos en el que no se dispone de todas las variables de estado necesarias
para implementacién de una ley de control, emplear un observador de estado.

En lo referente a los sistemas no lineales discretizados, en este trabajo de investigacion
se retomarén los trabajos reportados en [1, 19] y se efectué un anilisis de estabilidad
para el sistema en lazo cerrado. El estudio se efectud para la clase de sistemas no lineales
linealizables por retroalimentacién de estado, discretizados mediante el método de Euler.
Como tema de investigacién futuro nos gustarfa estudiar la estabilidad del sistema en
lazo cerrado para sistemas discretos de orden superior.

Por otra parte, se puede considerar el caso de téner un sistema continuo y un esquema
de control y observacién discreto, de modo gue un estudio de estabzhda,d para esta clase
de sistemas hibridos serfa un tema interesante a realizar.

Finalmente, para los observadores adaptables, una extensién de este trabajo consis-
tirfa en considerar una clase m4s general de sistemas afines en el estado, asf como sistemas
en cascada. Ademds, la versién en discreto de este observador adaptable para una clase

de sistemas no lineales puede ser también un tépico interesante a estudiar.



Anexo A
Sistemas de Potencia Multimaquinas

A.1 Nomenclatura del Sistema de Potencia Multi-
Maquinas

8;(t) dngulo de potencia {del generador £}, en p.u.

wi(t) velocidad relativa, en p.u.

wo = 27 fy, velocidad sincrona,

P, potencia mecdnica, en p.u.

P.,(t) potencia activa, en p.u.

D; constante de amortiguamiento, en p.u.

H; constante de inercia, en segundos

E, () voltaje transitorio en el eje de cuadratura, en p.u.

E,(t) voltaje en el eje de cuadratura, en p.u.

E (t) voltaje de excitacién, en p.u.

Vi, voltaje en terminales, en p.u. o

T}, constante de tiempo transitoria de corto circuito del eje directo, en segundos

X4, reactancia del eje directo, en p.u.

X, reactancia transitoria del eje directo, en p.u.

B;; elemento ij (i denota la fila y j la columna) de la matriz de susceptancia nodal
(simétrica), en los nodos internos, después de eliminar todos los buses fisicos,
en p.u.

Qe:i(t) potencia reactiva, in p.u.

Ii(t) corriente en el eje de cuadratura, en p.u.

I4(t) corriente en el eje directo, en p.u.
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Anexo B

Sistemas Discretos

B.1 Equivalencia en Estabilidad Exponencial

La definicién formal para la estabilidad exponencial' de sistemas discretos esta dada por

Definicién B.1 Decimos que el origen % del sistema &£(k + 1) = F.(k,£(k)) sujeto a la
condicion inicial £(ko) = &y es exponencialmente estable, si existen consiantes ay,ay >0
y ag < 1 tal que la solucion del sistema £(k) salisface

6ol Sar =€) < azlléollas VE > ko >0 (B.1)

si ademds (B.1) se satisface para toda £ € R™, entonces decimos que el origen del sistema
es globalmente exponencialmente estable.

Si comparamos la definicién anterior {B.1) con la dada en la seccidn 3.2 del capitulo
3 (ver (3.2)), notamos que la principal diferencia se presenta en los términos
€ < azligolle™*)
el < aalléollas

pero, para la primera expresién tenemos

IR < aalléplle™ ) = apflgolle™ e o = Ga||€yfle™ ™

donde @ = ase** = constante, por lo tanto

af ek _ '(6~Af)k

es decir
a3 ~ e~ = constante (B.2)
Sin embargo, de la definicion A.1 para garantizar estabilidad tenemos a3 < 1, hecho
que aplicado a (B.2) resulia en
e < 1
In(e?) < In(1)
A < 0

Lyéase [49] pagina 266
23e asume sin perdida de generalidad que el equilibrio est4 en el origen

m -
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es decir, A, > 0, lo que concuerda con el requerimiento para A, dado en la definicién 3.1.

B.2 Propiedades de las Matrices de Control y Esti-
macion

La estructura de 1as matrices utilizadas en el capitulo 3 para el control y la estimacion
estdn dadas por (3.4,3.10)

QP = diag(ﬂn»' ot ”O) para p 2 1

7l
F=((¢ ... gr? con CP = ———1—
(Cn ) (n — p)'p!
Ay = dia 1 1 ara 6>1
g = 1ag 6 o P -
L..cr ="
K = COl(Cn"' n) con n—m
Entonces
1
[ 0 o\{1r---0)({X 0 -0
0 n—1 D U ,-,1_ -
QA" = : . ~
0 : T : 0
\ 0 O pl V00 1 0 0 1
(10 -0 01 0
0
= 01 +7p =TI+ 71pA
P 0 L
\©0 0 -1 00 - 0
7 0 -0 0 0
0 p™t .t 0 0 0
Q,,B= . P- . : = : =f : =pB



Ao A, AL

CAG?

AgB

Por lo tanto

[ BT

el

=

o o ..
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0 .0 g 0 - 0
. . 0 62
0 T P 0
x 1 0 0 "
.0
_!_,rg =I+79A
1
.0
g 0
0 6
0) . =(9 0 .- 0)
00
0)=BC
0 0
0 1] 9 1
: S
1 # 1
QA Q! =1+ 7pA (B.3)
Q,B = pB '

ApA NG =T+ 7PA
cag' =0C

1

AHB = n

(B.-4)
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B.3 Resultados Aplicados al Andlisis de Estabilidad

para Sistemas Discretos

Declaracién B.1 [14] Ses A. = I + v.(A — BF), donde las mairices A y B tienen lo
estructura dado por la forma canonica controlable de Brunovsky y F' y CF son definidas
como en (3.4). Entonces, para todo v, € (0,1), la iinica matriz simétrica definida positiva

P, que satisface la siguiente ecuacidr matricial algebraica
AfPAc— Pe= =y Pe— 71 =1 )" F'F (B.5)

estd dada por P, = N'N, donde N = AE,, A. = diag (1, 1- 'yc)%, e (1= 'yc)ﬂT_l),
ademds st i y j denotan las filas y los columnas de E, respectivamente, los elementos de

E, son E.(i,7) = C?=% para § > i y E,(i,) = 0 en caso contrario.

Declaracién B.2 [14] Sea A, = I +v,(A — KC), donde las matrices A y C tienen la
estructura dade por la forma canonice controlable de Brunovsky y K y CF son definidas
como en (3.10). FEntonces, para todo v, € (0,1), la dnica matriz siméirica definida

positiva P, que satisface la siguiente ecuacion matricial algebraica

AEPOAO - PO = _70P0 - 70(1 - Wo)nCrTC (Bﬁ)
estt dada por P, = MTM, donde M = A E,, A, = diag (1, (1- fyo)%, (11— 70)%),
ademds si i y § denotan las filas y los columnas de E, respectivamente, los elementos de

E, son Bo(i,5) = (=1)*C™ para j > i y E,(i,7) = 0 en caso condrario. 3

Lema B.1 [30] Si pare un sistema £(k + 1) = Fi(k, £(k)) existe un p > 0 (entero)
, Tmax > 0, > 0 y ¢; > 0 proporcional a 7-VP tal que pare todo k = ko, toda §(ko) = &g
y todo T € (0, Trax) :

maxnz(k)/n < vl

o) ifp

(Z uc*(k)up) < el (B.7)
k=kq

entonces, exislen & y Ar > 0 proporcional a 7 tal que (8.2) se cumple para todo &,.

$Para un anglisis m4s detallado de ambas declaraciones véase [14)
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B.4 Funcién de Lyapunov Discreta
Consideremos la expresién

AV, = V(z(k+1)) =V (zeg (k+1))
= V(fr (@ (k),0) +pr(z(k), ey (k) — V (fr (2 (5),0))

que en lo sucesivo por simplicidad escribiremos como
AV =V {f+p)-V(f) (B.8)

Ahora, consideremos la siguiente figura para la expresién (B.8)

Vif+qg)

v(f)

f f+g

Figura B.1: Teorema de valor medio aplicado a la funcién de Lyapunov

Por 1o tanto, por el teorema de valor medio

R R

Entonces AV, (B.8) podemos expresarla como

AV = V(f+p)-V(f) = V'(k)p

av
= =m® (h)p
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Finalmente, tomando la norma en ambos lados de la ekfaresién resulta

2l < |2 o is
< v lpl
donde Iyy = max ﬁ/— (k)

k>ko Oz (k)



Anexo C
Observador Adaptable

C.1 Derivada de una Matriz Inversa
d
0 = E(I)
d _
= —(447)
d _ d, .
- [E(A)}A L+ Az (47)
por lo tanto

Ay = - |Zw]a
1)

Guy = -t L) an

C.2 Matriz Inversa para el Sistema Extendido

A continuacién procedemos a la deduccién de la inversa para la matriz del sistema au-

mentado (4.20), mediante operaciones de renglén’

~1
s s|1 o), 1 sig]st o
ST S|o I sT s |o 1 —Si Rt By
I S8, 51 o

(—SES718, + S5) ™ Re :

O —STS78+ 8 | =SSyt I

1En lo sucesivo R; (i = 1,2) denota el mimero de reglén

117
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—S7'S Ry + Ry

I 578 St 0

O I | —(-STS{'Sy+8) "t SEST (~SPSTMSa+Ss)

- — -1
I 0| 88 (—SIS; Sa+85) " STST 487 =878 (—SF 57" S2 + Ss)

~1
o I — (—STST 8 + 5s) T STST (—STS1S2 + S5)
por lo tanto
Sil = 878y (=TS8, +8) " SIS+ 57
= STV 45718, (57571 +85) ST S

S-S5 (SgSflSz — 33)_1 sTert
= 57 (I-5(S797"5 - 8) s{s;l) (C.2)

vy ademas

S5l = —(—8TS715, + S3) 7 STS
= (STS7'S2— %) 578 (C.3)
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Abstract

In this paper, we present a conircl-observer scheme
for discrete-time nonlinear systems. A controller and
an observer are proposed for a class of discrete-time
nonlinear systems. The results obtained are applied
to a flexible robot in order o illustrate the proposed
scheme. :

Keywords: Discrete controller, Euler discretiza-
tion, Nonlinear Observer, Flexible robot.

1. Introduction

Motivated by the recent advances in digital technol-
ogy, discrete-time nonlinear systems control theory is
receiving an increasing attention in different aspects of
control and dynamic systems theory originally devel-
oped for continuous-time systems. Such is the case of
feedback linearization (see e.g. {1, 10, 11]), passivity-
based (cf. [3]), backstepping (cf. [7]). Ses also [4].

The present paper deals with the problem of
observer-based output feedback stabilization of Euler
approximate discrete-time systems under the standing
assumption that the continucus-time system is feed-
back linearizable. In particular, we will propose a con-
trol scheme which relies on the ability to make that
the closed loop system has a cascaded structure. Ear-
ler contributions in this direction include {2].

Our main contribution is an observer-based con-
troller which ensures a form of exponential stability
which has a uniforne bound on the overshoot of the sys-
tems response and a convergence rate which is linear in

*Corresponding Author

0-7803-7896-2/03/$17.00 ©2003 IEEE

the sampling period. This specific form of stability is
important since only then, one can guarantee that the
exact discrete-time and in its turn, the sampled-data
systems have certain stability properties. See (8, 9).

2. Problem statement

Notation. Given any symmetric positive definite ma-
trices P, @ we will denote by |z||% :== 2" Pz for any
z € RB" and use the constants ¢;, ¢3 in the relation
allzlr < zllg < e2llzllp. We will use ¢ for a generie
positive constant, i.e., we will write with an abuse of
notation, ¢ + ¢ = 2 = ¢. We denote by £(k) the solu-
tion of the difference equation £(k 4 1) = F,(k,£(k))
with initial conditions kg > 0 and &, = £(kq)-

We consider feedback linearizable (in continuous
time) nonlinear affine systerns. We are concemed by
the output feedback problem of the Fuler discretiza-
tion of nonlinear systems in the normal form, i.e., we
are interested in designing an observer and an output-
feedback controller for the Euler-based system

{ z(k+1) = A z(k) + 7B {alz(k)) + Bla(k) julk}}
y = Cz (k) = o1 (k) an

1 7 -~ 0
where A, = (I, + TA) = - )

0 0 T
0 0 1

01 0 0

: : 0

A= ) H B=
0o i
0 0 0 L
2359 Proceedings of the American Control Conference
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We assume that 3(x) # 0 for &ll .

We address this control problem by designing an
exponentially stabilizing observer-based controller for
the approximated linearizable system (2.1). More
precisely, we will design an observer-based controller
which guarantees the following property for the closed-
loop system:

Defipition 1. (Uniform Exponential Stability)
The origin of the system &(k + 1) = Fr(k, £(k)) is said
to be uniformly exponentially stable if there exist r,
Tumaxs & > 0 and for each 7 € (0, 7ax), Ar > 0 such
that,

£kl < v lE® < slig,lle™ ¢+ (2.2)

Yk > ko. If furthermore (2.2) holds for all £(kp) €
R™ then, the origin is said fo be uniformly globally
exponentially stable.

The property defined above is probably the most use-
ful for discrete-time systems since it imposes a bound
on the overshoots which is uniform in the initial con-
ditions and the sampling time. Moreover, in the par-
ticular case when A, is proportional to 7, this prop-
erty guarantees that the ezact discrete-time model is
{globally) asymptotically practically stable. Roughly
speaking, this means that the solutions tend to an ar-
bitrarily small ball whose size is independent of + and
can be made smaller as Tmax becomes smaller. Sec [8]
for precise definitions and the only formal framewark
we are aware of, which establishes asymptotic practical
stability of exact discrete-time nonlinear systems based
on uniform (practical) asymptotic stability of approx-
imate discrete-time systems.

=

3. Observer-based control

3.1. Conirol design

Consider the system (2.1) under the action of the static
feedhack-linearizing control law,

w= ") o) - ala)],
where a(z) and §(z) are assumed to be known, 5z} #

0 for all z € R™, and the external control input v{z) is
defined as

(31)

v(z) = -FQ .z (3.2)
where the matrices F € Rlxn ;.4 1, € Boxn gre given
by

Q, =
F o=

dmg(p“:-v.,p),

3.3
(cg On~1), p>1, (33)

n
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with C¢ = (n_—n#!W‘ Then, the resulting closed-loop
system is

2k +1)= (A, —TBFQ,)z(k). (3.4)
The following result is useful to establish our main re-
sult.

Lemma 1. There erists Tmax > 0 sufficiently
small such that the system (8.1) in closed-loop with
(3.1},(3.2), (3.3) is uniformly globally exponentiaily
stable with M. proportional to 7 € (0,Tmax) end for
all p > 0 such that pry., € (0,1).

The proof of this Lemima is based on the following
statement and is omitted here for lack of space.

Claim 1 ([6]). Let Ac = I 3 v,({A — BF) where the
malrices A and B are in the usual Brunovsky control-
lable form, and F and CP are defined as (3.3). Then,
for every vy, € (0,1), the unique symmeéric positive
definite mairiz P. salisfying the algebraic equation

Ag'PcAc -P.= "YGPc - 7::(1 - 'Tc)"FTF

is given by P. = NTN, where N = AcBe, A =
diag(1, (1 —,)%, . (1 —7,)°T ) and, letting i and j
denote the rows and columns of E, respectively, the
elements of E, are E (i,j) = CLZ; for j > i and
Ec(i,§) = 0 otherwise.

3.2. Observer design

In this section we introduce an observer for the class
of systems (£.1) which belongs to the class of systems
with a triangular structure. This property of the non-
linearity is important because it ensures the uniform
observability of the system.

An observer for the transformed system (2.1) is given
by

2(k+1) = Az(B)+7Blo(2(k)}+ 8 {z(k))u(k)]
+TAF K [y (k) — § (k)] (3.5)
where
Ay = diag( § ) for 6>1, (3:6)
) !
K = col(C} Cr ) with c,r;:r_”ﬁ@.

The term 7A; 'K represents the observer gain.

Defining the estimation error as € = z — g, it follows
that the dynamics of the estimation error is of the form

e(k+1) = {[A —7A;'KC}e(k) (3.7)

+7BY(e(k), z(k), u(k))

Proceedings of tha American Control Conference
Denver, Colorado June 4-6, 2003



where
UT(e, 1) := [ale + ) — afz) + (Ble+ x) — B(z)) o]

In order to make a statement on the stability of the
observer we need the following hypothesis.

Assumption A. The function ¥, along the trajecto-
ries of (2.1) and (3.7), driven by any admissible control
input u(k) satisfy

| BES (e(®), w(k), w(kDI < b [le(R),
VE> ko >0, Vre(l0,Tmax) -
Remark 1. Notice that this assumption holds for in-
stance if, for each compact X, and defining U, := {u €
R™ 1 u = g7 z) [v(z) — a(x)], * € A} there exists
I > 0 such that | BY (e, 2, u)|| < 11 [le||, (k) € & and
w(k) € U, for all 7 € (0, Tmax) and all & > &y > 0.

Lemma 2. Assume that the system (2.1) satisfies as-
sumption A, Then, there erist Tya > 0 sufficiently
small gnd By, > 0 sufficiently large such that the es-
timation error dynamics (5.7) is uniformliy globally ex-
ponentially stable with A, proportional to 7 € (0, Tryax),
Jor all 8 > 0y such that OninToas € (0,1).

The proof of this Lemma is based on the following
claim which is the dual of Claim 1.

Claim 2 ([6]). Let A, = I+ 4,(A— KC) where K
is defined as in (3.6). Then for every v, € (0, 1), the
unique symmelric positive definite mairiz P, satisfying
the algebraic eguation,

ATP,A, - P, = —,P,— v, (1—7,)"CTC,

is given by P, = M™M where M = AE,, A, =
diag(L, (1 — v,)7,.., (1 — 'y,,)lf'_l) and, letéing i and
J denote the rows and columns of E, respectively,
the elements of E,, are E,(i,j) = (—1)‘”6‘;:} for
i< j<n and E,(5,7) =0 otheruise.

3.3. Main result

We can now establish the following result.

Theorem 1. Consider the discretized nonlinear sys-

lem

z(k+1) = A.z(k)+7B{a(z(k)) + Blz(k))u(k)}
y(k) = Calk)

under Assumption A. Then the observer-based output
Jeedback control law,

z(k+1) = Arz(k)+7Bofz(k)) + 5 (z (k) u(k)]
+7A7 K [y (k) - § (k)]
u(k) = B7M(2(k)) [-FQpz(k) - alz(K))],
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renders the equilibrium (x, 2) = (0, 0) of the closed-loop
system (2.1}, (3.1)-(3.3), (3.5)-(5.6) uniformly expo-
nentially stable.

Proof: The result follows if and only if the origin of
the estimation error and the observe dynamics, {e, 2} =
{0,0), is exponentially stable. In view of Lemma 2,
we only need to prove that the origin of the observer
dynamics under the control action,

z(k+1) = Az(k)+7Bofz (k) + Bz (k) u(k)]
+TAG K [y (k) - §(R)], (3.8)
is uniformly globslly exponentially stable.
To prove this, we will invoke the following result.

Lemma 3. If for a system £(k+ 1) = f-(k,£(k)) there
exist p > 0, Tmax > 0, ¥ > 0 and ¢ proportional to
717 such that for all k > ko, all £(k.) = &, and all
Te (OaTmax)a

max ekl < vl (3.9)
oo B i/p
(Z u.s(k)up) < eollél (310
k=k,

then, there exist & and A, > 0 proportional to 7 such
that (2.2) holds for all £, € R™. O

Hence, we proceed to compute the bounds (3.9),
(3.10) with £ = colle, z]. We start with the bounds
for {le(4)l- From Lemma 2, it follows that ||e{k)||, <

le(ko)llp, e~¥7*~Fe) de. |le(k)]lp, < lle(ko)lp, and
therefore, there exists ¢ > 0 such that

lleCe)l < clle(ka)ll V& = ko (3.11)

Also from Lemma 2, we obtain AV,, < —726V;,, then
evaluating the sum from kg to co on both sides of
AV;, < —728V,, , it follows that

Vg 2- O AV, > 3 #8e(R)i3,
=ky =kg

s0 using the equivalence of the norms || - || and || - ||,
we conclude that there exists ¢ > 0 such that

%o 1/2
( 3 ue(knﬁ) < —
‘/;3

k:ku

lle(ke)ll - (8.12)

Next, we proceed to compute similar bounds for
z(k). To this end, reconsider the observer dynamics un-
der the control action, and under the coordinate trans-
formation 1 = Q,z, i.e.,

k+1) = (In+7p(4d—BF))nk)
+7, AL KC AL e (k)
Aa(k) + 1O, A KCAF e(k{3.13)

i
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where A, is defined in Claim 1 with y, = 7p. Define To show contradiction, assume that V,, — oo as
V, = 0T P,o then, we get that the difference equation k — oo. From the above we see that there exists
AV, = Voo, — Vo, along the trajectories of (k+1) = &* > 0, such that AV, < 0, which implies that
Aco(k) yields (> < clln(ko}|? for all £ > &*. On the other hand,
AV = Voo —v W0 < cllm(ko)®+e* N e (ko) for all b < k*.

* Thi T Therefore, (k)" < cllnlll” + ck* N7 yax ||z ko)l

= o¥{k) [A?P cAe — P, c] a(k). for all k¥ > kg. We conclude that there exists ¢ > 0
independent of T such that
It is easy to see from Claim 1 with -y, = 7p, that
2B < efiélholt  YE20. (3.15)
AV, = —7po” (k)P.o(k) From the bounds (3.11), (3.12), (3.14), (3.15), and
—rp(1 —1p)"0T (k)FT Fo(k) invoking Lemma 3 with ¥ = ¢, p = 2 and ¢; =
AV,, < -7p ||o-(k)|[§,c c(ma.x{ 5 T})I/ ? {(which is obviously proportional to
77U2), we conclude that there exist £ > 0 and A,
Using this bound we now evaluate the difference equa- proportional to 7, such that (2.2) holds. |

tion AV, =V, _, — ¥, where ¥, = n{k)7 Fa(k)
along the tra]ectones of (3.13) to obtam
4. Application to a flexible-joint robot

Ap;?k = V’TE—L - V’i‘k
< —1p "n(‘;‘:)"%c + 72N ||e(R) uic We apply .the }‘e-sults developed above ~t.o the (-:ontrol
120N e . ()] of the flexible-joint robot. The dynamic equations of
B . Pe . a single link robot arm with a revolute elastic joint
< —1(p—1)|Ink)lfp, +TN? le(E)I B, rotating in a vertical plane are given by

where we defined N = [|R,A;"KCA;"||. Evaluating 0+ Fid + ko — @) +malsin(@) =0
the sum from kg t0 oo on both sides of the inequality JnGa+ Fnge —fln — @) = u

above, and using (3.12) we obtain that ¥y = q
= oo in which q; and ¢ are the link displacement and the ro-
> AV, Ty {(p — 1) |In(k)|%, — eN? le(k)||” Lor displacement, respectively. The link inertia J,, the
k=ko =ky motor rotor inertia .J,,, the elastic constant k, the link
oo . ||E(ko)||2 mass m, the gravity constant ¢, the center of mass {
T(p—1) E (&), — GN2T and the viscous friction coefficients F} and F,,, are pos-
= itive constant parameters. The control u is the torque
delivered by the motor. Assuming that only ¢; is mea-
sured, u is to be designed so that 4; tracks a desired
reference gp1(f) where the parameters are assumed to

Z [I=2( k)" 'r(p 0 ("'fi(ko)" ||5(k0)||2) be known. Defining the state variables,
k=ko &1=q, &=q, £3=4 54 = g,

hence, setting gy, > 1 and since n = Q,2, we finally the model in state-space form is
obtain that

v

IV

which implies that

é1 = 52
o 1 .
P EOTR I (ko) | (3.14) & = -—'52 Sm(ﬁl) - —( —&)
k=kg \/_ .
€3 = &
where it is clear that ¢ is independent of 7. To deter- s Fm kL 1
mine the last bound, we recall that & = —7% € -&)+ g (41

2
AV < -Tlp -y + TN e (k) I7. - 4.1, Control design
Then, using lle()||p, < [le(ko)ll o, e¥7%9) | we ob-

. The system (4.1) is state-feedback linearizable by
tain that

means of the change of coordinates (cf. [5])
AV, < =70~ DV, +7eN (o)l e @ ER) @y = g,
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2 = &
5 = ~2-Dsine) - 5 6 - &)
£y = P—J;ij-fﬁﬁ;gls'n(&)
+ e 6= 6=
_%f_l i (§I)+—Ei—lsm§1
and feedback

u= 6" [u(z) — a(=))

where §(z) = 75— and

2
a(z) = (m—J—flsinm1+ﬂ—;;!-£cosm1+%?)mg
i
mgl k F}2
=+ 7 cos:.z'1+(J! JP ®
F {
b [7:932 + ﬂf- sinzy + %(xl — :cg)]
JEZ 1t I 1 — T3 I, a| .

The external control is given by »(x) = —F{Q,x, where
the matrices I and €, are defined as in (3.3), i.e.

F=(C € C2 C§)=(14¢6 4)and
Q, = diag(p*, 0%, 0%, ).

Then the external control is given by

v(x)

Py
—(p*n, +4p°zg + —6p°xs + dpag).

4.2, Observer design

According to Section 3.2, the observer is given by

2k+1) = A-x(k)+7B{a(2(k) + 5 (2(k)) u(k)}
+ragtK [y(k) — §(k)]

where the observer gain is

48
60>
44°
34

rAerlK:f

with Ay = ding(d, 62, 6°,6%);
K=cld(C} €3 C} Cf)=col(46 4 1)

Therefore, the observer beconies

zi(k +1) = 2 (k) + r22(k) + 470 (z1(k) ~ 21(k))

zo(k + 1) = z(k) + 723(k) + 676 (z1 (k) ~ 2,.(k))

z3(k 4+ 1) = z3(k) + 724 (k) + 4763 (21 (k) — 7 (k))

za(k + 1) = z3(k) + To(2(k)) + 8{z(k))ulk)
+76 (21 (k) — 21 (k).

4.3. Simulation results

Numerical simulations were carried out to assess the
closed loop responses of a flexible-joint robot using
the above observer and controller algorithms was per-
formed for the following numerical values: m = (.4 Kg,
g =981 m/s?, | = 0.185 m, J; = 0.002 N-ms?/rad,
Jn = 0.0059 N-ms?/rad, k£ = 1.61 N-m-s/rad

The initial conditions for the numerical sim-
ulation were selected as follows: ko 0,
={0) col (0.1 0.2 003 004 ) and 2(0) =
col ( 02 03 015 0.25 ) . The sampling period
was set to 7 = 0.0001. The parameter of the controller
gain was set to p = 30, the parameter design of the ob-
server was chosen as # = 80 and finally, the reference
signal is ¢ (t) = &sin(4t). Figures 1-4 illustrate the
performance of the proposed scheme.

5. Conclusions

An observer-based controller for feedback linearizable
discrete-time nonlinear systems of Euler type was pre-
sented. Uniform exponential stability of the closed loop
system was established. This allows to conclude on
the practical asymptotic stability of the corresponding
sampled-data system.

The usefulness and the performance of the proposed
schieme was flustrated on the application to a flexible-
joint robot. In particular, simulations show the fast
convergence of the observer.
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Abstract

In this paper, we consider a class of nonlinear systems
which are discretized via an Euler discretization proce-
dure. A control design based on sliding-mode techniques
is proposed. Furthertnore, a discrete-time nonlinear ob-
server is used. The proposed controller-observer scheme
is applied to a synchronous generator connected to an
infinite bus. Simulations are carried out to show the
performance of the controller-observer scheme.

Keywaords

Discrete-time systems, Sliding-mode, Nonlinear ob-
server, Synchronous generator,

1. Introduction

The increasing complexity of electric power systems
demands more efficient and powerful methods to en-
sure the control and operation of such systems. One
of the strategies to improve the dynamic performance
and large disturbance stability of synchronous genera-
tors consists in the design of excitation controllers. The
main control function of excitation system is to regulate
the generator terminal voltage.

Various techniques have been recently investigated to
tackle the problem of transient stability by considering
nonlinear models (see, for example [1, 3, 6]). Alter-
natively, the sliding-mode control technique has been
extensively used when a robust control scheme is re-
quired [2, 8]. Usually these methods are developed for
continuous-time representation.

However, these controllers are implemented via digi-
tal computers, then several different methods have been
proposed to design digital controllers for continuos-time
plants. One approach, which sometimes is refered to
as the emulation method, considers a continuous-time
plant model for which a continuous-time controller is

*Corresponding Author

0-7803-7924-1/03/$17.00 ©2003 IEEE

designed, then the controller is discretized and imple-
mented using sampler and hold devices. A second ap-
proach a discrete-time controller is designed using an
exact disctre-time model of the plant. However, it
s well-known that to obtain the exact discrete-time
model iz not evident. Instead, an approximated discrete-
time model can be obtained using some numerical in-
tegration scheme, One of the simplest schemes is the
Fuler discretization. Furthermore, taking into account
the new results which guarantee, under suitable condi-
tions [7], that if a comtroller stabilizes an approximate
(Euler) discrete-time model then for sufficiently small
sampling periods the same controller will stabilize the
exact discrete-time plant model in semiglobal and prac-
tical sense.

On the other hand, when all states of a control system
are not available for feedback, an observer is necesary. In
the nonlinear continuous-time case, several results have
been proposed (see[5]). For discrete-time nonlinear sys-
tems this problem remains open. and some results have
heen proposed. In this paper, we present an observer
design for a specific class of diserete-time nonlinear sys-
tems considered here.

In this paper, we propose a stabilizing control law
based on sliding-mode methodology, which allows to
track a rotor angle reference for a synchronous gener-
ator. The controller-observer scheme is then applied to
the model of a synchronous generator and the overall
stability is shown via simulation.

The paper is organized as follows. In Section 1, we
introduce some basic notions on the structure of the
class of nonlinear systems considered in this paper. The
control and observer design proposed in this work are
also introduced is given in Section 2 and 3 respectively.
In Section 4, the controller-observer scheme is applied
to the model of the synchronous generator and numer-
ical simulations are presented. Finally, conclusions are
drawn.



2. Problem setting and definitions

We denote by £{k) the solution of the difference equation
&(k+1) = F;(k,£(k)) with initial conditions kg > 0 and
& = £(Ko)-

We consider the following class of continuous-time
nonlinear systems

Swso:{ £ 10+ ol -

using the Euler approximation under the assumption of
a sufficiently small sampling period,

[ €+ 1) = £(8) + T {FERE)) + oE(R)uk)}
Enp { (k) = h(£(k) o2
2.

where for simplicity we denote £(k) = £(k7)}, for 7 fixed.

In the sequel, the following definition can be used in
order to design a controller and an observer.
Definition 1. Let £ C R"™ be a compact set. The sys-
tem (2.2) is locally feedback linearizable if there exists
a diffeomorphism T : E — X C B such that X = T(5)
contains the origin and defining z = T(£), the system
(2.2} can be trensformed into

2k + 1) = A_z(k) -+ 7B {alz{k)) + Blz(k))u(k)}

Swrp: { y=Cz(k) =21 (k)

(2.3)
17 . D\
where A, = (I, +74) = - ,
o0 .7
0 0 1
01 -0 0
N -
00 .1 0
00 - 0 1
c=(10 0 ) and 7 is the sampling period,
see [4].

We will address the above mentioned control problem
by designing an observer-based controller scheme for the
system (2.3). More precisely, we will design an observer
for which the following property can be verified:
Definition 2. (Uniform exponential stability) The
origin of the system £(k + 1) = F:(k,{(k)) is said to
be uniformly exponentially stable if there exist r, Trax,
& >0 and for each 7 € (0, Trnax ). Ar > 0 such that,

lek)<r =
(2.4)

If furthermore (2.4) holds for all £(kg) € R™ then, the
origin is said to be uniformly globally ezponentially sta-
ble.

The property defined above is probably the most use-
ful for discrete-time systems since it imposes a bound
on the overshoots which are uniform in the initial condi-
tions and the sampling time. Moreover, in the particular

e < kllflew k) Wk > k.

case when A, is proportional to 7, this property guar-
antees that the ezact discrete-time model corresponding
to (2.1) (hence with a discretized control input) is (glob-
ally) asympitotically practically stable. Roughly speak-
ing, this means that the solutions tend to an arbitrarily
small ball whose size is independent of + and can be
made smaller as T,.x becomes smaller,

3. Sliding-Mode Control Design

In the sequel, a control design based on sliding mode
techniques is proposed. The main idea is to design
an asymptotically stabilizing feedback control law as-
suring the sliding motion on a (n-m) dimensional space
M c R®. Consider the following nonlinear discrete-time
dynamics

J 2k + 1) = Foz(k)) + Gr(z(k))ulk)
s.{ e e (3.1)

The objective of the sliding mode control strategy is
to steer the states of the system into a (n-m} dimensional
manifold M and te maintain the subsequent metion of
the trajectories on M, such that as k& — oo, z{k) — 0.

For this system & sliding mode control is designed by
considering the following switching surface

(k) = 8" (w(k) ~ res(k)) (3:2)

where S is a vector: & = eof (St ..., Sn ) and
Eref(k + 1) = Zyop(k) is a constant reference signal.
We assume that STG(z(k)) is invertible.

Remark 1:

i} From Definition 1, the system {2.2) can be trans-
formed into (2.2), which can be expressed as system
{3.1) by taking F,(=(k}) = A_z(k) + rBe(=z{k)} and
G (2(k)) = TBAw(k).

ii) It is clear that there exist others possibilities to
define the switching surface. The choice depends on the
control objective.

The proposed control is designed in two steps. Firstly,
the equivalent conirol u.(k) is determined when the
system motion is restricted to the switching surface
a(k + 1) = 0, so that the contro] satisfying this slid-
ing condition is given by

T

(k) = [8TG.(e(k)) " [STFo(2(k)) — STres(k + 1))

The next step is as follows. A regulation control Au
is added in order to satisfy the reaching condition. A
necessary ard sufficient. condition for assuring both slid-
ing motion and convergence onto M is the discrete-time
reaching condition which can be stated as

loth + 1)) < |o (k)]
which must be satisfied (see [2]). For that, the switching
surface can be chosen as

o(k+1) = 487 (z(k) — zreg(k)) =no(k)  (3.3)

5898



where 0 < 9 < 1 is a scalar weighting value. It is clear
that this choice satisfies the reaching condition, i.e.
nla(k)| < lo(k)].
Then, the regulation control Au can be designed as
follows

Auk) = [STG, (k)] [15T (2(k) — 2res(R))] -
Finally, the control law is given by
(k) = we(k) + Aulk) (3.4)

The stability properties of o(k) = 0 in (3.3) can be
studied by means of the candidate Lyapunov function
V(e(k)) = o¥ (K)o(k). It follows that

Vie(k + 1)) — V(a(k))

il

= ~(1 -7 (Kalk)
=1V (o(k))
- ()" V(o(O)).

Hence, V{o{k+ 1)) = 0 as k — 0.

To prove the stability of the elosed-loop system un-
der control action (k) it is necessary to introduce the
notion of ultimate bound for the solutions of the unper-
turbed system

or equivalently V(o (k 4 1))

£(k +1) = Fo(£(k), k) (3.5)

where F.(£(k), k) = &(k) + 7 f(£(k)), which will be used
to study the stability properties of a class of perturbed
discrete nonlinear systems when the equilibrium point
is affected by a small perturbation in some sense.
Definition 3. The solutions of system (3.5) are sqid
to be uniformly ultimately bounded if there emist positive
constants 3, and By and for every r € (0,8,) there is
& constant T = T(r), such that
Ne(ka)ll < = NE(R)I < By, VR> ko +T.
The constant f, s knoum as the ultimaie bound,
Furthermore, we introduce a result of existence of #he
ultimate bound for the solution of system (8.5).
Consider the following assumptions:

Al. There exists p > 0 such that the eguilibrium point
£ =0 is uniformiy stable on B,,.

A2, There exisis g continuous function V : By x Z, —
R such that

e €I < VEHR) < o (R
AV(ER) < —es 6

Jor 0 < p < \/g-r, for some positive constants ¢, ce

and cg, for oll k > Q and for all £ € B,.

Theorem 1. Consider the system (3.5). Assume that

Al and A2 hold, There exists o class KL function

@(.,.) = ¢()p(.) such that p is & function of class K, p

is @ decreasing function and o finite time ky, depending

on E(ko) and p, such that the solution of (3.5) satisfies
IR < (llE (ko) p(k — ko)

||¢(k)|| < \/-z?u,

i < T.

and
V> b

Jor ||& (ko

o7 (k+ Do(k +1) — o7 (K)o (k)

5899

Now, the system (3.7) under the action of the control
(3.4) yields the closed-loop system

2(k +1) = fo(@(k),0) + prla(k), zres(k))  (3.6)
where
Se(a(k),0) = F(a(k)

;gr(w(k)) [STG (2(k))] ™" [nST (k) — ST Fr(a(k))]
Aru
Pe(@(k), @res (k) = Cr(a(k)) [STG (2(k))] ™ x

[ST-'Eref(k +1)— "?ST-Tref(k)]
1t is clear that the closed-loop system (3.6) can
be seen as a system with a unperturbed part, repre-
sented by fr{x(k),0) and a perturbed part given by
pr(@(k), Bres(k)).
Froin the boundedness of the columns of G, (z(k)) and
the non-singularity of STG,(x(k)), it follows that the
perturbed part satisfies the following inequality

P+ (&), Eres (RN < 1 [l (oW + Lz Wt (R

for a{k), &rep{k) € By, where l; and Iz are positive con-
stants.
Now, we consider the following assumptions about the
perturbed system:
A3, The equilibrium point of z(k+ 1) = f-{z(k),0), is
locally exponentially stable.
A4, The veference signal Zrop(k) is uniformly bounded
and satisfy ||Tres ()| < b, for some positive constant b.
By a converse theorem of Lyapunov, assumption A3
assures the existence of a Lyapunov funection V(zx, k)
which satisfies

(3.7)

e llz®)IF < Ve k) < e |k

AVi(z,k) = V{z,k+1) = V(2,k) < —es lz(®)I*

for some positive constants ¢1, ¢z and e3.
Then, the forward difference function AV {x, k) along
the trajectories of the closed-loop system is given by

(3.8)
(3.9)

AV(z, k) = A Vi(z, k) + AVa(z, k)
where
AVi(z,k) = V(f (2(k),0), k + 1) — V(z, k),
and
AValz, k) = V(- (2(5),0) + pr(m(k), zeos (k) k + 1)

Furthermore, from assumption A4 and (3.7), the func-
tion AV,(z, k) satisfies the following inequality

1AValz, k) € Ll)ES(2(k), 0) + pr(2(k), 2pep (k)|
Ly ()P + Lyla e s ()12
Lo (k) 1* + 1203

<

<
<

Using the condition (3.9) and the above inequality, we
have
AV(z, k) < —(e3 = Lph) llo(R)|* + Lolob?,
If I, is sufficiently small such that &, < ) < %: is
satisfied. Tt follows that



AV(2,k) < —alz(B)|* + Llob?
where a = (c3 — Ipd;).
Then, the forward difference function AV (z, k) satis-
fies

AV(@zE) < —(1—7el=E) - rale®) + Hib®
< —(1-eale®)i?,

for some -y such that 0 < ¥ < 1 and for all [|=(k)| >

Izlgba -
V “4a
It follows that o < 7% ||lw(k)[|* for lz(k)]] < (/27

in

and a bound for Iy is given by ks < i3 < %;f-‘ilrz. From

o]

Theorem 1, the ultimate bound of the solution of system

(36) is given by B = /2, /b2t

where the solutions of the slow system satisfy

le(e)ll < (/2 222, vk >k,

for some finite time ky.

To prove that the closed-loop system is locally ulti-
mately bounded, we have the following lemma.
Lemma 2. Consider the discrete-time nonlinear system
(2.2} for which a control (3.4) is designed. Suppose that
assumptions A3 and A4 hold. Then, there exist posi-
tive constants i; and Iy suck that, for any initial state
x(kg), the solutions of the closed-loop system (8.6) are
ultimately bounded.

For z,.7(k) = 0,¥k > ko; the following result can be

obtained.
Corollary 1: Consider the discrete-time nonlinear sys-
tem (2.2) for which a control (3.]) is designed. Suppose
that assumption A3 holds. Then, there ezists a positive
constant Iy such that, for any initial state =(ky), the
solutions of the closed-loop system (3.6) are uniformly
exponentially stable.

4. Observer design

In this section we introduce an observer for the class of
systems (2.8) which belongs to the class of systems with
a triangular structure. This property of the nonlinearity
is important because it ensures the uniform observability
of the system.

An observer for the transformed system (2.3} is given
by

2(k+1) = Arz(k)+7Bla(z(k)) + 8 (z (k) u(k))

+7A7 K [y (k) — 5 (k)] (4.1)
where
Ay = dieg( 3 v, ) for 621, (4.2)
_ 1 : -
K = cl(CY ,-, C) with CF w

The term TA; K represents the observer gain.

Defining the estimation error as ¢ = z — =, it follows
that the dymamics of the estimation error is of the form

e(k+1) = (A, — 7A;'KC) e (k) +1 B (e(k), x(k), u(k))
(4.3)

where ¥7(e, 7,4} := [a(e +2) — o{x) + (B(e + ) — B(=)} ).

In order to make a statement on the stability of the
observer we need the following hypothesis.
A5. The function ¥, along the trajectories of (2.3)
and (4.3), driven by any admissible comntrol input u({k)
satisfies
NBY:(e(k), (), (kDI < Ls el
Y7 € (0, Trmax) -
Remark 2. Notice that this assumption holds for in-
stance if, for each compact X, and defining

Uy = {ue R iu=[§7C,(z(k))] ' x
(ST pes(k + 1) + 187 (2(k) — Ty (k) — STF ()],
z € X'} there exists I3 > 0 such that |[BY]{e,z, )| <
I3 Jlell, z(k) € X and u(k) € U, for all T € (0, Tmax) and
all & > kp > 0.
Lemma 3. Assume that the system (2.3) salisfies as-
sumnption AB. Then, there ewist Twma, > 0 sufficiently
small end Onin > 0 sufficiently large such that the es-
timation error dynamics (4.3} is uniformly globally ex-
ponentially stable with Ay proportional to 7 € (0, 7max),
for all 8 > Onin such that BminTmax € (0, 1).

The proof of this theorem is based on the following
claim.
Claim 1. Let 4, = I +v,(A - KC) where K is de-
fined as in (.2). Then for every 7, € (0, 1), the unigue
symmetric positive definite matriz P, satisfying the al-
gebraic equation,

AZ‘POAO - F, = _7oPo - 70(1 - ,Yﬂ)ncl‘]"c’

is given by P, = MTM where M = AE,, A, =
diag(l, (1 —7,)%, ..., (1 —4,)°7") and, letting i and j
denote the rows end columns of FE, respectively, the ele-
ments of E,, are F,(i,5) = (—1)"+J'C‘;::i fori<ji<n
and F,(3,7} =0 otherwise.

VE 2k 20,

5. Application to the Synchronous Gen-
erator

In this section, we apply the previous control and ob-
server design techniques to a synchronous generator.
We consider a synchronous generator connected through
purely reactive transmission lines to the rest of the net-
work which is represented by an infinite bus, {.e. a ma-
chine ratating at a synchronous speed w, and capable of
absorbing or delivering any amount of energy [6]. Such
a generator can be modelled as

L

dtd; #

M. =Tn—F, (5.1)
e

T‘,to?t_q —_-—%E; _ (%Q)Vcos(ﬁ) + Egq
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where § = LE, — /V is the generator rotor angle re-
ferred to the infinite bus {also called power angle), w =

-

& is the rotor angular speed and E; is the stator voltage
which is proportional to flux linkages. M is the per unit
inertia constant, T}, is the constant mechanical power
supplied by the turbine, and T}, is the transient open
circuit time constant. X4 = x4+ zg is the augmented
reactance, where x4 is the direct axis reactance and zy,
is the line reactance, X} is the transient augmented re-
actance and V is the infinite bus voltage which is fixed.
P, is the generated power while F¢; is the stator equiv-
alent voltage given by field voltage vy.

P, = -)%‘,I-E;Vsin(t‘)') +1 (X—lq- - X%) V2 5in(26),

where vy is the scaled field excitation voltage, x; is the
transient direct axis reactance, x4 is the quadrature axis
reactance, My is the mutual inductance between stator
coils and R; is the field resistance. We only consider
the case where the dynamics of the damper windings
are neglected, i.e. D =0,

For a given constant field voltage Eyq = Ej, , the
generator possesses two equilibrium points - one stable
and one unstable. Throughout this work, the analy-
sis and design are made around the stable equilibrium
point eventhough similar analysis can be made around
the unstable equilibrinm point. Setting (6*,w*, E;")
as the stable equilibriinm point of (5.1), then the sys-
tem, represented in terms of the deviations variables
A6=6—6s,Aw=w—ﬁ)*, AE; =E;—E;t,ﬂ=Efd
E}; and of the following constants m; = I=, my =

2
™ = 4 (), me= —rligms =
~(F ) Voo = o ahen by
d_At.g— =A(_g}
*a; =my + {m2(AE, + E*) + mscos(8) } sin(5)
dAE,
~g = T4(AL + By )+ ms cos(8) + me(u + E7,)

(5.2)
where § = AS + &%, Defining the following change of
variable ; = A§, 29 = Aw, x5 = AE], and applying
the methodology given in section 2, it follows that the
Euler approximate model of the synchronous generator
is given by

z(k +1) = Fr(z(k)) + G- (z(k))u(k)

where F,(z(k)) = 2(k)+
z2(k)
+7 | m + {malza(k) + E*) + mgcos(%) } sin(d)
ma{zs(k) + E*) + ms cos(E1(k)) + meE},
0
Grla{k))=7] 0
mg
A, Control law design,

(5.3)

)

;i";l =$1(k)+6*.

H
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In order to regulate the power angle of the generator
(5.3}, the following switching function was chosen
o{k) 87 (w(k) — mpesk)) (54)
81 (z1(k) — Treer (B)) + S2wa(k) + Ssma(k)

where &;, & and Ss are constants that are chosen to
satisty the sliding condition and ziref(k) is a constant
reference signal.
Then the control law is given by
u(k) = ue(k) + Aulk).
B. Observer design

Consider the following change of coordi-
nates »;; = Af, 22 = Aw, x4 = m; +
{ma(AE, + E}*) + macos(6)} sin(6).  Taking  the
Euler discretization , we obtain

El(k + ]) = wl(k) + Tﬂ:z(k)

2ok 4+ 1) = z2(k) + 723(k) (5.5)

z3(k + 1) = z3(k) + T{m4(AE;(k) + E,;")
+mg cos(8) + me(ulk) + E} )}

where maE* + ms cos(6%) + mgE}, = 0.
The dynamic system described in the new coordinates
has the following structure

Ara(k) + B {o(a(k)) + B (k)u(k)
Ca(k) (5.6)

z(k+1)
y(k)

where a(z(k)) and 3(z(k)), in the original coordinates,
are given by
a(z(k)) = masin(6(k) + TAw(k)) B + AE; (k)
+Tmy(AE (k) + EF*) + Tmsg cos(8(k))
+img cos(5(k) + TAw(k)) sin{6(k) + TAw(k))
- (mg(AE;;(k) + E,*) + mg cos(6(k)) sin(5(k))
Blz(k)) = Tmams sin(5(k) + TAw(k))
Then, an observer for system (5.6) is of the form
2(k + 1) = A, 2(k) + 7B {al2(k)) + B (2(k)) u(k)}
+rA7 K [yk) - G(k)].
WhereK=cof( ci, c2, C3 ) =col( 3 3 1 ),
and the obscrver gain is given by
TAGK =col ( 378, 3r6°, 6° ).
C. Simulation results.

The simulations were done considering the follow-
ing nominal values of the generator’s parameters (per
unit) T, = 1; M = 0.033; w, = 1; Ty, = 0.033;
Xy =Xa=09; X, =03; V = 1.0. Furthermore, the
stable equilibrium point was obtained from (5.1) for a
stator equivalent field equivalent voltage E}, = 1.1773:
8 = 0.870204, w* 1, E"q* = 0.822213. The con-
trol and observer parameters are chosen as & = 5,
Sy =2,8=2,97=01, 8§ = 0.8 and 7 was chosen
as 7 =0.01.

Simulations were performed with the proposed
discrete-time controller-observer scheme. First, in order
to illustrate the performance of the cbserver, we con-
sider the open-loop case. For this set of simlations, the



initial conditions for the generator variables and the esti-
mates wete fixed to 6(0) = 0.8, w(0) = 0.1, E,(0) = 0.8,

A A
5 (0) = 0.79, & (0) = 0.0 aud E,, (0) = 0.8. Figures 1-3
show that the estimates given by the observer converge
to the state of the system in open-loop.

In Figures 4, the performance of the observer-
controller scheme is shown, where the initial conditions
of the system were fixed as : §(0) = 0.77, w(0) = 0.1,
E((0) = 0.85. From this plot, we can see that the power
angle converge to the desired reference.

6. Conclusions

In this paper a discrete-time nonlinear controller-
observer scheme has been developed and applied to the
continuous-time model of & synchronous generator. A
tracking control was designed for the generator using the
sliding-mode technigue. Furthermore, an observer was
designed to estimate the internal voltage and the angu-
lar speed, assuming that the power angle is available.
Sirmulations results have shown the good performance
of the observer-controller scheme.
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Abstract— A recently proposed adaptive observer for time-
varying linear systems [21] is revisited on the basts of the well-
known Kalmap-like design for state affine systems [13], [4].
This approach in particular allows to emphasize the possible
arbitrary rate of convergence in the design. The corresponding
observer is applied to a problem of state and parameter
estimation for a synchronous machine connected to an infinite
bus, and its performances are illustrated in simulation,
Keywords: State affine systems, adaptive ohservers, exponential
convergeice, synchronous machines.

1. INTRODUCTION

The problem of parameter identification has been
extensively studied in many aspects during the last decades,
including the problem of nonlinear systems, but generally
without taking care of lack of state-space measurements. In
the same time, the problem of state estimation for nonlinear
systems has aftracted a growing attention in the conirol
community, and several results have been proposed to tackle
this problem.

When dealing with the simultaneous estimation of state
variables and constant parameters, the situation becomes
more difficult, and the resulting problem of so-called
adaptive observer has also attracted the attention of various
control research groups. In short, an adaptive observer
is a recursive algorithm allowing the joint estimation of
the state and the unknown parameters in a dynamical
system. Different approaches have already been proposed,
in particular for linear systems (e.g. as in [7], [14] for early
results, and [21] for a recent conej, but also for nonlinear
ones (see e.g. [21, [15], [5] and references therein}.

Such adaptive observers are motivaied by purposes of fanlt
detection and isolation, signal transmission and adaptive
control for instance. Here we are more particularly interested
in such problems in the field of electrical power systems.
There has indeed been a growing interest in this field during
the last few years [10]. One of the problems in power
systems is to preserve stability under changes in operating
conditions, in particular due to network disturbances,
Several control techniques are alveady available, but
generally assuming that all components of the state vector

1 This work is supported by the CNRS-CONACYT inside the French-
Mexican Labaratory of Automatic (LAFMAA).
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are measurable and all the parameters are known.Such a
simation is most likely not met in practice, and in tumn
hinders the possibility 1o apply the corresponding controllers.

The purpose here is thus to take advanmage of recent
developments in adaptive observers to discuss some
algorithm for both state and parameter estimation for a
class of noulinear systems which can in particular be found
in power systems: the considered class of systems is that
of state-affine systems, and an illustration is given by the
case of a synchronous generator connected to a infinite bus.
The basic ingredients of our discussion are that of adaptive
observer for linear time-varying systems as in [21] on the
one hand, and that of state observers for siate-affine systems
as in [13], [4] on the other hand. Basically we show that
by choosing a time-varying gain in the adaptive design of
[21] (roughly as in [20]), we end up with an observer which
actually corresponds to the well-known Kalman-like design
for state-affine systems. This in turn yields a design with
arbitrarily tunable rate of convergence. These results are
illustrated in simulation for a synchronous machine.

The paper is thus organized as follows: in section II,
previous results on adaptive observers for linear time-varying
systems on the one hand. and state observers for state affine
systems on the other hand, are recalled, highlighting the
relationship between the two approaches. As an illustrative
application, the case of a synchronous generator model is
then considered in section HI, where simulation results for
the state estimation and simultaneously the identification of
the mechanical power, are presented. Finally, some conclu-
sions are given.

II. BACKGROUND RESULTS AND PROPOSED
INTERPRETATION
A. Exponential adnptive observer for linear time-varying
systems
Let us tecall here the basic result of [21] on adaptive ob-
server design for linear time-varying systems of the following
form:
z (1)
u(2)

nn

A(t)z(2) + B(thu(t) + B(t)d (1)
C(t)z(t)
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where z,u,y classically denote the state, the input and
the measured output vectors respectively, and @ some vec-
tor of unknown parameters. A, B,C,® are assumed 1o be
known matrices of appropriate dimensions, continuous and
uniformly bounded in time.

The main result of {21] can be summarized as follows:

If the following assumptions hold,

(Al) There exists a bounded time-varying matrix K (¢} such
that: 7 (&) = (A(®) — K(A)C()n(t) is exponentially
stable. R

(A2) The solution A(%) of A (t) = [A(t) — K{#)C(H)]A@D) +
& (¢} is persistently exciting in the sense that there exist
a, 3, T such that:

t+T
af < f A(DTCTS(CEANdT < BT ()
i

for some bounded positive definite matrix ..
Then, the system (3) below {s an exponential observer for
systern (1}, in the sense that for any set of initial conditions,
&(t) — z(¢) and 6(f) — @ exponentially decay io zero:

A = (A0 - K®CWIAD + 2()

2(t) = AQE(E) + B{E)ult) + (L))

+ K@)+ ARTATEHCT (2] () - CR)E)
8t) = TATHCTHD(B)(H - CD)E()]

3)

Taking advantage of classical recursive least square
algorithms, an adaptation law for the parameter gain T" of
the above observer can obviously be obtained as follows
(e.g. as in [20]):

r 3] ~T(HATECT ()2 CERADTE) + /\]_"(t)(:t)

for A > 0.

Our purpose here is to discuss such a design at the light of

available results on observers for state-affine systems {13,

[4]).

B. Kalman-like interpretation of the adaptive observer
Let us first recall the result on state observer design for

so-called state-affine systems of the following form [13]):

z = Alu,y)x+ p{u,y)
y = C=z

where the components of matrix A(u,y) and vector {u,y)
are continuous functions depending on u and y, uniformly
bounded.

The result is as follows:

If the input is persistently exciting, in the sense that there
exist o, B, T such thai:

(5)

i+T
al < f ¥ U, (t, ) TCTR(TICUL(t, T)dr < BI, (6)
i

where ¥,, denotes the transition matrix for the system Z=
Alu,p)z, y = Cz, and ¥ some positive definite bounded
malrix.

Then, an exponential observer for system (5) is given by:

» Hre

Alu, )i+ p(u,y) + STICTT@Y-C) (D

g = Cf

where S is the solution of the equation:

S= —pS ~ A(w,y)7S - SA(w,y) + CTEZC, $(0) >0 ()

for some positive constant p sufficiently large.
Defining indeed the estimation error as e =& — x , the error
system is given by:

e={Alw,y) - 57'CTEC} e ©)

and from (6), V'(e) = e7 Se is a Lyapunov function for this
*
system satisfying V< —pV [13].

Now, in the case of a system affine in the siate and
depending on unknown parametess in an affine way, 8 model
can be given as follows:

»*
T

y =

"

Ay, )z + ofu, y) + &(u, y)d
Cz

(10

where @ satisfies the same properties as A, .

Assuming excitation condition (6) for state estimation on the
one hand, and some additional one of the form (2) with K =
8-1CT and § as in (8) for parameter estimation on the other
hand, an adaptive observer can be proposed as follows {where
5y corresponds to T~ of (4)):

g = Alw, )2 + o(w,y) + B(u, y)f ay
+{ASPATCT +8;1CT By - C2) (12)

6.3 = S;'ATCTn(y - C3) (13)

A = {A®p) -S2CTCYA+ 2(u,p) (14)

Ss = —puSe—Alt,)TSs ~SpAlu,y) +CTEC (15)
Sy = —psSs+ATCTECA, 5,(0) > 0, S5(0) > (16)

where p, and py are sufficiently large positive constants (and
% 18 as in (2)). X
With e, := £ — x and ¢ '= # — 8, we indeed get:

& = {Alu,y)-AS;'ATCTEC-571CTEC) e,
+<I’(uay)63
& = —S;'ATCTECe,

and following the same idea as in [21], the transformation:

€ = e — Agy,
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yields:
€ = {A(w,3)~AS;*ATCTEC - §;1CTEC) e,
+®(u,y)eg— A s — A és -

Replacing the suitable expressions in the above equation,
we finally get:

& = {A(u,y)—S;'CTEC)s, (1D
—S;tATCTEC (e + Aca) (18)

Now noting that under the considered excitation conditions,
8, and .Sy are positive definite matrices [4], one can choose:

V{ez ,€0) = €L Sz, + €5 Spep

as a Lyapunov function. Then, the time derivative of V' is
given by:

L ]
€ =

I

T {A(w, y) ~ S71CTECY Sae,
+ €88 {A(u,y) - S71CTEC ¢,

— (e2+Aeo)T {S7IATCTEC)T Seeo
— €58 {S ATETECY (ex + Aco)

» o
+ e S entel Ssen

‘} (Ez ,63)

and subsiituting the appropriate expressions, we obtain:

V(e 10) = —pi€lSuer — poch Spes — L CTECE,
—elCTECAep — L ATCTTC,
—eTATCTEC A

Since —elCTRCe, —elCTECAey —ZATCTECe,
~TATCTECAey
=—(cz+ Aeg)T CTTC (e, + Aeg) << 0, it follows that:

.
1% (Ez €8) S _Pzegswﬁz - Pe€gsaee

which finally gives:
L]
4 (Ea: )fﬂ) S _pV(EJ: )59): for a= mjn(Px,Pﬂ)
(19)
As a conclusion, e; and €y exponentially go to zero with a
rate driven by p, and so does ¢,.

Discussion onr observer (12)-{16);
First of all, in view of the form of the considered system
(10), it is clear that extending the state vector by the vector

of constant parameters #, into X := « ), the state affine

a
structure is preserved:

o Aluy) B(u,y) o(uy)
x= ( 0 0 X+{o
= F(u,y)X + G(u,y)
y=(C 0 JX=HX
Obviously if the condition (6) is satisfied for this extended
system, an observer of the form (7) can be designed for X,

(20

providing an adaptive observer for the original system.
Now our point is that observer (12)-(16) is acmally the
same as observer (7) for (20):

Proposition 2.1: The adaptive observer design (i2}-
(16) for system (10} coincides with observer (7} for system
(20) when p, = pa.

Proof. Let 5 denote the solution of Riccati equation

{8) for extended system (20), and consider a partition
S 82
ST 5,
(namely 5y is of same dimensions as A4).

Then we can show that for the corresponding initialization,

Sz, Se, A of (12)-(16) are related to S through:

corresponding to the partition in = and @ of

Sz = Sl
Sp =8 — 83575, 2n
A= —51_152

From (8) and ¢20) indeed, we first have:

S1 = ~o51 - AT(wy)S: — SiAlu,y) + CTEA2Y
S = —pS— AT(w,1)S2 - S13(u,y) 3
S5 = —pS;— 8T(w, )5 — STo(u,y) 24)

and clearly from (22), 5 satisfies the same equation (15) as
S, (for p; = p).
By using (22), (23), one can check that:

%(s;!sg) — (A(s,y) — ST CTEC)(STS5) — Blu,y)

and thus —S; 'S, satisfies the same equation (14} as T.
In the same way, durect computations show that from (22)-
(24}, we get:

485 —STSTIS) = —p(S3 - SIS )

+8T871CTBCS81 8,
namely, with A = —S7 8.}, S3 — §T87'S; satisfies the
same equation (16) as Sp (for g = p).

Finally, the gain in observer (7) is given by S"1HTX (with
H frome (209), and from matrix manipulation, one can check
that $~! takes the following form:

o1 _ ( (51— 5a8718) ¥
TN (875718, — S5 STST «
Le.
S_IHTE _ (S] - Sgsglsg‘)'_lcrz
(538,18, — 83)71S75, 1CTe
By using again some matrix manipulations, one can check
that:
(81~ 58281~ 1¢"xn (25)
87 - 528,187 5, )0 s (26)
87U - 83[87 87185 ~ 851 8T8 HYCTER)

1l
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and

(TS558, — S3)- 18757 CTs
= (83— STS[I8)[-STS TS

From (21), the term (27) reads as (S;1CT + AS;'ATCT)T
which is the gain in the & equation (12) of observer
(12)-(16), while the term (28) is S;'ATCTE, namely the
gaip in the 8 equation (13) of observer (12)-(16), and the
conclusion follows, 0

(28)

At this point, we can conjeclure that excitation condiiions
(6) and (2) for system (10} should be equivalent to some
condition of the form (6) for the extended system (20).

From the discussion of this section, it resulis that choosing
a time-varying gain as in (4) in the adaptive design (3)
leads to the same design as the usual Kalman one for the
system extended with the parameter vector. This increases
the on-line computation burden, but as a counterpart, from
the above computations (e.g. equation (19)), it allows to
tune the rate of convergence of the observer for both state
and parameter estimation, by simple tuning of p; and py
(or only p).

An example of practical use of such an adaptive observer is
presented in next section.

II1. APPLICATION TO SYNCHRONOUS MACHINES

As an illustrative example of adaptive state affine ob-
servation, let us consider here the problem of monitoring
synchronous machines.

A. Muchine model and observer design

Let us consider 2 nominal flux decay model of a single
machine connected to an infinite bus through purely reactive
transmission lines to the rest of the network, which is
represented by an infinite bus ( i.e. a machine rotating at
constant synchronous speed wy and capable of absorbing or
delivening anty amount of energy). Such a generator can be
modelled by the following differential equations:

Mechanical equation

ME +D§+P, = Pn
Electrical equation

X X -X
Xf ( dX' d)VcoS((S)+Ef¢

where § = iE; — £V is the generator rotor angle referred

to the infinite bus (power angie), w = 5 is the rotor
angular speed and E; is the transient voltage (transient
electromagneric force). M is the per umnit inertia constant,
D is the per unit damping constant, P, is the constant
mechanical power supplied by the turbine, and T is the
open circuit transient time constant. X4 = x4+ xz is the
augmented reaciance, where x4 is the direct axis reactance

L
20 By + 57 Eq =

and zr, is the line reactance, X is the transient augmented
reactance and V is the infinite bus voltage which is fixed.
P, is the generated power while F;4 is the field excitation
voitage respectively given by:

Py = % BV + (% - #) Visin(20m)
wa M
E‘fd = \_/'2rf Ut

where vy is the field excitation voltage, <j is the transient
direct axis reactance, z, is the quadrawre axis reactance
and X,; the quadrature axis angmented reactance, M is
the mutual inductance between stator and totor windings,
from phase windings to the field winding and r; is the field
resistance, Finally, a state~-space model reads as:

§ = w-—uwo 29)

& = ;"—;P ;}';, (;)sm(a) E, G0y

-8 (m,, l,d ) cos (5) sin (3) G1)
—%(M—wo)

B = '(i%;) Ej,+(§%)mos(5)+é-03f

The equilibrium points of the above sysiem are solutions of:

wr—wy = 0

my — Mysin (6} E *~

—mmg cos (%) sin (§*) — my (w* — wo)
-mzE" + mgeos{(d) +mE} = 0

where the parameters m; depend on the machine type, the
transmission line parameters, the rotor inertia and the infinire
bus constant voltage, and which are constant at only one

operating point. These constants are all positive and are given
by:

P, v IZCHF A S | D
ml:_ﬁ’m2=m§’m3:_ﬁ :Y_q_i_:; ,m4=§{'7
X _ X:—- X} _ 1
ms‘T:,aX;’”""( o M

For a given constant field voltage Ejs = Ej,. the
generator possesses two equilibriom points - one stable and
one unstable. In what follows, the analysis and design is
made around the stable equilibrium point, which we denote
by coljd*,w*, E;*] . Then, the system equations in terms
of the set point error variables §=8-8 0 =w~uw",
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E;:E;-—E;* and u = Epq — B}, are:

5= @ 32

G = mi—masin(§+5) (B, +E) 69
—%sm(z(s + ) - mu@

175; = -ms (E’g + Ef,) + mg cos (S + 6") (34)

+my (u+ E}y)

Let us assume that the rotor angle is available for measure-
ment, and that w and E, are bounded, while all parameters
are known except the mechanical power Fyji.e. the param-
eter m; which represents the acceleration provided by the
turbine is assumed to be unknowm.

Then with the notations:

a:1=3, T2 =W, :l:3=E;, &=my
system (32) is of a state affine form (10) as follows:
[ ]
&1 01 G Y
;?:2 = 0 —my —mgsin (x1 + 5*) Za
5.3 00 —mg r3
0

+ | ~mosin(x; + ¢*)E,* — Bsin{2(x; +§7))
~msEy* + mgeos(xy +6%) + my (1 + Efy)

0
+| 118
0
y=o1

(35)
From this, an observer (12)-(16) can be designed to estimate
z and €, with:

01 ¢
Alu,y) = 0 —my -masin(x;+48) |, ¢ =
0 0 k113
0
(10 0);3(u,y)= (1] s plu,y) =

0
—mesin(x; +8%)Ey* — B2sin(2(x, +8*)) ),
—msE;* + mGCOS(X1 4+ 6*) +my (u + E?d)

and here with X = 1.

B. Simulation results

The purpose here is to illustrate the results obtained with
the proposed adaptive cbserver via digital simulations, The
numerical values for the generator parametess (per unit) here
considered are:

X7=0408 Xg =107, H =668, T, =54, X; =
0415, Ef = 1.3, P =1 and w, = J77.

Under this choice the stable equilibrium position of the
generaior is:

8 =112, w* = 0, B}* = 0.91469.

The inittal value of state variables in all simulations are:
8(0) = 1.17, w(0) = 0.01 and E(0) = 0.91, while the
initial conditions cf the adaptive observer are % (0) = 1.0,
£2(0) = 0.05, £5{0) = 1.0. The observer gain is initialized
at §,(0) = I for &, and 5p(0) = 10 for &, and simulations
were performed for various choices of p, and pg. 50 as to
illustrate the effect of the tuning parameters on the observer
performances.

The pictures of Figure | depict the dynamical behavior
of both real and estimated state variables for p, = 5 and
ps = 5, as well as the ¢stimated value for mny versus its
actual constant value. A good converging performance of
the estimated variables can be observed. In the pictures of
Figure 2 are shown the responses of each variable under
parametric variation of parameier n,in order to emphasize
the performance of the adaptive law. From those pictures it
can be seen that all state variables are still well estimated,
while the parameter estimation tracksits actual value under
step changes.

Finally, in order to illustrate how the convergence of the
adaptive observer can be affected by parameters p, and pg,
simulation results are shown for different values: it can be
seen how for larger values, the convergence speed increases
(inducing in turn some overshoots). In figore 3 we show the
performance of the adaptive observer for p, and py taking
the following values: p; = pp = 5, 10, 13, It is clear that the
corresponding time of convergence of the adaptive observer
is improved.

IV. CoNCLUSIONS

The problem of adaptive observer for the class of state

affine systems has been discussed at the light of recent results
on adaptive observers for time-varying linear systems and
available state observers for state affine systems. In particular
it has been shown how an adaptive design with a purpose of
arbitrarily tunable rate of convergence is equivalent to a state
affine observer for an extended system.
The practical interest of such observers has been illustrated in
simulation by the example of a single synchronous machine
connected to an infinite bus, for which the state vector and
some parameter have been jointly estimaied.
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Abstract

This paper is concerned with the control of multi-machine power systems, We propose a continuous sliding-mo-
de control design. The designed controller is smooth: in that sense, it differs from classical sliding mode contro-
llers subject to chattering phenomena. Two versions of the sliding-mode countroller are then applied to the con-
trol of a multimachine power system. The practical implementation of these two controllers leads to a fully de-
centralized control schemes. Simulations results demonstrate better performances of these two controllers com-
pared to a Hamiltonian passive controller.
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1. Introduction

The stability of an electrical power system (EPS) may
be defined as the ability to remain in synchronous oper-
ation under normal operating conditions as well as after
a disturbance (a default like a short-cut or a change of
operating conditions for example).

Ensuring the transient stability under different op-
erating conditions in order to maintain synchronism
between generators is an important issue in power sys-
tem control and we will focus our attention on this
prablem hereafter,

Excitation control, that is one of the possible ac-
tions to maintain transient stability of power systems
under disturbed conditions, will be considered in this
paper.

The use of advanced control techniques for power
system control has been one of the more promising ap-
plication areas of automatic control. To enhance tran-
sient stability of power systems, a great attention bas
been paid to the application of nonlinear control the-
ory.

To improve the robustness of closed-loop power sys-
tems, different approaches based on nonlinear control

lthis work was sponsored in part by PAICYT-UANL, MEX-
ICO

2c0rr%Punding; author. e-mail: drjleon@botmail.com

theory have been proposed; for example, those based
on variable structure, singular perturbation methods,
control Lyapunov function (Bazanella, 1997}, Hamilto-
nian function method (Masschke et al., 1998, Ortega
et al., 1998) or adaptive control.

Recently, port-controlled Hamiltonian systems have
been introduced in (Masschke et al., 1998, Ortega et
al,, 1998). For this class of systems the Hamiltonian
function is considered as the total energy and play the
role of Lyapunov function for the system. The key fea-
ture of this technique is to express the electrical power
system dynamics under the form of a port-controlled
Hamiltonian representation. This method has already
been applied for improving the transient stability of a
multi-machine power system by means of decentralized
nonlinear excitation control (Xi, 2002).

Angther technique for improving robustness under
parameter uncertainties and external disturbances is
sliding-mode control design which has attracted a nurm-
ber of researches (see De Carlo et al,, 1988, Utkin,
1992). It can be viewed as a high-speed switching
controller that provides a robust means of controlling
nonlinear systams by forcing the trajectories to reach
g, sliding manifold n finite time and to stay on the
manifold for all time.



2, Dynamical model of a multi-machine power
system

Now we consider & power system made of n generators.
Under some standard assumptions, the motion of the
interconnected generators can be described by the clas-
sical model with flux decay dynamics. The generator
is modeled by the voltage behind direct axis transient
reactance. The angle of the voltage coincides with the
mechanical angle relative to the synchronous rotating
frame. The network has been reduced to internal bus
representation. The dynamical model of the i-th ma-
chine is represented by (Bergen, 1986, Paj et al., 1989):

»

8 = wi—uwp (1

. 1

wi = o (D (wi—wo) + @ (P — Fe))

o’ 1

Eq,- = 'ﬁ (E.fs - Eq;)
where

"
P, = E, Y EjBjsin(8—35)
J=Li#F

E, = — (X4 — X5,) Z E,_B,; cos (6; — §;)

F=Li#j

and 5;(t) is the power angle of the é-th generator, w;(t)
represents the relative speed, Ej (t) is the transient
EMF in the quadrature axis

We consider that the Fj,(t), i = 1,..,n are the
cantrol inputs and the &;(t) are measurable outputs,
together with the F., and V;,, where V;, represents the
terminal voltage at generator i. The B,,, are supposed
to be constant (standard assumption}.

Then, the state representation of a n-machine power
system is given by

.;3.51 = X2 %.'-—-1,...,1’!. (2)

"
- .
s = —eirim b — i Z @j3Biy sin(z — z1)

i=1

L)
L
T3z = —eZatd Z-Tstij cos(z;y — Tn) s

i=1
wherea, Dif2H;, b = (wo/2H; )Py, 6 = (wo/2H)),
= (Xa, — Xy ) T5,, e = 1/Ty,, are the systems pa-

ramet.em, [£:1, 22, 23] = [B:(t), wi(t), E,’;,-(t)]T repre-
sents the state vector, and the control input is given
by u; = (1/T5 Ykaitsi(s)

Tiz
filz)= | —@x2+b —awis Z T35 By sinfx;1 — 251)

—eiTia + i E,ﬂ :c,sB cos(%i1 — ;1)

g=[0 0 1]

We will now present our controller design based on
the idea of continuous sliding mode control. In the

same time, we present a controller design based on pas-
sivity theory in order to compare the performances of
these two methodologies.

3. A continuous sliding-mode contreller design

We consider the class of affine nonlinear systems de-
scribed in the state space by

= f(=x)+g(z)u,  x(t) = =g, (3)

where tg > 0, x € B, C R" is the stafe vector, u €
R" is the control input vector , f and g are assumed
to be bounded with their components being smooth
functions of x. B, denotes a closed and bounded subset
centered at the origin.

‘The continuous sliding-mode control for the system
(3), is designed as follows. Consider the following (n—
r)-dimensional nonlinear sliding surface defined by

o (z—2)" =0 (4

where z* is equilibrium point and each function o; :
B.xB.,—R,i=1,..,r isa C! function such that
:(0) = 0.

The so-called equivalent control method (see De Car-
lo, 1988, Utkin, 1992} is used to determine the system
motion restricted to surface #{z — x*) = 0, leading to
the equivalent control

o= — [%;g(m)] B [‘;—;f(m)] %)

where the matrix [8o/8z|g(z) is assumed to he non-
singular for all z,z* € B,.

In order to complete the control design an addi-
tional control term uy is added to the control input:

o(z = ) = (0,(z — 2, .

U=t tuy (6,)

where u, is the equivalent control (5), which acts when
the system is restricted to ¢{z —x*) = 0, while ¢, acts
when oz — z*) £ 0.

The control zx is selected as

wn =g Lol —2") (D)

where L is an r x 7 positive definite matrix.

We can easily check that the system trajectory z(t)
is such that the following stable ordinary differential
equation

5(z - 3) = ~Lo(z - 27) (®)

is satisfied for all t. This means that the system tra-
jectory reaches the sliding surface asymptotically, since
o(z(t) — z*) = e~ L0 a(x(tg) — *), ¥ty > 0, then,
a(z(t) — 2*) — 0, when ¢t — 4oo0. In fact, the input-
output behavior of the closed-loop system (with the
output ¥ = o{x(t) — =*) is given by equation (8).



On the basis of the continuous sliding-mode control
described above, the resulting the composite control is
given by

=~ [%fgg(m)]_l 5@+ Loa=3)]. @

When the composite control (9} is applied to (3],
one obtains the closed-loop nonlinear system

5: = fe(“q:) 2,) + p(a:I 17*) (10)

where -1
Jel@,2%) = { haxn — 9(2) [320(2)]  (§) } (@),
and
* aﬂ -1 *
Pz, 2°) = —gl@)lgo(o)l Lotz — 2*).
Now, in order to study the stability properties of

the closed-loop system, we introduce the following ag-
sumption.

Assumption 1. The eguilibrium point =* of T =
fe(z, %) is locally exponentially stable,

By use of Lyapunov’s converse theorem (see Khalil,
1996), Assumption 1 ensures the existence of a Lya-
punov function V{e) with ¢ = » — z* which satisfies
the following inequalities

|

8V (e)
Je

2O <anllell, allel® < Vie) < ez flel?

{Jele+2*,2*) +ple+2°,2)} < —aa|leff®
(1)

for some positive constants ay,ag, oz and oy,

Let consider V{e} as a Lyapunov function candi-
date to investigate the stability of the origin ¢ =0 as
an equilibrium point for the system (10). From both
Assumption 1 and equation (11), the time derivative
of V along the trajectories of (10) satisfies

Vie) < —e el (12)

then the system (10) is exponentially stable,

The Lyapunov function candidate V is instrumental
to investigate the stability properties of the closed-loop
system obtained when the composite control « is used.
Then the following proposition can be statad.

Proposition 1: Consider the nonlinesr system (8)
Jor which a composite control (5), (6), (7) is designed
such that Assumption 1 is satisfied. Then, the closed-
loop nonlinear system (10) is locally exponentially sta-
ble.

4. Hamiltonian controller design

Now we derive an excitation controller using the method-
ology based on the notions of energy function and port-
controlled Hamiltonian systems (PCHS).

We onsider the following affine nonlinear systeim

fz) + glz)u (13)
h(z)

-
o}

y:

wherer € IR” is the state vector of the system, « € RB™
is the control vector and y € K" is the output vector.
In this paper we are interested in the class of systems
that can be equivalently represented in a Hamiltonian
form with dissipative terms in the following way

T
2= U@ -REI s ()
y = gT(mlagf

where 1 , %, ¥ are the energy variables, H (%1, ..., %r)
R" — R represents the total stored energy and the in-
terconnection structure is captured in the n x n matrix
J(z) and the 7 x m matrix g{z). The matrix J(z) is
skew-symmetric, ie.

J(z) = —JT(I), Yz e B®

and R(zx) is a non-negative symmetric matrix depend-
ing on x, i.e

R(x)=RT(z) >0, VzeR".

The main advantage of this kind of representation
is that the total energy function can be considered as
a Lyapunov function. Moreover, from (14), we obtain
the power-balance eguation

dH  BH_ 8HT .
E— = —ER(I)'@}E— +u'y

with uTy the power externally supplied to the system
and —%—’}R(x)%’; representing the energy-dissipation
due to the resistive elements. As it is well known (see
Maschke et al., 1998), the equality above establishes
the passivity properties of the system in the following
sense.

Definition 1: System (18) is passive with respect
the outpul y = h(x) if there exists a smooth non-
negative function H(x), such that H(0) = 0 and the
Jollowing irequality holds

Ha(2)) - H(2(0)) < fﬂ w(s)y(s)ds. (15

If in addition, the system satisfies the detectability
properties stated in the next definition

Definition 2: The system (13) i3 zero-state de-
tectable if w(t) = 0, y(t) = 0 Vi = 0, implies that
lim (t)=0.

Then it is possible to formulate the following result,
that is fundamental concerning the stability properties
of the considered class of systems.



Theorem 1: Consider the class of systems defined
by (14}, Assume that the system is zero-state detectable
and that the generalized Hamiltonian has o sivict local
minimurm. Then ot follows that ©* is « Lyapunou stable
equilibrium point of the unforced dynamics. Moreover,
the following output feedback

SHT

u=—Fy —FgT(z) (16)

renders the equilibrivm poing asymptoti.cally stable,
5. Application to a multi-machine power system

& three-machine power system is now introduced to
demonstrate the effectiveness of the continuous sliding
mode controller. In this system, generator 3 is consid-
ered as an infinite bus, then generator 3 is used as the
reference, 4. e (E; = const = L{O")

The system has the following state-space represen-
tation

T = 112, T = T3 (17)

512 = [ Dyxyg 4wy (P, — Py

;:22 = '-'_ [—.Dzﬂ)zz +uwy (Pma - ezH

. 1

Ty = (Bf, — By ), 323 = 2 (B — Egp)

le T;}Q 2 &

where #13 = 81, 21 = &g, T1o = wy, Zpp = Wy, Tz =
Eals Iy = E;.z

5.1 Sliding-mode control design

In this paper we introduce two continuous sliding
mode controllers corresponding to two particular choices
of the sliding surface:

Stiding-Mode Conirol 1

We consider the following nonlinear switching sur-
face defined by

o(z,2%) = (0, (z,2"),0,(z,2"))" =0
where
o (2,2} = iy (za ~ 27) + sz —
fori = 1,2 and af = {xfy, 2%, x%), for i = 1,2, is an

equilibrium point of system (17).
Then, the equivalent condrol is given by

= - [.g—z-g‘-(:r)] B [-gi;ffs(x)]
e+ d E %53 )

&
|

;1% + 53 =1
1 Bi; cos{xiy — zj1)
Py ”-—&'ﬂ:ez + b — ciry
+8iz 3 z;3Bi5 sin(zi — 241)
i=1

wly) + izl — al5)

On the other hand, the control uy; is selected as

wn, = O] Liosle, )

— __{’i sidZa — i) + siplwmig — 2f)
53 +8i3(Ti3 — 35)

Stiding-Mode Conirol £
Now, let us consider the following nonlinear switch-
ing surface given by

- L 1]
o(r,2%) = s; % + 8i0Fi + 83Ty

where £ =2y ~ 2],
This is equivalent to

o (z,2") 8532 — 25) + sinin
—a;zis+ b — T
o | S .
E 23'33,'3' Slll(&g]_ - z‘_,‘l)
j=1
where
der: n=3
—--—'-g,(:z:) = —8ia0; nggB,J sin(ziy ~ 47)
=1
for all x; € B,,.
Remarks:

1. The coefficients s;;, 7 = 1,2,3 of sliding mode
controller 1 must be chosen m order Assumption
1 is werified.

2. We can notice that the sliding surface of con-
troller 2 differs from the surface of controller 1 by

L1l
only one term: &;3—%;; is replaced by ;. In this
case, when the s;; are some positive constants,
the sliding surfaces can be viewed as some sta-
ble second-order ordinary differential equations
in the power angle &;, ensuring convergence of the
power angles to their equilibrium values, when
the system trajectory remains on the sliding sur-

face.

3. Furthermore the equivalent control », can be
viewed as an output linearizing controller render-
ing the system dynamics equivalent to the linear
dynamics

...
g, Sz, x*) = s,1$,1+s.21:,1 tsg =0

The relaiive degree of each output (power angle)
is equal to 3, thus the system has no zero dy-
namics In this case. Furthermore, stability ean
be stated by using stability analysis arguments
{L-asalle theorem (¥Khalil, 1996}] apart from Lya-
punov function candidate V(z - z*) = Lo7(x ~
oz — ).



5.2 Hamiltonian Control design

Now we design a control law based on passivity the-
ory and energy function. The system is described in a
Hamiltonian representation providing that the stability
of the system can be guaranteed.

Consider system (2) and the following energy func-
tion

1 bi &i
n=3 2 — &1 + __mz
S I
1 Hh=3
=1 —aw,-g =1 2385 cos(zn — Z41)

(18)

It follows that the system dynamics can be writ-

ten as a generalized Hamiltonian control system with
dissipation according to what follaws

-7:0.'1 Q i 0 aH 0
) = —c —c¢a; 0 8? + O Jw
5'.3 0 0 d; £ 1

{(19)
where
0 G 0
z; = col(zy,we,23), fKlz)=] - 0 0
0 0 0
00 0 0
Rfz) = | 0 —a; O |,ql@)=| 0
00 d; 1

Let (xf), 2, %}5) be the equilibrium point of (2),
obtained from the fallowing equations
T =
n=3
—axly + b — arl Z T By sin(xf, —2},) =0
3=l

ki
—85.’1::3 -+ d;z I}aBij COS(:I::l - ﬂ:;l) + ﬁz =0 (20)
F=1
Defining the constant excitation control i, it fol-
lows that
n=3
% =ery —d; ngaBij cos{z; — T51)-
=1

(21)

Now, defining the energy function which includes
the equilibrium point of the following form

n=3
1 b; e;
He = Y (5esh— B -ei)+ prloa— i)
J.Z:; 2¢; G 24; ’

=3
+ nz: ( Tia 3y T3 Bij cos(@iy — xj1) )
T
S\ H2as 2o 25 By cos(a, — 75)

Then, system {19) can be represented by the Harilto-
nian system with dissipation as

[

Zi) 0 G 0 0

. aH,

] = - —&04 0 6(3? + 0 Vi,
i ¢ 0 di : 1

Since H, is bounded from below, because of z;; €
[-®, 7], and VI > 0 the set {5 : H.(x) < I} is com-
pact. Thus H.(%) has a strict local minimum at (]},
¥, Th).

Then, a.control law which stabilizes the multi-machi-
ne power system is given by

= 8 + v
where
8H,
v = —figl &:
i
-yt By | el o) |
= —fi =1 —255 cos(%}, — =7,)
L -
+E($i3 —z5h)
e
I, + 33

= —f =3 ‘

f +l ( d; Z?;-'=1 Bijziy )

d; \ cos(zy, — "'";1) — Tl

€ 1

= —J; I 4 + = i3 — ——Tl-
f { a0+ 3 %3 dsu‘}
where @#; = e;z}; — d; E?j‘ *33Bij cos(x]; — a3, ). Next,
using E,, = E{],— + (Xd.- _-X:I,) Iy, and d; = (X4, —

. €5

X4 )/Ts,, e = /T, it follows that Fi m

Finally, the controlier can be expressed only in terms
of loeal measurable signals:

. i 1.
u = ui—fi{mEq._Zm}

o ﬁ..__ fi Qe.—Xd,-)
= By (Xd.fxai)(v"‘* V.

where E,, =V, + Q—?,lﬁﬂ Consequently, the resulting
controller is a decentralized static output feadback.

6. Simulation results

The effectiveness of the here-proposed sliding-mode con-
troller design has been validated through computer sim-
ulations.

The numerical values of the generator parameters
(in per unit) were D, = 5, Dy = 3, X, = 0.252,
X}, =0319, Xa, = 1863, Xz, = 2.36, Hy =1, Ho =
2, T; = 6.9, Tég = 796, Ef, = 13, P,, = 0.35,
P, = 0.35 and w, = 377, Byp = 0.56, B3 = 0.53,
By = 0.6,

With this parameter choice, the stable equilibrium
state of the generator is

55?1 = 0.6654, -"ITQ =0, xfs =1.03
:’:?2 = 064.25, $§2 = 0, 353 =101
The initial value of the states variables are
211(0) = 0.8, Z:2(0) =03, 1253(0)=15
212{0) = 0.5, 292(0) =-0.3, x23(0) =05

The controller parameters are chosen as follows



Control 1

su=10, s12=15 83=8, IL,=25
Control 2
891 =10, 829=15, 23 =8, L;=—25

The system responses obtained for the rotor angle
are shown in figures 1-3. From the different figures, we
can see that the dynamic response of the rotor angle is
such that their equilibrium position is reached.

From these figures, it can be also seen that the slid-
ing mode controller 2 can provide better transient per-
formances than the sliding mode controller 1. However,
the transient respomse of the two confinuous sliding
mode controllers is significantly better than the one of
the Hamiltonian controller. We suggest than an expla-
nation can be found in the fact that the sliding con-
troller 2 has no zero dynamics due to the particular
choice of the sliding surface whose time-derivative cor-
responds to a equivalent linear system obtained via an
input-output linearization technique, without zero dy-
pamics in this case.

7. Conclusions

A nonlinear control strategy for a class of nonlinear
systems has been developed and successfully applied
to multi-machine power system control. Two new con-
trollers have been designed using continuous sliding-
mode techniques. This controller design has been suc-
cessfully applied to a three-machine power system, where
two different switching surfaces have been considered.
The overall methodology can be obviously extended to
a more general system made of 7 geperators. Closed-
loop performance of these two controllers appears to
be better than the one chtained with a port-controlled
Hamiltonian design.
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