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Resumen

Estudios Sobre el Control y la Estimacién de Sistemas No
Lineales en Tiempo Continuo y Discreto

Publicacién No. __

Oscar Francisco Huerta Guevara
Universidad Auténoma de Nuevo Leén
Facultad de Ingenierfa Mecénica y Eléctrica
Profesor Asesor: Dr. Jesis de Leén Morales
Noviembre, 2004

Recientemente, la estabilidad en sistemas eléctricos de potencia (SEP), definida como
la capacidad de mantener sincronfa tanto en condiciones normales de operacién como
después de una perturbacién {por ejemplo, un corto circuito y/o cambios en las condi-
ciones de operacién), ha atraido la atencion de muchos investigadores. A este respecto,
la implementacién de técnicas de control avanzado para sistemas de potencia se percibe
como una drea prometedora. En esta tesis, se trata el problema de control de un sistema
de potencia multimiquinas con el objeto de garantizar la estabilidad, mediante la técnica
de modos deslizantes y se compara el control presentado con uno ya desarrollado basado
en pasividad.

La mayoria de las estrategias de control han sido desarrolladas para sistemas no
lineales en tiempo continuo, y aplicadas para propésitos de control o monitoreo. Sin
embargo, tomando en cuenta el desarrollo tecnolégico en el procesamiento de datos y la
capacidad de las computadoras digitales, se han desarrollado e implementado algoritmos
m4s eficientes.

Esto ha motivado el desarrollo de estrategias de control en tiempo discreto. La ma-
yoria de estas estartegias han sido desarrolladas a partir de la discretizacion de sistemas
continuos, generalmente basadas en el método de Euler. En esta tesis se retoman trabajos
previos sobre el disefio de algoritmos de control y de observacién para una clase de
sistemas no lineales discretizados mediante el método de Euler. Se presenta un anslisis
de estabilidad para el sistema en lazo cerrado (control discreto y observador disereto) y
un estudio sobre la validez de implementar un observador discreto disenado a partir de
un sistema discretizado via Euler (Estimacion Practica).
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Finalmente, en ocaciones no se dispone del vector de estados de manera completa,
lo cual dificulta la implementacién de una ley de control. El problema de estimacion
de estado para sistemas no lineales, ha atrafdo la atencién de la comunidad de control,
y varios trabajos han sido propuestos para ciertas clases de sistemas. Por otro lado,
también a veces aunado al problema del desconocimiento en parte del vector de estados,
se desconocen algunos pardmetros del sistema. A este respecto podemos decir, que la
identificacién de pardmetros para sistemas lineales es un 4rea ya muy estudiada, también
se han presenfado algunos resultados para sistemas no lineales. Sin embargo, cuando
se presenta el problema de estimacion de las variables de estado y la identificacién de
pardmetros de manera simultdnea, el problema se torna més complicado. Por tal motivo,
en esta tesis se propone una solucién a dicho problema, mediante un observador adaptable
se efectia una estimacién del estado no medible y una identificacién de los pardmetros
desconocidos simultdneamente para la clase de sistemas no lineales afines en el estado
y en los pardmetros. La motivacién en el uso de los observadores adaptables es su
potencial aplicacion en la deteccién de fallas, aislamiento, transmicién de sefiales y control
adaptable entre otros. Ademsds, se presentan dos aplicaciones de este algoritmo: Sistemas
Caéticos y Mdquinas eléctricas.
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Capitulo 1

Introduccién

A continuacién, se presenta un resumen correspondiente a los tépicos que se consideran

en esta tesis.

1.1 Generalidades y Antecedentes

Gracias a los avances tecnologicos y el desarrollo de nuevas dreas de investigacion, se han
generado nuevos retos y campos de oportunidades en lo referente al control de sistemas
dindmicos. La teoria del control ha tenido un gran desarrollo en las dltimas décadas,
y nuevos resultados relacionades con el estudio de sistemas dindmicos no lineales han
permitido considerar dindmicas que anteriormente habian sido despreciadas o que no
eran tomadas en cuenta, como en €l caso del control de sistemas de eléctricos de potencia.
En este campo de investigacién, muchos de los resultados o estrategias de control estdn
basados en disefios obtenidos a partir de modelos reducidos o linealizados, lo cual restringe
su dominio de operacion.

Como se sabe, la industria eléctrica se encuentra en constante transformacion. Ademaés
la desregularizacién del sector eléctrico, lleva consigo una gran cantidad de dificultades
para mantener la estabilidad de la red eléetrica ante la presencia de empresas de co-
generacién, nuevos consumidores o cuando se presenta una modificacién en la topologia
de la red eléctrica debido a fallas o cortos cireuitos. Por tal motivo, resulta necesario
mantener la estabilidad de la red eléctrica de modo que proporcione un suministro de
energia eléctrica con una calidad establecida hacia el consumidor. Esto es, suministrar
energia eléctrica con frecuencia y niveles de voltaje constantes, a pesar de los cambios
que pueda sulfrir la red eléctrica ante la conexién o desconexiones de cargas.

La estabilidad de un sistema eléctrico de potencia (SEP), se puede definir como la
capacidad de mantener la sincronia tanto en condiciones normales de operacién como
después de una perturbacién (por ejemplo, un corto circuito y/o cambios en las condi-
ciones de operacién) [42].

En muchos estudios sobre sistemas de potencia, se considera el caso ideal de un genera-
dor sincrono conectado a un bus infinito [3, 21]. En ofros, se toma un modelo linealizado
del sistema multiméquinas, el cual es vilido en una regién muy pequenia alrededor del



punto de operacién [28]. Todos estos resultados han sido extensamente aplicados en la
préctica. Sin embargo, con los nuevos desarrollos en electrénica de potencia, muchos ele-
mentos o dispositivos mecdnicos han sido remplazados por sus correspondientes eléctricos,
dando lugar a otro tipo de fenémenos que hay que resolver.

Recientemente, nuevas estrategias de control han sido publicadas, y aceptadas dentro
de la comunidad de potencia. Dentro de las cuales podemos mencionar las basadas
en funciones de energia [3], perturbaciones singulares [44] (la cual es utilizada para la
reduccién de modelos), control éptimo [2], control de estructura variable [22], control
adaptable [18), entre otras.

Por otro lado, se presentan algunas dificultades donde la tecnologia actual no permite
resolver ciertos problemas de control, por ejemplo: algunas variables del proceso son
dificiles de medir ya sea por razones fisicas que lo impidan, porque es imposible medirlas
dada su naturaleza o simplemeute por el clevado costo de los sensores para realizar dichas
tareas. Por tal motivo, la teoria del ¢ontrol ha desarrollado algunas herramientas que per-
miten resolver este problema, mediante lo que se conoce como sensores computacionales
u observadores. Muchos de estos resultados requieren de un nivel de conocimiento y de
tecnologfa avanzados.

El disefio de estrategias de control y observacién de sistemas no lineales ha atraido la
atencién de muchos investidadores. Sin embargo, la mayoria de estas estrategias han sido
desarrolladas para sistemas en tiempo continuo. Pero tomando en cuenta el desarrollo
tecnoldgico en el procesamiento de datos y la capacidad de las computadoras digitales,
ha sido posible implementar algoritmos de control més eficientes y poderosos para con-
trolar diversos sistemas [38, 39]. Por tal motivo, ha sido necesario desarrollar estrategias
de control en tiempo discreto o disefiar controladores basados en sistemas discretos en el
tiempo.

La mayoria de las estrategias de control y observacion discretas desarrolladas, se
obtienen a partir de la discretizacién de sistemas continuos, las cuales estdn basadas
en el método de Euler. Otra forma comiin de construir leyes de control es discriarlas
en tiempo continuo y posteriormente discretizarlas [40]. Varios trabajos relacionados
tanto con el disefio de controladores discretos como del disefio de observadores han sido
propuestos [29, 7, 14, 47, 53|.

Finalmente, la identificacién de pardmetros para sistemas lineales ha sido un srea
extensamente estudiada durante las dltimas décadas. Sin embargo, sélo algunos resul-



tados han sido presentados para los sistemas no lineales. En ambos casos se asume un
conocimiento total del vector de estados. Al mismo tiempo, €l problema de la estimacion
de estados para sistemas no lineales, ha atraido la atencién de la comunidad de control,
y varios trabajos han sido propuestos para ciertas clases de sistemas [8, 9, 16, 20], siendo
un dominio abierto para la investigacién. Ahora bien, cuando se presenta el problema
de estimacion de las variables de estado y la identificacién de pardmetros de un sistema
de manera simultanea, el problemas se torna més complicado. Una manera de atacar
este problema es mediante un observador adaptable, el cual se define como un algoritmo
recursivo que permite la estimacién del estado no medible y de pardmetros desconocidos
en un sistema dindmico de forma simultdnea. La motivacién en el uso de observadores
adaptables es su potencial aplicacién en la deteccién de fallas, aislamiento, transmisién
de senales y control adaptable entre otros.

1.2 Objetivos de la Tesis

Basado en las consideraciones anteriores, los temas a tratar en la tesis son los siguientes.

1. Fl problemsa de control de un sistema eléctrico de potencia multiméquinas con el
fin de garantizar la estabilidad del mismo, mediante la técnica de control basada en
modos deslizantes. Ademsds se compara este algoritmo de control, con uno basado
en pasividad para sistemas con estructura hamiltoniana presentado en [51, 41].

2. Se retoman los trabajos desarrollados en [1, 19, 34} en los cuales se disefiaron
estrategias de control y observacién en tiempo discreto para una clase de sistemas no
lineales discretos que son linealizables por retroalimentacién de estado. Se presenta
un estudio de estabilidad del sistema en lazo cerrado para el control mediante
retroalimentacién de estado [1] basado en un observador [19], un anélisis sobre la
cota fundamental (ultimately bounded) para el control mediante modos deslizantes
[34] y un estudio denominado estabilidad practica, es decir un andlisis sobre las
condiciones que se presentan cuando los algoritmos, en este caso un observador,
son desarrollados a partir de discretizaciones aproximadas.

3. Se diseiia un observador adaptable, para realizar 1a estimacién del estado no medible
y la identificacién de los pardmetros desconocidos simultdaneamente, para una clase
de sistemas no lineales afines en el estado y en los parametros.



1.3 Organizacién de la Tesis

Con base en lo expuesto en las secciones anteriores, en el capitulo 2 se propone una es-
trategia de control basada en la técnica de modos deslizantes, la cual aplicaremos a un
sistema de eléctrico de potencia multimaquinas, La idea en esta capitulo, es reemplazar
el control discontmuo que comtnmente se utiliza para mantener las trayectorias del sis-
tema sobre una superficie dada, por uno continuo con convergencia exponencial, de tal
manera que se atende el fenémeno de conmutacién (chattering). Ademds, haremos una
comparacién de este control que proponemos con uno basado en la teoria de sistemas
hamiltoniamos [51, 41].

En el capftulo 3 se presenta un analisis de estabilidad en lazo cerrado cuando un
esquema de control linealizante [1] y un observador [19] ambos en tiempo discreto, son
aplicados a una clase de sistemas no lineales discretos (obtenido a partir de una dis-
cretizacién tipo Euler). Ademds, retomando el trabajo presentado en [34], se estudia el
concepto de cota fundamental con el objeto de determinar 1as condiciones para. garantizar
estabilidad del sistema, cuando el control aplicado esta basado en modos deslizantes.

Por otro lado, a fin de mostrar el desemperio de las estrategias de control y observacion
propuestas en este capitulo, aplicaremos estas a los modelos matematicos de un brazo
robot y del generador sincrono.

En la parte final de este capitulo, presentaremos un estudio sobre la validez de aplicar
el observador propuesto a partir de una discretizacion aproximada, en vez de una dis-
cretizacion exacta (estimacién practica).

En el capftulo 4 nos enfocaremos exclusivamente en el desarrollo de un observador
adaptable para una clase de sistemas no lineales afines en el estado y en los pardmetros,
cuyo objetivo es estimar estos simultdneamente. Como aplicacién de este observador
adaptable, se considera inicialmente el atractor cadtico de Lorenz, con el objetivo de
ilustrar el encriptamiento de informacién. Y concluiremos con la implementacion de este
algoritmo de estimacién al modelo del generador sincronico, para propdsito de monitoreo.

Finalmente, en el capitulo 5 se presentan las conclusiones generales de esta tesis y
algunos aspectos importantes a los que pensamos que se les puede dar continuidad en
trabajos de mvestigacion futuros.



Capitulo 2

Control Continuo en Modos Deslizantes

para Sistemas de Potencia

En este capitulo abordamos el control de sistemas de potencia multimdquinas. Pro-
ponemos un disefio basado en la técnica de modos deslizantes. El control propuesto es
suave, pues difiere del control cldsico en modos deslizantes sujeto al fenémeno de switcheo
(chattering). Presentamos dos versiones del controlador basado en modos deslizantes que
son aplicados al sistema de potencia multimdquinas y efectuamos una comparacién de

estas versiones con un controlador hamiltoniano.

2.1 Introduccién

La estabilidad de un sistema eléctrico de potencia (SEP), se puede definir como la capaci-
dad de mantener la sincronia tanto en condiciones normales de operacién como después
de una perturbacién (por ejemplo, un corto circuito y/o cambios en las condiciones
de operacién) [50]). De acuerdo con la naturaleza del fenémeno, los problemas de esta-
bilidad se dividen en varias categorias, como por ejemplo, estabilidad de estado estable,
oscilatoria, transitoria, de voltaje, etc [42).

El uso de técnicas de control avanzado para el control de sistemas de potencia se
percibe como una de las dreas mds prometedora en el control automético. Para mejorar la
estabilidad transitoria de sistemas de potencia, muchos investigadores dirigen su atencién
a la aplicacién de la teoria de sistemas no lineales. Y cuando se compara esta, con el
uso tradicional de la teoria de control lineal, dende el dominio de operacién del sistema
controlado es pequefo, se aprecian ventajas considerables, como €l poder recobrar la
estabilidad cuando el sistema se ve afectado por grandes perturbaciones [50].

En algunos estudios sobre sistemas de potencia, se considera el caso ideal de un
generador sincrono conectado a un bus infinito [3, 21]. En otros, se toma un modelo
linealizado del sistema multiméquinas, el cual es vilido en una regién muy pequeia
alrededor del punto de operacion [28]. Recientemente, nuevas estrategias de control han
sido publicadas, y aceptadas dentro de la comunidad de potencia. Dentro de las cuales

podemos mencionar las basadas en funciones de energia [3], perturbaciones singulares



[44] (ta cual es utilizada para la reduccién de modelos), control optimo [2], control de
estructura variable [22], control adaptable [18], control basado en pasividad [33], entre
otras.

El disefio de controladores no lineales por retroalimentacién linealizante, mediante
geometria diferencial, también ha sido un tdpico investigado para sistemas de potencia
[10, 35]. La clave en el disefio de este controlador es que la ley de control puede cancelar
las dindmicas no lineales, obteniendose como resultado un sistema en lazo cerrado que se
comporta como un sistema lineal. Sin embargo en la préctica, debido a la presencia de
incertidumbres paramétricas, perturbaciones y fallas que se presentan en el sistema, se
concluye que resulta imposible la cancelacion exacta de las no linealidades del sistema.
Adems4s, recuerde que el control obtenido mediante esta técnica es complejo, y muchas
veces no considera las propiedades estructurales del sistema. Una técnica que se ha venido
utilizando en los tiltimos afios es la teorfa de sistemas hamiltonianos. Para esta clase de
sistemas, se considera la energfa total del sistema como la funcién hamiltoniana, la cual
también juega el papel de funcion de Lyapunov para €l sistema. La clave en esta técnica
es expresar la dindmica del sistema eléctrico de potencia en una representacion hamiltoni-
ana. Este método ya ha sido aplicado para mejorar la estabilidad transitoria del sistema
de potencia multimdquinas mediante un control de excitacién no lineal descentralizado
[51, 41].

Ofra técnica utilizada para mejorar la robustes ante incertidumbres paramétricas
y perturbaciones externas es el disefio de control mediante modos deslizantes (véase
(13, 48]). En un repaso de las referencias citadas anteriormente, puede verse como un
control conmutando a gran velocidad provee de robustez al sistema no lineal, al forzar
a las trayectorias del sistema a alcanzar una superficie deslizante en tiempo finito, y al
hacerlas permanecer sobre la superficie para todo tiempo.

El comportamiento de conmutacién en alta frecuencia para este tipo de controladores,
nos lleva a otros problemas. Como por ejemplo, puesto que el controlador contiene tér-
minos no lineales discontinuos, la existencia y unicidad de la solucién. Ademsés, la imple-
mentacién de controladores discontinuos nos lleva al fenémeno de switcheo o conmutacion
(chattering), el cual en algunos casos se evita mediante la aproximacién del control dis-
continuo por uno continuo. Por otro lado, muy pocas aplicaciones de control en modos
deslizantes continuo estdn disponibles en la literatura (ver [17]).

La idea principal que presentamos en este capftulo es el desarzollo de un controlador



que lleve las trayectorias del sistema a una superficie de conmutacién exponencialmete
atractiva y las mantenga en la superficie, y su aplicacién a sistemas eléctricos de potencia
multiméquinas.

2.2 Modelo Dindmico de un Sistema de Potencia

El sistema eléctrico de potencia que consideraremos a lo largo de este capitulo estd for-
mado por .z generadores. Bajo ciertas consideraciones (véase [21, 23, 15] para mas detalles
al respecto}, el movimiento de los generadores interconectados es descrito mediante un
modelo cldsico con decaimiento en las dindmicas de flujo (las dindmicas a analizar son:
la. posicién y la velocidad angular, y el voltaje transitorio en el eje de cuadratura). El
generador es modelado por los voltajes entre las reactancias transitorias del eje directo.
El dngulo del voltaje coincide con el angulo mecdnico relativo al marco de referencia
gincrona. El modelo dindmico para la méquina 7 est4 representado por ([4, 42, 21])!

(-5,' = W —wo
, 1
@ = g [=Ds (s = wo) +wo (P, — o)) (2.1)

: 1
E:;,- ﬁ-:z (Efi = ElB)'
donde . 2
Iq‘ = Z E’%B,-jsen (5, — 5_1) 3 Id.- == Z E‘,la B.;j COs (51 == 53)
=1

j=1
P.=EBE\l, Qu=E\ls, E,=F,+(Xe—X})I

Entonces, la representacién del sistema de potencia multimiquinas estd dada por

Ty = Tig
n
Ty = —ai@io+b— iz ), zBsen(zn — w51) 2.2)
j=1 :
. n
E3 = —ewi+d;i Y, zBijcos(Ty — 1) +w
j=1

1y éase anexo A para la descripcién de los simbolos utilizados en ¢l modelo matemstico del sistema
de potencia.



donde
D; Wo Wo X — Xy, 1
= arr b= SIr Pm = ] = T =
%= 3m, ¢ (21{,) iy A (2H,-) & A "=
son los pardmetros del sistema, y
T v T
[21{1.,33,;2,(3,‘3] = [Ei(t),w,-(t) — wo,Eqi(t)] (23)
representa el vector de estado, finalmente la entrada de control estd dada por
F. -
U; = T_{‘
&
por lo tanto
/ ) \
—Zin + b — cizig Zn: z3Bysen(zi — xj1) v
filz) = j=1 ’ gi=10 (2.4)

n
—eitiz +d; Z zj3Bij cos(zi — Tp)

/

Ahora, procedemos al disefio de una ley de control basagia en modos deslizantes con-
siderando como caso de estudio el sistema eléctrico de potencia cuya dindmica estd dada
por (2.2). Ademss, efectuamos un estudio comparativo con el disefio basado en pasivi-
dad presentado en [51, 41], mostrando el desempeiio de ambos algoritmos via simulacién
digital.

2.3 Diseno de Control en Modos Deslizantes

Considere la clase de sistemas no lineales descritos en el espacio de estados de la siguiente
manera

= f(z)+g(z)u  z(te) = =0 (2.5)
donde tp > 0, £ € B, C R™ es el vector de estados, u € R” es el vector de entradas

de control, f y g se consideran acotadas y sus componentes funciones suaves de z. B,
denota un subconjunto cerrado y acotado éen'[;rado en el origen.



Figura 2.1: Control de regulacion

El control basado en modos deslizantes para el sistema (2.5), lo disefiamos como sigue.
Consideremos la siguiente superficie de conmutacién no lineal de dimensién n—r, definida
por

o(z —z*) = (0,(z — 2%), .o, (z —2%)) =0 (2.6)

donde z* es el punto de equilibrio y cada funcién o; : B, x B, > R, i =1,...,r, es una
funcién C* tal que o;(0) =0.

El método de control equivalente (véase [13, 48]) es utilizado para determipar el
movimiento del sistema restringido a la superficie de conmutacién o(z — z*) = 0. La
existencia de un modo deslizante implica que se satisfaga

1. 6(z(t) =0
2. 0(z(t)=0Vt>t

Asi, de la regla de la cadena para sigma se tiene

[?] . gg] (@) + g()tg] = 0

es decir

- %] o = |32 ot
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por lo tanto ;
v = - 20| 55 (27)

donde la matriz [8c/0z]g(z) se asume no singular V z,z* € B,.
Para completar €l disefio de control tenemos

donde u., (2.7), actua cuando el sistema esta restringido a o(z — z*) = 0, mientras
que uy (control de regulacion) cuando o(z — z*) # 0. Consideremos nuevamente un
anglisis similar al efectuado para la deduccién del control equivalente del sistema (2.5),
sin embargo ahora, bajo la accién de control (2.8), es decir

. [oe].
&\ =8 72 &
[do ]
=~ 2] 1(0) + o(a) g + un]
[8a] -
= |3z {/(z) + 9(z)ueg} + [5;] g(z)un

ahora trabajamos fuera de la superficie de conmutacion, es decir o(x — z*) # 0, en este
caso el control equivalente no actua, de lo que se tiene

o= |52 storum

Por lo tanto, si uy se selecciona como
Oo -1 "
uy = — gg(x) L{z)o(z — ") (2.9)

donde L(x) es una matriz definida positiva (de dimension r X 7) cuyos componentes son
funciones no lineales reales acotadas y C? de z, tales que ||L(z)|| < p, ¥V & € B, para una
constante p > 0. Para ¢ se tiene

et )

= —Da)ofe=*)

(2.10)

ecuacién que describe el movimiento del sistema fuera de o(z —z*) = 0
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Las propiedades de estabilidad de o(z —z*) en (2.10) pueden ser estudiadas por medio
de la funcién candidata de Lyapunov

Viz—z*) = %O‘T(I} —z")o(z — 2")

cuya, derivada a lo largo de (2.10) satisface

ft

Ve-a) = ;[{-Hzole—2) oz —a%) + o"(z ~ 2*) {~Lfz)ofz ~ +*)}]

= —¢'(z—2")L(z)o(z—2*) <0 Vz,2°€B,
lo que asegura la existencia de un modo deslizante.

Nota 2.1 Un andlisis directo de la ecuacién diferencial (2.10) muestra que las trayecto-
rigs del sistema alcanzan la superficie de conmutacidn asintdticamente, pues la solucion

para esta ecuacidn esid dada por

oz —z*') =e X5 (x () —2%) Vit

es decir
fim o(z(t)—z*)=0

t-—s4-c0

Nota 2.2 Ademds, resulta sencillo verificar gue la condicion de alcanzabilidad [48] se
satisface para esta seleccidn de un (2.9), de (2.10) se tiene

oz — )76 = —o(z — z*)TL(z)o(z — z7)
por lo que o(z — z*)T¢ siempre es negativo, es decir o(z —z°)76 < 07

Basado en el control en modos deslizantes descrito antes, el control resultante esta
dado por )
-2y [250) + Laote - =) (2.11)
R 10z “ ‘ ’
Cuando el control compuesto (2.11) es aplicado al sistema (2.5), se obtiene el siguiente
sistema en lazo cerrado
&= fe(m; :L’*) +p(:c,a:*) (212)

2Recuerde que para el cdlculo de uy, o (z — %) #0
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donde i
flza%) = {1,9(,,.) B (%;-)}ffx)

pos) = -alo) [2a®)]  Lehota )

Ahora, para estudiar las propiedades de estabilidad del sistema en lazo cerrado (2.12),
introducimos la siguiente hipétesis

Hipétesis 2.1 [24] El punto de equilibrio z* de £ = fo(z,z*)} es localmente exponencial-
mente estable.

Por un teorema inverso de Lyapunov (ver [24]), fa hipdtesis 2.1 nos asegura la exis-
tencia de una funcién de Lyapunov V' (e) con e = 2 — z* la cual satisface las siguientes
desigualdades

oV (e
o sV el |22 < el
a.‘gie) {fe(e + :B"‘, g;‘) +p(e i x*,m*)} < —a "6"2 (213)

para o4, az, 03 y o4 constantes positivas.

Consideremos V' (e) como una funcién ca.ndidata de Lyapunov para investigar la esta-
bilidad del origen e = 0 (e punto de equilibrio del sistema (2.12)). De la hipétesis 2.1 y
la ecuacién (2.13), la derivada en el tiempo de V a lo largo de las trayectorias de (2.12)
satisface

V(e) < —as el (2.14)

entonces el sistema (2.12) es exponencialmente estable.

La funcién candidata de Lyapunov V' (2.13) es un instrumento para investigar las
propiedades de estabilidad del sistema en lazo cerrado (2.12) obtenido cuando el control
u (2.11) es aplicado. El siguiente Lema puede probarse usando el mismo razonamiento.

Lema 2.1 [24] Considere el sistema no lineal (2.5) para el cual se diseria un control
compuesto (2.7-2.9) tal que la hipétesis 2.1 se satisface. Entoncesel sistema no lineal en
lazo cerrado (2.12) es localmente exponencialmente estable.
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Nota 2.3 Puede obtenerse estabilidad asintdtica con m;a eleccion particular de la super-
fice de conmutacién o (z (t) — z*) sin la necesidad de la hipdtesis 2.1. Por ejemplo, si la
derivada en el tiempo de lo superficie de conmutacion es exactamente una forma normal
asintdticamenie estable, la cual puede obienerse mediante un cambio de coordenadas y
une entreda de control linealizante. Si el sistema es de fase minima, se puede verificar
que si aplicamos un conirol equivalenie ueg, las trayectorias del sistema en lazo cerrado,
son soluciones de la forma normal. El control adicional uy en este caso se usa para
proporcionar atraccién ezponencial o la superficie de conmutacion y como consecuencia

sumistrar robustes al sistema en lozo cerrado (Teorema de Lasalle [24]).

2.4 Control Hamiltoniano

A continuacién mostramos de manera breve el disefio de un control de excitacion,
usando la metodologia basada en una funcién de energia y en la estructura de sistemas
Hamiltonianos reportado en [51, 41].

Considere el sistema no lineal con multiples entradas y multiples salidas (MIMO),
expresado por las siguientes ecuaciones

T = f(z)+g(z)u
y = h(z) (2.15)

donde z € R™ es el estado del sistema, u € R™ es el vector de control e y € R? es el vector
de salidas. En este capftulo estamos interesados en la clase de sistemas que pueden ser
representados equivalentemente en una forma Hamiltoniana con términos disipativos de

la siguiente forma,

@)~ RN+ ey

i =
y =9 ('”)W (2.16)

donde los estados del sistema z son las variables de energfa, H(z1,...,2,) : R* — R
representa la energfa total almacenada y la estructura de interconexién est4 dada en la
matriz J(z) € R"*", la matriz g(z) € R™™  Ademss la matriz J(z) es antisimétrica,
es decir

J(=)=-J%(z) VzeR®
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y R(z) es una matriz simétrica no negativa que depende de z, es decir
R(z) =RT(z) >0 VYzecR"

La ventaja principal de trabajar con este tipo de sistemas, viene del hecho que la
funcién total de energia puede ser considerada como una funcién de Lyapunov para
estudios de estabilidad. Mds ain, de (2.16), obtenemos la ecuacién de balace de energia

7 ): GN):
& g ) tuy

con uTy como la energfa externa suministrada al sistema y ~—%R(m)% representando
la energfa disipada debido a los elementos resistivos. Como es bien sabido (ver (33, 46]),
la igualdad anterior establece las propiedades de pasividad en el siguiente sentido.

Definicidn 2.1 El sistema (2.5) es pasivo con respecto a la salida y = h(x) si existe una
Juncién suave no negative H(z), tal que H(0) = 0 y lo siguiente desiqualdad se satisface

H(z(t)) = H(x(0)) < ]0 uT(s)y(s)ds. (2.17)

Si ademads, el sistema (2.5) satisface la propiedad de detectibilidad enunciada en la
siguiente definicién

Definicién 2.2 [62] El sistema (2.5) es detectable estado cero si u(t) = 0 e y(t) = 0
vt > 0, ¢mplica que tlzrg z(t) = 0.

Entonces, es posible formular el signiente resultado, que es fundamental con relacién
a las propiedades de estabilidad para la clase de sistemas considerados aqui.

Teorema 2.1 [46] Consideremos la clase de sistemas definidos por (2.16). Asumimos
que el sistetna es detectable estado cero y que el hamiltoniano generalizado tiene un min-
imo local estricto. Entonces, se sigue que z* es un punto de equilibrio estable de las
dindmicas no forzadas. Mds ain, puede verse fdcilmente que para mantener el punio de
equilibrio asintoticamente estable, podemos considerar el siguiente control por retroali-

mentacion de salida
aHT

u=-—y= —QT(x)E-
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2.5 Aplicacion a Sistemas de Potencia

Introducimos ahora un sistema de potencia multimdquinas como el que se muestra en
la figura 2.4 (véase [21] para las consideraciones de este modelo matemético), a fin de
mostrar el desempeno del controlador basado en modos deslizantes. En este sistema,
consideramos el generador 3 como referencia (E); = constante = 14£0°). Bajo esta

consideracion, el sistema multiméquinas tiene la siguiente representacion en variables de
estado

11 = Z9
T = T2

1 . ’ T .
Tz = 2_H1 [—D1$12 “+.wo (Pm1 — Pe;)]

¢ 1 2.18

tyy = — [~Daxa+wp (Pma — Byl ( )
2H,

) 1

&13 = = (Bf —Ey)

dy

. 1
Tz = i (Efe o qu)

donde los estados son definidos como en (2.3), es decir, @7 = 61, 5 = b2, T2 = wy,

Top = wy, 213 = Bl y T23 = Ej;. Ademds, en términos de estas variables de estado, se

tiene
P, = zy3],, Iy = T3 Biosen (x11 — ®12) + Bissen (z1;)
P., =aply, Iy = z13Bmsen (212 — 1) + Bassen (z12)
Qe, = x13lay,  Iay = —[223B1z cos (z11 — x12) + Bizcos (zn1))]
Q., = x231a,, Iy, = — [213Bx cos (221 — 211) + Bas cos (212)]

E, =zi3+ (Xa — X3,) Iy

Ep =an+ (X —X3,) I
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Generador Generador
#1 #2

Figura 2.4: Sistema de potencia multimdquina.

2.5.1 Diseiio de Control en Modos Deslizantes
Control 1
Considere la siguiente superficie de conmutacién no lineal definida por

o(z,z*) = (o,(z,2%),0,(z,2°)" =0
donde

o (z,z*) = su{za — 7)) + si2(Te2 — Tj5) + si3(wi3 — 233) para i=1,2 (2.19)

z} = (2}, 2z}, &3) es el punto de equilibrio del sistema, (2.18).

Entonces, el control equivalente estd dade por -
Oo; 1 [8a;
Ueg, = — [a;gi(x)] [Efi(x)}

3
1
= —L ST + si2 (—aiifiz +b; — iz E z;3B;;sen(zy — 3"‘3'1))
i3 <

E =1

3
+si3 (_eiwia +d; Z T3 B;; cos(z;1 — 31;;1))

I=1
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Por otro lado, el control uy; resulta en

60‘«; — .
by = = [53—1_9{@)] Liw)od, o)

L.
_S_i; {sa(za — x}y) + sin(ziz — xh) + si3(Tiz — )}

donde L;i(z) = L; = constante. Finalmente, el control compuesto estd dado por

3
1 "
U = —— { 8i1Tiz + Si2 (—aia:az + b — iz )" zjsBisen(za — :cjl))

Si3 =

3
+853 (—ei-’b‘is +d; ziﬂjaBij cos(ziy — 51 ))

=t
+ Ly (sa(xa — 741) + silTa2 — o) + si3(2i3 — 25)) }

Asi, el sistema de potencia multiméquinas puede ser estabilizado alrededor de un

punto de equilibrio mediante la siguiente retroalimentacion

1
Y = —g {sazi + sz (—aiza+ b — i P.;) + 53 (—eiziz — dily,)

+L; (safzg — w{l} + sioTio + sia(Tis — k) )}

donde zj; = )
Observe que el control es expresado sélo en términos de las mediciones de las variables

locales, 1o que nos lleva a un esquema de control completamente descentralizado.
Control 2
Ahora, consideremos la siguiente superficie de conmutacién no lineal dada por
0,(z,%) = sufa + spfa + su¥y para i=1,2
donde &; = zy — 2}, por lo tanto para esta nueva superficie de conmutacién se tiene
o.(z,2%) = sazy — ) + 8022

- . . , (2.20)
+8i3 (——mxa + & — Ge3 Ej=1 %331’;58611(37:’1 — Zj1 ))
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un andlisis similar al efectuado para la superficie de conmutacién anterior (2.19) nos lleva
a un control en este caso dado por
-1
Ueqi = 3 SaTi2

8:3C¢ E :I:j3B,;jsen(zi1 -:le)
=1

3
=+ (Sz’2 — Siaaoi) {—(152'1'2 +b; — CiTi3 Z a:,-ngjsen(:Bﬂ = :Ejl)}
=1

3 3
—3i3C; Z zj3 Bijsen(za ~ ;1) {—Gimis +d; ZﬂijaBij cos(zq — le)}}
=1 j=1
al igual que para la superficie de conmutacién anterior, el control de regulacién uy, se
obtiene de maunera directa, asf €l controlador también en este caso, puede ser expresado
en términos de las mediciones de las variables locales como

1

= {~Lisa(za — 5) — Lisiamis — Lisis (—0iTia + b — & Ps,)
sisci]m

+suZi + si36iQe; + (812 — &) (~askia + b — ciPe;) + 513 (—&s%i3 — dila;)}

parat=1,2,yVz; € B,..

Nota 2.4 Los coeficientes si; j = 1,2,3 del controlador en modos deslizantes 1 (con la
superficie de conmutacidn (2.19)) deben seleccionarse de tal menara que la hipéiesis 2.1
se satisfaga.

Nota 2.5 Observe gue la superficie de conmutacion del controlador 2 (2.20),s0lo difiere
de la seleccionada para el controlador 1 (2.19), en el término zi3 — 3 por Zi . En esie
caso, cuondo s;1 son constantes positivas, lu superficie de conmutacidn puede verse como
una ecuacion diferencial de segundo orden para el dngulo de polencia 6;, asequrando la
convergencia del dngulo de potencia a su velor de eguilibrio, cuando las trayectorias del

sistema permanecen sobre la superficie de conmutacion.

Nota 2.6 El control equivalenie u., puede verse como un control linealizante, considerando
la dindmice del sistema equivalente a la dindmica lineal

s * - - =
O’(.’B,CB ) = 8:1%Ts + 8ip%Ts + Si3 Tii= 0
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El grado relativo de cada salida (dngulo de potencia) es igual a 3, por lo tanio el sistema
no tiene dindmica cero. Mas aiin, podemos hacer un andlisis de estabilidad mediante la
funcién candidata de Lyapunov V(z — z*) = 107 (z ~ z*)o(z — z*), sin la necesidad de

invocar la hipotesis 2.1

2.5.2 Disefio de Control Hamiltoniano

A continuacién, se presenta la ley de control basada en pasividad reportada en [51, 41]

mediante una funcién de energfa. El sistema de potencia multiméquinas se describe en

una representacién hamiltoniana que ademds resulta til para propésitos de estabilidad.
Consideremos el sistema (2.5) y la siguiente funcién de energia

d 3
i b; 1 e
J L UES (Ec—,m?z =1 a:ﬂﬂ 5% ;mstij cos(zi — 1) + ﬁmfz’.) (2.21)

Cabe mencionar con relacién a la funcién de energfa anterior, que en [52] los autores
presentan una funcién de energia similar a la dada anteriormente (2.21), pero para una
sola miquina. En el estudio que se presenta en este capitulo para el sistema de eléctrico
de potencia multimdquinas, la funcién de energia total se obtiene como la suma de la
energfa de cada mdquina del sistema [51]. Fn [52] los autores presentan un estudio para
la funcién de energia de un maquina.

Asi, la dingmica del sistema puede escribirse de acuerdo con la estructura de sistemas
de control Hamiltonianos con disipacién, como sigue

Ti 0 a 0
) OH
T | =| —a —aa; 0 a:c-+ 0 | uw (2.22)
o 0 0 d ' 1
donde
T 0 g 0\ . . {00 0
= | T Ji(z) = —a -0 0 ) Rilzy=| 0 —ciai 0 gi(z) =

Ti3 0 0 0/ . 0 0 4
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Sea (z}, %}, %%) el punto de equilibrio de (2.1), obtenido a partir de las siguientes
ecuaciones

* —
Ty = 0
3

—aizh + b — izl Y a3y Bysen(z] —x5) = 0 (2.23)
J=1

3
—€zs +d; Zm;:.}B”‘ cos(zl; —xj) +@% = 0
=1

Definiendo el control de excitacién constante como %;, se sigue que -

3 8
Uy = €;Tiy — dy Zaﬁ};B,j cos(xy — z5). (2.24)
=1

Abora, incluyendo el punto de equilibrio a la funcién de energia, se tiene

3
1 b,' & €; 3
H, = Z (5{;:.:5?2 - E‘_'(mil —zh) + ﬁ(i‘?zs k- 3?1'3)2)

=1

3 3 3
¥ E (a:,3 z3B;; cos(zyn — x51) + zi3 E 3 Bi; cos(z]; — a:;l))

i=1 =1 =1

Entonces, el sistema (2.22) se puede representar como

j)u 0 .G 0

‘ 0
: OH.
Tip | = —a —ca; 0 3 +1 0 |
: Ti .
i3 0 0 d& 1

H. es acotado por abajo, puesto que z;1 € [—m, 7], y V I > 0 el conjunto {z : He(z) < I}
es compacto. As{ H.(z) tiene un minimo local estricto en (3, 25, z%3)-

Por lo tanto, la ley de control la cual estabiliza el sistema de potencia multimaqguinas
ests dado por (véase (2.4) para las definiciones de las funciones f; y ¢:)

w; =4+ v
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dondc

OH,
—fal &
fzg’ ax,'

v =

i=1

3
¥ * % ez *
= —fi (— Y By [zj3 cos(ei — z1) — 235 cos(zh — z3,)] + E(m = $£3))

= —fi {I¢+Z$:3+ % (dszm%sCOS( a—Th) — 8:33:3)}

j=1

= —f; {Id'. + %3:,3 S %ﬂ,‘}

3
donde i = e;ufy — d; Y w3 By; cos(zl — 71)-
Pne,
Ahora, usando E, = E, + (X4, — X3) Igodi = (X, — X3,)/ TS, y & = 1/T2,, se sigue
1 : 2

€;
T XXy

Finalmente, el controlador puede ser expresado sélo en términos de las variables
locales medibles

2
|
Ee

1 1_
A (e AL

- a+fia ki Qe X
= Wb gk = (Xa — )(Vt‘+ Ve )

Qe Xa
Vi

donde® E, =V;, +

Como consecuencia, se tiene un controlador por retroalimentacién de salida descen-
tralizado.

Nota 2.7 El sistema de control Hamiltoniano (2.22) puede estabilizarse alrededor del
punto de egquilibrio usando diferentes técnicas de control, por ejemplo H, o controladores
mediante funciones de Lyapunov (control L,V ).  Ademds, un controlador por retroalimen-
tacion de salida saturada ha sido porpuesio en [51] a pertir de la representacién Haml-
toniana (2.22).

$Véase [51] para esta definicién de Eg,
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2.6 Resultados de Simulacién

A continuacién presentamos el desempefio de los controladores presentados en este capi-
tulo, el basado en modos deslizantes y el reportado en [51, 41] basado en pasividad via
simulacion digital, cuando eston fueron aplicados al modelo matemético del sistema de
eléctrico de potencia multimaquinas (2.18)

Los valores nimericos de los pardametros del sistema de potencia (en p.u.) estdn dados
en la tabla 2.1

Para esta seleccién de pardmetros, los puntos de equilibrio estables del sistema son

xil = 0.6654 3;;2 = 0 mia = 1.03
23 = 06425 z5,=0 23;=1.01

Los valores iniciales de las variables de estado son

£11(0) = 08  z12(0)=03 z3(0)=15
21{0) = 05  z92(0) =03 x3(0)=05

Los pardmetros para los controladores en modos deslizantes utilizados fueron
s11=sn=1 s12=82=2 sp=s3=10 Li=Iy=2.

En las simulaciones aquf presentadas, nos enfocamos principalmente en la compara-
cién del desempeiio mostrado por los controladores basados en modos deslizantes y Hamil-
toniano en lo que a tiempo de convergencia se refiere. Se asume que todo el vector de
estados del sistema y los pardmetros requeridos para la implementacién de las leyes de
control son conocidos.

Las respuestas del sistema obtenidas para las 2 estrategias de control presentadas en
este capitulo (modos deslizantes con las superficies de conmutacién (2.19) y (2.20) y el
esquema Hamiltoniano [51, 41]), las mostramos juntas para cada variable de estado, lo
cual nos permite hacer una comparacién més apropiada. El comportamiento del angulo
de potencia de los generadores se muestra en las figuras 2.5 - 2.6, de la velocidad del rotor
en las figuras 2.7 - 2.8, y para el voltaje transitorio en el gje de cuadratura en las figuras
2.9 - 2.10. Finalmente las leyes de control se muestran en las figuras 2.11 - 2.12. De
estas respuestas, podemos ver que variables de estado convergen al punto de equilibrio

correspondiente.
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Tabla 2.1: Parametros para el sistema de potencia multimdquinas

También, de las figuras se observa que el controlador en modos deslizante, con la
superficie de conmutacién (2.20) proporciona un mejor desempeio transitorio que el con-
trolador coun la superficie de conmutacién (2.19). Sin embargo, cuando los controladores
basados en modos deslizantes se comparan con el controlador Hamiltoniano, el contro-
lador en modos deslizantes presenta mejor tiempo de convergencia.

Con relacién a la magnitud de la ley de control, se percibe en las gréficas 2.11 - 2.12,
que el consnmo de energia no difieren mucho del controlador hamiltoniano,

0.9

T 1
—— Modos deslizantes 1
-~== Modos deslizantes
= Hamiltoniano

N

0.85

0.8

0.76

radianes

0.7

0.65

086 | oot -

1 1 1 .. L 1 b |
0.56 0 5 10 15 20 25 30 35 40

tiempo (seg)
Figura 2.5: Angulo de potencia del generador 1.
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1 T T v L = : 3
—— Modos deslizantes 1
=<+ Modos deslizantes 2
—— Hamiltonianio
. i
=4
=
]
bl
0.3 . ' L ; x - r
0 5 10 15 20 25 30 3% “
tiempo (seg)
Figura 2.6: Angulo de potencia del generador 2.
0.35 T T T T T E 3
—— Modos deslizantes 1
-~-- Modos deslizantes 2
oalll = Hamiltonianio 5
0.25 | ]
0zl 1
0.15 [
a.1 ]
0.05 |4 |
R TR LA
1 d 1 —t : = 7
0 5 10 15 20 L8 30 3 40
tiempo (seq)

Figura 2.7: Velocidad Angular del generador 1.
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T T T L] a S :
Modos deslizantes 1
+ess Modos deslizantes 2
—— Hamiltonianio
\ A 1 — v = 1
5 10 15 20 25 30 35 40
tiempo (seq)
Figura 2.8: Velocidad Angular del generador 2.
. T T T 7 L 1
Modos deslizantes 1
--=~ Modos deslizantes 2
= Hamiltonianio
| [ 1 L v L £
5 10 15 20 25 30 35 4

tiempo {seg)
Figura 2.9: Voltaje Transitorio en el eje de Cuadratura del generador 1.
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1_8 T T T T L] 1 I
—— Modos deslizantes 1
«ses Modos deslizantes 2
= Hzmiltonianio
186 )
14 3 |
12 E» |
3 3
o E
18 |
08 |- 1
0.8 i
04 1 1 L ; — —aE
“0 5 10 15 20 25 30 35 .
tiempo (seg)

Figura 2.10: Voltaje Transitorio en él eje de Cuadratura del generador 2.

T T I
' —— Modos deslizantes 1

«+++ Modos deslizantes 2
— Hamiiltoniano

1 NNED L L

Y L R T

.3 J | 1 1 L] 1
10 15 20 25 30
tiempo (seg)

Figura 2.11: Leyes de control aplicadas al generador 1.

35 40



28

s 1 T 1 T T 1§ I

—— Modos deslizantes 1
-+++ Modos deslizantes 2
7F — Hamiltonianio H

magnitud
w
T
|

L 1 1 1 A

15 20 25 30 35 40
tiempo (seg)

Figura 2.12: Leyes de control aplicadas al generador 2.

2.7 Conclusiones

En este capitulo se desarrollé una estrategia de confrol no lineal basada en la técnica de
modos deslizantes para una clase de sistemas y esta ley se aplicé a un sistema eléctrico
de potencia multimdquinas. Se consideraron dos superficies de conmutacién para esta
estrategia control, y los resultados obtenidos mediante simulacién digital, mostraron
buenos resultados en lo que a tiempo de convergencia se refiere. Ademds se mostré
que estas leyes de control son descentralizadas, es decir se pueden implementar s6lo con
mediciones locales, Finalmente, con el fin de ilustrar el desempeiio de la ley de control
mediante modos deslizantes desatrollada en este capitulo, se hizo una comparacién de
este esquema con el controlador basado en pasividad (control hamiltoniano) reportado
en [51, 41].

Por otro lado, es bien sabido que gracias a los avances tecnolégicos, la mayoria de las
estrategias de control son aplicadas al proceso real, mediante una computadora digital.
Ademss, las senales obtenidas son procesadas mediante tarjetas digitales, lo que da lu-
gar a seflales de naturaleza discreta. En el siguiente capitulo abordamos el estudio de

algoritmos discretos que tomen en cuenta estos aspectos.



Capitulo 3

Sistemas Discretos

En este capitulo, se retoman los trabajos presentados en [1, 34], donde los autores pro-
ponen dos leyes de control en tiempo discreto, una basada en linealizacién por retroal-
imentacién de estado, y la otra mediante la técnica de modos deslizantes. Ademds en
el trabajo reportado en [19], el autor presenta un algoritmo de estimacién del estado
en tiempo discreto para cierta clase de sistemas no lineales. Dando continuidad a estos
trabajos, en esta parte de la tesis se presenta un anélisis de estabilidad en lazo cexrrado
cuando la ley de control es implementada mediante 10s estimados del observador, es decir,
la ley de control propuesta mantiene las trayectortas del sistema estables en una vecindad
suficientemente pequeiia. A

Por otro lado, puesto que los algoritmos desarollados y el andlisis de estabilidad efec-
tuado, se presentan para una clase de sistemas no lineales discretos, obtenidos mediante
discretizacion tipo Euler, presentamos ur estudio denominado estabilidad practica, en
donde se muestra que a pesar de no tener una discretizacidon exacta para el sistema
dindmico, es posible esperar estabilidad seleccionando un tiempo de muestreo suficiente-
mente pequeno.

3.1 Introduccién

El control es un aspecto de primordial importancia para el desempefio adecuado de
un sistema dindmico. En muchas aplicaciones, lo que se desea ¢s disenar este control
considerando los datos experimentales con los que se cuenta y el conocimiento fisico del
propio sistema. En los tltimos aiios, el coritrol y la observacién de sistemas no lineales
ha atraido la atencién de muchos investigadores. Sin embargo, conviene recordar que
en la gran mayoria de los casos, todos estos algoritmos desarrollados para propdsitos de
control o monitoreo, son implementados mediante computadoras digitales. Por lo tanto,
parece natural la idea de desarrollar controladores en tiempo discreto a partir de los datos
muestreados, obtenidos mediante tarjetas de adquisicién de datos (convetidores A-D).
Se han propuesto varios métodos al respectd. Uno de ellos, el cual es conocido como el
método de emulacion, considera un modelo matemético para una planta en tiempo con-

tinuo y para la cual se disena un controlador en tiempo continuo, entonces e} controlador

29
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se discretiza y se aplica al sistema mediante los muestreadores y retenedores apropiados
[43].

Un segundo método consiste en disefiar un controlador en tiempo discreto, a partir
del modelo discreto exacto de la planta. Sin embargo, es bien sabido que obtener la
discretizacion exacta para un sistema no lineal (incluso para algunos lineales) resulta
practicamente imposible. Debido a este gran inconveniente, se ha optado por utilizar
modelos matematicos a partir de discretizaciones aproximadas. Uno de los esquemas
mas simples y conocidos es la discretizacion tipo Euler [43, 39].

Una pregunta obvia a este respecto seria: jPreserva la estabilidad de un sistema
continuo, un controlador obtenido a partir de una discretizacion aproximada (Euler)?
Trabajos como el reportado en [39] muestran que bajo ciertas condiciones, tal como un
tiempo de muestreo suficientemente pequeno, es razonable esperar estabilidad en sen-
tido semiglobal y practico para sistemas que son controlados a partir de aproximaciones
discretas.

En este tipo de trabajos salta a la vista la importancia de seleccionar de manera.
adecuada el tiempo de muestreo, de hecho en [37, 25] los autores muestran ejemplos de
funciones y sistemas de bajo orden (algunos lincales), donde la discretizacion aproximada
(sistema sin algoritmos de control u observacién) da lugar a un sistema discreto inestable,
cuando en realidad el sistema continuo del que se procede es estable.

Ademads, cabe mencionar que cuando no se dispone de todos los estados del sistema,
resulta muy dificil implementar un algoritmo de control. Para resolver este problema,
comunmente se utiliza un observador. Y cabe mencionar, que para la clase de sistemas
gue tratamos en este capitulo (no lineales discretos), el desarrollo de observadores sigue
siendo un problema abierto (36, 11].

Asi, en esta tesis nos enfocarnos en el estudio do la clase de sistemas no lineales dis-
cretos, que tienen una estructura linealizante por retroalimentacién de estado (feedback
linealizante), (véase [19] para la deduccién de este tipo de estructuras). De hecho, a
este respecto es interesante mencionar que la discretizacién mediante el método de Euler
preserva la estructura de esta clase de sistemas [38].

Nuestra principal contribucién en este tral;ajo; consiste por un lado en un estudio
de estabilidad para la clase de sistemas no lineales discretos estudiados en este capitulo,
bajo la accidn de una ley de control discreta [1] implementada mediante los estimados de
un observador también en tiempo discreto [19).



31

Por otro lado, se presenta un anélisis sobre la validez y el efecto en la estabilidad
del sistema, cuando los algoritmos de estimacién del estado son desarrollados a partir de
sistemas discretos aproximados (en este caso discretizacién tipo Euler), andlisis comun-
mente denominado estimacién préctica.

3.2 Descripcion del Problema

La clase de sistemas no lineales que consideraremos én esta tesis, es la descrita mediante

una discretizacién tipo Euler expresada de la siguiente manera. !

2(k+1) = Aa(k)+7B{a(z(k)) + Ble(k))u(k)}

y = Cz(k)=z.(F) 3.1)
donde
1 7 0 0 1 0 0
L O A . -G 0
A =I+74A)= L A = =118
0o - T 0 0 .1 :
0 0 .--1 0 0 ---0 1

asumimos ademas que B(:I:(k)) #0 Vaz(k) e R\ VEe€Z.

Ahora nuestro interés se centra en €l estudio de un observador .ciue permita la imple-
mentacién de una ley de control, tal que las trayectorias del sistema (3.1) bajo la accién
de esta ley de control sean estables. O dicho de manera més formal, en el estudio de un
esquema control-observador tal que la siguiente propiedad para el sistema en lazo cerrado
se preserve.

Definicién 3.1 (Estabilidad Exponencial Uniforme) [30] Decimos gue el sistema
discreto £E(k+1) = F.(k,£(k)), sujeto a la condicidn iniciel €(ko) = &, es uniformemente
exponencialmente estable, si existen constantes ay, a2, Tmax > 0 tal que para cade v €

(0, Traax) ¥ Ar > 0, las stguientes relaciones se satisfacen

léll <ar = [€E)]| € azlléolle™ ") ¥ k>ke 20 (3.2)

12 euter (k) deberia ser la notacién adecuada para la discretizacién tipo Euler de z(t) Pero, por sim-
plicidad utilizamos (k)
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st ademds (3.2) se satisface para toda £ € R, entonces decimos gue el origen del sistema

es globalmente uniformemente exponencialmente estable 2

La definicién anterior resulta muy 1til para sistemas en tiempo disctreto puesto que
impone un limite a los sobreimpulsos (overshoots), el cual es uniforme con respecto a las
condiciones iniciales y el tiempo de muestreo. Mds aun, en el caso particular cuando A; es
proporcional a 7, esta propiedad (3.2) garantiza que el modelo en tiempo discreto ezacto
es (globalmente) asintéticamente précticamente estable, esto significa que las soluciones
tienden a una vecindad arbitrariamente pequefia cuyo tamano es independiente de 7 y
puede hacerse tan pequena conforme Ty, disminuye.

Con relacién 4 lo anterior, sugerimos se vea [39] en donde el autor da una definicién
mds dctallada, estableciendo estabilidad asintética practica para sistemas no lineales en
tiempo discreto ezactos a partir de la estabilidad asint6tica uniforme prictica de sistemas
en tiempo discerto aprozimados.

Por otro lado, con el objeto de poner a disposicién del lector los antecedentes necesar-
ios para el estudio de estabilidad que se efectuard, presentamos nuevamente los resultados
reportados en [1, 19] referentes a la implementacién de una ley de control y un algoritmo
de estimacién, ambos en tiempo discreto. Presentamos ademss las pruebas de ambos

resultados buscando un poco més de claridad en la exposicién de los mismos.

3.3 Ley de Control Linealizante

Para el sistema no lineal en tiempo discreto (3.1), la ley de control propuesta para
estabilizar las trayectorias del sistema estd dada por

u(k) = B~ (@(k)) w(z(k)) — a(z(k))] (3.3)
donde *

v(z;(k)) = —FQuu(k)
Q = diag(ﬁ“ g p) para p>1 (34)
7!

(n — p)!p!

2Véase la seccién B.1 del anexo B, para una explicacién mss detallada sobre esta definicién
3En las siguientes expresiones n denota el orden del sistema

F = (0}3 CL ... C,’;“) con CP=
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Por lo tanto, el control (3.9) aplicado al sistema no lineal discreto (3.1), resulta en

sk +1) = A(k) +7B {alw(k) + Ble(k)B (a(k)) [-Fa(k) — alz(k)]}
= (A, — TBFQ,)x(k)

Antes de proseguir, presentamos un lema, el cual nos resultard util para el anélisis de
estabilidad.

Lema 3.1 [1] Existe un tiempo de muesireo mérimo tpmay > 0 suficientemente pegueiio,
tal que el sistema (3.1).en lazo cerrado bajo la accion de la ley de conirol (3.9 - 3.4)
es (globalmente) unifonﬁemente ezponencialmente estable con ). proporcional e T €
(0, Tmax) para todo p > 0 tal que prax € (0,1)

Prueba

Considere ¢l siguiente cambio de variable
(k) = Qpz(k) (3.5)
entonces resulta

ﬂ(k + 1) = Q,,a:(k <+ 1}
= QA — TBFQ,)Q; (k)
= (AR, —TQ,BFQQ (k)

y debido a las siguientes propiedades (ver B.3, en anexc B)
QA =1+ 7pA, Q,B = pB
se {iene

Mk+1) = (I+7pA—TpBF)n(k)
= (I+7.(A-BF)n(k) T1p=1. (3.6)
Acn(k)

donde A, = I +.(A — BF) (ver declaracién B.1 en anexo B)
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Figura 3.1: Ley de control mediante retroalimentacién de estado

3.3.1 Anaélisis de Estabilidad (sistema - control)

A continuacién, se presenta un anslisis de estabilidad para el sistema en lazo cerrado
(sistema (3.1) con control (3.9)) (véase figura 3.1), para ello se considera la siguiente
funcién candidata de Lyapunov

V(n(k)) = 7" (k)Pn(k) (3.7)
entonces resulta

AV(q(k)) = 77(k+1)Py(k +1) — n" (k) Py(k)
= [An(R)]" PJAcn(k)] — 0" (k) Py (k)
= 77 (k)(ATP.A. — P)n(k)

haciendo uso de (B.5) (véase anexo B), se tiene
AV(1(8) = =1 (8) Pn(l) = (1 = 225" (R)E Fh)
puesto que %,E (0,1) (ver declaraci6n B.1), entonces |
I-7)<l =(1-7)"<l =71-7)"<l1 (3:8)
por lo tanto

AV() S~ (k) PonCh)
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Ademés, para la funcién de Lyapunov (3.7) se tiene AV (1(%)) = V (9(k+1)) V(7 (%)),
por lo tanto

Vin(k+1) - V(nk) < —Vink)
Vinlk+1)) . < V(nk)) — 1.V (n(k))
< (1—7)V (k)

lo que finalmente resulta en

V(n(k+1) < (1~9)"V (n(k))

O

Con ello concluimos estabilidad exponencial para las trayeciorias del sistema (3.1)
bajo la accién de ley de control linealizante (3.9).

3.4 Estimacion del Estado

Ahora, se presenta el observador discreto para la clase de sistemas (3.1) reportado en [19)

2(k+ 1) = A,2(k) + mBloe(k)) + B(B)u(k)] + rAF7 K[y(k) = 9(k)]  (39)

donde
Ay = diag(% 515 01_") para 0 >1
K 1 2 1 n! 3 10
= col(Cl €2 - Cr) eon 2 L — (3.10)
y el término 7A; K representa la ganancia del observador.
Si definimos el error de estimacién en este caso coma
e(k) = z(k) — z(k) (3.11)

entences, la dindmica del error resulta en

ek +1) = Ara(k) + rBloz(k)) + Blz(k)ulk)] + A7 Ky(k) — 5()
 ~[A(k) + TB{a(a(k)) + B)u(k)}]
e(k+1) ="Arla(k) = 2(k)) + TBlo2(k)) — oo (k)) + {B((K)) ~ Blak)}u(k)
+r A K Cla(k) — 2(k)}
= (A — A KC)e(k) + TBlo(2(k)) — ala(h)) + {B(z(k) — B@(R) Ju(k)]
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y a partir de (3.11), 2(k) se define como z(k) = e(k) + z(k), por lo que la dindmica del
error queda expresada como

e(k+1) = (A, —71A;'KC)e(k)
+7Blede(k) + z(k)) — ez (k) + {B(e(k) + 2(k)) — B(=(k)) }u(k)]
Ademds, definiendo el siguiente término
¥, (e(k), u(k)) = ale(k) + z(k)) — alz(k)) + {B(e(k) + x(k)) — B(z(k)) tu(k),

finalmente se tiene
ek +1) = (A, — TA; K C)e(k) -+ 7BY,(e(k), u(k)) (3.12)

Hipétesis 3.1 La funcidn ¥,(e(k),u(k)) a lo largo de las trayectorias de (8.1) y (8.12),
bajo la necidn de una entrada de control admisible u(k) satisfoce

| B, (e(k), u(k))]| < byle(%)]]

Nota 3.1 Observe gue la hipdlesis anterior se satisface si, pare cada conjunto compacto
X y definiendo U, = {u € R* : u = 87 (z(k))[v(z(k)) — e(z(k))],z € X}, eziste una
constante by > 0 tal que | BY,(e(k),u(k))|| < bille(k)||, z(k) € X y u(k) € U, para todo
T E(0, Troax) ¥ para todo k> ky >0

Lema 3.2 [19] Asuma que el sistema (3.1) satisface la hipdtesis 8.1. Entonces existen
Tmax > 0 suficientemente pequerio § O > 0 suﬁciénteﬁwﬁte grande tal que el error de
estimacidn (3.12) es globalmente uniformemente exponencialmente estable con A, pro-
porcional a 7 € (0, Trax) pora todo 0 > Onin tal que OpinTmax € (0,1)

Prueba

Definiendo la siguiente transformacion de coordenadas
e(k) = Age(k) (3.13)
la, dindmica del error se representa en las nuevas coordenadas como

e(k+1) = Age(k+1)
= Aof(Ar — 7AF K C)e(k) + TBUo(e(k), u(k))]
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y a partir de (3.13), e(k) queda definido como e(k) = Az'e(k), por lo que la ecuacién
anterior resulta en
elk+1) = Ag[(4r — TA'KC)A e(k) + 7B (Ay e(k), u(k))]
= (ApA A — TKCAG e(k) + 1D BY, (A7 e(k), u(k))

Considerando las siguientes propiedades (ver (B.4), en anexo B)

DA A" = T + 704, CA;' =8C, ApB = elnB

e(k+ 1) se reduce a
e(k+1) = (I+70A~r0KC)(k)+ 55 LB, (A e(k), ulk))
= (I+79{A - KC))e(k)+ g—,,-Bw,,(Agls(k),u(k))
definiendo
o =10 (3.14)

y puesto que I +v,(A —~ KC) = A, (ver declaracién B.2, anexo B), se tiene que

e(k+1) = Ag(k) + 5 L BU,(A7 e(k), u(k))

3.4.1 Analisis de Estabilidad (sistema - observador)

A continuacién, se presenta un anlisis de estabilidad para el sistema en lazo cerrado
(sistema (3.1) y observador (3.9)) con el fin de mosirar la convergencia del error de
estimacion (3.11) (véase figura 3.2). Para ello se considera la siguiente funcién candidata
de Lyapunov

V(e(k)) = €7 (k) Poe(k) . (3.15)

la cual resulta en * - .

A(V(e(®))

I

[Aezti) + Bxp] . [4 oa(k)+ 7BU,| — (k) Pee (k)
= T(lc)A'fP.,Aoa(k) % FsT(k)AfP‘,Bill., + o UT BT A (k)

55 ¥s BT Py BY, — &7 (K)Poc(k)

= el (k)(ATP,A, — P)e(k) + -ﬁn—TeT(k)AfP.,BlPo | B, ||e,

9211 I
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u [« |
—=  Sistema >
L B d
y A
Observadorwl A E‘t :
T, stado
Estimado

Figura 3.2: Estimacién del estado

haciendo uso de (B.6)} (ver anexo B) resulta

AVElE) = () (1P 11~ 1)°C7C) (k) + 22T () AT P BT, + BVl

e

y de manera similar a (3.8), puesto que v, € (0, 1), se tiene que

=< L -1} <H Yol T | (3.16)
por lo tanto
AV(e(k)) = ~re (k}Pe(k) + gme” (k) A, FBYs + gzl BYollr,

= eI + Al Bz, + B,
Ahora, recordando las siguientes propiedades para, el error de estimacion (3.11)
e(k) =Ag'e(k) = |le(B)l = 185"(®) < A7 M@ < O™ lle(k)  (3.17)
resulta que (véase hip6tesis 3.1)
1Bl < billek)| < 8:6™le(k)| (3.18)
y de (B.6) se tiene que

ATPofa—Po = —1,Po —7,(1—7,)"CTC
A:Pvo = ¢! - Yo)Po — 7,(1 - 70)1101‘0

4En esta parte del anlisis, por simplicidad utilizamos ¥, en lugar de W,(A; e(k), u(k))
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premultiplicando por ef(fc) y postmultiplicando por e(k), tenemos

T (R)ALPAJe(k) = €T(R)(1 —7o)Po — 1o(1 — 7,)“C* Cle(k)
lAe®)I7, = (1—)lle®IE — (1 —v,)"ICe(R)|?
< A-1)lE®IR
lle()I%,

Il

IA

de lo que finalmente se obtiene
lAoe(k)l| e, < lle(k)|p, (3.19)
Utilizando los resultados anteriores (3.18 - 3.19), se tiene
2 27 n 7-2 2 n2n 2
AVER)) = —volle®)llz, + gz lle(®)lrbbe()lr, + b6 le(®)lR,
< ~Tolle(®)F, + 2orrlle(k)E, + 37 lle (k)12
puesto que y, = 70 (3.14), obtenemos

AWV (e®)) < ~rblle®)lz, + 2br7lle(R)IZ, +bille(®)],
< ~7(8— 26y — BiT)le (k)

—_

Definiendo § := @ — 2b; — b7 y i 0 < 76 < 1, resulta

A(V{ek) < —rolle(R)]Z,
< —76V(e(k) (3.20)

y recordando la forma de la funcién de Lyapunov (3.15) se tiene

Vie(k+1)) - V(ek) < —76V(e(k))
< (1 -78)V(e(k))

o de manera equivalente
Vielk+1)) < (1 = 78)"*"'V(e(ko)) (3.21)

a

De este modo concluimos convergencia exponencial para el error de estimacién (3.11),

es decir, los estimados del observador discreto (3.9) convergen de manera exponencial a
los estados del sistema (3.1).
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3.5 Esquema Control - Observador (Anilisis en Lazo
Cerrado)

A continuacién presentamos uno de los resultados principales de este capftulo, un anélisis
de estabilidad para el sisterna completo (sistema - observador - control).
Despues de haber andlizado la estabilidad para:

1. Las trayectorias del sistema (3.1) bajo la accién la ley de control (3.9) (véase [1])

2. El error (3.11) en la estimacién de los estados del sistema (3.1) mediante el obser-
vador (3.9) (véase [19])

Unimos los resultados de tal manera que la ley de control discreta por retroali-
mentacién de estado (3.9) se implementa mediante los estimados del observador (3.9)
al sistema, (3.1) (véase figura 3.3).

Asf, se establece el siguiente resultado.

Teorema 3.1 Para el sistema 1o lineal en tiempo discreto descrito por (3.1)

z(k+1) = Asz(k)+ 7B{a(z(k)) + flz(k))u(k)}
y = Cafk) =ik

bajo la hipdtesis 3.1, la ley de control por retroalimentacién del estado (3.9) basada en el
observador (3.9)

ulk) = B (2(K))lv(2(k)) ~ of (k)]
2k+1) = Arz(k) + 7Blo(2(k)) + Bz(k)yulk)] + 785" K(y(k) — §(k)]

hace que el origen del sistemea (x,2) = (0,0) en lazo cerrado sea uniformemente expo-
nencialmente estable.

Prueba

El teorema anterior se verifica si y solo st el origen en la dindmica del error de estimacién
y del observador (e, z) = (0,0) es exponenciall-nente estable. Y en vista de lo hecho en
los lemas 3.1 y 3.2, podemos concluir que sélo es necesario probrar que el origen de la
dinamica del observador bajo la accién de control, es decir

2(k +1) = Arz(k) + 7Ble(z(k)) + Blz(k))u(k)] + A5 K[y(k) ~ §(k)]



41

4
Y %
_| Observador Estado
u 3 Estimado
Control ﬁ,
Ay -
u(x)

Figura 3.3: Estimacién del estado

es (globalmente) uniformemente exponencialmente estable.

Para probar esto ltimo hacemos uso del lema B.1 (véase anexo B}).

Por lo tanto, procedemos a calcular las cotas segiin (B.7) para £ = (e, ), € Inici-
amos con |lef). Del lema 3.2 (3.15 y 3.21) y la definicién 3.1 se sigue que Jle(k)[|lz, <
le(ko)|| e3¢0, es decir ||e(k)||e, < lle(ko)]|z,, ¥ por lo tanto de (3.15)

[|Ase(®) |2, < (|Ase(ko)ll~,
(3.22)

\/ET(k)AgPoAge(k) < \/eT(kg)AoPoAge(ko)
puesto que Ay es una matriz diagonal (véase (3.10)). Ademss si B, = AgP, /o, resulta

VT (R Pre(k) < /e (ko) Pre(ko)

le(®) Iz < lle(ko)lls;

finalmente por equivalencia en norma [27, 24], tenemos

lle(F)| < aslletko}l (3.23)

donde a4 es una constante positiva.

También del mismo lema se observa que AV (g(k)) < —16V(e(k)) (3.20), entonces
evaluando la sumatoria desde k; hasta infinito en ambos lades de AV (e(k)) < —67|e(k)|1%,,
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se sigue que
D AV(e(k) < —61 Y [le(R)lI?,
k=kg k=ko

Sin embargo, para la primera sumatoria se tiene °

S AV(E(K) = AV(e(ha)) + AV(e(ko+ 1) + AV(elky +2)) + -

- = V(e(ko +1)) — V(e(ko)) + V(e(ko + 2)) — V(e(ko + 1))
+V(e(ko+3)) — V(e(ko+2)) +---
= —V(e(ko)) + V(e(c0))
es decir ® -
~V(e(ko)) < kz,; AV (e(k)) (3.24)

de lo que resulfa

~V(elko)) < —6r % lleB)l,

k=ko

&3 lle(®lp, < Vielko)
k=ko
de la definicién para la funcién de Lyapunov dada en (3.15) evaluando en k = kg

o1 les(k)llzp., < le(ko)li%,
k=ko

Sk, S ol (3.25)
k=ko

% 1/2
(Z ue(k)u%,) < '\/1?;"5(-1‘30)“1’0
k=ko

hecho del que concluimos que el error de estimacién estd acotado (siguiendo un desarrollo
similar al efectuado en (3.22)-(3.23)).

Ahora analizaremos la dindmica del observador propuesto (3.9) bajo la accién de la
ley de control (3.9) en términos de los estimados, es decir

2k +1) = Acz(k)+7Ble(2(k)) + B(2(k))u(k)] + A7 K[y(k) — §(k)]

5Escribimos V(e(c0)), haciendo un abuso en la notacién
6Recuerde que por definicién, todas las funciones candidatas de Lyapunov son positivas
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u(k) = F (z(k)[w(z(k)) — a(z(k))]
entonces

z(k+1) = Arz(k)+ 7Bla(z(k)) + B(2(k))B~" (2(k)) [ Fp2(k) — o(2(k))]]
+7A Kly(k) — §(k)]
= (A, —7BFQ,)z2(k) + A7 K Ce(k)

de (3.13) tenemos que e(k) = A;e(k), por lo tanto
2(k+1) = (A — TBFQ,)z(k) + TA; ' KCA e(k)
Mediante la siguiente transformacién de coordenadas
a(k) = Q,z(k) (3.26)

se tiene que
o(k+1) = Q|(A, — TBFQ,)z(k) + TA; ' KC A e(k))
a partir de (3.26), z(k) queda definida como 2(k) = 2, ¢(¥), lo que resulta en
o(k+1) = QA — TBFQ)Q o (k) + r A7 KON e (k)]
= QA" — 7Q,BF)o(k) + 7,4, KCA; (k)

recordando las propiedades de €2, (B.3), tenemos
a(k+1) = (I +7pA—7pBF)a(k)+ QA" KCA; (k)

= (I +7{A~ BF}o(k) + 10,0 KCAG (k)
= Aco(k)+ A0 KCA 1e(k)

donde v, = 7p (véase (3.6)) y Ac = I +7.{A — BF} (ver declaracién B.1, anexo B)

3.5.1 Anaslisis de Estabilidad

A continuacion, presentamos un an4lisis de estabilidad para el observador. De modo que
definimos la siguiente funcién de Lyapunov

V(o (k)) = o" (k) Peo(k) (8.27)



obteniendose

AV (o (k))

i

[Aco(k) + TR0 KCAG e ()]T Pu[Aco(k) + 9,05 L KCAG e (k)]
—oT (k) Peo(k)

= 0T (k)AL PeAo (k) + 107 (k) AT BQ,A7 KC A e(k)

+7eT (k)Ag ' CTKT A Q, P, A o (k)

+7e (k) A5 CT KT Mg ' Q, P2, 07  KC A te(k) — o7 (k) Peo (k)
o7 ()| A% P.A; — Po(k) + 2ra™ (k) AT P.Q,A7 K CA Ye(k)
+72eT (R)AF ' CTKTAF'Q,P.O A KC A, e (k)

il

Ahora bien haciendo uso de (B.5), resulta que

AV(o(k) = 0" (B)[~7.P:~7{l — 4. )"FF |o(k)
+2707 () AT PO, AV K C A e (k)
+r2  (K) A 'CTKT A ', P, A KC A e(k)
De las propiedades de 7, (ver (3.8)), se obticne
AV(o(k)) < —.0° (k) Po(k) + 217 (k) A, ' CTKT 850, P Aco(k)
+77% T (k) A CT KT A 10, PSL,AT K C A e (F)
Ao, + 27l Ao ()| nlR87 KCAG 2 lle(®)]l .
+elleB) IR I1RA5 KCAG %,

IA

Definiendo
N := QA" KCA e - (3.28)

y empleando el hecho siguiente (véase (3.19) para una deduccién similar)
lAco(BMlp. < llo(k)le.
obtenemos
AV (o (k) < ~vcllo(R)I3, + 2rNllo®)]| .lle(®)l 2. + > N2|le(k) 2.
Ahora, haciendo uso de la siguiente desigualdad

22y < &° 432 (3.29)
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donde en nuestro c¢aso seleccionamos

z = /TN||e(k)]| 2, y = V7llo(k)||.

se tiene
2rN|le(®)||.llo (k) ||z < 7N3|e(k)||3, + 7llo (k)%

lo que aplicado a la expresién que nos ocupa, resulta en
AV (a(k)) < —vllo®)lF, + TN NeB) IR, + Tho®)IE + 7N [le(®) %
Sin embargo, puesto que 0 < 7 < 1, se tiene
<T

Ahora bien, aplicando al dltimo término del lado derecho, junto con el hecho de que
7. = Tp (3.6), resulta

AV(o(k)) < v llo®)lE, + TN e, + rllo Bk + TN (le®)]I2,

< —rpllo(®)li, +2rNe(R)IE, + o (k)%
< =rlp=Dllo(®)|z, +2rN?|le(®)|2,

Por otro lado, evaluando la suma de ky a co en ambos lados de la desigualdad
o o o0
S AVe®) < -rlp-1) Y lo®@IE, + 278 Y @),
k=ko =k k=ko
Pero de acuerdo con (3.24), se tiene

~V(o(ke)) < ~r(p—1) Y llo®B)iz +2rN* )" lle(k) I,

k=ko k=ko

o—=1) Y lle®E < Vio(ke))+27N* 3 |le(R)[2,

k=ko k=ko
S o)l < ——— (V(aaeon +2082 3 (R,
Card 7(p—1)

=ko
Recordando la expresién que se obtuvo en (3.25) y la definicién de la funcién de
Lyapunov dada en (3.27), resulta

IA

o0

3 Wtk 5 =g (Hooll, + et

= (p



Ademds, si p > 2, lo que estd dentro de los valores admisibles pera p (ver (3 4))

D etk < (1 o (ko). + asfle(ko)17,)

k=ky

2
donde as = —— y de las definiciones dadas para transformacion (%) ¥ o (k) (vase 3
e 3.13

¥ 3.26), obtenemos
~ (I9=(R0)l, + asll Aselko),)

> Ik <
k=kg
3 ! (et +§§Ile(ko)llic)

PZ"Z”»Z(k)H}z% < =
k—ko
= 1
St < 7 (Il + gl
< 2 (latho), + aolleCha)l)

n}2 1
on a5 = % Si el producto (#p")” es lo suficientemente grande ty] Weag < 1

expresién anterior puede expresarse como

DB (1=(ia) i, + fetholl) < 7 ~leChapyz,
donde ¢ = (e, z), como se defini6 en la prueba del teorema 3.1

Finalmente, se obtiene

o 1/2
( >, IIZ(‘:)I&) fllf(ka)ﬂa

f=ky
a

Con esto demostramos también que el observador est4 acotado
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3.6 Aplicacién (Robot de Unién Flexible)

Ahora, aplicamos los resultados presentados en las secciones 3.3y 3.4 al modelo matemético
de un robot manipulador con unién flexible.

3.6.1 DModelo Matematico

Las ecuaciones dindmicas para el brazo robot con un solo eslabén y una articulacién del
tipo rotacional que actua sobre un plano vertical estdn dadas por [31]

Jidi + Figr + k(g1 — @) + mglsen(gs) = 0
InGz+ P — k(g —g2) = u
¥y = q

donde ¢; ¥ ¢o son el desplazamiento del %labon y del rotor, respectivamente. La inercia
del eslabén es J;, 1a inercia del rotor Jo,, s constante de elasticidad k, 1a masa. del eslabén
m, la constante de gravedad g, el centro de masa I y los coeficientes de friccién viscosa
Fy y F,, son pardmetros constantes positivos. La variable de control u es el par aplicado
al motor. Considerando que sdlo la variable ¢; es medible, u se disena de tal manera que
la variable ¢; siga una referencia deseada g, ({). Suponemos ademés que los pardmetros
del sistema son conocidos.

Definiendo las varisbles de estado de la siguiente manera

Ei=q, &=d, &=q@ &=4g¢

el modelo en términos de las variables de estado resulta de la forma

§-1 = &
€-2 = "?‘52 mglseﬂ(fl) - —(51 53)
‘ (3.30)
5.3 = &
. k i
& = _%7‘:‘54 = 3.’::(61 — &)+ E"’
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3.6.2 Diseno del Controlador

Un analisis seucillo del sistema. (3.30) muestra que éste es linealizable mediante retroal-

imentacién de estado, por medio de un cambio de coordenadas (véase [31]) como el
siguiente

n = §

zy = &

o = Ty n(gl)——(el £)

zy = §2+F"’"‘gz en(€,) + ‘:c(ﬁl"‘gs)_%(fz“fza)
—’%sen(moos(m&n

con una retroalimentacién dada por

u= " (){u(z) - efa))

donde

~ 2 = 2

gl l kF, ! k F
ooy == ("3, sen(z1) + l;:zg cos{z1) + _.# ) Ty + T—% cos(zy) + (7': = -JL?)
};", mgl k kF, Ll & fl"_

[3;:52 W s sen{z1) + 71(371 - m)} 7 =yt T [ Jm(:q —x3) Jmml
k
ﬁ(x) == F—

JIJm

Fl control auxiliar esté dado por v(z) = —FQ,%, donde las matrices F y €2, estdn
definidas como en {3.4), es decir

F = (02 cl 3 c};)=(1 46 4)

S.zP = diag(p41 ,03-; Pz, P)

Entonces, el control resulta en

v(z) = —FQ,x

—(p*z1 + 4p°zs + Bplas + Apz,)
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m g l i
0.4 Kg | 9.81 m/s? | 0.185 m { 0.002 N-ms?/rad
Jun k F Fr
0.0059 | 161 0.01 0.002

Tabla 3.1: Parametres del robof mampulador

3.6.3 Diseno del Observador

De acuerdo con la seccién 3.4, el observador discreto para estimar las trayectorias del

sistema, esta dado por
2(k + 1) = A 2(k) + TBa(z(k)) + B(z(k))u(k) + 1A K[y(k) — §(K)]
donde la ganancia del observador es |

TA;K = '1‘( 19 66> 46° 0" )

K = coifcl ¢t ¢ ¢} )=col(4641)
AF' = diag(f, 6*,6% 0%

Por lo tanto, €l observador adquiere la forma

21(k) + r22(k) + 478(z1 (k) — 21(K))

il

zk+1)
2(k+1) = z(k)+ 723(k) +670%(x1 (k) — 21 (k)
za(k+1) = z(k) + r25(k) + 476°(21(k) — 21(E))

2k +1) = z(k) + TB{edz(k)) + T8(z(k))u(k)} + 70* (1 (k) — 21 (k)

3.6.4 Resultados de Simulacién

Las simulaciones nurméricas fueron realizadas evaluando la respuesta del sistema en lazo
cerrado para el modelo matemstico del robot flexible, mediante el software MATLAB-
SIMULINK, a partir de los algoritmos de control y observacién propuestos hasta ahora,
con los valores numéricos para los pardmetros del sistema presentados en la tabla 3.1
[31].
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Las condiciones iniciales para los estados del sistema (asumiendo & = 0), fueron
2(0) = col( 0.1 02 003 0.04 ) y 2(0) = cul( 0.2 03 0.15 0.25 ) para el ob-
servador. El tiempo de muestreo 7 se {ij6 en 1 ms. La ganancia para el controlador fue
p = 30, el pardmetro de disefio del observador se escogié como & = 80 y finalmente la
sefial de referencia fue g, (t) = sen(4z). .

Las figuras 3.4 - 3.8 ilusiran el desempeno del esquema. control - observador pro-
puesto. En estas se observa por ejemplo un tiempo de éonvergencia pequeiio para los
estimados, el cual por supuesto puede acelerarse en la medida que el pardmetro de disefio
para el observador , es decir 8, crece.

Con relacion a la sefial de referencia propuesta, en la figura se percibe una rdpida y
suave couvergencia de la senal medible {que a la vez es nuestra variable a controlar) g
(posicién del eslabén).

Finalmente, la ley de control a partir los estimados es mostrada en la figura 3.9. Con
relacién a la magnitud de los valores de la ley de control, se sintonizaron las ganancias
de tal manera que nos mantuvieramos en le rango de —30 a 30 unidades.
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3.7 Control Mediante Modos Deslizantes

A continuacién, retomando el trabajo desarrollado en [34] se presenta un control basado
en la técnica de modos deslizantes. Et objetivo que se persigue es el disenio de una ley de
control asintéticamente estable que asegure un movimiento deslizante sobre un espacio
M CR” de dimensién n — m [48].

Considere para ello la siguiente dindgmica no lineal en tiempo discreto

z(k+1)
Y

Il

Fr(z(k)) + G- (=(k) ju(k)
Cz(k) = z1(k) (3.31)

El objetivo de la estrategia de control en modos deslizantes es dirigir los estados del
sistema a una superfice M de dimensién n — m, y mantener el movimiento sucesivo de
las trayectorias sobre M, tal que kILHgO (k) =0.
Con este objetivo, se disefia un control en modos deslizantes a partir de la siguiente
superficie de conmutacion
a(k) = ST(m(k) — Zper(k)) (3.32)

donde S es un vector S = col( S S - S ) ¥ Tres(k + 1) = Zrer(k) es una sefial
de referencia constante. Se supone ademss que STG(x(k)) es invertible.

Nota 3.2 FEl sistema (3.1) puede ser expresado como (3.31) haciendo Fr(x(k)) = A,x(k)+
TBa(z(k)) y G-(a(k)) = 7BA(z(k)).

Nota 3.3 Es claro que ezisten otras posibilidedes para definir la superficie de conmutacion
(3.32), lo eleccidn depende del objetivo de control. .

El control propuesto se disefia en 2 etapss.

1. Disefiamos un control equivalente u.4(k) para las trayectorias del sistema, cuando
el movimiento de estas es restringido a permanecer en la superficie de conmutacién
o(k+1) = 0. El cual est dado por [48)

ua(k) = [STG(a(k))] " [STF(@(k)) — ST tres(k + 1)]

2. Agregamos un control de regulacién uy tal que se satisfaga la condicién de al-
canzabilidad, condicion necesaria y suficiente para asegurar tanto el movimiento
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deslizante y la convergencia sobre M, la cual en el caso de sistemas en tiempo
discreto, puede ser enunciada como (véase [13])

fo(k+ DI < &) (3.33)

Con ese fin, la superficie se selecciona de la siguiente manera
F(k+ 1) = ST (x(k) — Zyey(k)) = 75 (k) (3.34)

donde 0 < ## < 1 es un escalar. Es claro que esta seleccion satisface la condicién de
alcanzabilidad (3.33), es decir

[k + 11 < llo®)l
alle(®ll < le®l
Entonces, el control de regulacién se disefna como
u(k) = [87G-(2(0))] T [T (@(k) — 5reg(R))]
Finalmente, la ley de control esta dada por

) = e (R) + i () (3.35)

3.7.1 Analisis de Estabilidad (sistema - control mediante modos

deslizantes)

Ahora, hacemos un andlisis de las propiedades de (k) = 0 dada por (3.34) mediante el
estudio de la siguiente funcidn de Lyapunov

V(3 (k) = 7 (k)5 (k)
de lo que se signe

VEER+1) = @o)T 5 k)
PV(5(k))
= (7)°V (5(0)

por lo tanto
&1'530 VEek+1)—0
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Por otro lado, para verificar la estabilidad del sistema en lazo cerrado bajo la accién
del control u(k) (3.35) es necesario introducir la nocién de cota fundamental (ultimate
bound) para las soluciones del sistema libre de perturbaciones

E(k + 1) = F,(£(k), k) (3.36)

donde F.(&(k), k) = &(k) + 7f(€(k)), la cual usaremos para estudiar las propiedades de
estabilidad para una clase de sistemas no lineales discretos, cuando el punto de equilibrio
es afectado por pequenas perturbaciones

Definition 1 [24] Las soluciones del sistema (8.36) son uniformemente fundamental-
mente acotadas (uniformly ultimetely bounded) si ‘existen constanies positivas By ¥ By ¥
para cada r € (0,8,) existe una constante T = T'(r), tal que

1€(ko)ll <7 = |lEK) < By, Y E>ko+T
la constante 3, se conoce como cota fundamental.

Ademss, se presenta un estudio sobre la existencia de la cota fundamental, para la
solucién del sistema (3.36).
Considere la siguiente hipétesis.

Hipdtesis 3.2 Existe u > 0 tal que el punto de equilibrio £ = 0 es uniformemente estable
en B,.

Lema 3.3 [24] Eziste una funcion eontinua V' : Br X Z* - R tal que
GlERIE S VER < clg@l?
AV(EER) < —esll§(R)I
para 0 < p < /8y, para algunas constantes positivas ¢, ¢y y 3,V k>0 yV £ € B,.

Teorema 3.2 [24) Considere €l sistema (3.36). Suponga ademds que la hipétesis 3.2 y
el lema 3.8 se satisfacen. Ewxiste una funcién ¢(-,-) = ¢(-)p(-) de clase KL tal que ¢(-)
es una funcién de close IC, p(-) es una funcion decreciente y un tiempo k;, dependientes
de (ko) y 1, tel que la solucidn de (3.36) satisface

I < & (UeC)l) 505 — k) ¥ & € (ko br), o <
JERI< /20 VE2k para 6kl < \far

.
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Ahora, el sistema. {3.31) bajo la accién de la ley de control (3.35) nos lleva al sistema
en lazo cerrado

z(k+1) o Sr(2(k),0) + pr(2(k), Trep (K)) (3.37)
donde
Fr(2(k),0) = Fr(z(k)) + G, (x(k)) [STG(z(k)] ™" [#STx(k) — STF: (a(k))]

Pr(z(k), Tres (B) = Gr(a(k)) (TG (k)] ™ [STTres(k+1) = ST mer (k)]

Es claro que el sistema en lazo cerrado (3.37) puede verse como un sistema con una
parte sin efecto de perturbaciones representada por f-(z(k),0) y una parte perturbada
dada. por p,(2(k), 2rer(K))-

Ademnds, de las cotas sobre las columnas de G, (z(k)) y la no singularidad de STG-(z(k)),
se puede concluir que la parte perturbada satisface la siguiente desigualdad

lpr (2 (k), zeer (RDI < Bllz(R)F + Lellzrer (k)2 (3.38)

para z(k), zyes(k) € By, donde [ y I son constantes positivas.
Ahora, considere las siguientes hipotesis para la parte del sistema perturbado

Hipétesis 3.3 El punto de eguilibrio del sistema z(k + 1) = f(x(k),0), sistema que en
lo sucesivo lamaremos xeq(k + 1), es localmente exponencialmente estable.

Hipoétesis 3.4 La seiial de referencia 2..5(K) es uniformemente acotade y satisface
lZreg(K)|| < I3, para alguna constante positiva ls.

Por un teorema inverso de Lyapunov, la hipétesis 3.3 asegura la existencia de una
funcién de Lyapunov V(z(%), &}, la cual satisface

alls@f < Vi) < cls®i -
- : (3.39)
AVi(z(k)) = Vi(zek+1)) - V(x(k)) < —csllz(R)|*
para algunas constantes positivas ¢1,¢; y cs.
Entonces, la diferencia hacia adelante de la funcién AV (z(k)) a lo largo de las trayec-
torias del sistema en lazo cerrado estéd dada por

AV(z(k) = V(a(k+1)) - V(z(k))
= AVi(z(k)) + AVy(z(k)
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donde

AV (z(k)) = V(zeg(k+ 1)) — V(z(k))
AVy(z(k)) = V(z(k+1)) = V(zeg(k+ 1))

Ademss, de la hipttesis 3.4 y de (3.38), la funcién AVa(z(%)) satisface la siguiente
desigualdad (véase anexo B.4)

1AV = 1Vialk+1) - Viza(k+1)|
- No Whptctismrin]
< lyllpr((k), zrer (k)]
< by (bl + i)
Usando la condicién (3.39) y el resultado anterior, se tiene

AV(z(R) = AW(a(R) + AVi(a(k)

IA

—csllz(B)* + by (llz (k)| + 1)
< (= W+ bl
4 ly es suficientemente pequetia tafI que Iyl < I, < 3 se satisface. Resulta
AV (z(k)) < =bo[la(k)(|® + bylafl
donde by = c3 — Iv{1. Por lo tanto

AV(2(K) S —ballz(k)? + blalf £ ybo||z (k) |2

IA

IA

—bo(1 = B2 + b ol — Aol (k)
< ~by(1 = )|l (®)|?

para algiin 7 tal que 0 <y < 1y para todo lz(k)]| > /225,
Ademss, resulta que I < 22{la(k)|[* para [z(&) < \/gr y una cota para i, esta
dada por I3 < I < %’%%7‘2. Del teorema 3.2, la cota ﬁmdan_xenta.[ de la solucién del

sistema (3.37) estd dada por B = \/% ‘/%.
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Las soluciones del sistema satisfacen

Ca Zglg
k —\f5= VEk>k
lo(b)l < /2453 V> ks

para algiin tiempo finito k;.
Para probar que el sistema en lazo cerrado es localmente fundamentalmente acotado,

se tiene el siguiente lema

Lema 3.4 Considere el sistema no lineal en tiempo discreto (3.1) para el cual se diseria
un control de le forma (8.35). Suponge ademds que el lema 3.8 y la hipdtesis 3.3 se
satisfacen. Entonces, existen constantes positivas I y Iy tales que para cualguier estado
wicial z(ko), las soluciones del sistema en lazo cerrado (3.37) son fundamentalmente
acotadas.

Por otro lado, si
Tref(K) =0, VEk>ko

en cuyo caso la hipétesis 3.4 carece de significado, puede obtenerse el siguiente resultado.

Corolario 3.1 Considere el sistema no lineal en tiempo discreto (3.1) para el cual se
disefia. un control de la forma (3.35). Suponga odemds que el lema 3.3 se salisface.
Entonces, existe una eonstante positiva iy tad que para cualquier estado inicial z(ka),
las soluciones del sistema en lazo cerrado (3.37) son uniformemente exponencialmente
estables.
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3.8 Abplicacién (Generador Sincrono)

En esta seccion, aplicamos la estrategia de control (3.35) desarrollada en la seccién an-
terior mediante la técnica de modos deslizantes y el observador discreto (3.9) presentado
en la seccién 3.4, al modelo matemético del generador sfncrono.

3.8.1 Modelo Matemsdtico

Consideramos un generador sincrono conectado a la red, representada por un bus infinito,
mediante lineas de transmisién puramente reactivas, es decir, una méquina girando a
velocidad sincrona w; y capaz de absorber o liberar cualquier cantidad de energia [44]
(véase figura 3.10). Tal generador puede ser modelado como

N PP

7 =2

dw 1

% = yim—h) (3.40)
45,5 1 [k,

A X9 X3
=L 4 d
iy ™% s E — ( x; ) V cos(8) + EMJ

donde § = ZE; — £V es el angulo del rotor (también conocido como sngulo de potencia),
w = & la velocidad angular del rotor y E; el voltaje en el estator, el cual es proporcional
a los flujos de encadenamiento. M es una constante correspondiente 2 la inercia, Tj,
la potencia mecdnica suministrade mediante la turbina y 7 la constante de tiempo
transitoria de circuito abierto. Xy = %4 -+ 71 es la reactancia aumentada, donde z4
corresponde a la reactancia en el eje directo y zp a la reactancia de la linea, X} la
reactancia aumentada transitoria y V el voltaje del bus infinito (el cual es fijo). P, esla
potencia generada, mientras que By, es el equivalente al voltaje del estator dado por el
voltaje de campo vy.

_ 1 1)y
B, = X:i quen((S) + - ( X, X’) V?sen(26)
wst
Eq{ =
Jd \/_R_f

donde zj; es la reactancia transitoria en el eje directo, %, la reactancia en el eje de
cuadratura, My la inductancia mutua entre los devanados del estator y Ry la resistencia
de campo. En este caso, no consideramos las dindmicas de amortiguamiento, es decir
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Generador

p Infinito
Sincrono

Figura 3.10: Generadro Sincrono

D =0 (véase [23, 15] donde se da una explicacién en detalle sobre este modelo de orden
reducido, su validez y las consideraciones que se hicieron para llegar al mismo).

Para un voltaje de campo constante Eyy = E3,, el generador posee 2 puntos de
equilibrio (uno estable y uno inestable). En este trabajo, el andlisis y disefio desarrollados
para el generador sincrono, se hacen alrededor del punto de equilibrio estable, aunque un
andlisis similar puede hacerse alrededor del punto de equilibrio inestable. Sea (6*,w*, E;")
el punto de equilibrio estable del sistema (3.40). Entonces, el sistema representado en
términos de las variables de desviacién

As=6—8", Aw=w-u', AE,=E -E' u=FEyu-E, (34)

y con las siguientes constantes

MNISENERAY, DE,RIBIIOTE
mEu ™ uxy TTHEAX. X,
(3.42)
Xa - _ (ani — X 174 = .i_
. 0 7 MY )
estd dado por
dAb
—_— = A
dt “
dAw 7 %
- - ™ + {mz(AEq + B} + mj cos(6) } sen(s) (3.43)
dAE! i
l(;fq = ma(AE + E;7) + mg cos(§) + me(u -+ Ej,)

donde 6 = A§ 4 &*.
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T

M la] oo | X, (Xl X,V

1

0033 [1]0033]09[09(03 1

Tabla 3.2: Pardmetros del generador sincrono

Definiendo el siguiente cambio de variable

z1 = A§, T3 = Aw, z3 = AE, (3.44)

y aplicando la metodologfa dada en la seccién 3.7 resulta que el modelo discreto aprox-
imado via Euler, para el generador sincrono en términos de las variables de desviacion

(3.43), estd dado por

z(k+1)= ff(m(k)) + Gr(z(k))u(k)

donde

Tg (k)

Frlz(k)) = z(k)+7| g+ {me(es(k) + E;") + ms cos(Z,) } sen(F;)

0
Grla(k)) = 7| 0
ms

ma(z3(k) + EJ7) + ms cos(F1 (k) + meE},

&= CCl(k) + §*

b

3.8.2 Diseiio de la Ley de Control

Para regular el 4ngulo de potencia del generador, seleccionamos la siguiente funcién de

conmutacién

G(k) = ST(x(k) ~ zrep(k))
= Su(@1(k) — Tirer (k) + Soza(k) + S373(k)

donde &, Sz y S3 son constantes que se seleccionan de tal forma que satisfagan la

condicién de alcanzabilidad y £1,.¢(k) es una seiial de referencia constante.
Entonces, la ley de control estd dada por

u(k) = ue(k) + Au(k)
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3.8.3 Diseno del Observador

Considerando nuevamente el cambio de variable (3.44), el sistema (3.43) mediante la
discretizacién tipo Euler adquiere la forma

zi(k+1) = mi(k)+722(k)
:122(]6 = 1) = .’Eg(lﬂ) =5 T$3(’c)
sk +1) = z(k) + T{ma(ABL(R) + B") + s cos(6) + mg(au(k) + o)}

donde
mak5," 4 my cos(8*) + mgEpy =0

Por lo tanto, la dindamica del sistema en las nuevas coordenadas tiene la estructura

z(k+1) = Arz(k)+7B{o(z(k)) + Bz(k))u(k)}
y(k) = Cz(k)

doude a(z(k)) y B(z(k)), en las coordenadas originales estin dadas por
a(z(k)) = masen(§(k) + 'rAw(.k))E;' + AB(k) + Tma(AE (k) + E;)
+7ms cos(8(k)) + mgcos(8(k) + TAw(k))sen(6(k) + TAw(k))
— (m2(AE[(K) + E") + ma cos(6(k))) sen(5(k))
B(z(k)) = rmemgsen(§(k)+ rAw(k))

Entonces, un cbservador para el sistema tiene la forma
2(k + 1) = Arz(k) + 7B {a(z(k)) + B(z(k))u(k)} + TAF K [y(k) — §(k)]

donde
K=col(C} @3 C})=col(3 3 1)

y por lo tanto la ganancia del observador est4 dada por
A7 K = col ( 370 3‘7(9'2. 6° )

3.8.4 Resultados de Simulacién

Las simulaciones fueron realizadas considerando los valores nominales de los pardmetros
del generador mostrados en la tabla 3.2, todos dados en por unidad.
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Ademss, el punto de equilibrio estable para el sistema (3.40), que se obtuvo para un
voltaje de campo dado por £}, = 1.1773, fue 6" = 0.870204, w™ = 1 y E}" = 0.822213.
Los parametros que se utilizaron para el control y el observador fueron &) = 5,8 =
2,853 =2,7=0.1,0 = 0.8 y el tiempo de muestreo se escogio como 7 = 10 ms.

Las simulaciones fueron implementadas con €l esquema de control mediante modos
deslizantes y el observador en tiempo discreto desarrollados previamente (ver secciones
3.7y 34).

Las condiciones iniciales de las variables de estado del generador sincrono fueron
8(0) = 0.77, w(0) = 0.1 y E.(0) = 0.85.

Los resultados de simulacién para el modelo matematico del generador sincrono (3.40)
bajo la accién de la ley de control (3.35) implementada mediante los estimados del ob-
servador (3.9) se muestran en las figuras 3.11 - 3.15.

En la figura 3.11 se observa el comportamiento de la. posicén angular (6), la cual en
este caso de estudio es la variable medible (salida) y la variable a controlar, y para esta
se percibe una convergencia adecuada a su posicién de equilibrio. Lo mismo podemos
decir para las otras dos variables de estado (velocidad angular w y el voltaje interno E,)

Por otro lado, a fin de estudiar la robustes de la ley de control ante incertidumbre
en los pardmetros, variamos el par mecdnico aplicado al generador (para un tiempo de
0—5seg, T, =1y de 6 — 10 seg, T,, = 0.8m). El comportamiento de las variables de
estado ante este cambio en el par mecdnico se observa de los 4.5 seg. en adelante, donde
apartir de una posicidon de equilibrio las variables son perturbadas por el cambio en el
par mecéanico y ahora convergen a una nueva posicion de eqguilibrio. Para la posicién y
la velocidad angular se aprecia, en las figuras correspondientes a su comportamiento, un
error entre el estado y la estimacién dada por el observador. Sin embargo en la figura
3.12 se muestra que este error en €l caso de la posicién angular se reduce en la medida
que se auments, el pardmetro de disefio del observador (lo mismo puede decirse para la
velocidad angular).

Finalmente, la ley de control utilizada en este estudio y aplicada al modelo matemético
del generador sincrono se muestran en las figura 3.15
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3.9 Estimacion Practica

A continuacién presentamos el tiltimo de los resultados, concerniente a la validez de
algoritmos desefados a partir de sistemas en tiempo discreto aproximados.

Es bien sabido que el método de discretizacién de Euler funciona correctamente para
periodos de muestreo pequenos [43, 39]. Ahora se procede con un andlisis para la clase
de sistemas discretos aproximados (via Euler). Considere un sistema continuo con la
siguiente estructura

z(t) = Az(t) + B{a(z(t)) + B(=(t))u(t)}

de manera que la discretizacién exacta y la realizada mediante la discretizacién de Euler

pueden ser expresadas como’

Zer(k+1) = Arze (k) + 7B{a(zez(k)) + B(zez (k) )u(k)} + O(ze(k))
= FPzen(k), ulk))

Tk +1) = Azealk) + TB{a(2e (k) Blzea(k))u(k)}
= FFH(ex(k), ulk))

donde O(z..(k)) representa los términos de orden superior que se obtienen como resultado
de la discretizacion,

Por otro lado, el observador discreto que fue objeto de estudio en este capftulo (3.9)
[19] estd dado por ®

2(k +1) = A-z(k) + 7B{of2(k)) + B(2(k)Ju(k)} + 745" K[yea (k) = (k)]
Ahora, definimos el error de la siguiente manera
ees(k) = z(k) — zeo(E) error de estimacion

eplk) = Zex(k) — 2eulk) .- error de aproximacién (3.45)

con la hipdtesis.

"En las secciones anteriores usamos por comodidad x(k) para denotar la discretizacién tipo Euler de
x(t) (véase nota al pie de la pdgina 31). Sin embargo, ahora por motivo del anslisis comparativo que
10s ocupa €s que preferimos Usar Tey

3De acuerdo cor la notacién adoptada en esta seccin, z es el estimado de z... Pues lo que nos
interesa ahora es saber si el observador propuesto, basado en una discretizacién Euler, puede estimar
bien los estados discretos exactos
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Hipétesis 3.5 La secuencia ® {eap(k + 1)}x>k, s acotada
Ademss definimos la dindmica del error de aproximacion (3.45) de la siguiente forma

Eap = sup [feap(k + 1)]|
k>ko

3.9.1 Anadlisis para el Error de Estimacion
La dindmica del error de estimacién estd dada por

eealk+1) = Arz(k) + 7B{alz(k)) + Bz(k)ulk)} + 725 Klyee (k) — §(k)]
~ {Arsea(k) 4 TBLTe(K)) + Blzea(k))ulk)} + Olzea(K)))
= Arfz(k) = Beal)] + TB{(2(k)) — 0(Tea (k) + [B(2(K)) — Blwes(k))Iulk)}
+1-A;1K Clzea(k) — 2(k)] — O(2es(k))
= {A; — 7A; K C} ees(k) + 7B{a(z(k)) — a(ze=(k))
HA(2(R)) — Blaes(k))ulk)} — Ofzen (k)

note de hecho, que los términes de orden superior estdn dados por el error de aproximacién

ap(k+1) = ArZer(k) + 7B{ATes(K)) + Bl@ez(k))ulk}} + O(2e(k))
— {ArZes (k) + 7 B{(2ex(k)) + BlTea (k) Julk) } }
= OfZs(k)) . (3.46)
entonces, la dindmica del error de estimacién resulta ser de la forma

ees(ki+1) = {A; — TAF'KC} e, (k) + TBYy(ees(k), u(k)) — eap(k + 1)

donde ¥, (ees(k), u(k)) = oi(z(k)) — ofza(k)) + [B(2(K)) — Blaen (k)]uk)
Ahora, definiendo el siguiente cambio de variable
Ces(k) = Apees(k) (3.47)

se tiene

Bes(k + 1) Apees(k 4+ 1)

= Ap[{Ar — TAF'KC} 8;'Ccs(k) + TBY, (85 Cus(k), u(k)) — esplk + 1)]

= DA A (k) ~ TECAF B, (k) + TN BY, (A7 %es(k), u(k))
Agealk+ 1) ’

9Observe que en realidad el término eap(k + 1) es una secuencia (véase (3.46))

i
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de las propiedades de Ay (BA), se tiene

Tes(k+1) = (I+70AY,(k) — TKOCE. (k) + Toi,,quo (85 e (k), u(k)
-Aae’ap(k +1)
= {I47,(A— KC)}Eus(k) +
= Ag(t)+ b+

i T By, (A7 8es(k), u(k)) — Ageap(k + 1)
donde v, = 78 (ver (3.14)), A, = I +v,(A — KC) (ver (B.6)) y
hy = BY, (A7 %o (k) u(k)) ha = —Ageqy(k + 1) (3.48)
Considere la siguiente funcién de Lyapu.nov
V(@ (k) = (’»)P.,ee,( ) (3.49)
entonces
A(V(Ees(K)) = ok + 1) Poes(k + 1) — €5, () Potes (k)
= [Adees(h) + 530 + h,]TP,, | AdZeall) + i+ ha] e Potes(F)
= & (K)AT P, Agees(k) + €% (k) ALP, (—h1 + hz)

+ (gt + 1) PoAZl)+ (gt +hs) B (5
—4y(k) Poees ()
= 2L (k) [ATPAs — P.] Busl) + 22, (k)ATP(

+ (o—nkl +h2) ( b +h2)

y a partir de la declaracién 2 (véase anexo B) y las propiedades de v, (ver (3.16))

anhl : 1 hq)

g hy + hz)

AV (Ea(k) = E(k) [-70P = 7,1 = 75)°CTC] ees(k>+zrs(k)ATP(

(gnh1+hg) P, (gnh1+h2)
7P (k) Poes (k) + 22 (k)ATP,,(

" hl ;0 g h?)

IN

Jah + hz)
(Gt + hg) Fo (g4 ha)

~YollEes{ ) |2, + 2l Aotes (K)| .

IA

h1+h~.>|| + || tho|

Fo
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Sin embargo, del resultado obtenido en (3.19) podemos reducir la expresién anterior

h1+h2

hl-l-hz

+

AV (Ees(k)))

IA

en
e el

~YollEas (B, + 2AEea (Bl |
_’)’ouées(k)"z& +F 2"§es(k) 7,
, Ihzliz, + llhall,

—%Ilees(k)llp,, + 2@; [Ees () [1Pall, + 2l2es(R) . izl 7

(-4

IA

h,ll

"
02n ||h1 i, + 25H||h1|iP,||h2||Po A

Por otro lado, de (3.48), resulta (para h; véase (3.18) y para hy ver hipétesis 3.5)
Iallz, = 1B, (A7 es(k), ulk)) llp, < 0167 [12es(k)|,
1 1. _ _
”h2"Po i “ X Aaeap(k + 1)”Pa S 'é"eup(k + 1)||P., _<_ abseap S baeap

donde b3 es una, constante positiva

Lo anterior nos lleva a

T -—
A(V(es(k)) < —7,,||Ees(k)llz, + 20—nlléea(k)||pob19"llées(k)llp° + 2||2es (k)| . bsop
5 T R e (RiE, + b1 0™ (k)| 2, bsCap + 8385

9 6"
= ~YoliEes(k)l7, + 2701[Ees(R) [, + 263||€e,(k)||p,,éap

+r7b i l[Bes (k)”Po £ 2Tblb3"ees ()|l p,€ap + b
Pero recordando la definicién para 7, (3.14), se tiene

AV (Ees(k)) < —7OEes(R) |7, + 278y |[Ecs (k) |I%, + 2b3]|Ees (K) || p,Zap
+7203[Bes (F)E, + 27b1bs|[Bes (k)| oEap + B2ES,
= —7 (0 — 2b1 — 701) [[Bes(E) (|2, + (2b3 + 27b1b5) |[Ees (k) ]| 2, Bap
+b2—2

y recordando ademss que V/(€es(k)) = Ces(k) Potes (k) (3.49), entonces
V(EeS(k)) = "ééS(k)"%‘, = “Ees.(k)" B = V(Ees(k))
de tal manera que

A(V(Ee-s(k))) < "Tb4v(§“(k)) +MV V(Ees(k))gap + 'héip



donde by = 0 — 2b; — 7b2, 4, = 2bs + 27b1bs3 y y5 = b2, vesulta

V(Ees(k + 1)) = V(Ees(k)) < _'Tb4V(Ees(k)) +NvV V(Ees(k))al? + 72_6-‘21?
V(@b +1) < (1—7b)V(@es(k)) + Y1 VV (@es(K))Eap + YoBop

para esta tiltima ecuacion considere que existe r > 0 tal que

3‘_1_’72

0 < + =< 1—(1—7hs)

0 < %+ 4 (L—7by) < 1

-

S

S

ademis, si V(2.,(k)) > r%e2,, entonces

aw

V(E(k+1)) < (1—70)V(Eelk)) + 1 v/ViEel®) x/V(ees(k V(ees(k)

TZ
< (11— 7hy)V(2es(k)) + fV(ees (k) + T—ZV(ees(k))
< (1 i % + ;L;) V (@es(k))
< (V(@.s(k))
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O

De lo que concluimos que el error de estimacién (3.45) es acotado. Es decir, podemos

esperar convergencia del observador propuesto en este capitulo (3.9), no solo para un

sistema no lineal discretizado via Euler, si no también, para los obtenidos mediante una

discretizacién de orden superior 0 una discretizacion exacta.
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3.10 Conclusiones

En este capfttho, se retomaron dos esquemas de control (mediante linealizacién por
retroalimentacién de estado y la técnica de modos deslizantes [1, 34]) que fueron aplicados
a una clase de sistemas no lineales discretos aproximados (obtenidos via Euler), mediante
un observador con convergencia exponencial. Se mostré que cuando el esquema control -
observador es aplicado al sistema no lineal, podemos esperar estabilidad exponencial. Las
aplicaciones (brazo robot para el control linealizante y generador sincrono para €l control
en modos deslizantes) muestan el desempeiio de los algoritmos propuestos. Los resul-
tados via simulacion digital presentan un buen comportamiento, tanto en la estimacién
como en el control.

Finalmente, se present6 un anilisis del observador propuesto, cuando el sistema no
lineal discreto disponible es exacto (o de orden -super_ior')'. Obteniendose un error de
estimacion acotado para este caso. Lo que sugiere la com'rergenéia del observador también
para sistemas discretizados de esta manera.

Por otra parte, en ocasiones ademéds de no tener a nuestra disposicién los estados
del sistema, tampoco se cuenfa con los valores de ciertos pardmetros. En el primer
caso, es decir cuando los estados por alguna razén no medibles, el problema se resuelve
mediante un observador, sin embargo cuando también queremos estimar o identificar
algunos pardmetros el algoritmo a utilizar se conoce como observador adaptable. Este
tipo de algoritmos son muy empleados para propdésitos de monitoreo o deteccion de fallas,
y en el siguiente capitulo nos enfocamos en el estudio de un observador adaptable con el
objeto de estimar de manera conjunta estados y pardmetros para una clase de sistemas
no lineales.



Capitulo 4
Observador Adaptable

4.1 Introducién

La identificacion de pardmetros ha sido un drea extensamente estudiada eh muchos aspec-
tos durante las dltimas décadas, incluyendo los sistemas no iin'ea.les, pero generalmente
asumiendo un conocimiento total del vector de estados. Al mismo tiempo, el problema
de la estimacién estado para sistemas no lineales, ha atraido la atencién de la comunidad
de control, y para resolver este problema se han propuesto algunos resultados.

Cuando se trata el problema simultdneo de la estimacién de las variables de estado y
los pardmetros de un sistema, €l problema se torna més complicado, el resultado de esta
combinacién se conoce como observador adaptable, problema que también ha atraido la
atencion de los grupos de investigacién en el drea de control. Fl disefio de un observador
adaptable est4 motivado por propésitos de deteccién de fallas, aislamiento, transmisién de
sanales y control adaptable entre otros. Dicho sencillamente, un observador adaptable es
un algoritmo recursivo que permite la unién de la estimacién del estado y de pardmetros
desconocidos en un sistema dindmico. Se han propuesto diferentes técnicas con este
propésito. El disefio de un observador adaptable para sistemas lineales invariantes en el
tiempa ha sido resuelto y analizado en detalle {[12; 26]). Recientemente, observadores
adaptables para sistemas lineales con muiiltiples entradas y muiiltiples salidas (MIMO)
son presentados en [55): En el caso de sistemas no lineales, se han propuesto algunas
metodologias. Por ejemplo, métodos basados en transformaciones de coordenadas, tal que
la dindmica del error de estimacién pueda ser linealizada. Otros métodos consideran la
existencia de alguna funcién de Lyapunov que satisfaga ciertas condiciones en particular,
o consideran la existencia de un filtro de Kalman extendido para sistemas cuyo vector de
estado estd compuesto por el vector de estado del sistema a ser estimado y los pardmetros
deconocidos (ver [5, 6, 32]).

A este respecto, en los iiltimos afios, ha crecido el interés en el estudio de sistemas
con comportamiento dificil de predecir (complejos), para-su aplicacién en sistemas de
comunicaciones. En particular, la sineronizacion y el control de sistemas cadticos son dos
importantes tépicos en el estudio de sistemas cotﬁplejos. ‘ '.

Debido a esto, la sincronizacién de sistemas ca.étiéos y su potencial aplicacién para
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una comunicacién segura, han sido temas que cada vez llaman més la atencién de los
investigadores. Con relacién a la sincronizacion, una de las técnicas usada en los sistemas
de comunicaciones consta de un transmisor, el cual envia una senal con la informacién
que se desea transmitir, y un receptor, el cual intenta recuperar completamente la senal
enviada por el transmisor. Sin embrago, si la sefial recibida no es igual a la sefial transmi-
tida, entonces es necesario construir un sistema dindmico que permita recuperar la senal
deseada.

Desde el punto de vista de la teoria de control, el problema de sincronizacién puede
ser resulto mediante un observador. Existen algunos trabajos relacionados con este pro-
blema, que ilustran las ventajas que presenta incorporar el estudio de la teoria de caos
a los sistemas de comunicacién utilizando sistemas cadticos. A este respecto, se han
desarrollado algunas técnicas para reconstruir las sefiales de informacion a partir de una
senal cadtica transmitida yp.

Ademsds, 1a solucién del problema de observacién {problema de'sincron.izacién) estd
relacionado a la propiedad de observabilidad la cual nos ('iice- que la salida del sistema
(sefial transmitida) contiene toda la infoi'ma_cién necesaria para reconstruir los estados
del sistema. Si esta propiedad se manticne, esto implica la existencia de un observador.
Este observador (sistema receptor) se construye como una copia del sistema (sistema
transmisor) con condiciones iniciales desconocidas, junto con un término adicional que
depende de la diferencia entre la salida del sistema (senal recibida) y la salidad del
observador (sefial recibida estimada).

En este capftulo presentamos la implementacién de un observador adaptable, con
el objetivo de estimar tanto los estados y los parametros de un sistema dindmico, al
mismo tiempo. Como aplicacién de este observador, consideramos inicialmente el atractor
cadtico de Lorenz, con el objetivo de ilustrar un esquema de comunicacién segura. Y
concluimos con la implementacién del observador al modelo del géneradon sincrono, para
propésitos de monitoreo. o ’
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4.2 Resultados Previos e Interpretaciéon Propuesta

4.2.1 Observador Adaptable Exponencial para Sistemas
Lineales Variantes en el Tiempo.
A continuacién recordemos algunos resultados bésicos de [55] sobre el disefio de obser-

vadores adaptables para sistemas lineales variantes en el tiempo, definidos de ta siguiente

forma.

B(t) = A@)s(t)+ Bt)u(t) + B()0
y(t) = C(t)=(t) (4.1)

donde z, u, y denotan como de costumbre el estado, la entrada y el vector de salida medi-
ble respectivamente, y @ un vector de parametros desconocidos. A, B, C, ® se asume que
son matrices conocidas de dimensiones apropiadas, continuas y uniformente acotadas con
respecto al tiempo.

El resultado principal de [55] considera que las siguientes hipétesis se satisfacen.

Hipétesis 4.1 Existe una matriz K (t) varianie en el tiempo y acotede tal que el sistema
7 () = (A(t) — K(t)C(£)) n(t) es exponencialmente estable.

Hipdtesis 4.2 La solucion A(t) del sistema A (1) = [A(t) — K()C ()] A(t) + B(t) es
ezcitada persistentemente (persistently exciting), es decir existen o, 8,T tales que

1+T
ol < f A(N)TCTE(T)C(T)A(T)dr < BI (4.2)
t
pare alguna matriz ¥ definida positive.

Asi, el sistema (4.3) mostrado a continuacién, es un observador exponencial para el
sistema (4.1), en el sentido de que para cualquier conjunto de condiciones iniciales, los
vectores #(t) — 2(t) y 8(t) — 8 decaen exponencialmente a. cero

Alt) = [A@R) - K@H)CE)AR) + 2(2)

2(t) = A(t)2(t)+ B(t)u(t) + S(t)0(t) -

_ + [K(8) + A@QTAT()CT (B2(0)] [w(t) — C()(0))

B(t) = TATRCT(OE() [w(e) — C(1)2()] (4.3)
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Aprovechando el algoritmo de minimos cuadrados, una ley adaptable para el parametro
de ganancia I" del observador anterior puede ser dada como sigue (ver [54]) -

I'(t) = —T)AT()CT () DE)C(OAR)T () + AL(E) (4.4)

para A > 0.
Nuestro proposito aqui es discutir tal diseno a la luz de los resultados disponibles
para sistemas afines en el estado [5, 20]. _

4.2.2 Observador de Estado para Sistemas Afines en el Estado

De manera similar al repaso sobre observadores adaptables para sistemas lineales vari-
antes en el tiempo [54], ahora retomanos los trabajos sebre observadores de estado para
sistemas afines en el estado.

Consideremos la clase de sistemas afines en el estado [20] descritos de la siguiente
forma

& = Aluw,y)z+olu,y)
y = Cz (4.5)

donde los componentes de la matriz A(u,y) y el vector @(u,y} son funciones continuas
que dependen de u € ¥, y que estdn uniformemente acotadas.

El resultado es como sigue

Si la entrada es persistentemente acotada, en el sentido de que existen «, 8 y T tales

que:
4T

< [ 0 4,nTCTS(n OV, r)dr < B, (4.6)
t

donde ¥, denota la matriz de transicién del sistema & = A(u,y)z, y = Cz, y ¥ una
matriz definida positiva y acotada.
Entonces, un observador exponencial para €l sistema (4.5) estd dado por

& = Alw,y)E+e(u,y)+8CTE (y - Ci)
C3 (47)

&
Il

donde S es la solucién de la ecuacidn:

S =—pS—Alw,y)TS - SA(u,y) + CTEC  S(0) >0 (4.8)
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para alguna constante positiva p suficientemente grande.
Definiendo el error de estimacién como e = £ — z | la dindmica del error resulta en

é = -3
= Au,p)2+o(u,y) + ST'CTE(y - C#) — {A(w,9)z + o(u, 1)}
= {A(u,y)—S7'CTEC}e (4.9)

si (4.6) podemos considerar la siguiente funcién de Lyapunov V(e) = €7 Se, de tal forma

que

Vi) = [{A(w,y)—87'CTC}e]” Se+ e [—pS — Alw,y)TS — SA(u,y) + CTSC] e
+e''S [{A(u,y) ~ ST'CTEC} €]
= elA(u,y)TSe — TCTETCE51Se — peTSe — T Alu,y)"Se — eT S A(u, y)e
+e7 CTCe + e S Afu,y) — eT SS72CTECe
e Elicel- s ia
—pe’ Se
—pV (e)

IAN A Y

de lo que se concluye que el error de estimacién decae exponencialmente.

4.3 Observador Adaptable para sistemas afines en el

estado en el estado y en los parametros

Ahora, se presenta el resultado principal de este capitulo, un observador adaptable para
un sistema afin en el estado y que depende de un vector con pardmetros desconocidos, el
modelo matemdtico para esta clase de sistemas puede ser dado por

i = A(u,y)w+<p(u,yj+<1>(u,y)0
y = Cz . . (4.10)

donde ® satisface las propiedades dadas anteriormente para A, ¢.

Teorema 4.1 Suponiendo que la condicién de excitacion persistente (4.6} para la esti-
macion del estado, y edemds de (4.2) K = S7'CT y S como en (4-8) para la estimacion
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de pardmetros, el observador adaptable propuesto estd dado de la siguienie menera (Se
corresponde a T en (4.4))

£ = Alw,9)E+pu,y) + B(u, )8 + {AS; ATCT (4.11)
+8;'CTE} (y — C2)

0 = S;'ATCTE(y - Ci) (4.12)

A = {Afu,y) - S;'CTECY A+ O(u,y) (4.13)

Se = -p, S, — Alu,y)"S, — S A(u,y) + CTRC,  S,(0) >0 (4.14)

So = —pSe+ATCTECA,  5(0)>0  (419)

donde p,,ps Yy Son constantes positivas suficientemente grandes (y = como (4.2)).

Prueba
Con los errores para el vector de estado y de pardmetros definidos de la siguiente
manera €, ‘=& — T ¥ €g 1= b— 8, la dindmica para el error de estado estd dada por
& = Alu,y)t+0(,y)+Bu,y)0+ {ASATCT+ STICT} B (y — Ck)
_A(u’ y)‘T - (,p('u_, y) B (I)(u’ y)g
= Afwy) {2 - 2} + 0(u,y) {0 - 0} + {ASTIATCT + 5T} BC (a2 — 5)
= [A(w,y)— {ASg'lATC'T + 57107} BC) e + 2(u, y)es

para el error en la estimacién de pardmetros

o = -0 .
= S;IATCTR (y— C3) -0
= =5 ATCTECe,
siguiendo la misma idea de [55], la transformacién siguiente
€& =¢e; — Nep (4.16)
nos lleva a
& = é~Aep—Aéo

= [A(w,y) — {ASF'ATCT + 5;'CT} £C] e, + B(u, y)eo
— ({Alw,y) - SPCTECT A+ ¥(u, ) ¢ — A (—S; ' ATCT ECe,)
= A(u,y)e, — S, \CTXCe, N Alu, y)Aep + STICTEC ey

= [Alu,y) ~ $;'CTEC] & , (4.17)
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la dindmica de ¢y en términos del cambio de variable antes definido es
tp = —S;*ATCTEC (e + Aeo) (4.18)

Ahora, bajo la condicién de excitacién persistente antes considerada (4.6), con Sz y Sp
matrices definidas positivas [5], seleccionamos la siguiente funcién de Lyapunov

Entonces, la derivada de V estsé dada por

Vies,eo) = [(Alw,y) — S5*CTEC) &) Seee + Xl—puSs — Alu,9)7Ss — SuAlu, y)

+CTECle, + <28, [(Alw, y) — S;1CTEC) &] + [~S;ATCTEC (e, + Aco)]”
Soco + €5 |[—peSs + ATCTECA] €9 + € Sa [—Sy  ATCTEC (€2 + Acp)]

= €L A, y)T 86z — €L CTRCS, St — p,€t Sats — €2 Alw, y)" Seés
—T 8 A(u, y)er + € CTECG + X5, A(u, y)er — £ 8.9 CT N e,
—elCTECAS; Sgeg — € ATCTECAS, ' Soea — poea Seco
+ed ATCTZCAep — €5 5555 'ATOTECe, — €5 S55; "ATCTZC Aeq

= —pelSoer — 2 CTECe, — €. CTECAeo — pacy Seco
—e§ ALCTECe, — L ATOTEC Aey

ademss, de la transformacién (4.16) se tiene

I P Ne, e TC 0 A 1= 12406 T2 (el i AG)
~ ATCTECe, — e, ATCTECAey = —fATCTEC (e + Acy)

lo que nos lleva a

i

~eLCTEC (e, + Aeg) — €5 ATCTEC (. + Aep) — (£CTEC + g ATCTEC) (€2 + Acs)
— (el + e{AT) CTEC (e + Aep)
— (&2 + Acg)T CTC (e + Acy)

<0

Il

asf, para la dindmica de la funcién de Lyapunov se sigue que

V(€zs €0) < —Pu<s Su€z — pocy Saca
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Finalmente resulta

V(Cz,fa) < —pV(Ez,ég) para p = min(pzap0) (4‘19)

lo cual implica la estabilidad exponencial del error de estimacién.

4.3.1 Discusién del Observador Extendido

En vista de la forma considerada para el sistema (4.10), es claro que el vector de estado
extendido, consfipdera.ndo ahora el vector de pardmetros contantes #, adquiere la forma

Xt ( z 6 ) , ¥ como se observa a continuacién, la estructura afin en el estado se

e (A(u,y) ®(u, y) )X+ ( w(u,y))
0 0 0

= F(u,y)X +G(u,y) (4.20)

prescrva

v = (Cco)x=mHx

Obviamente, si la condicién (4.6) se satisface también para el sistema extendido,
entonces podemos disefiar un observador de la forma (4.7) para X,

Por lo tanto, nos concentramos en mostrar que el observador (4.11)-(4.15) se comporta
como el observador (4.7) para. el sistema (4.20).

Lema 4.1 El diserio del observador adaptable (4.11)-(4.15) para el sistema (4.10) coin-
cide con el observador (4.7) para el sistema (4.20) con p. = p,.

Prueba
Sea S la solucién de la ecuacién de Riccati (4.8) para el sistema extendido (4.20), dada

Sy Ss
matrices cuentan con las dimensiones apropiadas (digamos Sy tiene la misma dimensién
de A).

: S . ;
por la siguiente forma ( P ) correspondiente al vector extendido X, donde las
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A continuacién, mostramos que las matrices S;,Sp ¥ A correspondientes a (4.13)-
(4.15) cstén relacionadas con la matriz S de la siguiente forma

Sz = S]_
Sp = S3—S7S.'S, (4.21)
A = —Si_152

De (4.8) y (4.20), se tiene
T
S' = —p Si S _ A(uiy) ‘I)(u,y) Sl S
S5 Ss 0 0 5T S,

S S u, u,
_(sgr gs)(A(Oy) <1>(0y))+(c. O)TE(C 0)

es decir
Hilife) ( pSi 082\ [ AwySi Alw,v)TS:
pST pSs B(u, )77 ®(u,y)’S;
| SiAl,y) 5i9(w,y) cTsC 0 N
(SZA(uay) Sg@(u,y))+( 0 0) (4.22)

_ ( —pS1 — Alu, )78, — 81 Alu,y) + CTSC " ~pSy — Alu, y)7S; — 5:9(u,y) )
—pS5 — ®(u,y)TS1 — ST A(u,y) —pS3 — B(w,y)TS2 — 57 ¥(u,y)

por lo tanto

51 = —psl — A(u, y)TS1 - SIA(u, y) *+: Cc'=C (4'23)
Sy = —pSs— Alu,1)TS; — S1%(u, y) (4.24)
8 = —pSy—®(u,y)7S; — STH(u,y) (4.25)

claramente de (4.23), S: satisface la ecuacién (4.8) si $) = S; (cuando p, = p).
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Por otro lado, usando (4.23) ¥ (4.24), se tiene

d d ;o _1d
5 (-51'8) = —{Et-(sl‘)sﬁslla(sa)}

{[saest] s g o)
= ST [-pS1 — A, y)"S1 — S1A(u,y) + CTZC] 57152
—S [-pS2 — A(u, )% — $12(v, )]
= —pS8;'5:187'8, — St A, YT S8 S — ST A, y)S7 ' Sa
+STICTECS S, + pSy1Ss + ST A, )T Sz + ST 18 (u, )
= —A(u,y)S1'S2+ S7ICTECSLS, + @(u, y)

= [Alw,y) ~ S7'CTZC) {~5715:} + ®(u,y)
(4.26)

si denotamos A = —S; 92 (y puesto que S; = 8), la expresién anterior se puede expresar
como (ver (4.13))

5 D) = [Alw,p) - 57 C"EC) A+ @(u, )

Finalmente, mostramos la segunda equivalencia dada en (4.21), de (4.23)-(4.25) se
tiene

dﬁt (S3—8751'8:) = 53) D (S(FSI )

= ;l_t(s3)—{ (SF) 578+ ST (3'132)}

para 5 (Ss) ver el elemento Sy; en (4.22), para § (ST) el elemento Sy, y para § (S77S2)
la deduccién anterior (véase (4.26)).
d
= (Ss—S3S7'S2) = —pSs—T(u,y)S2 — ST ®(u,y)
- [—p,S{{ - <I>(u, y)TSI - S’{A(u,y)] 'Sl_l's'2

=57 ([A(u,y) — 5T'CTEC] 57'Ss — ®(u, 1))

'Véase anexo C, para la deduccisn de la derivada que utilizamos a coptinuacién,
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a (5= 5757%) = —pSs =¥ (w,y)Se~ 574, )
+pS1 ST So+ Pu Y5 516, 4 ST A )5S,

—S5 A, y)ST'S2 + ST 51078081 S, + STd(u, y)

= —pS3+ pSTS[1S, + 8781 CTRCS1 S,

= —p (5 —5751'%) + 875, 1CTSCS S,

puesto que A = —S715,, entonces AT = ~STST (recuerde que S; es simétriea), por lo

tanto 2
= (85 - 83 87'82) = —p (83 = 83 5718,) + ATCTECA

si denotamos Sp = S3 — ST 5718, se tiene
‘% (So) = —pSo + ATCTECA

lo cual coincide con la ecuacion (4.15) para p, = p-

Concluimos este analisis, con la ganancia del observador (4.7) dada por S~'H'X (con

H como en (4.20)), asf se tiene?

S (1—32 (S?S;ISzJﬁ)_ISgS;I) [ ) (C' O)Tz

STHTS = - I
( (STSrS; — 8) " SEST :

s (r=5 (S%”S;lsz—Ss)"f’fo er E)
(SgSfISQ—Ss)_lﬁg'Sl_ CTE

consideremos inicialmente el término (S‘IH T$) &0 fancion de (4.21)

STMI =S (- {Sa~STS7 &)™
STSTHCTS

S5+ S (- {8 - SsTsrs )
 [-sEsTeTE

ST (I + S (=8) T AT) CTS

st (1 ~ S {SFo % -5 5 S;l) Ty =

2yéase anexo C, para la deduccién de S—1 -
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S (15 (T8 — %) SESTY) 078 = (87— 575,55 "AT) €%
= (51 +AS'AT)CTE
= (S7'CT +AS;ATCT) B

expresién que coincide con la ganancia del observador dada para el estado = (véase (4.11)).
Ahora para el término (S'H'X),, , tenemos

(STS1 8% — 5o) " STSTICTS = (- {8 —S57S118:}) " sEsric™s
= (S —STS8,) " sTsric™s
= (Ss—SIS718) " [-sTsY | €T
= S'ATCTE

resultado que coincide con la ganancia para la estimacion del vector de pardmetros (4.12).
\ o

Hasta este punto, suponemos que las condiciones de excitacion (4.2) y (4.6} para el
sisterna (4.5) debe ser equivalente a (4.6) par el sistema extendido (4.20).

Del andlisis efectuado en esta seccién, podemos concluir que al seleccionar una ganan-
cia (matricial) variante en el tiempo como la dada en (4.4) para el observador adaptable
(4.3) nos lleva al ya conocido observador de Kalman para un sistema extendido con un
vector de pardmetros. Esto incrementa los célculos que hay que efectuar en linea. Por
otra parte, podemos sintonizar la velocidad de convergencia tanto para el pardmetro de
estunacién del estado, como para el pardmetro desconocido, sintonizando simplemente
P. ¥ Po (0 solamente p).

A continuacién, mostramos un ejemplo del uso practico de la teoria de observadores

adaptables ya presentada.
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4.4 Aplicacién (Sistemas Cadticos)

Como una aplicacion para ilustrar el observador affn en el estado ya presentado, consi-
deramos el sistema caético de Lorenz.
En sistemas de comunicaciones usando sistemas cadéticos, consideramos un transmisor

de la forma

& = f(z,A) zeR®
y = h{z) yeR (4.27)

l

donde A es un mensaje variante en ¢l tiempo satisfaciendo Amin < A(t) < Apax V 1,
e y es la sefial transmitida. Asumiendo que el sistema anterior (4.27) es caético para
toda constante que satisfaga Anin < A < Amax- Nuestro objetivo consiste en construir un
sistema receptor capaz de recuperar el mensaje A (f) a partir de la sefial trasmitida y.

Asf, en esta seccién estudiaremos un sistema de comunicacién de la forma (4.27), y
reconstruimos la sefial A a partir de la senal cadtica transmitida y, mediante el observador
adaptable previamente desarrollado.

4.4.1 Modelo Matematico y Disefio del Observador

El sistema cadtico considerado aqui, est4 descrito por el siguiente conjunto de ecuaciones

diferenciales®
(i)] = 0y — 0
Ty = 7y — pry — 1173 (4.28)
T3 = T3 — Prg

donde o,7, p y 8 denotan constantes positivas.
La manera como utilizamos el observador adaptable en. el esquema de una comuni-
cacion segura se ilustra en la figura (4.1).

Consideremos los 3 siguientes casos

1. Asuma que <y es un pardmetro no conocido y representa un mensaje variante en
el tiempo satisfaciendo ¥, < Y (£) € Ymex V . Definiendo el vector de estado

3Note que si p = 1, entonces obtenemos el ya bien conocido Atractor de Lorenz.
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Sefial de
Informacidn

RAT~<

Parametros —I
Observador Adaptable Eslimados
(Receptor) z
Estados

w ‘
Atractor de Lorenz
{Transmisor) Sefial
Recuperada
NG

Figura 4.1: Esquema de comunicaciones mediante sistemas cadticos

L= col( Ty Ty Ta ), 8 = v y como la senal transmitida y = z1, el sistema

receptor capaz de reconstruir el mensaje enviado tiene la forma del observador
adaptable dada por

& = Alyz+ely)+2(y)o

g = Cz

donde
0 o 0 —ay

Awy={0 = =y [w@=| o |2@=|v|.o=(100)
0 y -6 0 0

. Ahora, asumimos que sélo el pardmetro § es conocido, y que la sefial transmi-
tida es todavia y = z;. Entonces, definiendo el vector de estados como antes e
introduciendo la siguiente transformacién lineal de coordenadas

100
z2=Tz=] p o 0 |z (4.29)
00 ¢

el sistema (4.28), en las nuevas coordenadas, puede ser reescrito como

01 0 5y 0 0 a+p
z =100 —y fz+] 0 ¢y O a{y—p)
0y —p 0 .0 —¢% p

Yy = 2z (4.30)
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y es claro que en este caso, €l sistema (4.30) tiene la estructura dada por (4.10),

T

wn9=(0+ﬁ bhfp)p)-
3. Finalmente, consideremos €l caso cuando 8 es también un pardmetro no conocido

para el receptor. Entonces, mediante la transformacién lineal (4.29), pero ahora
con la senal transmitida dada por

=(2)-(2)

el sistema (4.30) puede representarse como sigue

g+
01 0 5, 0 0 0 g
i _ o(y—-p)
z=1 00 —y |2z+} O y; 0O 1
0y 0 Ao 0 ?
L ﬁo_

el cual es obviamente de la forma (4.10) con

o Wi ¢

en términos de las nuevas coordenadas.

Q= O
\—/
N

4.4.2 Resultados de simulacién

El propésito de esta seccién es ilustrar los resultados obtenidos para los diferentes casos
planteados en la seccidn anterior con el observador adaptable propuesto en este capitulo
via simulacién digital. Los valores numéricos utilizados en estas simulaciones fueron los
siguientes, ' _

El valor inicial de las variables de estado en todas las simulaciones fueron z; (0) =
%3 (0) = z3 (0) = 0.0001, mientras que las condiciones iniciales para el observador adap-
table ) (0) = z3(0) =1 y 22 (0) = —1.

5:(0) = Sp(0) = I, A(0) = ( 10 10 ... 10 ) con las dimensiones apropiadas. Las
ganancias para las ecuaciones dindmicas correspondientes a S, y Sy, fueron escogidas
Como p,, = py = 12.
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Los valores iniciales de los pardmetros a ser identificados en los diferentes casos fueron

1. 7(0) =29, (P=1,0'=10 y ﬂ=§)

wi oo

)

El pardmetro « se fij6 en 28 para los casos 2 y 3, y para el caso 1 la variacién de este

e,

2. 7(0) =29, 3(0) =9 y 3(0) =0, (ﬁ=
B

3. 7(0) =29,5(0)=9,5(0) =0y,

pardmetro se efectuo de 1a siguiente manera

’

28 B<t<d

30 5<t<10

40—t 10<t <15
18 =9 5

t+2 1<t <20

8  sin (2t — 40) 20 <t <25

Lsz 25 < t < 30
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4.4.3 Identificacién de vy (caso 1)

La figura 4.6 muestra el comportamiento de -, pardmetro a identificar mediante el ob-
servador adaplable propuesto en este capitulo. Recuerde que en el caso 1 (cuando sélo
v es el pardmetro desconocido), v es un pardmetro que varfa con el tiempo. La grafica
que describe la estimacién, nos muestra que a pesar de estos cambios, la estimacién es
buena. Ademds también se observa un buen tiempo de convergencia.

Resultados similares se aprecian para las variables de estado del sistema cadtico,
pues el estimado converge también rdpidamente al estado real del sistema (véase figuras
4.2-4.5).

En la grafica 4.3 mostramos un acercamiento de la parte inicial del comportamiento
de la variable z, del sistema caético, con el objeto de apreciar mejor la convergencia del
observador al estado real. Convergencia similar se aprecia para las otras dos variables de
estado al hacer una acercamiento en los instantes iniciales de tiempo. Sin embargo, para
no agobiar al lector con muchas graficas, es que se opté por omitirlas.

25 T T T L)

— real
-~«- eslimado

magnitud

1 1

0 5 10 15 20 25 30
tiempo (seg)

Figura 4.2: z; vs & (8,p y o conocidos)
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Figura 4.3: z; vs #; (acercamiento) (3, p y o conocidos)
| -++s estimado ||
| | |
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R

Figura 4.4: z; vs 2, (B, p ¥ o conocidos)
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30 |-
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Figura 4.5: z3 vs %3 (8,2 ¥ ¢ conocidos)

29 e

27 -

25 |

24

L

5 10 15 20 25 30
tiempo (seg)

Figura 4.6: y vs 4 (8, p y & conocidos)
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4.4.4 Identificacion de 7v,p y o (caso 2)

Ahora, presentamos los resultados que se obtuvieron mediante el observador adaptable
para la estimacion del estado y la identificacién de los pardmetros 7, p y o, de manera
simultdnea, cuando s6lo el pardmetro 3 es conocido.

Queremos comentar que el comportamiento de las variables de estado del sistema
cadtico, preseatan un desempeno muy similar al presentado en el caso anterior. Por tal
motivo, y como se mencioné anteriormente con el objeto de no agobiar al lector con
muchas grificas, es que decidimos omitirlas.

Coon referencia a la estimacién de los parametros del sistema (que ahora se consider-
aron cosntantes), los resultados obtenidos se muestran en las figuras 4.7-4.9.

El comportamiento que se observa en estas figuras muestra una buena estimacién de

los parémetros del sistema cadtico a identificar, en lo que a tiempo de convergencia se

refiere.
35 T 1 L) I
---- eslimado
30 | =
%
EL o .
o 3
2 ]
E =
[~ =
€ | .
20 =
1G] S ‘ ' : e
10 1 ) 4 1 1 L
0 5 10 15 20 25 30

tiempa (sag)

Figura 4.7: 7y vs ¥ (8 conocido)
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Figura 4.9: o vs ¢ {3 conocido)



97

4.4.5 Identificacién de v,p ¢ y 3 (caso 3)

Finalmente, los resultados de la identificacién de todos los pardmetros son presentados
en las figuras 4.10-4.13. También agui, como en los casos anteriores, se percibe un buen
desempeno en la estimacién de los pardmetros del sistema.

Nuevamente, como se dijo en los dos casos de estudio aateriores, debido a que el
comportamiento de la estimacién del estado es muy similar al presentado en el caso 1, se
opté por omitirlas.

El lector seguramente habrd observado un fuerte sobreimpulso en las figuras repor-
tadas, no sélo en las figuras reportadas en este caso de estudio sino también en los dos
antriores, particularmente é¢n la dinsmica de los estados del sistema (véase figuras 4.2-
4.5), aunque el efecto también se percibe en la identificacién de los pardmetros (el sobre
impluso se presenta en el tiempo alrededor de 1 seg.). Este comportamiento se debe a la
dingmica propia del sistema cadtico. De hecho, el sobreimpluso se presenta ain cuando
todos los pardmetros del sistema son conocidos.

40 | T T v

—— real
«+«~ astimado
B2 -
WA i
Tl :::
o 2
g >
525 A
@«
e
20 | -
15 + -
10 1 1 1 1
5 10 15 20 25 30
tiempo (seg)

Figura 4.10: 7 vs 4 {ningiin pardmetro conocido)
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4.5 Aplicacién (Generador Sincrono)

A continuacion, presentamos otra aplicacién del observador adaptable desarrollado en
este capftulo, considerando ahora el problema de monitorear el desempeno de una méquina
sincrona.

4.56.1 Modelo Matematico

El modelo matemadtico de la méquina sincrona con la que {rabajamos ahora, es el pre-
sentado en la seccidn 3.8.1, (véase (3.40)). La vinica diferencia se presenta en el término
de amortiguamiento (D) el cual en este caso si es considerado (D # 0), (ver pagina 61).
Asi, considerando las constantes ya definidas en la seccién 3.8.1 (véase (3.42)), sélo
agregamos la correspondiente al pardmetro D, definida de la siguiente manera

_— D
T M
y puesto que ahora existe un término adicional en las ecuaciones dindmicas para la

maquina sincrona, el punto de equilibrio cambia, y ahors lo expresamos como la solucién
de

w—ws = 0
my + {maE) + macos () } sen (6) + mr (w—ws) = 0

’I'T'B4E::I -+ my COS (6) + mg (u + E_fd) = 0

Si consideramos (6*,w*, E}") como el punto de equilibrio estable, ya considerando D,
el modelo matemdtico en términos de las variables de desviacion (3.41) estd dado por

dAs

-

dAw 3

5 = mt {m.(AE, + B.") + m3cos(8) } sen(8) + mzAw
dAE]! .

1 = my(AE)+ ") + mscos(8) + m(u-+ Ej,)

con el siguiente cambio de variable

T = A6, zo = Aw, z3 = AE,, 8 =my
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las ecuaciones pueden reescribirse como

il 0 1 0 7
) = 0 mr mgsen(z; +6%) Ta
.’ifg 0 0 —i5 Z3
0 0

+ | mpEg'sen (1 + 6%) + mgsen(z; + 6% cos(z, +8) | +]| 1 |8
msEy* +mg cos(z1 + 6%) +my7 (u + Ejy)

<

- INGNZ

Por lo anterior, implementamos el observador adaptable (4.11)-(4.15) para la esti-
macién del vector de estados z y el pardmetro 6, con

i Al 0 0
Alw,y) =] 0 my masen(z1+6%) |, C’=(1 0 0), b(u,y) =
0 0 —mg - 0
0

wlu,y) = mzE, " sen (z1 + 87) + mgsen(z; + 6*) cos(z;, + 6*)
msEy* +ms cos(z1 +6°) + mq (u+ E}y)
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4.5.2 Resultados de Simulacién

El propésito aquf es ilustrar los resultados obtenidos con el observador adaptable prop-
uesto en este capitulo via simulacién digital. Los valores numéricos de los pardmetros
del generador son los dados en la tabla 3.2.

El punto de equilibrio estable selecconado para la simulacién es §* = 1.12,w* =0y
E;* = (0.91469.

Los valores iniciales de las variables de estado en todas las simulaciones fueron: §(0) =
1.17,w(0) = 0.01 y E,(0) = 0.91, mientras que las condiciones iniciales para el observador
Z1(0) = 1, $2(0) = 0.05 y 22(0) = 1. Las ganancias para el observador fueron inicializadas
en S;(0) = I para &,y Sp(0) = 10 para 8. Ademés, las simulaciones fueron realizadas para
diferentes valores de g, ¥ Py, ilustrando asf el efecto de la sintonizacién en ¢l desempeno
del observador.

En las figuras 4.14-4.16 se muestra el comportamiento dindmico para las variables de
estado del generador con su correspondiente estimnacién para p, = pg = 5, asi como tam-
bién, el valor de la estimacién para m;. Y de hecho, se observa una buena convergencia
de [as variables de estado (figura 4.17). En las figuras 4.18 y 4.19 se presentan las estima-
ciones del voltaje interno E{I y €l pardmetro m;, cuando este Gltimo varfa (T}, = 1 para
0<t< 35seg. y T;n = 0.8 para 35 < £}, lo cual resalta el desempeno de la estrategia
adaptable propuesta. De estas figuras puede observarse que todas las variables de estado
son bien estimadas (presentamos sdlo la respuesta obtenida para el voltaje interno, pues
la. posicién angular es la salida medible y en la velocidad angular no se percibe un efecto
significativo del cambio en el par mecénico) incluso la estimacién del pardmetro my es
buena atin bajo los cambios efectuados.

Finalmente, con el objetivo de ilustrar como la convergencia del observador adaptable
se ve afectada por los pardmetros p, y gy, efectuamos simulaciones para diferentes valores
de estos pardmetros. Se observa que para valores grandes, la velocidad de convergencia
se incrementa (pero como consecuencia, la magnitud de los sobreimplusos se incrementa
también).

En la figura 4.20 mostramos el desempefio del observador adaptable para p, = p, =
9,10 y 15. Es claro, a partir de esta grifica, que el tiempo de convergencia del observador
adaptable puede acelerarse.
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Figura 4.15: Velocidad del rotor y su estimado
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4.6 Conclusiones

En este capitulo discutimos un observador adaptable para la clase de sistemas no lineales
afines en el estado, a la luz de los resultados para este mismo tipo de observadores
para sistemas lineales variantes en el tiempo. En particular se mostré como un disefio
adaptable, con una razén de convergencia sintonizada. arbitrariamente, es equivalente a
un observador afin en el estado para un sistema extendido.

El desempeiio del esquema adaptable propuesto ha sido aplicado a los modelos mate-
maticos del atractor cadtico de Lorenz y el generador sincrono en una representacion de
bus infinito, para los cuales el vector de estados y un vector de pardmetros (en el caso
del generador, un solo parsmetro) fueron estimados al mismo tiempo.

En el caso del atractor de Lorenz, se observa que los experimentos efectuados resultan,
interesantes cuando lo que se desea es un esquema de comunicaciones seguro.

Finalmente para el caso del generador sincrono, la estimacién adecuada del pardmetro
seleccionado, muestra que el esquema adaptable propuesto puede ser atractivo para el
monitoreo de sistemas.

A continuacién se presentan las conclusiones generales de esta tesis.
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que el propone, logra la convergencia de las trayectorias del sistema a su posicion de
equilibrio, o en el caso de la salida, converéencia a“una senal de réferencia dada. En [19]
el aulor muestra que el error de estimacién {diferencial entre el estados del sistema y los
estimados obtenidos mediante el observador que el propone) converge exponencialmente
a cero.

En esta tesis se conjuntaron estos dos resultados, y se presenté un analisis de estabil-
idad para el sistcma en lazo cerrado, cs decir cuando la ley de control aplicada al sistema
se implementa a través de los estimados del observador. Es bien sabido que para obtener
buenos resultados en el controf de sistemas discretizados, el tiempo de muestreo debe ser
pequeno. En la prueba de estabilidad reportada en esta tesis, se observé que el efecto
del tiempo de muestreo es muy importante para preservar la estabilidad, de hecho se
percibié que existe un compromiso entre el pardmetro de disefio del observador (el cual
influye de manera directa en la ganancia del mismo) y el tiempo de muestreo.

Este esquema de control basado en observador, se aplicé a los modelos matemsticos de
un brazo robot y un generador sfacrono. Los resultados obtenidos ‘mediante simulacion
digital mostraron la eficiencia del esquema control ~ observador, lograndose un buen
desemperio en ambos casos de estudio.

También en lo relacionado con sistemas discretos, se presenté un estudio denéminado
estabilidad practica, en €l cual se analizé el efecto cuando se disefia un algoritmo, en
este caso de estimacién, a partir de modelos discretos aproxiamdos (en nuestro estudio,
el método de Euler).

Finalmente, en lo relacionado con la estimacién de estados no medibles y la identi-
ficacién de parametros desconocidos de manera simultsnea, se presenté un observador
adaptable para la clase de sisternas no lineales afines en el estado y lineal en los pardmet-
ros. Se dieron condiciones suficientes para garantizar una estimacién adecuada con razén
de convergencia exponencial sintonizada arbitrariamente.

Ademss, se mostré que mediante un cambio de coordenadas apropiado, este obser-
vador adaptable es equivalente a un observador para la clase de sistemas afines en el
estado, lo cual nos permite decir que tanto la estimacién de los estados no medibles del
sistema como la identificacién de los pardmetros desconocidos, pueden ser vistas como
un sistema affn en el estado.

Para ilustrar la metodologia propuesta mediante el ohservador adaptable, se analizé

como casos de estudio el atractor cadtico de Lorenz y el generador sincrono. Se presen-
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taron resultados via simulacién digital para estos casos de estudio, mostrando asi el buen
desembpeno del observador.

5.2 Trabajos Futuros

Los temas a desarollar como trabajos de investigacion futuros, a los que consideramos
que seria adecuado dar seguimiento son los siguientes:

Con relacion al estudio de sistemas electromecdnicos, tales como el motor de induccién
y los generadores sincronos, consideramos que un aspecto importante a tomar en cuenta
es el uso de modelos mas completos que tomen en cuenta efectos tales como la saturacién,
las dindmicas del regulador automético de voltaje (AVR), entre otros.

Ademss, serfa deseable que las leyes de control desarrolladas para sistemas eléctricos
de potencia sean decentralizadas, es decir se puedan implementar sélo con mediciones
locales. O en los casos en el que no se dispone de todas las variables de estado necesarias
para implementacién de una ley de control, emplear un observador de estado.

En lo referente a los sistemas no lineales discretizados, en este trabajo de investigacion
se retomardn los trabajos reportados en [1, 19] y se efectué un anilisis de estabilidad
para el sistema en lazo cerrado. El estudio se efectué para la clase de sistemas no lineales
linealizables por retroalimentacién de estado, discretizados mediante el método de Euler.
Como tema de investigacion futuro nos gustarfa estudiar la estabilidad del sistema en
lazo cerrado para sistemas discretos de orden superior.

Por otra parte, se puede considerar el case de téner un sigtema continuo y un esquema
de control y observacién discreto, de modo que un estudio de estabxhdad para esta clase
de sistemas hibridos serfa un tema interesante a realizar.

Finalmente, para los observadores adaptables, una extension de este trabajo consis-
tirfa en considerar una clase mds general de sistemas afines en el estado, asf como sistemas
en cascada. Ademds, la versién en discreto de este observador adaptable para una clase

de sistemas no lineales puede ser también un tépico interesante a estudiar.



Anexo A
Sistemas de Potencia Multimdquinas

A.1 Nomenclatura del Sistema de Potencia Multi-
Ma4aquinas

8i(t) angulo de potencia (del generador 1), en p.u.

wi(t) velocidad relativa, en p.u.

wo = 27 fo, velocidad sincrona

P, potencia mecdnica, en p.u.

P.,(t) potencia activa, en p.u.

D, constante de amortiguamiento, en p.u.

H; copstante de mercia, en segundos

E, (t) voltaje transitorio en el eje de cuadratura, en p.u.

E(t) voltaje en el eje de cuadratura, en p.u.

Ej,(¢) voltaje de excitacién, en p.u.

Vi, voltaje en terminales, en p.u. .

T}, constante de tiempo transitoria de corto circuito del eje directo, en segundos

X4, reactancia del gje directo, en p.u.

X, reactancia transitoria del eje directo, en p.u.

B;; elemento 7 (¢ denota la. fila y j la columna) de la mairiz de susceptancia nodal
(simétrica), en los nodos internos, después de eliminar todos los buses fisicos,
en p.u.

Q.i(t) potencia reactiva, in p.u.

I:(t) corriente en el eje de cuadratura, en p.u.

I4(t) corriente en el eje directo, en p.u.
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Anexo B

Sistemas Discretos

B.1 Equivalencia en Estabilidad Exponencial

La definicién formal para la estabilidad exponencial® de sistemas discretos esta dada por

Definicién B.1 Decimos gue el origen ? del sistema £(k + 1) = F.(k, (k) sujeto a la
condicidn inicial £(ko) = &y es exponencialmente estable, si existen constantes ay,a; > 0
y ag < 1 tal que la solucion del sistema £(k) satisface

loll Sar = [[€K)|| < ealléollal VE > ko >0 (B.1)

si ademdas (B.1) se satisface para toda € € R™, entonces decimos que el origen del sistema
es globalmente exponencialmente estable.

Si comparamos la definicién anterior (B.1) con la dada en la seccion 3.2 del capitulo
3 (ver (3.2)), notamos que la principal diferencia se presenta en los términos
€@ < aliéofle™
el < azliéollas

pero, para la primera expresién tenemos

HE(R)| < aslléplle™*5) = ag)|€lle™ e 0 = Gy ||gglle™ "
donde @z = ase** = constante, por lo tanto
af memMh = '(e"")k
es decir
a3 & e~ = constante (B.2)
Sin embargo, de la definicién A.1 para garantizar estabilidad tenemos a; < 1, hecho

que aplicado a (B.2) resulta en

—Ar < 1

In(e™) < In(1)
—Ar < 0

e

! véase [49] pdgina 266
28e asume sin perdida de generalidad que el equilibrio est4 en el origen
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es decir, A, > 0, lo que concuerda con el requerimiento para A, dado en la definicién 3.1.

B.2 Propiedades de las Matrices de Control y Esti-
macion

La estructura de las matrices utilizadas en €l capitulo 3 para el control y la estimacién
estdn dadas por (3.4,3.10)

Q, = diag(",--+,p) para p21

nl
= i e ~1 P=—_
F {2 ¢ 1) con C} T
Ay = dia li ara #>1
AEEA! lg 6 en p =
K 1..on e PR L
= col (Cn... n) con Sl
Entonces
1
(o 0 0 R L0 -0
W ot S Y 0 1 : 0 X
it = | .7 L i
AN T : 0
0 p)\0O O - 1 0 0 X
10 0 01 0
ol 00 . :
= 01 +7Tp . =1+ 7pA
R | o2 e 1
\ 00 - 1 00 -0
oo 0 0 0 0
o p~t .o 0 0 0
Q,B = 7 = =p =pB



AoA,-Ae-l =

co;t =

QgB =

Por lo tanto

S =

o e

O v D I

<

DY

O o e
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0 T - 0 90""0
01 o ¢
0 P T : 0
+ 00 -1 0 "
0 01 0
Pl )P0 ~ [ +70A
0 1
1 00 0
g 0 - 0
0 & !
=8 0 --- 0
| R
0 0 "
0 0 0 0
0 ) 0
= 1= . =91_n : =lnB
0 : : i f

QLA =1 +71pA
Q,B =pB
ApA NG =1+ T6A
ca;t =6C

1
AgB = =B

(B.3)

(B.4)
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B.3 Resultados Aplicados al Anadlisis de Estabilidad

para Sistemas Discretos

Declaracién B.1 [14] Sea A. = I +~.(A — BF), donde los matrices A y B tienen lo
estructura dada por la forma canonica controlable de Brunovsky y I' y CE son definidas
como en (3.4). Entonces, para todo v, € (0,1), la tinica matriz simétrica definide positiva
P, gue satisface la siguiente ecuacion natricial algebraica

AZPCAC = Pc = _'Yc-Pc . 'Yc(]' == ’YC)nFTF (B‘S)

estd dada por P, = NTN, donde N = AE,, A, = diag (1, (1—7)%,-, (1— 'yc)nT_l),
ademds st 1 4 j denotan las filas y las columnas de E. respectivamente, los elementos de
E, son E.(2,7) = C’f;:’;- para §j > 1 y Ex(1,5) = 0 en caso contrario.

Declaracién B.2 [14] Sea A, = I +v,(A — KC), donde las matrices A y C tienen la
estructura dadu por la forma canonica conirolable de Brunovsky y K y CF son definidas
como en (3.10). Entonces, paro todo vy, € (0,1), la t%nica matriz simétrica definida

posttiva P, que satisface la siguienie ecuacion matriciel algebraica
AT Py As — Py = —7,Po — 7,(1 = 7,)"C*C (B.6)

esté dada por P, = MTM, donde M = A E,, A, = diag (1, (1- fyo)%, (1= 'yo)n—;l'),
ademds si i y § denotan las filas y los columnas de E. respectivamente, los elementos de
E, son E,(i,§) = (=1)"™C37% para j > i y E,(i,5) = 0 en caso contrario. 3

Lema B.1 [30] Si pera un sistema £(k + 1) = Fp(k,&(k)) existe un p > 0 (entero)
 Tmax > 0, > 0 y ¢, > 0 proporcional a 7=P tal que pare todo k > ky, toda £(ky) = &,
y todo 7 € (0, Trax) '

maxns(k)/n < véll
o) i/p
(Z nsac)up) < el (B.7)

k=ko

entonces, existen & y Ar > 0 proporcional a 7 tal que (8.2) se cumple pera todo &,.

3Para un anglisis mas detallado de ambas declaraciones véase [14]
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B.4 Funcién de Lyapunov Discreta
Consideremos la expresién

AVy = V(e(k+1) =V (2o (k+1))
= V(fr (@ (k),0) +pr(z (k) ,Tres (K))) — V (£~ (z (k) ,0))

que en lo sucesivo por simplicidad escribiremos como
AV, =V {f+p) -V (/) (B8)

Ahora, consideremos la siguiente figura para la expresion (B.8)

V(f+g)

v(f)

f f+g

Figura B.1: Teorema de valor medio aplicado a la funcién de Lyapunov

Por lo tanto, por el teorema de valor medio

iy = Y. +2) =V ()
A (ET

Entonces AV;z (B.8) podemos expresarla como

he(f,f+p)

AV; = V(f+p)-V(f) = V(h)p

v
32 (%) (R) p
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Finalmente, tomando la norma en ambos lados de la eicbz‘esién resulta

v
Oz (k) (2)

v [lpll

AVl

| Il

IA

ov
donde lV = II'CHZ% aﬁc—(k) (h)



Anexo C
Observador Adaptable

C.1 Derivada de una Matriz Inversa

d
0 = =)
_ 8 aan
= dt(AA )
_ @ % d 41
= [dt(A)]A +ad (4
por lo tanto

A% 4 = —[di‘i(A)] 4
) \ 1)
G = —at 2] az

C.2 Matriz Inversa para el Sistema Extendido

A continuacién procedemos a la deduceidn de la inversa para la matriz del sistema au-

mentado (4.20), mediante operaciones de renglén’

Shl
S So | I (0] _I_RL" 1 51_132 Sl_l 0

—STR + R, .

ST oss|lo 1 SF 8 |o I

I 8782 g o

(~S§Sf152 + 33)_1 Ry .

O —SFTs{'8+8 | —Sfs;t I

1En lo sucesivo R; (i = 1,2) denota ¢l ntimero de reglén
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—57'S3R, + R
I 8718, St ) 1 oftp+

0 I | —(-5T87"S3+8:) ' s¥sTt (—S5SiS+ Se) ™"

I 0| 578 (-SES"Sa+50) ST 457 ST 5 (~SESTSa+ S)

-1
0 I —(-57S728: + 88) " 5785, (—SFS7'S2 + Ss)
por lo tanto

83 = 578, (—SEST S+ 8) SES5T+ 57
= 87148578, (-STST S+ 8) " SIS
= S71- 5718, (STSTIS, — Sa) SESt
= 57 (1-5:(SFsr's - %) S5T) (C.2)

v ademsés

S5t = = (-SFS7iS: + ) ST S
= (STS7'Sy—83)” S8 (C.3)
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Abstract

In this paper, we present a control-observer scheme
for discrete-time nonlinear systems. A controller and
an observer are proposed for a class of discrete-time
nonlinear systems. The results obtained are applied
to a flexible robot in order fo illustrate the proposed
scheme. I

Keywords: Discrete controller, Euler discretiza-
tion, Nonlinear Observer, Flexible robot.

1. Introduction

Motivated by the recent advances in digital technol-
ogy, discrete-time nonlinear systems control theory is
receiving an increasing attention in different aspects of
control and dynamic systerns theory originally devel-
oped for continuous-time systems. Such is the case of
feedback linearization (see e.g. [1, 10, 11]), passivity-
based (cf. [3]), backstepping (cf. [7]). See also [4].

The present paper deals with the problem of
observer-based output feedback stabilization of Buler
approxinate discrete-time systems under the standing
assumption that the continuous-time system is feed-
back linearizable. In particular, we will propose a con-
trol scheme which relies on the ability to make that
the closed loop system has a cascaded structure. Ear-
lier contributions in this direction include {2].

Our main contribution is an observer-based con-
troller which ensures a form of exponential stability
which has a uniforme bound on the overshoot of the sys-
tems response and a convergence rate which is linear in

*Corresponding Author

0-7803-7896-2/03/$17.00 ©2003 IEEE

the sampling period. This specific form of stability is
important since only then, one can guarantee that the
exact discrete-time and in its turn, the sampled-data
systems have certain stability properties. See (8, 9].

2. Problem statement

Notation, Given any symmetric positive definite ma-
trices P, Q we will denote by ||z||% := 2" Pz for any
z € R™ and use the constants ¢y, ¢z in the relation
allzllp < lzllg £ cllzlr. We will use ¢ for a generie
positive constant, i.e,, we will write with an abuse of
notation, ¢+ ¢ = ¢ = ¢. We denote by £(k) the solu-
tion of the difference equation £(k 4 1) = F,(k,&(k))
with initial conditions ko > 0 and £, = £(ko).

We consider feedback linearizable (in continuous
time) nonlinear affine systems. We are concerned by
the output feedback problem of the Euler discretiza-
tion of nonlinear systems in the normal form, i.e., we
are interested in designing an observer and an output-
feedback controller for the Euler-based system

{ z(k+1) = A z(k) + 7B {ofz(k)) + Be(k))u(k}}
y=Cx (k)= (k)

(2.1)
1 7 -+ 0
where A, = (I, + TA) = S

0 0 T
00 1

01 -0 0

- - 0

A=~ . B=
00 1
00 -0 B
2359 Proceedings of the American Control Conference
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We assume that 3(x) # 0 for all z.

We address this control problem by designing an
exponentially stabilizing observer-based controller for
the approximated linearizable system (2.1). More
precisely, we will design an observer-based controller
which guarantees the following property for the closed-
loop system:

Definition 1. (Uniform Exponential Stability)
The origin of the system &(k + 1) = Fr(k,&(k)) is said
10 be uniformly exponentially stable if there exist r,
Tumaxs & > 0 and for each T € (0, Tmax], Ar > 0 such
that,

lEko)ll <= N < mholle™**) (2.2)

Vk > k. If furthermore (2.2) holds for all £(kp) €
R™ then, the origin is said to be uniformly globally
exponentially stable.

The property defined above is probably the most use-
ful for discrete-time systems since it imposes a bound
on the overshoots which is uniform in the initial con-
ditions and the sampling time. Moreover, in the par-
ticular case when A, is proportional to 7, this prop-
erty guarantees that the ezact discrete-time miodel is
{globally) asymptotically practically stable. Roughly
spesking, this means that the solutions tend to an ar-
bitrarily small ball whose size is independent of + and
can be made smaller as rmax becomes smaller. See [8]
for precise definitions and the only formal framewerk
we are aware of, which establishes asymptotic practical
stability of exact discrete-time nonlinear systems based
on uniform (practical) asymptotic stability of approx-
imate discrete-time systems.

=

3. Observer-based control

3.1. Control design

Consider the system (2.1) under the action of the static
feedhack-linearizing control law,

v =37 (z) [v(z) - alz)],
where a(z) and B(z) are assumed to be known, 5{z) #

0 for all # € R™, and the external control input v(x) is
defined as

(31)

v(z) = -FQz (3-2)
where the matrices F € R1xn 404 0, € Roxn are given
by

Q, = diag(p®,..., p)
i ’ 3.3
P o= (C'P, Ont p21, ( )

n ’

2360

with C2 = (n—_“p!)m. Then, the resulting closed-loop
system is

e(k+ 1) = (A, — TBFQ,) (k). (3.4)
The following result is useful to establish our main re-
sult.

Lemma 1. There ezists Tmax > 0 sufficiently
small such that the system (2.1) in closed-loop with
(8.1),(3.2), (3.8) is uniformly globally exponentially
stable with A, proportional to 7 € (0,7msx) and for
all p >0 such that prmax € (0,1).

The proof of this Lemma is based on the following
statement and is omitted here for lack of space.

Claim 1 ([6]). Let Ac = I +~,.(A— BF) where the
malrices A and B are in the usual Brunovsky control-
lable form, and F and C2 are defined as (3.3). Then,
Jor every v, € (0,1), the unique symmeiric positive
definite mairix P, satisfying the algebraic equation

ATP.A. — P.= 4, P. — v (L -7 "F'F

is given by P. = NTN, where N = AEe, Ac =
diag(1, (1 ——'yc)'ﬁ,...,(] —x,)"7") and, letting i and j
denote the rows and columns of E. respectively, the
elements of E. are E.(i,j) = C3_; for j > i ond
Ec(3,7) = 0 otherwise.

3.2. Observer design

In this section we introduce an observer for the class
of systems (2.1) which belongs to the class of systems
with a triangular structure. This property of the non-
linearity is important because it ensures the uniforn
observability of the system.

An observer for the transformed system (2.1) is given
by

2(k+1) = Az(k)+7Bla(z(k)) + 8 (z(k))ulk)]
+785 K [y (k) — § (k)] (3.5)
where
Ay = diag( % ‘J'T ) for 6>1, (3.6)
{
K = col( C} Cr ) with cg:m—_"’pﬁ_

The term TA; 1K represents the observer gain.

Defining the estimation error as e = z — z, it follows
that the dynamics of the estimation error is of the form

e(k+1) = {A, ~7A;'KC}e(k) (3.7

+7BUS (e(k), 2(k), u(k))

Proceedings of the American Control Conferance
Denver, Colorado June 4-6, 2003



where
(e, 2,u) = [ole + 2) — ez} + (Ble+ 2) — B(2)) u].

In order to make a statement on the stability of the
observer we need the following hypothesis.

Assumption A. The function ¥, along the trajecto-
ries of (2.1) and (3.7), driven by any admissible control
input u(k) satisfy

1BYZ (ek), z(k), u(BPI < 1y [le(&)l,
VE>ky >0, Vre(l0,Tmax) -
Remark 1. Notice that this assumption holds for in-
stance if, for each compact X, and defining U, := {u €
R* : u = ' (z)[v(z) — a(z)], z € X} there exsts
I1 > 0 such that | BY] (e, z, u)|| < l1 [le]), z(k) € X and
w(k) €U, forall 7 € (0,Tmax) and all k> kg > 0.

Lemma 2. Assume that the system (2.1) satisfies as-
sumption A, Then, there exist Ty > 0 sufficiently
small and 8,3, > 0 sufficiently large such that the es-
timation ervor dynamics (3.7) is uniformly globally ex-
ponentiolly stable with A, proportional to 7 € (0, Trpax)s
Jor all 8 > By such that OpinTomax € (0,1).

The proof of this Lemma is based on the following
claim which is the dual of Claim 1.

Claim 2 ([6]). Let A, = I +7,(A— KC) where K
is defined as in (3.6). Then for every 7, € (0,1), the
unique symmelric positive definite mairiz P, satisfying
the algebraic equation,
ATP,A,— Py =—y,P,—v,(1—1,)*CTC,

is given by Po = MTM where M = AE,, A, =
diag(L,(1 — 4,03, ey (1 — 7,)"T") and, letting i and
J denote the rows and colummns of E, respectively,
the elements of E., are Eo(i,j) = (-1)"HC;_] for
i < j < n and Eo(i,j) =0 otheruise.

3.3. Main result

We can now establish the following result.

Theoyem 1. Consider the discretized nonlinear sys-

tem

z(k+1) = A,z(k)+7B{a(z(k)) + Blz(k))u(k)}
y(k) Ca(k)

under Assumption A. Then the observer-based output
feedback control law,

2(k+1) = A.z(k)+7Bo(z(k)) + B (2 (k) u(k)]
+7A5 K [y (k) - (k)]
u(k) = B(a(k)) [FFQpz(k) - of=(k))].
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renders the equilibrium (¢, 2) = (0,0) of the closed-loop
system (2.1), (3.1)-(3.3), (3.5)-(3.6) uniformly expo-
nentially stable.

Proof: The result follows if and only if the origin of
the estimation error and the observe dynamics, (e, 2z} ==
(0,0), is exponentially stable, In view of Lemma 2,
we only need to prove that the origin of the observer
dynamics under the control action,

z(k+1) = Arz(k)+7Ba(z (k) + B(z (k) u(k))
+rAT K by (k) — 5 ()], (38)
is uniformly globally exponentially stable.
To prove this, we will invoke the following result.

Lemma 3. If for a system £(k+ 1) = f, (k,£(k)) there
exist P > 0, 750 > 0, ¥ > 0 and ¢, proportional to
771? such that for all k > ko, all £(ks) = &, and all
Te (0: Tonax )

,gagn&(k)li < vlEll (3.9)
o 1/p
(Z "f(")"’”) < alél  (3.10)
k=ko

then, there exist & and A > 0 proportional to 7 such
that (2.2) holds for all £ € R™. O

Hence, we proceed to compute the bounds (3.9),
(3.10) with £ := colle, z]. We start with the bounds
for [le(#)]]. From Lemma 2, it follows that |le(k)||, <
le(ko)l|p, e87k~%0) | ie. [lek)]e, < lle(ko)llp, and
therefore, there exists ¢ > 0 such that

le()| < clle(ka)ll Yk =Ko (3.11)

Also from Lemma 2, we obtain AV;, < —726V,, then
evaluating the sum from kg to co on both sides of
AV;, < —726V,, , it follows that

oo [e.=]
Vieg 2 = 3 AV 2 3 78 le®)7,
K—ko k=ko
50 using the equivalence of the norms |- || and || - |7,

we conclude that there exists ¢ > 0 such that

- 1/2
(Z ||e(k)|12) s‘/%lle(ko)u- (3.12)

k—ko

Next, we proceed to compute similar bounds for
z(k). To this end, reconsider the observer dynamics un-
der the control action, and under the coordinate trans-
formation 5 = Q,2, i.e.,

nk+1) = (In+7p(4— BF))n(k)
+70,8, 1 KC Ay (k)
Aa(k) + QA P KCAG e(k3.13)

]
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where Ac is defined in Claim 1 with v, = 7p. Define
V,, = 0¥ P.o then, we get that the difference equation
AV,, = Vo, ., — Vo, along the trajectories of o(k+1) =
Aco(k) yields

AY,, = V,

Tr41 Vﬂk

= o¥(k) [ATP.A. — P.] o(k).

It is easy to see from Claim 1 with v, =7p, that

AV,, = —7pa" (k)P.o(k)
—rp(1 — 7p)"T (k)FT Fo (k)
AV, < —rplo(k)l},

Using this bound we now evaluate the difference equa-
tion AV, =V, , — V,, where ¥V, = n(k)T Pap(k)
along the trajectories of (3.13) to obtain

AV, = Voo, —Vy
< —rplnB)E, + N eI,

+27 [le()l| o, IRl ,

=7 (o =1} In(®)5, + 7N (R},
where we defined N := ||Q,A7'KCAZ'||. Evaluating

the sum from kg to co on both sides of the inequality
above, and using (3.12) we obtain that

IA

(o<}

ZAV’M Z

k=Fo k=ko
o 2

> (o= 1)y Inhy, —en2 I

k=ky

which implies that

5 )l < —— (In(ko)i? +—|| (ko)
,g,;a 7 T(p ( )

hence, setting pmin > I and since n = Q,z, we finally
obtain that

- 1/2
(Z ||z(k)||2) f llé ko)
k=ko

where it is clear that ¢ is independent of 7. To deter-
mine the last bound, we recall that

(3.14)

AV, < -7 (0— 1)V, +7N2 (k)3 -

Then, using [e(k)|5, <
tain that

lle(ko)ll p, e~47¢5—%0) | we ob-

AVy, £ =70 —=1)Vn, +7eN? fle(ho)| 27575,
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To show contradiction, assume that V,, — o0 as
k — oo. From the above we see that there exists
k* > 0, such that AV, < 0, which implies that
||'17(k)|| <c||n(ko)|| for all £ > k*. On the other hand,
lIn(k)|I* < Cllﬂ(’m)" +k* NTmax IIE(ko)II forallk <k*.

Therefore, [7(k)||> < cltn(kolli” + ck* N7 nax (ko)
for all k > kg. We conclude that there exists ¢ > 0
independent of 7 such that

lz(k)lt < ellé(ko)ll Yk 2>0. (3.15)

From the bounds (3.11), (3.12), (3.14), (3.15), and
invoking Lemma 3 with ¥ = ¢, p = 2 and ¢, =
¢ (max{L -}})1/ 2 (which is obviously proportional to
7=1/2), we conclude that there exist £ > 0 and A,
proportional to 7, such that (2.2) holds. |

4. Application to a flexible-joint robot

We apply the results developed above to the control
of the flexible-joint robot. The dynamic equations of
a single link robot arm with a revolute elastic joint
rotating in a vertjcal plane are given by

JiG + Fygy + k(@ — @) + mglsin(q1) = 0
Imbp + Fnde — k(g — @) =
¥y = @

in which g3 and ¢p are the link displacement and the ro-

T Z { o~ 1) |ln(k)|2 B cN? |le(k)||I? L tor displacement, respectively. The link inertia J;, the

motor rotor inertia .J,,,, the elastic constant k, the link
mass m, the gravity constant g, the center of mass {
and the viscous friction coefficients ¥; and Fy,, are pos-
itive constant parameters. The control % is the torque
delivered by the motor. Assuming that only ¢; is mea-
sured, u is to be designed so that ¢; tracks a desired
reference g,1({) where the parameters are assumed to
be known. Defining the state variables,

G=q, L=q, &=@ &L=
the model in state-space form is
él = E2
& = '—fz mng' (51)‘ ( & — &)
és = 54
b =~ G-t (¢

4.1. Control design

The system (4.1) is state-feedback linearizable by
means of the change of coordinates (cf. [5])

= &,

z
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T2 = &
2 = ~Te - "aine) - 5 6 - &)
2 = %’252 4 EJ”;-‘” sin(Z,)
+ 66— 56—
—%t-&m({l) + ?ﬁ_—lsinél
and feedback

w=F"[o(z) — (o)

where B(z) = 1-7!-’;—“ and

1 k2
afz) = (m-J—flsin$1+E—;;icosm+-J£")mg
mgl k F?

+-7"006£E1 + (7‘ '—7?—) X
X [-PT‘:Q:Q + %ﬂ' sz + 'j%(:cl - .'53)]
kFy k

k Fn
—?&1 + I {J—(ml - mzg) — J—w4] b
i m m

The external control is given by »(z) = —~FQ,%, where
the matrices F' and (0, are defined as in (3.3), i.e.
F=(C Cf C €)=(1464)and
Qp = diag(ﬂ4ypzap2,P)-

Then the external control is given by

v(z) = —FQu

~(p*z1 + 4p°z2 + —6p 3 + dpua)-

4,2, Observer design

According to Section 3.2, the observer is given by

2k+1) = Acz(k)+7B{a(z(k) + B (=(k) u(k)}
+rA7 K [y(k) — 5 (k)]

where the observer gain is

40
66>
16°
94

AP K =r

with Ay = diag(d, 6%, 6°,6");
K=cld(C} €3 C} C})=col(4 6 4 1)

2363

Therefore, the observer becomes

z21(k+ 1) = z1(k) + T22(k) + 470 (21 (k) ~ z1(K))

2k + 1) = z(k) + 723(k) + 676 (z1 (k) ~ 21(k))

23(k + 1) = z3(k) + T24(k) + 478° (2, (k) — 21 (k))

z3(k + 1) = 23(k) + To(z(k)) + r8(z(k))u(k)
+r6* (z1(k) — z1(K)) .

4.3. Simulation results

Numerical simulations were carried out to assess the
closed loop responses of a flexible-joint robot using
the above observer and controller algorithms was per-
formed for the following numerical values: m = 0.4 Kg,
g =98l m/s?, | = 0.185 m, J; = 0.002 N-ms?/rad,
Jm = 0.0059 N-ms2 / rad, & = 1.61 N-m-s/rad

The initial conditions for the numerical sim-
ulation were selected as follows: ke = 0,
(0) = eol( 0.1 02 003 004 ) and 2(0) =
col( 02 03 015 025 ). The sampling period
was set to 7 = 0.0001. The parameter of the controller
gain was set to p = 30, the parameter design of the ob-
server was chosen as @ = 80 and finally, the reference
signal is g1 (t) = §sin(4t). Figures 1-4 illustrate the
performance of the proposed scheme.

5. Conclusions

An observer-based controller for feedback linearizable
discrete-time nonlinear systems of Euler type was pre-
sented. Uniform exponential stability of the closed loop
system was established. This allows to conclude on
the practical asymptotic stability of the corresponding
sampled-data system.

The usefulness and the performance of the proposed
scheme was illustrated on the application to a flexible-
joint robot. In particular, simulations show the fast
convergence of the observer.
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Abstract

In this paper, we consider a class of nonlinear systems
which are discretized via an Euler discretization proce-
dure. A control design based on sliding-mode techniques
is proposed. Furtherrnore, a discrete-time nonlinear ob-
server is used. The proposed controller-obgerver scheme
is applied to a synchronous generator connected to an
infinite bus. Simulations are carried out to show the
petformance of the controller-observer scheme.

Keywords

Discrete-time systems, Sliding-mode, Nonlinear ob-
server, Synchronous generator.

1. Introduction

The increasing complexity of electric power systems
demands more efficient and powerful methods to en-
sure the control and operation of such systems. One
of the strategies to improve the dynamic performance
and large disturbance stability of synchronous genera-
tors consists in the design of excitation controllers. The
main control function of excitation system is to regulate
the generator terminal voltage.

Various techniques have been recently investigated to
tackle the problem of transient stability by considering
nonlinear models (see, for example [1, 3, 6]). Alter-
patively, the sliding-mode control technique has been
extensively used when a robust control scheme is re-
quired [2, 8]. Usually these methods are developed for
continuous-time representation.

Bowever, these controllers are implemented via digi-
tal computers, then several different methods have been
proposed to design digital controllers for continuos-time
plants. One approach, which sometimes is refered to
as the emulation method, considers a continuous-time
plant model for which a continuous-time controller is

*Corresponding Author

0-7803-7924-1/03/$17.00 ©2003 |EEE

designed, then the controller is discretized and imple-
mented using sampler and hold devices. A second ap-
proach a discrete-time controller is designed using an
exact disctre-time model of the plant. However, it
is well-known that to obtain the exact discrete-time
model is not evident. Instead, an approximated discrete-
time model can be obtained using some numerical in-
tegration scheme. One of the simplest schemes is the
Euler discretization. Furthermore, taking into account
the new results which guarantee, under suitable condi-
tions [7], that if a controller stabilizes an approximate
(Euler) discrete-time model then for sufficiently small
sampling periods the same controller will stabilize the
exact discrete-time plant model in semiglobal and prac-
tical sense.

On the other hand, when all states of a control system
are not available for feedback, an observer is necesary. In
the nonlinear continuous-time case, several results have
been proposed (see(5]). For discrete-time nonlinear sys-
tems this problem remains open, and some results have
been proposed. In this paper, we present an observer
design for a specific class of discrete-time nonlinear sys-
tems considered here.

In this paper, we propose a stabilizing control law
based on sliding-mode methodology, which allows to
track a rotor angle reference for a synchronous gener-
ator. The controller-observer scheme is then applied to
the model of a synchronous generator and the overall
stability is shown via simulation.

The paper is organized as follows. In Section 1, we
introduce some basic notions on the structure of the
class of nonlinear systems considered in this paper. The
control and observer design proposed in this work are
also introduced is given in Section 2 and 3 respectively.
In Section 4, the controller-observer scheme is applied
to the model of the synchronous generator and numer-
ical simulations are presented. Finally, conclusions are
drawn.
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2. Problem setting and definitions

We denote by €(k) the solution of the difference equation
&(k+1) = Fr(k,£(k)) with initial conditions ko > 0 and
€o = &(ko).

We consider the following class of continuous-time
nonlinear systems

o {080 e

using the Euler approximation under the assumption of
a sufficiently small sampling period,

[ ek 1) = (k) + 7 {FEWR)) + ol (R))u(k)}
E"w'{ y(k) = h(¢(k)) o2
2.2

where for simplicity we denote £(k) = &(k7), for 7 fixed.

In the sequel, the following definition can be used in
order to design a controller and an observer.
Definition 1. Let £ C R" be a compact set. The sys-
tem (2.2) is locally feedback linearizable if there exists
a diffeomorphism Y : E —» A C R® such that X = T(E)
contains the origin and defining x = Y(£), the system
(2.2) can be transformed into

Swip { a(k+1) = A o(k) + B {alz(k)) + B(k))u(k)

y=Cz(k) = 21 (k)

(2.3)
17 s 0\
where A = (I, +74) = O .
00 .7
0 0 1/

0 1 Q 0\
JEVERSTDAB-ATT,
00 .1 0
00 - 0 1)
C={(1T0 0 ) and 7 is the sampling period,

see [4).

We will address the above mentioned control problem
by designing an observer-based controller scheme for the
system (2.3). More precisely, we will design an observer
for which the following property can be verified:
Definition 2. (Uniform exponential stability) The
origin of the system £(k + 1) = Fr(k,§(k)) is said to
be uniformly exponentially stable if there exist 7, 7,
k>0 and for each 7 € (0, Tmax), Ar > 0 such that,

feRa)i < =
(2.4)

If furthermore (2.4) holds for all £(ko) € R™ then, the
origin is said to be uniformly globally ezponentially sta-
ble.

The property defined above is probably the most use-
ful for discrete-time systems since it imposes a bound
on the overshoots which are uniform in the initial condi-
tions and the sampling time. Moreover, in the particular

IEEN < wllgglle™EH) Vi > k.

case when A, is proportional to 7, this property guar-
antees that the ezact discrete-time model corresponding
t0 (2.1) (hence with a discretized control input) is (glob-
ally) asymptotically practically stable. Roughly speak-
ing, this means that the solutions tend to an arbitrarily
small ball whose size is independent of 7 and can be
made smaller as T,.x becomes smaller.

3. Sliding-Mode Control Design

In the sequel, a control design based on sliding mode
techniques is proposed. The main idea is to design
an asymptotically stabilizing feedback control law as-
suring the sliding motion on a (n-m) dimensional space
M C B™. Consider the following nonlinear discrete-time
dynamics

. { z(k + 1) = Fr(z(k)) + G- (a(k))u(k) (3.1)
T y=Cx (k) =z, (k) "

The objective of the sliding mode control strategy is
to steer the states of the system into a (n-m) dimensional
manifold M and to maintain the subsequent motion of
the trajectories on M, such that as k — oo, z{k) — 0.

For this system 2 sliding mode control is designed by
considering the following switching surface

o(k) =87 (x(k) ~ zreg (K} (32)

where S is a vector: & = eol(S; ,.., S ) and
Tpef{k + 1) = Zyq(k) is a constant reference signal.
We assume that S7G(z(k)) is invertible.

Remark 1:

i} From Definition 1, the system (2.2) can be trans-
formed into (2.8), which can be expressed as system
(3.1) by taking F,(z(k)) = A _z(k) + rBe{z(k)) and
G (a(k)) = TBB(a(k)).

if) It is clear that there exist others possibilities to
define the switching surface, The choice depends on the
control objective.

The proposed control is designed in two steps. Firstly,
the equivalent control w.(k)} is determined when the
systemn motion is restricted to the switching surface
o(k + 1} = 0, so that the control satisfying this slid-
ing condition is given by

u, (k) = [STG(2(R)]) ™ [STFr(2(k)) = ST 2res(k +1)]

The next step is as follows. A regulation control Au
is added in order to satisfy the reaching condition. A
necessary and sufficient condition for assuring both slid-
ing motion and convergence onto M is the discrete-time
reaching condition which can be stated as

lotk + 1)| < lo(k)]
which must be satisfied (see (2]}, For that, the switching
surface can be chosen as

o(k+1) = 957 (2(k) — Tres (k) =no(k)  (3.8)

5898



where 0 < 57 < 1 is a scalar weighting value. It is clear
that this choice satisfies the reaching condiiion, i.e.
nlo(k)| < lo(k)|.
Then, the regulation control Au can be designed as
follows

Bu(k) = ST (k)] " [nS7 (@(k) — zres (k)]
Finally, the control law is given by

u(k) = ue(k) + Aulk) (3.4)

The stability properties of (k) = 0 in (3.3) can be
studied by means of the candidate Lyapunov function
V(o(k)) = 0T (k)o (k). It follows that

Vio(k + 1)) — V(a(k))

]

~(1 - 2)o7 (K)o (k)

or equivalently V(o(k + 1)) = 2V (a(k))
= ()" V(o(0))-

Hence, V(o(k+ 1)) - 0as k — oc.

To prove the stability of the closed-loop system un-
der control action «(k) it is necessary to introduce the
notion of ultimate bound for the solutious of the unper-
turbed system

£(k +1) = Fr(£(k), k) (3.5)

where F,(£(k), k) = £(k)+ 7 f(£(k)), which will be used
to study the stability properties of a class of perturbed
discrete nonlinear systems when the equilibrium point
is affected by a small perturbation in some sense.
Definition 3. The solutions of system (3.5) ere said
to be uniformly ultimately bounded ¢f there exist positive
constants 3, and B, and for every r € (0,8;) there is
a constant T = T(r), such that
Netkolll < v = (R < By, VB> ko +T.
The constant By is knoun as the ultimete bound.
Furthermore, we introduce a result of existence of Zhe
ultimete bound for the solution of system (3.5).
Consider the following assumptions:

Al. There exists y > 0 such that the equilibrium point
¢ =0 is uniformly stable on B,,.

A2. There exists a continuous function V : B, x Z —
R such thai

o €I < V(E,K) < ez (R
AV(6,k) < —es [l§®)*

for 0 < p< \/Ec_’,:"» for some positive constants ¢y, c
and ¢, for all k > 0 and for all £ € B;.

Theorem 1. Consider the system (3.5). Assume that
AX and A2 hold. There evists a class KL function
@(.,.) = ¢()p(.) such that p is & function of class K, p
is a decreasing function and o finite time k;, depending
on £(ko) and p, such that the solution of (3.5) satisfies

I < SRR — ko)

(HOTESVETS
Jor g(ko)ll < /&r-

end
Vi >k

o™ (k+ Do(k +1) - o7 (k)o (k)
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Now, the system (3.1) under the action of the control
(3.4) yields the closed-loop system

ok +1) = f2(x(k),0) + pr(w(k), zres (k)

where
12(6),0) = k)

+0:(2(k)) [S7G, (=())] " [15T (k) — STF+(x(k))]
and
Pe(@(k), Tre (k) = G (a(k)) [STG: (x(R)) " x

[ST$rcf(k + 1) — ?]STﬂ;rgf(k)]

It is clear that the closed-loop system (3.6) can
be seen as a system with a unperturbed part, repre-
sented by fr(z(k),0) and a perturbed part given by
P’r(w(k):zref(k))'

Fromn the boundedness of the columns of G (z(&)) and
the non-singularity of STG (z(k)), it follows that the
perturbed part satisfies the following inequality

1 (@ (k) Zreg DI < by [l5 NP + I3 Nzre g () (3.7)

for #{k),Zves(k) € By, where [, and |, are positive con-
stants.
Now, we consider the following assumptions about the
perturbed system:
A3. The equilibrium point of z(k + 1) = f-(z(k),0), is
locally exponentially stable.
Ad. The reference signal ©,.5(K) is uniformly bounded
and satisfy ||z (k)| £ b, for some posstive constant b.
By a converse theorem of Lyapunov, assumption A3
assures the existence of a Lyapunov function V{zx, %)
which satisfies

(3.6)

allz®)f < V(e k) <ecllz®  (38)

AVi(z, k) =V (@,k+1) = V(z,k) < —cs|la(k)]|* (3.9)

for some positive constants ¢;,¢; and cs.
Then, the forward difference function AV (z, k) along
the trajectories of the closed-loop system is given by
AV{(z, k) = A Vi(z, k) + AVa(z, k)
where
AV, (z,k) = V(£ (z(k), 0,k + 1) — V(z, ),
and
AVi(z, k) = V(f(2(k),0) + p(x(k), Treg(k)), k + 1)
~V(f-(2(k),0), & +1).
Furthermore, from assumption A4 and (3.7), the func-
tion AV,(z, k) satisfies the following inequality

JAV(z, k)| p 1S ((k), 0) 4 pr(2(k), Zpe p(K))]|
Ioby |2 (B) I + Ll | s ()N
Loy 2 (k)1 + Llab?

IA IN A

Using the condition (3.9) and the above inequality, we
have
AV{z, k) < —(e3 = L) le(k)|* + iab?.
If 1; is sufficiently small such that §; < I; < %:- is
satisfied. Tt follows that



AV (2, k) < —allz(k)]* + Lizb?
where a = (¢3 — i,0y).
Then, the forward difference function AV{(z, k} satis-
fies

AV(z,k) < —(1—allz® - rallz(B) + Lb®
< —(1-ele®)?,

for some 7y such that 0 < 4 < 1 and for all ||2(k)|| >

lelzbz
Ve -

It follows that Iy < 2 [lz(k)||” for la(k)] < /27,
and a bound for I; is given by ls < Iy < l—:’&ﬂrz. From

c2

Theorem 1, the ultimate bound_of the solution of system
(3.6) is given by B = , /%, /2%

(] e 12

where the solutions of the slow system satisfy

ez [Inisb?
||:L‘(k)” < %? %&?‘5 Vk Z kl;

for some finite time k.

To prove that the closed-loop system is locally ulfi-
mately bounded, we have the following lemma.
Lemma 2. Consider the discrete-tine nonlinear system
(2.2) for which a control (8.4) is designed. Suppose that
assumptions A3 and A4 hold. Then, there exist posi-
tive constents {; and ly such that, for any initial state
(ko) the solutions of the closed-loop system (3.6) are
ultimately bounded.

For z.z(k) = 0,Vk > ko; the following result can be

obtained.
Corollary 1: Consider the discrete-time nonfinear sys-
tem (2.2) for which a control (3.4) is designed. Suppose
that assumption A3 holds. Then, there ezists a positive
constant )y such that, for any initial stete x(ko), the
solutions of the closed-loop system (3.6) are uniformly
ezponentially stable.

4. Observer design

In this section we introduce an observer for the class of
systems (2.8) which belongs to the class of systems with
a triangular structure. This property of the nonlinearity
is important because it ensures the uniform observability
of the system.

An observer for the transformed system (2.3) is given
by

2(k+1) = Arz(k)+7Balz(k) + (2 (k) u(k)]
+785 K [y (k) - 5 (k)] (4.1)

where

Ay = diag( 3 -, L) for 821, (4.2)

K = cl(CL, ,-~-, C?) with CZ=

The term 7A; 'K represents the observer gain.

Defining the estimation error as e = z — 2, it follows
that the dynamics of the estimation error is of the form

e(k+1) = (A, — 7871 KC) e (k) +7BY (e(k), 2(k), u(k))
(4.3)

where ¥7(e, 2, %) := [ele + ) — o(z) + (Ble + z) — B{z)) u].

In order to make a statement on the stability of the
observer we need the following hypothesis.
A5. The function ¥, along the trajectories of (2.3)
and (4.3), driven by any admissible control input u(k)
satisfies
(|BEL(e(k), z(k), w(k)l) < lsfle(k)ll, Vk = ko 20,
V7 € (0, Tmax) -
Remark 2. Notice that this assumption holds for in-
stance if, for each compact X, and defining

Ur={ueR"iu= [STg,(:c(k))]_l X
[ST g (k + 1) + 18T (2(k) — ey (B)) — STF, (2(H))]
z € X} there exists I3 > 0 such that ||BY(e,z,u)|| <
I3 \lell, z(k) € X and u(k) € U, for all T € (0, Tmax) and
all k > ko 2> 0.
Lemma 3. Assume thet the system (2.3) satisfies as-
sumption A5. Then, there emist Tmaxy > 0 sufficiently
small and Opmin > 0 sufficiently large such that the es-
timation ervor dynamics (4.3} is uniformily globally ex-
ponenéially stable with A; proportional te T € (0, 7max),
fo‘r all @ > 9min such that omin’rmax € (O, 1).

The proof of this theorem is based on the following
claim,
Claim 1. Let A, = I +7,(A — KC) where K is de-
fined as in (4.2). Then for every v, € (0,1), the unique
symmetric positive definite matriz P, satisfying the al-
gebraic equation,

AT PoAo — Po = —7,Po — 1,(1 = 1,)"C7C,

is given by P, = MTM where M = A,E,, A, =
diag(1,(1 = 7,)%, ... (1 —%,)°T") and, letting i and ;
denote the rows and columns of E, respectively, the ele-
ments of E,, ere E,(i,7) = (_1)i+3'c;:i fori<ji<mn
and E,(t,7) = 0 otherwise.

5. Application to the Synchronous Gen-
erator

In this section, we apply the previous control and ob-
server design techniques to a synchronous generator.
We consider a synchronous generator connected through
purely reactive transmission lines to the rest of the net-
work which is represented by an infinite bus, i.e. 2 ma-
chine rotating at a synchronous speed w, and capable of
absorbing or delivering any amount of energy [6]. Such
a generator can be modelled as

'42 =w—-w

&

MZ =T.-F, (5.1)
o)
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where § = ZE, — LV is the generator rotor angle re-
ferred to the infinite bus (also called power angle), w =

<'.5 is the rotor angular speed and E{, is the stator voltage
which is proportional to flux linkages. M is the per unjt
inertia constant, Ty, is the constant mechanical power
supplied by the turbine, and Ty, is the transieat open
circuit time constant. X4 = x4 + & is the augmented
reactance, where 24 is the direct axis reactance and zy,
is the line reactance, X7, is the transient augmented re-
actance and V is the infinite bus voltage which is fixed.
P, is the generated power while Ef, is the stator equiv-
alent voltage given by field voltage v;.
P, = B Vein(8)+ § (3 — &) V2sin(26),
E fd = %’;—:}L‘v 7

where vy is the scaled field excitation voltage, o, is the
transient direct axis reactance, z, is the quadrature axis
reactance, My is the mutual inductance between stator
coils and R; is the field resistance. We only consider
the case where the dynamics of the damper windings
are neglected, i.e. D =0.

For a given constant field voltage Egy = E}, , the
generator possesses two equilibrium points - one stable
and one unstable. Throughout this work, the analy-
sis and design are made around the stable equilibrium
point eventhough similar analysis can be made around
the unstable equilibrium point. Setting (8*,w*, £.*)
as the stable equilibrium point of (5.1), then the sys-
tem, represented in terms of the deviations variables
Aé =6—6",Aw=w—w‘, AE"] = E;—E;‘, u=Ejd—
E}4 and of the following constants m; = T-A?, My =

vZ (1 1 =
5 ().

X,
— Py, My =
TLXD? 5

-V
Mxy 3 =

— =y +
dRE
at

{m:(AE, + E}*) +m3 cos(6) } sin(5)

= my(AE, + E;*) + ms cos(6) + me(u + E3))
(52)
where § = AS§ + 6*. Defining the following change of
variable #; = A8, 22 = Aw, x5 = AE,, and applying
the methodology given in section 2, it follows that the
Euler approximate model of the synchronous generator
is given by
z(k + 1) = Fr(z(k)) + G, (z(k)Yu(k)

where Fr(z(k)) = =(k)+
w3(k)
+7 my + {mz(x;;(k:) + E;*) + mg 008(.’51)} Si[l(:fl)
M4(£E3(k) + E;*) + ms 008(571 (k)) + "'TLGE}d
0
Gr(z(k) =7 0
me
A, Control law design,

(5.3)

)

# =$1(k) + 8.
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In order to regulate the power angle of the generator
(5.3), the following switching function was chosen

o(k) ST (w(K) — rep(k)) (5.4)

81 (z1(k) — Tirep(k)) + Soxa(k) + Szxa(k)

where &;, &; and 8z are constants that are chosen to
satisfy the sliding condition and zi-.5(k) is a constant
reference signal.
Then the control law is given by
u(k) = ue(k) + Au(k).
B. Observer design

Consider  the following change of coordi-
nates ; = A§, =z = Aw, zz = my +
{M(AE"I + £*) +mg cos(6)} sin(8).  Taking  the
Buler discretization , we obtain

zy(k + 1) = 21 (k) + 79(k)
zo(k + 1) = z2(k) + Tz3(k) (5.5)

zy(k + 1) = z3(k) + T{my(AEL (k) + E*)
+mj cos(8) + ms(u(k) + E},)}

where maEy* +ms3 cos(6*) + meE}fy = 0.
The dynamic system described in the new coordinates
has the following structure

z(k +1)
y(k)

where a(z{k)) and B(z(k)), in the original coordinates,
are given by
a(z(k)) = masin(6(k) + TAw(k)) B + AE, (k)
+Tm4(AE'{,(k) ls Ef;) + 75 cos(6(k))
+mg cos(6(k) + TAw(k)) sin(8(k) + rAw(k))
— (m2(AEL(K) + E|*) + ms cos(b(k)) sin(5(k))
B(z(k)) = Tmamg sin(5(k) + TAw(k))
Then, an observer for system (5.6) is of the form
z(k+ 1) = A, z(k) -+ 7B {a(2(k)) + B (2(k)) u(k)}
+rAF UK (y(k) - 5(k)] -
where K = col( C}, C3, C} ) =col(3, 3, 1),
and the obscrver gain is given by
TAF'K =col ( 378, 376°, 16 ).
C. Simulation results.

The simulations were done considering the follow-
ing nominal values of the generator’s paraweters (per
unit) T, = 13 M = 0.033; w, = 1; T3, = 0.033;
Xe=Xa=0.9; X, =03; V = 1.0. Furthermore, the
stable equilibrium point was obtained from (5.1) for a
stator equivalent field equivalent voltage E}, = 1.1773:
§* = 0.870204, w* = 1, E{,‘ = 0.822213. The con-
trol and observer parameters are chosen as & = 5,
Sy =2,8 =2 19=0.1, 6 = 0.8 and 7 was chosen
as 7 = 0.01.

Simulations were performed with the proposed
discrete-time controlier-observer scheme. First, in order
to illustrate the performance of the observer, we con-
sider the open-loop case. For this set of simulations, the

Arz(k) + 7B {oz(k)) + Blz(k))u(k)}
Cx(k) (5.6)



initial conditions for the generator variables and the esti-
mates were fixed to 6(0) = 0.8, w(0) = 0.1, E7(0) = 0.8,

A A

8 (0) = 0.79, & (0) = 0.0 and E, (0) = 0.8. Figures 1-3
show that the estimates given by the observer converge
to the state of the system in open-loop.

In Figures 4, the performance of the observer-
controller scheme is shown, where the initial conditions
of the system were fixed as : 8(0) = 0.77, w(0) = 0.1,
E%(0) = 0.85. From this plot, we can see that the power
angle converge to the desired reference.

6. Conclusions

In this paper a discrete-time nonlinear controller-
observer scheme has been developed and applied to the
continuous-time model of & synchronous generator. A
tracking control was designed for the generator using the
sliding-mode technique. Furthermore, an observer was
designed to estimate the internal voltage and the angu-
lar speed, assuming that the power angle is available.
Simulations results have shown the good performance
of the abserver-controller scheme.
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Abstract— A recently proposed adaptive observer for time-
varying linear systems [21] is revisited on the basis of the well-
knowa Kalman-like design for state affine systems [13], [4].
This approach in particular allows to emphasize the possible
arbitrary rate of convergence in the design. The corresponding
observer is applied to a problem of state and parameter
estimation for a synchrenous machine connected to an infinite
bus, and its performiances are illustyated in simulation.
Keywords: State affine systems, adaptive observers, exponential
convergence, synchronons machines.

1. INTRODUCTION

The problem of parameter identification has been
extensively studied in many aspects during the last decades,
including the problem of nonlinear systems, but generally
without taking care of lack of state-space measurements. In
the same time, the problem of state estimation for nonlinear
systems has aftracted a growing attention in the control
community, and several results have been proposed to tackle
this problem.

When dealing with the simultaneous estimation of state
variables and constant parameters, the situation becomes
more difficult, and the resuling problem of so-called
adaptive observer has also attracted the attention of various
control research groups. In short, an adaptive observer
is a recursive algorithm allowing the joint estimation of
the state and the unknown parameters tn a dynamical
system. Different approaches have already been proposed,
in particular for linear systems (e.g. as in [7], [14] for early
results, and [21] for a recent one), but also for nonlinear
ones (see e.g. [2], [15], [5] and references therein).

Such adaptive observers are motivated by purposes of fault
detection and isolation, signal transmission and adaptive
conirol for instance. Here we are more particularly interested
in such problems in the feld of electrical power systems.
There has indeed been a growing interest in this field during
the last few yeats [10]. One of the problems in power
systems is to preserve stability under changes in operating
conditions, in particolar due to network disturbances.
Several control techniques are already available, but
generally assuming that all components of the state vector

1 This work is supported by the CNRS-CONACYT inside the French-
Mexican Laboratory of Automatic (LAFMAA).

0-7803-7924-1/03/$17.00 ©2003 |IEEE
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drjleon@hotmail.com

O. Huerta-Guevaral
ohuertag @infosel.com
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are measurable and all the parameters are known.Such a
situation is most likely not met ip practice, and in tamn
hinders the possibility to apply the corresponding controllers.

The purpose here is thus to take advantage of recent
developments in adaptive observers to discuss some
algorithm for both state and parameter estimation for a
class of nonlinear systems which can in particular be found
in power systems: the considered class of systems is that
of state-affine systems, and an illustration is given by the
case of a synchronous generator connected to a infinite bus.
The basic ingredients of our discussion are that of adaptive
observer for linear time-varying systems as in [21] on the
on¢ hand, and that of state observers for state-affine systems
as in [13], [4] on the other hand. Basically we show that
by choosing a time-varying gain in the adaptive design of
[21] (roughly as in [20]), we end up with an observer which
actually corresponds to the well-known Kalman-like design
for state-affine systems. This in turn yields a design with
arbitrarily tunable rate of convergence. These results are
illustrated in simulation for a synchronous machine.

The paper is thus organized ag follows: in section 1,
previous results on adaptive observers for linear time-varying
systems on the one hand, and state observers for state affine
systems on the other hand, are recalled, highlighting the
relationship between the two approaches. As an illustrative
application, the case of a synchronous generator model is
then considered in section III, where simulation results for
the state estimation and simultaneously the identification of
the mechanical power, are presented. Finally, some conclu-
sions are given.

11, BACKGROUND RESULTS AND PROPOSED
INTERPRETATION
A. Exponential aduptive observer for linear time-varying
systemns

Let vs tecall here the basic result of [21] on adaptive ob-
server design for linear time-varying systems of the following
form:

Z (1)

A(t)x(t) + B(tju(t) + ®(1)¢ (1)
y(@)

C(8)z(t)

i
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where z,u,y classically dencic the state, the input and
the measured output vectors respectively, and 8 some vec-
tor of unknown parameters. A, B,C,® are assumed to be
known matrices of appropriate dimensions, continuous and
uniformly bounded in time.

The main result of [21] can be summarized as follows:

If the following assumptions hold,

(Al) There exists a bounded time-varying matrix K (¢) such
that: 7 (£) = (A(f) - K($)C(&))(t) is exponentially
stable. .

(A2) The solution A(t) of A (2) = [A(t) — K()C(£)]A@R) +
&(¢) is persistently exciting in the sense that there exist
a,f3,T such that:

t+T

of < ADTCTS(OMDAr < BT @)
i

for some bounded positive definite matriz .
Then, the system (3) below is an exponential observer for
system (1), in the sense that for any set of initial conditions,
#(t) — z(¢) and 6(£) — 8 exponentially decay 1o zero;

A = [A0) - K@CWIAQ + 2@)

@) = AWDEE) + B(Hu(t) + (1)0@1)

C 4 [K(®) + MOTAT(OCT)SE) () - C)()]
8) = TATOCTOE®) - C)a )]

Taking advantage of classical tecursive least square
algorithms, an adaptation law for the parameter gain T" of
the above observer can obviously be obtained as follows
(e.g. as in [20]):

T = —I'(t)AT(t)CT(t)E(t)C(t)A(t)F(t)+)\I‘(t)(a)

for A > 0.

Our purpose here 18 to discuss such a design at the light of

available results on observers for state-affine systems {131,

[41.

B. Kalman-like interpretation of the adaptive observer
Let us first recall the result on state observer design for

so-called state-affine systems of the following form [13]:

z = Adw,y)z+e(u,y)
y = C=z

where the components of mairix A(u,y) and vector ¢(u,y)
are continuous functions depending on u and y, uniformly
bounded.

The result is as follows:

If the input is persistently exciting, in the sense that there
exist @, 8, T such that:

)

t+T
ol < f T (6, 7)TCTR(1)C U (¢, 7)dr < BI, (6)
i

where ¥, denotes the transition matrix for the system Z=
Alu,y)z, y = Cz, and T some positive definite bounded
malrix.

Then, an exponential observer for system (5) is given by:

> Hre

= A(u,p)z+p(u,y)+S1CTE({y-C2) )
g = Cz%

where S is the solution of the equation;

S< —pS ~ Alu,y)7S - SA(w,y) + CTEC, S(0)>0 (8)

for some positive constant p sufficiently large.
Defining indeed the estimation error as e =& — z , the error
system is given by:

e= {A(u,y) - S7'CTEC} e ©)

and from (6), V(e) = eT Se is a Lyapunov function for this
*
system satisfying V< —pV [13].

Now, in the case of a system affine in the state and
depending on unknown parameters in an affine way, a model
can be given as follows:

°
B =

y —

Alu, 1)z + olu,y) + B(u,y)d
Cz

(10

where @ satisfies the same properties as 4, ¢.

Assuming excitation condition (6) for state estimation on the
one hand, and some additional one of the form (2) with K =
8-12CT and § as in (8) for parameter estimation on the other
hand, an adaptive observer can be proposed as follows (where
Sy corresponds to I~ of (4)):

F o= Afuy)E + o(uy) + B(u,y) an
+ {ASFTATCT +8.1CT} B(y - C) (12)

i= S;ATCTR (y — C3) (13)

A = {Aluy)-S7CTCYA + 2(u,y) (14

S = —psSe—Alw,y)TS.~ S, A, 9)+CTEC (15)
Sy = —psSe+ATCTECA, S.(0) > 0, S5(0) > 0(16)

where p, and py are sufficiently large positive constants (and
X is as in (2)). X
With e; := £ —x and ¢y :== 8 — 8, we indeed get:

& = {A{u,y)-ASyATCTRC-S1CTSC) e,
+2&(u,y)e
@ = —S7ATCTECe,

and following the same idea as in [21], the transformation:

€ = e, — Aeg,
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yields:
€& = {A(w,y)~AS;"ATCTEC - $;'CTECY e,
+®(u,y)eo— Aeo — A€o -

Replacing the suitable expressions in the above equation,
we finally get:

& = {Aluy)—-S;'CTEC)e, (17
—S,IATCTEC (er + Ace) (18)

Now nating that under the considered excitation conditions,
8§, and .Sy are positive definite matrices [4], one can choose:

V(e ,e8) = €L S €5 + €3 Spep

L]
€ =

as a Lyapunov function. Then, the time derivative of V' is
given by:
V(ex €) = & {A(w,y)~51CTECY Sae,
+ €28 {A(y) - 871CT2C} e,
— (ea+Aeo)T {S7IATCTEC)T Soeo
— €350 {87 ATCTECY (e + Aco)
+ ef.§25¢+eg§afs
and substituting the appropriate expressions, we obtain:
—pzes Su€s — poes Spea — L CTSCe,
—elCTEC Neg~€5 ATOT 206,
—es ATCTSCAe
Since —eICTRCe, —€TCTECAey —eIATCTECe,

—eg ATCTECAeq
=~ (ez + Aeg)T CTSC (e, + Aeg) << 0, it follows that:

‘; (ez 169) =

V (&z 1€0) < =Pzl Spez — pocs Soco

which finally gives:

[ ]

V (€z 1€0) S —pV(ex »€0), for p=min(px,pp).
(19)

As a conclusion, €, and ¢p exponentially go to zero with a

rate driven by p, and so does e,

Discussion or observer (12)-(16):
First of all, in view of the form of the comsidered system

(10), it is clear that extending the state vector by the vector
of constant parameters #, into X := ( ; ) the state affine

structure is preserved:

X= ( g(u,y) l?('u,y) )X+ ( g(u,y) )

= Fluw, )X + Gu,y)
y=(C 0)X=HX
Obviously if the condition (6) is satisfied for this extended
system, an observer of the form (7) can be designed for X,

(20)

providing an adaptive observer for the original system.
Now our point is that observer (12)-(16) is actually the
same as observer (7) for (20):

Proposition 2.1: The adapiive observer design (12}
{(16) for system (10} coincides with observer (7} for system
(20) when p, = pa.

Proof. Let S denote the solution of Riccati eguation

(8) for extended system (20), and consider a partition
51 S
57 Sy
(namely 5 is of same dimensions as A).

Then we can show that for the corresponding initialization,

Sz, Sp, A of (12)-(16) are related to S through:

corresponding to the partition in # and 8 of

S. =51
Sp=8;—SIS1S, 21
A=-57'S,

From (8) and (20) indeed, we first have:

S1 = ~pSi - AT(u,g)S: - Si4(u,y) + CTSA2)
So = —pSs— AT(w,9)S: — $1%(u,y) (23)
S5 = —pSs— 7 (1,4)S2 - STP(u,y) (24)

and clearly from (22), S; satisfies the same equation (15) as
S, (for py = p).
By using (22), (23), one can check that:

(575) = (Almy) - STYCTECNST5) - B(os)

and thus —S; ' 5, satisfies the same equation (14) as T.
In the same way, durect computations show that from (22)-
(24), we get:

#(Ss —ST5"'S2) = ~p(Ss— 575715y

+87s7iCTeCs s,
namely, with A = —S7 S, S3 — STS7 'S, satisfies the
same equation (16) as Sy (for py = p).

Finally, the gain in observer (7) is given by ST1HTX (with
H from {20)), and from matrix manipulation, one can check
that S~ takes the following form:

§1= (S, —S878T)? *
h (327-31_.182 - 53)—15';31_' ¥
ie.
S_1H'_r'2 — (S] - S'ZS:;IS’{)'_ICTE
(S;‘FSI.I-% - 5'3)_15«}"51_16”2

By using again some matrix manipulations, one can check
that:
(51~ 5:5;18T)y '¢Tn (25)
BN =55, 18] 5, 1) e (26)
Sy I — 883 5,52 ~ Ss] 1 87 ST HCT R

|
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and

(S'z‘rS]TISZ —83)"1875,'CTT
(52— TS 8 8T8, )

From (21), the term (27) reads as (S;CT +AS; 'ATCT)D
which is the gain in the & equation (12) of observer
(12)-(16), while the term (28) is S;*ATCTE, namely the
gain in the 8 equation (13) of observer (12)-(16), and the
conclusion follows. 0

(28)

At this point, we can conjeclure that excitation conditions
(6) and (2) for system (10) should be eguivalent to some
condition of the form (6) for the extended system (20).

From the discassion of this section, it resulis that choosing,
a time-varying gain as in (4) in the adaptive design (3)
leads to the same design as the usual Kalman one for the
system extended with the parameter vector. This increases
the on-line computation burden, but as a counterpart, from
the above computations (e.g. equation (19)), it allows to
tune the rate of convergence of the observer for both state
and parameter estimation, by simple tuning of p; and pg
(ot only p).

An example of practical use of such an adaptive observer is
presented in next section.

ITI. APPLICATION TO SYNCHRONOUS MACHINES

As an illustrative example of adaptive state affine ob-
servation, let us consider here the problem of monitoring
synchronous machines.

A. Muchine model and observer design

Let us consider 2 nominal flux decay model of a single
machine connected to an infinite bus through purely reactive
transmission lines to the rest of the network, which is
represented by an infinite bus ( i.e. a machine rotating at
constant synchronous speed wy and capable of absorbing or
delivering any amount of erergy). Such a generator can be
modelled by the following differential equations:

Mechanical equation

ME +D§+P, = Pa
Elecrrical equation

% . X Xy —-X
4 Bl + X‘,’ =B, = (d—x,',_d) V cos(6) + Egq
where 6 = éE", — £V is the generator rotor angle referved

to the infinite bus (power argie), w = 3 is the rotor
angular speed and E,;, is the transient voltage (fransient
electromagneric force). M is the per unit inertia constant,
D is the per unit damping constant, P, is the constant
mechanical power supplied by the turbine, and T, is the
open circuit transient time constant. X3 = x4 + z1, is the
augmented reactance, where z4 is the direct axis reactance

and zy, is the line reactance, X}, is the transicnt augmented
reactance and V is the infinite bus voltage which is fixed.
Py is the generated power while Eyy is the field excitation
voltage respectively given by:

P, = $EVsn(@a)+}(4- -—) V2 sin(28,)
w,M
Bya = “5ror

where vy is the field excitation voltage, zi; is the transient
direct axis reactance, &, is the quadraiure axis reactance
and X, the quadrature axis augmented reactance, M; is
the mutual inductance between stator and totor windings,
from phase windings to the field winding and r; is the field
resistance, Finally, a state-space model reads as:

§ = w—uwo 29)
w = -;—E{P ;IOI (:) sin (8) Ey 30y
2HV2 (;—9 - ld) cos (6) sin (&) (31)

—ﬁ(w - o)
£ = ’(T:%;) E;+(f;ij7¢)v®s(5)+z—fgaf

The equilibrium points of the above system are solutions of:

w*—wyg = 0

my — mysin (6°) B "~

—mngz cos (6*) sin (§*) — my (w* ~ wp)
—'msE,',' +

)

0
mecos{d’) +mE}; = 0

where the parameters m; depend on the machine type, the
transmission line parameters, the rotor inertia and the infinite
bus constant voltage, and which are constant at only one
operating point. These constants are ai! positive and are given

by:
(L__l_) ——]
X, X)W

i % Al (T;.,xd Yy g

v vz
M

For a given constant field voltage Eyg = Ej,, the
generator possesses two equilibrium points - one stable and
one unstable. In what follows, the analysis and design is
made around the stable equilibrium point, which we denote
by col[6*,w*, E;*] . Then, the system equations in terms
of the set point error variables § = 6 = 8%, @ = w ~ *,
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B! = E,— E{* and u = Byq — B}, are:

= @

= m —masin (§+6") (B} +Ey*)
~Sisin(2(8 + 6%) ~ my

(32)
(33)

e om0

E.; = —ms (E’O+E;')+macos(3+6’) (34)
+my; (u+E}d)

Let us assume that the rotor angle is available for measure-
ment, and that « and B! are bounded, while all parameters
are known except the mechanical power Py iie. the param-
eter m; which represents the acceleration provided by the
turbine is assumed to be unknown.

Then with the notations:

o3 =FE

rn = 61 q?

T3 =W, f=m

system (32) is of a state affine form (10) as follows:

1.=1 0 1 0 )
Z | =1 0 —my —masin(x) +6%) z3
53 00 —~1ms 3

0
+ | ~mgsin(x; 4+ %)Ey* — Fsin(2(x; +§%))
~msEy* + mgeos(x + 6%} +my (u+ Efy)

0
+| 118
0

=%
(35)
From this, an observer (12)-(16) can be designed to estimate

z and @, with:

01 0

A‘(""l y) — 0 —my -masin (Xl + 6’) ) ¢ =
00 ~77g

0
(10 0);Q(u,y)=(;)=¢(“ay)=

0

—masin(x; +3*)EL* — Bsin(2(x: +4%)) |,
—msE"z' + mgcos(x; + ) + my (n+ E;d)

and here with X = 1.

B. Simulation results

The purpose here is to illustrate the results obtained with
the proposed adaptive observer via digital simulations. The
numerical values for the generator parameters (per unit) here
considered are;

X:=0408 Xq =107, H = 668, T, = 54, X; =
0415, Ey = 1.3, P, =1 and w, = 377.

Under this choice the stable equilibium position of the
generator is:

§ =1.12, w* = 0, E;* = 0.91469.

The initial value of state variables in all simulations are:
5(0) = 117, w(0) = 0.01 and E;(0) = 0.91, while the
initial conditions of the adaptive observer are 24 (0) = 1.0,
£2(0) = 0.05, 23(0) = 1.0. The observer gain is initialized
at S.(0) = I for &, and Sp(0) = 10 for é, and simulations
were performed for various choices of p, and pg, so as to
illustrate the effect of the tuning parameters on the observer
performances.

The pictures of Figure | depict the dynamical behavior
of both real and estimated state variables for p, = 5 and
po = 5, as well as the estimated value for mmy versus its
actual constant value. A good converging performance of
the estimated vamables can be observed. In the piciures of
Figare 2 are shown the responses of each variable under
parametric variation of parameter m,in order to emphasize
the performance of the adaptive law. From those pictures it
can be seen that all state variables are still well estimated,
while the parameter estimation tracksits actual value under
step changes.

Finally, in order to illustrate how the convergence of the
adaptive observer can be affected by parameters p; and py.
simulation results are shown for different values: it can be
seen how for larger values, the convergence speed increases
(inducing in turn some overshoots). In figure 3 we show the
performance of the adaptive observer for p, and p; taking
the following values: p, = pg = 5,10, 15. Tt is clear that the
corresponding time of convergence of the adaptive observer
is improved.

IV. CONCLUSIONS

The problem of adaptive observer for the class of state

affine systems has been discussed at the light of recent results
on adaptive observers for time-varying linear systems and
available state observers for state affine systems. In particular
it has been shown how an adaptive design with a purpose of
arbitrarily tunable rate of convergence is equivalent to a state
affine observer for an extended system.
The practical interest of such observers has been illustrated in
simulation by the example of a single synchronous machine
connected to an infinite bus, for which the state vector and
some parameter have been jointly estimated.
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Abstract

This paper is concerned with the control of multi-machine power systems. We propose a continuous sliding-mo-
de control design. The designed controller is srnooth: in that sense, it differs from classical sliding mode contro-
llers subject to chattering phenomena. T'wo versions of the sliding-mode controller are then applied to the con-
trol of a multimachine power system. The practical implementation of these two controllers leads to a fully de-
centralized control schemes. Simulations results demonstrate better performances of these two controllers com-
pared to s Hamiltonian passive controller.

Keywords: Multi-machine power systems, large-scale decentralized nonlinear control, continuous sliding mode

control.

1. Introduction

The stability of an electrical power system (EPS) may
be defined as the ability to remain in synchronous oper-
ation under normal operating conditions as well as after
a disturbance (a default like a short-cut or a change of
operating conditions for example).

Ensuring the trangient stability under different op-
erating conditions in order to maintain synchronism
between generators is an important issue in power sys-
tem control and we will focus our attention on this
problem hereafter.

Excitation control, that is one of the possible ac-
tions to maintajn {ransient stability of power systems
under disturbed conditions, will be considered in this
paper.

The use of advanced control techniques for power
system control has been one of the more promising ap-
plication areas of automatic control. To enhance tran-
sient stability of power systems, a great atbention has
been paid to the application of noulinear control the-
ory.

To improve the robustness of closed-loop power sys-
tems, different approaches based on nonlinear control

L this work was sponsoved in patt by PAICYT-UANL, MEX-
1CO
’corresponding author. e-mail: drjleon@hotmail.com

theory have been proposed; for example, those based
on variable structure, singular perturbation methods,
control Lyapunov function (Bazanella, 1997), Hamilto-
nian function method (Masschke et al., 1998, Ortega
et al., 1998) or adaptive control.

Recently, port-controiled Hamiltonian systems have
been introduced in (Masschke et al,, 1998, Ortega et
al., 1998). For this class of systems the Hamiltonian
function is considered as the total energy and play the
role of Lyapunev function for the system. The key fea-
ture of this technique is to express the electrical power
system dynamics under the form of a port-centrolled
Hamiltonian representation. This method has already
been applied for improving the transient stability of a
multi-machine power system by means of decentralized
nonlinear excitation control (Xi, 2002).

Another technique for improving robustness under
parameter uncertainties and external disturbances is
sliding-mode control design which has attracted a num-
ber of researches (see De Carlo et al., 1988, Utkin,
1992). It can be viewed as a high-speed switching
controller that provides a robust means of controlling
nonlinear systems by forcing the trajectories to reach
a sliding manifold in finite time and to stay on the
manifold for all time.
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2. Dynamical model of a multi-machine power
system

Now we consider & power system made of n generators.
Under some standard assumptions, the motion of the
interconnected generators can be described by the clas-
stcal model with flux decay dynamics. The generator
is modeled by the voltage behind direct axis transient
reactance, The angle of the voltage coincides with the
mechanical angle relative to the synchronous rotating
frame. The network has been reduced to internal bus
representation. The dynamical model of the i-th ma-
chine is represented by (Bergen, 1986, Pai et al., 1989):

;5,- = Wi—wp (M
W o= 2—;{ (=D (w; — wo) + o (P, — Fe,))
¢ 1
qu, - ZIT; (E!i i EQS)
where

gV
I

. = B, Y, E,Bysin(6i—§)
j=1,2%7
n

~Xy) Y. By Bicos(f=5)

F=1i#d

Ey = E;d_ (Xdi

and &;(2) is the power angle of the é-th generator, w;(t)
represents the relative speed, Ey (t) is the transient
EMF in the quadrature axis

We consider that the Ejf,(t), i = 1,..,n are the
control inputs and the &;(f) are measurable outputs,
together with the P, ard V,,, where V;, represents the
terminal voltage at generator i. The F,,, are supposed
to be constant (standard assumption),

Then, the state representation of a »-machine power
system is given by

T =z i=l,m 2)
™
- >
T = —ematbi—cza Y 2By sin(a — z)
i=1
. n
Ty = -—eza+diy zaBicos(zm - o) b w

j=1
wherea, Di/2H;, b; = (w0 2H:)Prn,y & = (wo/2H0),
= (Xq, - Xd;)/T:'L;’ e; =1/T} , ave the systems pa-

rameters, s ™ = e B sepes
sents the state vector, aud the control input is given
by u; = (1/T5 Yeaitpiq)

iy
—a; %2 + by — T3 E 23 By;sin{zyy — 251)

filz) =
—e;T;3 + d; Zj,‘l x,aB,, cos(z;y — ;1)

g=[0 0 1)

We will now present our controller design based on
the idea of continuous sliding mode control. In the

same time, we present a controller design based on pas-
sivity theory in order to compare the performances of
these two methodologies.

3. A continuous sliding-mode controller design

We consider the class of affine nonlinear systems de-
seribed in the state space by

:C(to) = T, (3)

where ¢ > 0, x € B, C R" is the stale vector, u €
RT is the conivol input vector , f and g are assumed
to be bounded with their components being smocth
functions of . B, denotes a closed and bounded subset
centered at the origin.

The continuous sliding-mode control for the system
(3), is designed as follows. Consider the following (n.—
r)-dimensional nonlinear sliding surface defined by

o (-3 =0 (9

where #* 18 equilibrium point and each function o; :
B, xBz— R,i=1,..,7 isa C* function such that
0,'(0) =

The so-called equivalent control method (see De Car-
lo, 1988, Utkin, 1992) is used to determine the system
motion restricted to surface (z — z*) = 0, leading to
the equivalent control

oo %g(z)]_1 [Z—;f(m)) (%)

where the matrix [Go/0z]g(z) is assumed to be non-
singular for all z,z* € B,.

In order to complete the control design an addi-
tional control term uy is added to the control input:

z= (=) +g(z),

o(z —z*) = (o,(x — z*}, ...,

U= U+ UN (6)

where u.. is the equivalent control (5), which acts when
the system is restricted to o (x —z*) = 0, while uy acts
when a{z — z*) £ 0.

The control xy is selected as

un = {2 g()) La(z — ) ")

where L is an r X 7 positive definite magrix.

We can easily check that the systern trajectory z(t)
is such that the following stable ordinary differential
equation

o(z —2*) = —Lo(z — *) (8)

is satisfied for all t. This means that the system tra-
jectory reaches the sliding surface esymptotically, since
o(z(t) — 3*) = e~ L0 a(z(tg) — ), Vto > 0, then,
o(z(t) — 2*) — 0, when ¢ — +co. In fact, the input-
output behavior of the closed-loop system (with the
output y = o(z(t) — =*) is given by equation (8).



On the basis of the continuous sliding-mode control
described above, the resulting the composite control is
given by

- %fgg(x)]_l Gt +Lote=a)]. @

When the composite control (9) is applied to (3},
one obtains the closed-loop nonlinear system

z = fo(z,1") +p(z,2*) (10)

where i
$ol@,2%) = {Taxn — 9(=) [$20(=)] " (8) } £(@).
and a
T
p(z,2*) = —g(z)[5-g(z)] " Lo(z — z*).
Now, in order to study the stability properties of

the closed-loop system, we introduce the following ag-
sumption.

Assumption 1. The equilibrium point ¢* of =
fe(z,z*) is locally exponentially stable,

By use of Lyapunov’s converse theorern (see Khalil,
1996), Assumption 1 ensures the existence of a Lya-
punov function V(e) with ¢ = ¢ — 2* which satisfies
the following inequalities

|

oV(e)
de

N <allell, arllel® < Vie) < a elf?

{fele+2*,2%) +ple+ 2°,2%)} < a3 |le))
(11)

for some positive constants o1, o2, a3 and @,

Let consider V (e} as a Lyapunov function candi-
date to investigate the stability of the origin € =0 as
an equilibrium point for the system (10). From both
Assumption 1 and equation (11), the time derivative
of V along the trajectories of (10) satisfies

V(e < —cs |l (12)

then the system (10) is exponentially stable.

The Lyapunov function candidate V is instrumental
to investigate the stability properties of the closed-loop
system obtained when the composite control « is used.
Then the following proposition can be stated.

Proposition 1: Consider the nonlinear system (3)
Jor which a composite control (5), (6), (7) is designed
such that Assumption 1 is satisfied. Then, the closed-
loop nonlinear system (10) is locally exponentially sta-
ble.

4. Hamiltonian controller design

Now we derive an excitation controller using the method-
ology based on the notions of energy function and port-
controlled Hamiltonian systerns (PCHS).

‘We onsider the following affine nonlinear system

f(z) +glz)u (13)
h(z)

°
z

y =

where = € IR" is the state vector of the system, u € R™
is the control vector and y € IRF is the output vector.
In this paper we are interested in the class of systems
that can be equivalently represented in 2 Hamiltonian
form with dissipative terms in the following way

®
x

oH”
(T(@) ~R(z) 7~ +oladu  (14)
GHT
oz
where ¥ , 4, Y are the energy variables, H (21, ..., %) :
R"™ — R represents the total stored energy and the in-
terconnection structure is captured in the 7 X n matrix

J(z) and the n x m matrix g(z). The matrix J(x) is
skew-symmetric, 4.e.

y = ¢(2)

J(z)=-IT(z), VzeR"

and R(x) is 2 non-negative symmetric matrix depend-
ing on , i.e.

R(z)=RT(z)>0, Yze R™

The main advantage of this kind of representation
is that the total energy function can be considered as
a Lyapunov function, Moreover, from (14), we obtain
the power-balance equation

dH
dt
with uTy the power externally supplied to the system
and —%’}R(x)%’; representing the energy-dissipation
due to the resistive elements. As it is well known (see
Maschke et al,, 1998), the equality above establishes

the passivity properties of the system in the following
sense.

8H _, B8HT .
ST P E ¢

Definition 1: System (13) is passive with respect
the output y = h(z) if there erists & smooth non-
negative function H(z), such that H(0) = O and the
Jollowing inequality holds

H(z(t)) - H(z(0)) < jo w(s)y(syds.  (15)

If in addition, the system satisfies the detectability
properties stated in the next definition

Definition 2: The system (13) is zerp-state de-
tectable if u(t) = 0, y(t) = 0 Vi > 0, implies thal
lim z(t) =0.

Then it is possible to formulate the following result,
that is fundamental concerning the stability properties
of the considered class of systems.



Theorem 1: Consider the class of systems defined
by (14). Assume that the system is zevo-state detectable
and that the generalized Hamiltonian has ¢ strict local
minimum. Then it follows that ©° is a Lyapunov stable
equilibrium point of the unforced dynamics. Moreover,
the following output feedback

w=—Fy= ') (16)

renders the equilibrium point asympioticolly stable.
5. Application to a multi-machine power system

A three-machine power system is now introduced to
demonstrate the effectiveness of the continuous sliding
mode controller. In this system, generator 3 is consid-
ared as an infinite bus, then generator 3 is used ss the
reference, i. e. (Eig = const = 140°)

The system has the following state-space represen-
tation

Ty = Tip, Im =T {7
1

éu = -271-_; [—szm +uwp (Pﬂu il PZI)]
1

%22 P 51—?; [hD2x22 +uy (sz T Pez)]

J 1 L

23 = (B —Ey), In= 77 (Epy — Eqn)
2 &

where z1y = 81, 21 = &, Tie = wi, Ty = W2, T3 =
D 4
E;l, D3 = E‘h

§.1 Stiding-mode control design

In this paper we introduce two continuous sliding
mode controllers corresponding to two particular choices
of the sliding surface:

Stiding~Mode Conirol 1

We constder the following nonlinear switching sur-
face defined by

0'(1'1 3") = (0‘, ("’:7 2‘.‘}, 0,(3), 2.})T =0
where

o, (z,2") = si1(%ie ~

fori = 1,2 and ¥ = (2,25, 25), for i = 1,2; is an
equilibrium point of system (17).
Then, the equivaient control is given by

e = — [229“ | [""" =0
—ez3t f: 253 )

8;1Ti2 + 53 i=1
1 Bij cos(iy — ;1)
—ai22 + b — G

T s
L %
+3i2 ( E Istij sin(Z:; — ’L‘j])
=1

£31) + sio(2iz — 2) + Sia(33 — 2l3)

On the other hand, the control uy, i8 selected as

32 @) Liouta, )

_ L { salza ~ =fy) + siolmia ~ 2h)
5i3 +8ua(i3 — Th)

]

uUN;

Stiding-Mode Conirol 8
Now, let us consider the following nonlinear switch-
ing surface given by

o (x,z") = sn&in + s,zx.: +8i3%4;

where &1 =z ~ 2.
This is equivalent to

a.‘(zx 3:‘) sil(:cil e le) + Si9%59
—a;%ip + bi — ¢izi3
+oiz | S 3
3 ziaBysin(xy — z;1)
5=
where
S0 n=3
T 9:(8) = —siscs Y zjaBijsin(zi ~ 1)
i=l
for all z; € B;,.
Remarks:

1. The coefficients s;;, j = 1,2,3 of sliding mode
controller 1 must be chosen in order Assumption
1 is verified.

2. We can notice that the sliding surface of con-
troller 2 differs from the surface of controller 1 by

L L]

only one term: 2;3—1z}, 18 replaced by £;;. In this
case, when the s;; are some positive constants,
the sliding surfaces can be viewed as some sta-
ble second-order ordinary diiferential equations
in the power angle &;, ensuring convergence of the
power angles to their eguilibrium values, when
the system trajectory remains on the sliding sur-
face.

3. Furthermore the equivalent control #, can be
viewed as an output linearizing controller render-
ing the system dynamics equivalent to the linear
dypamics

o, (e, x%) = 5,1:1:‘14- b.z:l.‘.] +s3&iq=0

The relative degree of each output (power angle)
is equal to 3, thus the system has no zero dy-
namics in this case. Furthermore, stability can
be stated by using stability analysis arguments
(Lasalle theorem (Khalil, 1996)) apart from Lya-
punov function candidate V(z - z*) = o7 (z ~
z*)o(z — z*).



5.2 Hamiltonian Control design

Now we design a control law based on passivity the-
ory and energy function. The system is described in a
Hamiltonian representation providing that the stability
of the system can be guaranteed.

Consider system (2) and the following energy func-
tion

1 b; &
n=3 _x? -2z + 52
H=Y T
/ 1 -3
=1\ =573 Zj=1 z;3B;5 cos(zi — z43)
(18)
It follows that the system dynamics can be writ-

ten as a generalized Hamiltonian control system with
dissipation according to what follows

zi ¢ o 0 0

. gH

Tip =(-Ci —Ciay 0)5"‘(0)“&
&) T e AR

(19)
where
0 g 0
r; = col(ziy,min,z3), Bifz)=] —a 0 0O
0 0 0
00 0 0
Rife) = | 0 —cias O |.,g(z)=] 0
00 d; 1

Let (z},, x3;, 55) be the equilibrium point of (2),
obtained from the fallowing equations

T =0
n=3
—a;T3 + b — il Z %33 Bi;sin(zf; — 25} =0
=1

n
—e&iTi3 + diz-'l—'}gBij cos{xly — 23 )+ =0 (20)
=l
Defining the constant excitation control i, it fol-
lows that

n=3
% = ety —d; ), a5a By cos(z]; — o5,)-
i=1
Now, defining the energy function which includes
the equilibrium point of the following form

n=3
1 bi * &i
H = Y (2—c‘--'c.22 - E(xil —zj)+ 2—di($=‘3 = 1";3)2)

=1
T3 Z;:.l IJ3B cos(z; _1:31) )

n=3
+ =
; ( +x‘i32j=l 233 By cos(af, — z5y)

Then, system (19) can be represented by the Hamilto-
nian system with dissipation as

5-'.'1 g [+ 0 oH. 0
5:12 o - —ca; 0 39:‘: 0 |w.
ta) \0 0 &/% \n

@

Since H, is bounded from below, because of z;; €
[=m, 7], and ¥I > 0 the set {z : He(x) < 1} is com-
pact. Thus H.(x) has a strict local minimum at (x}),

20 Th3):

Then, a control law which stabilizes the multi-machi-

ne power system is given by

u = i + U
where
OH,
v; — fl ?‘ ag;e
—sw=3p | T3 cos(x;) ~ T51) ]
= _fi _$;3COS(J;:) . ;J)
+Z,_(ma‘3 —%jz)
Idi + fi$i3
= —fi +l( d,z”‘:‘B %33 )
dt C&(iﬂ'l = Igl) e‘xt?)

= —fi {Id +d‘$.3—‘—il1-u.}

where #; = e;z}; —d; Z;‘:" 253 Bij cos(x]; — x; ). Next,

using Ey, = Ey, + (Xa, — X3 ) fpe, and & = (Xq, —
- €
Xu)/Th, e = YTy, it follows that — = m

Finally, the controller can be expressed only in terms
of loeal measurable signals:

5 1 1
u = &-J; {—H(Xd; _Xt,‘i)Eq; = d—iui}

o= fc~__ fi Qe:Xdi)
“AMHER (Xd,-—X,’,.)(V"+ V.

where E;, =V, + 2’435‘- Consequently, the resulting
controller is a deoentrahzed static output feedback.

6. Simulation resulis

The effectiveness of the here-proposed sliding-mode con-
troller design has been validated through computer sim-
ulations.

The numerical values of the generator parameters
(in per unit) were D) = 5, D, = 3, X; = 0.252,
X}, =0.319, Xa, = 1.863, Xy, =236, Hi =1, Hy =
2, T) =69, Iy =79, E;, =13, P, = 035,
P, = 0.35 and w,; = 377, Byy = 0.56, By3 = 0.53,
Bsg = 0.6,

With this parameter choice, the stable equilibrium
state of the generator is

&%, = 0.6654,
:!:12 = 0-6425,

z]5 =0,
152 = Gl

-lIa =1.03
2y = 1.01

The initial value of the states variables are

z11(0) =0 7y2(0) = 0.3, z;3(0)=15
x32(0) = z92(0) = 0.3, =3(0) =

The controller paraineters are chosen as follows



Control 1

s =10, s$2=15, s3=8 IL,=25
Control 2
S21 = 107 S22 = 15: S23 = 81 L2 =25

The system responses obtained for the rotor angle
are shown in figures 1-3. From the different figures, we
can see that the dynamic response of the rotor angle is
such that their equilibrium position is reached.

From these figures, it can be also seen that the slid-
ing mode controller 2 can provide better transient per-
formances than the sliding mode controller 1. However,
the transient response of the two countinuous sliding
mode controllers is significantly better than the one of
the Hamiltonian controller. We suggest than an expla-
nation can be found in the fact that the sliding con-
troller 2 has no zero dynamics due to the particular
choice of the sliding surface whose time-derivative cor-
responds to a equivalent linear system obtained via an
inpnt-output linearization technique; without zero dy-
pamics in this case.

7. Conclusions

A nonlinear control strategy for a class of nonlinear
systems has been developed and successfully applied
to multi-machine power system control. Two new con-
trollers have been designed using continuous sliding-
mode techniques. This controller design has been suc-
cessfully applied to a three-machine power system, where
two different switching surfaces have been considered.
The overall methodology can be obviously extended to
a more general system made of n generators. Closed-
loop performance of these two controllers appears to
be better than the one obtained with a pori-controlled
Hamiltonian design.
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