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Recientemente, la estabilidad en sistemas eléctricos de potencia (SEP), definida como 
la capacidad de mantener sincronía tanto en condiciones normales de operación como 
después de una perturbación (por ejemplo, un corto circuito y/o cambios en las condi-
ciones de operación), ha atraído la atención de muchos investigadores. A este respecto, 
la implementación de técnicas de control avanzado para sistemas de potencia se percibe 
como una área prometedora. En esta tesis, se trata el problema de control de un sistema 
de potencia multimáquinas con el objeto de garantizar la estabilidad, mediante la técnica 
de modos deslizantes y se compara el control presentado con uno ya desarrollado basado 
en pasividad. 

La mayoría de las estrategias de control han sido desarrolladas para sistemas no 
lineales en tiempo continuo, y aplicadas para propósitos de control o monitoreo. Sin 
embargo, tomando en cuenta el desarrollo tecnológico en el procesamiento de datos y la 
capacidad de las computadoras digitales, se han desarrollado e implementado algoritmos 
más eficientes. 

Esto ha motivado el desarrollo de estrategias de control en tiempo discreto. La ma-
yoría de estas estartegias han sido desarrolladas a partir de la discretización de sistemas 
continuos, generalmente basadas en el método de Euler. En esta tesis se retoman trabajos 
previos sobre el diseño de algoritmos de control y de observación para una clase de 
sistemas no lineales discretizados mediante el método de Euler. Se presenta un análisis 
de estabilidad para el sistema en lazo cerrado (control discreto y observador discreto) y 
un estudio sobre la validez de implementar un observador discreto diseñado a partir de 
un sistema discretizado vía Euler (Estimación Práctica). 



Finalmente, en ocaciones no se dispone del vector de estados de manera completa, 
lo cual dificulta la implementación de una ley de control. El problema de estimación 
de estado para sistemas no lineales, ha atraído la atención de la comunidad de control, 
y varios trabajos ha.n sido propuestos para ciertas clases de sistemas. Por otro lado, 
también a veces aunado al problema del desconocimiento en parte del vector de estados, 
se desconocen algunos parámetros del sistema. A este respecto podemos decir, que la 
identificación de parámetros para sistemas lineales es un área ya muy estudiada, también 
se han presentado algunos resultados para sistemas no lineales. Sin embargo, cuando 
se presenta el problema de estimación de las variables de estado y la identificación de 
parámetros de manera simultánea, el problema se torna más complicado. Por tal motivo, 
en esta tesis se propone mía solución a dicho problema, mediante un observador adaptable 
se efectúa una estimación del estado no medible y una identificación de los parámetros 
desconocidos simultáneamente para la clase de sistemas no lineales afines en el estado 
y en los parámetros. La motivación en el uso de los observadores adaptables es su 
potencial aplicación en la detección de fallas, aislamiento, transmición de señales y control 
adaptable entre otros. Además, se presentan dos aplicaciones de este algoritmo: Sistemas 
Caóticos y Máquinas eléctricas. 
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Capítulo 1 

Introducción 
A continuación, se presenta un resumen correspondiente a los tópicos que se consideran 
en esta tesis. 

1.1 Generalidades y Antecedentes 

Gracias a los avances tecnológicos y el desarrollo de nuevas áreas de investigación, se han 
generado nuevos retos y campos de oportunidades en lo referente al control de sistemas 
dinámicos. La teoría del control ha tenido un gran desarrollo en las últimas décadas, 
y nuevos resultados relacionados con el estudio de sistemas dinámicos no lineales han 
permitido considerar dinámicas que anteriormente habían sido despreciadas o que no 
eran tomadas en cuenta, como en el caso del control de sistemas de eléctricos de potencia. 
En este campo de investigación, muchos de los resultados o estrategias de control están 
basados en diseños obtenidos a partir de modelos reducidos o linealizados, lo cual restringe 
su dominio de operación. 

Como se sabe, la industria eléctrica se encuentra en constante transformación. Además 
la desregularización del sector eléctrico, lleva consigo una gran cantidad de dificultades 
para mantener la estabilidad de la red eléctrica ante la presencia de empresas de co-
generación, nuevos consumidores o cuando se presenta una modificación en la topología 
de la red eléctrica debido a fallas o cortos circuitos. Por tal motivo, resulta necesario 
mantener la estabilidad de la red eléctrica de modo que proporcione un suministro de 
energía eléctrica con una calidad establecida hacia el consumidor. Esto es, suministrar 
energía eléctrica con frecuencia y niveles de voltaje constantes, a pesar de los cambios 
que pueda sufrir la red eléctrica ante la conexión o desconexiones de cargas. 

La estabilidad de un sistema eléctrico de potencia (SEP), se puede definir como la 
capacidad de mantener la sincronía tanto en condiciones normales de operación como 
después de una perturbación (por ejemplo, un corto circuito y/o cambios en las condi-
ciones de operación) [42]. 

En muchos estudios sobre sistemas de potencia, se considera el caso ideal de un genera-
dor síncrono conectado a un bus infinito [3, 21]. En otros, se toma un modelo linealizado 
del sistema multimáquinas, el cual es válido en una región muy pequeña alrededor del 



punto de operación [28]. Todos estos resultados han sido extensamente aplicados en la 
práctica. Sin embargo, con los nuevos desarrollos en electrónica de potencia, muchos ele-
mentos o dispositivos mecánicos han sido remplazados por sus correspondientes eléctricos, 
dando lugar a otro tipo de fenómenos que hay que resolver. 

Recientemente, nuevas estrategias de control han sido publicadas, y aceptadas dentro 
de la comunidad de potencia. Dentro de las cuales podemos mencionar las basadas 
en funciones de energía [3], perturbaciones singulares [44] (la cual es utilizada para la 
reducción de modelos), control óptimo [2], control de estructura variable [22], control 
adaptable [18], entre otras. 

Por otro lado, se presentan algunas dificultades donde la tecnología actual no permite 
resolver ciertos problemas de control, por ejemplo: algunas variables del proceso son 
difíciles de medir ya sea por razones físicas que lo impidan, porque es imposible medirlas 
dada su naturaleza o simplemente por el elevado costo de los sensores para realizar dichas 
tareas. Por tal motivo, la teoría del control ha desarrollado algunas herramientas que per-
miten resolver este problema, mediante lo que se conoce como sensores computacionales 
u observadores. Muchos de estos resultados requieren de un nivel de conocimiento y de 
tecnología avanzados. 

El diseño de estrategias de control y observación de sistemas no lineales ha atraído la 
atención de muchos investidadores. Sin embargo, la mayoría de estas estrategias han sido 
desarrolladas para sistemas en tiempo continuo. Pero tomando en cuenta el desarrollo 
tecnológico en el procesamiento de datos y la capacidad de las computadoras digitales, 
ha sido posible implementar algoritmos de control más eficientes y poderosos para con-
trolar diversos sistemas [38, 39]. Por tal motivo, ha sido necesario desarrollar estrategias 
de control en tiempo discreto o diseñar controladores basados en sistemas discretos en el 
tiempo. 

La mayoría de las estrategias de control y observación discretas desarrolladas, se 
obtienen a partir de la discretización de sistemas continuos, las cuales están basadas 
en el método de Euler. Otra forma común de construir leyes de control es diseñarlas 
en tiempo continuo y posteriormente discretizarlas [40]. Varios trabajos relacionados 
tanto con el diseño de controladores discretos como del diseño de observadores han sido 
propuestos [29, 7, 14, 47, 53]. 

Finalmente, la identificación de parámetros para sistemas lineales ha sido un área 
extensamente estudiada durante las últimas décadas. Sin embargo, sólo algunos resul-



tados han sido presentados para los sistemas no lineales. En ambos casos se asume un 
conocimiento total del vector de estados. Al mismo tiempo, el problema de la estimación 
de estados para sistemas no lineales, ha atraído la atención de la comunidad de control, 
y varios trabajos han sido propuestos para ciertas clases de sistemas [8, 9, 16, 20], siendo 
un dominio abierto para la investigación. Ahora bien, cuando se presenta el problema 
de estimación de las variables de estado y la identificación de parámetros de un sistema 
de manera simultánea, el problemas se torna más complicado. Una manera de atacar 
este problema es mediante un observador adaptable, el cual se define como un algoritmo 
recursivo que permite la estimación del estado no medible y de parámetros desconocidos 
en un sistema dinámico de forma simultánea. La motivación en el uso de observadores 
adaptables es su potencial aplicación en la detección de fallas, aislamiento, transmisión 
de señales y control adaptable entre otros. 

1.2 Objetivos de la Tesis 

Basado en las consideraciones anteriores, los temas a tratar en la tesis son los siguientes. 

1. El problema de control de un sistema eléctrico de potencia multimáquinas con el 
fin de garantizar la estabilidad del mismo, mediante la técnica de control basada en 
modos deslizantes. Además se compara este algoritmo de control, con uno basado 
en pasividad para sistemas con estructura hamiltoniana presentado en [51, 41]. 

2. Se retoman los trabajos desarrollados en [1, 19, 34] en los cuales se diseñaron 
estrategias de control y observación en tiempo discreto para una clase de sistemas no 
lineales discretos que son linealizables por retroalimentación de estado. Se presenta 
un estudio de estabilidad del sistema en lazo cerrado para el control mediante 
retroalimentación de estado [1] basado en un observador [19], un análisis sobre la 
cota fundamental (ultimately bounded) para el control mediante modos deslizantes 
[34] y un estudio denominado estabilidad práctica, es decir un análisis sobre las 
condiciones que se presentan cuando los algoritmos, en este caso un observador, 
son desarrollados a partir de discretizaciones aproximadas. 

3. Se diseña un observador adaptable, para realizar la estimación del estado no medible 
y la identificación de los parámetros desconocidos simultáneamente, para una clase 
de sistemas no lineales afines en el estado y en los parámetros. 



1.3 Organización de la Tesis 

Con base en lo expuesto en las secciones anteriores, en el capitulo 2 se propone una es-
trategia de control basada en la técnica de modos deslizantes, la cual aplicaremos a un 
sistema de eléctrico de potencia multimáquinas. La idea en esta capítulo, es reemplazar 
el control discontinuo que comúnmente se utiliza para mantener las trayectorias del sis-
tema sobre una superficie dada, por uno continuo con convergencia exponencial, de tal 
manera que se atenúe el fenómeno de conmutación (chattering). Además, haremos una 
comparación de este control que proponemos con uno basado en la teoría de sistemas 
hamiltoniamos [51, 41]. 

En el capítulo 3 se presenta un análisis de estabilidad en lazo cerrado cuando un 
esquema de control linealizante [1] y un observador [19] ambos en tiempo discreto, son 
aplicados a una clase de sistemas no lineales discretos (obtenido a partir de una dis-
cretización tipo Euler). Además, retomando el trabajo presentado en [34], se estudia el 
concepto de cota fundamental con el objeto de determinar las condiciones para garantizar 
estabilidad, del sistema, cuando el control aplicado esta basado en modos deslizantes. 

Por otro lado, a fin de mostrar el desempeño de las estrategias de control y observación 
propuestas en este capítulo, aplicaremos estas a los modelos matemáticos de un brazo 
robot y del generador síncrono. 

En la parte final de este capítulo, presentáreme« un estudio sobre la validez de aplicar 
el observador propuesto a partir de una discretización aproximada, en vez de una dis-
crefcización exacta (estimación práctica). 

En el capítulo 4 nos enfocaremos exclusivamente en el desarrollo de un observador 
adaptable para una clase de sistemas no lineales afines en el estado y en los parámetros, 
cuyo objetivo es estimar estos simultáneamente. Como aplicación de este observador 
adaptable, se considera inicialmente el atractor caótico de Lorenz, con el objetivo de 
ilustrar el encriptamiento de información. Y concluiremos con la implementación de este 
algoritmo de estimación al modelo del generador sincrónico, para propósito de monitoreo. 

Finalmente, en el capítulo 5 se presentan las conclusiones generales de esta tesis y 
algunos aspectos importantes a los que pensamos que se les puede dar continuidad en 
trabaje« de investigación futuros. 



Capítulo 2 

Control Continuo en Modos Deslizantes 
para Sistemas de Potencia 
En este capítulo abórdame« el control de sistemas de potencia multimáquinas. Pro-
ponemos un diseño basado en la técnica de modos deslizantes. El control propuesto es 
suave, pues difiere del control clásico en modos deslizantes sujeto al fenómeno de switcheo 
(chattering). Presentamos dos versiones del controlador basado en modos deslizantes que 
son aplicados al sistema de potencia multimáquinas y efectuamos una comparación de 
estas versiones con un controlador hamiltoniano. 

2.1 Introducción 

La estabilidad de un sistema eléctrico de potencia (SEP), se puede definir como la capaci-
dad de mantener la sincronía tanto en condiciones normales de operación como después 
de una perturbación (por ejemplo, un corto circuito y/o cambios en las condiciones 
de operación) [50]. De acuerdo con la naturaleza del fenómeno, los problemas de esta-
bilidad se dividen en varias categorías, como por ejemplo, estabilidad de estado estable, 
oscilatoria, transitoria, de voltaje, etc [42]. 

El uso de técnicas de control avanzado para el control de sistemas de potencia se 
percibe como una de las áreas más prometedora en el control automático. Para mejorar la 
estabilidad transitoria de sistemas de potencia, muchos investigadores dirigen su atención 
a la aplicación de la teoría de sistemas no lineales. Y cuando se compara esta, con el 
uso tradicional de la teoría de control lineal, donde el dominio de operación del sistema 
controlado es pequeño, se aprecian ventajas considerables, como el poder recobrar la 
estabilidad cuando el sistema se ve afectado por grandes perturbaciones [50]. 

En algunos estudios sobre sistemas de potencia, se considera el caso idea! de un 
generador síncrono conectado a un bus infinito [3, 21]. En otros, se toma un modelo 
linealizado del sistema multimáquinas, el cual es válido en una región muy pequeña 
alrededor del punto de operación [28]. Recientemente, nuevas estrategias de control han 
sido publicadas, y aceptadas dentro de la comunidad de potencia. Dentro de las cuales 
podemos mencionar las basadas en funciones de energía [3], perturbaciones singulares 



[44] (la cual es utilizada para la reducción de modelos), control optimo [2], control de 
estructura variable [22], control adaptable [18], control basado en pasividad [33], entre 
otras. 

El diseño de controladores no lineales por retroalimentación linealizante, mediante 
geometría diferencial, también ha sido un tópico investigado para sistemas de potencia 
[10, 35]. La clave en el diseño de este controlador es que la ley de control puede cancelar 
las dinámicas no lineales, obteniendose como resultado un sistema en lazo cerrado que se 
comporta como un sistema lineal. Sin embargo en la práctica, debido a la presencia de 
incertidumbres paramétricas, perturbaciones y fallas que se presentan en el sistema, se 
concluye que resulta imposible la cancelación exacta de las no linealidades del sistema. 
Además, recuerde que el control obtenido mediante esta técnica es complejo, y muchas 
veces no considera las propiedades estructurales del sistema. Una técnica que se ha venido 
utilizando en los últimos años es la teoría de sistemas hamiltonianos. Para esta clase de 
sistemas, se considera la energía total del sistema como la función hamiltoniana, la cual 
también juega el papel de función de Lyapunov para el sistema. La clave en esta técnica 
es expresar la dinámica del sistema eléctrico de potencia en una representación hamiltoni-
ana. Este método ya ha sido aplicado para mejorar la estabilidad transitoria del sistema 
de potencia multimáquinas mediante un control de excitación no lineal descentralizado 
[51, 41]. 

Otra técnica utilizada para mejorar la robustes ante incertidumbres paramétricas 
y perturbaciones externas es el diseño de control mediante modos deslizantes (véase 
[13, 48]). En un repaso de las referencias citadas anteriormente, puede verse como un 
control conmutando a gran velocidad provee de robustez al sistema no lineal, al forzar 
a las trayectorias del sistema a alcanzar una superficie deslizante en tiempo finito, y al 
hacerlas permanecer sobre la superficie para todo tiempo. 

El comportamiento de conmutación en alta frecuencia para este tipo de controladores, 
nos lleva a otros problemas. Como por ejemplo, puesto que el controlador contiene tér-
minos no lineales discontinuos, la existencia y unicidad de la solución. Además, la imple-
mentación de controladores discontinuos nos lleva al fenómeno de switcheo o conmutación 
(chattering), el cual en algunos casos se evita mediante la aproximación del control dis-
continuo por uno continuo. Por otro lado, muy pocas aplicaciones de control en modos 
deslizantes continuo están disponibles en la literatura (ver [17]). 

La idea principal que presentamos en este capítulo es el desarrollo de un controlador 



que lleve las trayectorias del sistema a una superficie de conmutación exponencialmete 
atractiva y las mantenga en la superficie, y su aplicación a sistemas eléctricos de potencia 
miiltimáquinas. 

2.2 Modelo Dinámico de un Sistema de Potencia 

El sistema eléctrico de potencia que consideraremos a lo largo de este capítulo está for-
mado por n generadores. Bajo ciertas consideraciones (véase [21,23,15] para más detalles 
al respecto), el movimiento de los generadores interconectados es descrito mediante un 
modelo clásico con decaimiento en las dinámicas de flujo (las dinámicas a analizar son: 
la posición y la velocidad angular, y el voltaje transitorio en el eje de cuadratura). El 
generador es modelado por los voltajes entre las reactancias transitorias del eje directo. 
El ángulo del voltaje coincide con el ángulo mecánico relativo al marco de referencia 
síncrona. El modelo dinámico para la máquina i está representado por ([4, 42, 21])1 

ói = U)i — u> o 

Wi = •^r[~Di(Ui-Uo)+Uo{Pmi-Pe¡)} (2.1) 

K = ^ r ( E f i - E q i ) 

donde 

Tí 

4 = E ¿ ^ % s e n (6i - S i ) , 4 = " E ff^cosfà - 6j) 

PH = E>qiIqi, Qe, = E ' q J ^ Eqi = E'qi + ( X * - X i ) 4 

Entonces, la representación del sistema de potencia multimáquinas está dada por 

Xil = Xi2 

n 
¿i2 = -a,iXi2 + bi- dXiz Yj XjsBijSen(xii - x¿1) 

3=1 

x i3 = ~eiXi3 + áj E cos(xfi — aJjx) + tt» 
3=1 

(2.2) 

1 Véase anexo A para la descripción de los símbolos utilizados en el modelo matemático del sistema 
de potencia. 



donde 

di = 2 Hi* ^ " ( 2 ¿ ) P m i ' ^ " ( 2 ^ ) ' di = Xdi - X'di 

son los parámetros del sistema, y 

[xn,xi2,xa]T = [St{t),u>i(t) - u}0,E'qi{t)]r 

representa el vector de estado, finalmente la entrada de control está dada por 

rjv 
di 

por lo tanto 

(2.3) 

/<(*) = 

Xi2 

—OiXi2 + bi — CíXís y^Xj^BjjSen(xii ~ xji) 
j=i 

-eiXi3 + XJSBtjcos(xn - Xji) 
3=1 / 

9i = 

\ 1 / 

(2.4) 

Ahora, procedemos al diseño de una ley de control basada en modos deslizantes con-
siderando como caso de estudio el sistema eléctrico de potencia cuya dinámica está dada 
por (2.2). Además, efectuamos un estudio comparativo con el diseño basado en pasivi-
dad presentado en [51, 41], mostrando el desempeño de ambos algoritmos vía simulación 
digital. 

2.3 Diseño de Control en Modos Deslizantes 

Considere la clase de sistemas no lineales descritos en el espacio de estados de la siguiente 
manera 

x = f{x) + g(x)u x(t0) = xo (2.5) 

donde ¿o > 0, x € Bx C R n es el vector de estados, u € R r es el vector de entradas 
de control, / y g se consideran acotadas y sus componentes funciones suaves de x. Bx 

denota un subconjunto cerrado y acotado centrado en el origen. 



Figura 2.1: Control de regulación 

El control basado en modos deslizantes para el sistema (2.5), lo diseñamos como sigue. 
Consideremos la siguiente superficie de conmutación no lineal de dimensión n—r, definida 
por 

a{x - x*) = (a^x - x*), ...tar{x - x*)f = 0 (2.6) 

donde x* es el punto de equilibrio y cada función ai : Bx x Bx —* M, i = 1, ...,r, es una 
función C1 tal que <r¿(0) = 0. 

El método de control equivalente (véase [13, 48]) es utilizado para determinar el 
movimiento del sistema restringido a la superficie de conmutación a(x — x*) = 0. La 
existencia de un modo deslizante implica que se satisfaga 

1. &{x(t)) = 0 

2. a {x (£)) = 0 V í > íq 

Así, de la regla de la cadena para sigma se tiene 

da 
dx 

es decir 

x = 

'cb' 
dx 

do 
dx 

[/(x) + g^Uaj] = 0 

'da 
dx 

g(x)u, •eq 



por lo tanto 
da . - i 

I ' « (2.7) 

donde la matriz [da¡dx\g{x) se asume no singular V x,x* 6 Bx. 
Para completar el diseño de control tenemos 

u = ueq + un (2.8) 

donde Ugq (2.7), actúa cuando el sistema está restringido a <j(x — a:*) = 0, mientras 
que un (control de regulación) cuando a(x — x*) ^ 0. Consideremos nuevamente un 
análisis similar al efectuado para la deducción del control equivalente del sistema (2.5), 
sin embargo ahora, bajo la acción de control (2.8), es decir 

'da' 
a = 

dx 

da 

x 

dx 

da 
dx 

1/0*0+ 0(z) {«e? + % } ] 

U{x)+9{x)ueq}+[^] g(x)uN 

ahora trabajamos fuera de la superficie de conmutación, es decir a(x — x*) t¿ 0, en este 

caso el control equivalente no actúa, de lo que se tiene 

'dal 
a = 

dx 
g(x)uN 

Por lo tanto, si u^ se selecciona como 

un = d a ( ^ 
- i 

L(x)a(x — x*) (2.9) 

donde L(x) es una matriz definida positiva (de dimensión r x r ) cuyos componentes son 
funciones no lineales reales acotadas y C° de x, tales que ||I/(£)|| < p, V x £ Bx para una 
constante p > 0. Para a se tiene 

a = 
da 
dx 9(x) ~ 

d a t ^ 
- i 

L{x)a{x — x*) 
(2.10) 

= — L(x)a(x — x*) 

ecuación que describe el movimiento del sistema fuera de a(x — x*) = Q 



1 2 3 4 5 6 7 8 

Figura 2.2: Control mediante modos deslizantes clásico 
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 

Figura 2.3: Control mediante mode« deslizantes continuo 



Las propiedades de estabilidad de a(x —x*) en (2.10) pueden ser estudiadas por medio 
de la función candidata de Lyapunov 

V{x - x*) = \aT{x - x*)a{x - X*) 

cuya derivada a lo largo de (2.10) satisface 

V{x-x*) = ^{-L{x)o{x-x*)}To{x-x*) + oT{x-x*){-L{x)o{x-x*)}^ 

= -aT{x - x*)L(x)a(x - x*) < 0 Vx, x* G Bx 

lo que asegura la existencia de un modo deslizante. 

Nota 2.1 Un análisis directo de la ecuación diferencial (2.10) muestra que las trayecto-
rias del sistema alcanzan la superficie de conmutación asintóticamente, pues la solución 
para esta ecuación está dada por 

a{x - x*) a e~L(t-to)a(x (t0) - x*) V t > t0 

es decir 
Iim a(x (t) - x*) = 0 

Nota 2.2 Además, resulta sencillo verificar que la condición de alcanzabilidad ¡4-8J se 
satisface para esta selección de u?¡ (2.9), de (2.10) se tiene 

a(x — x*)Ta = —a(x — x*)T L(x)a(x — x*) 

por lo que a(x — x*)T& siempre es negativo, es decir a(x — x*)Tá < O2 

Basado en el control en modos deslizantes descrito antes, el control resultante está 
dado por 

rtrr ~\ * [ f)rr 
(2.11) u = — 

da . 
—f(x) + L(x)o(x-x*) 

Cuando el control compuesto (2.11) es aplicado al sistema (2.5), se obtiene el siguiente 
sistema en lazo cerrado 

x = fe{x,x*)+p{xix*) (2.12) 

2Recuerde que para el cálculo de un, <j(x — x*) ^ 0 



donde 

fe(x,x*) = j/-<?(*) 

p(x,x*) = -g(x) 

da . 

- l 
L(x)a(x — x*) 

Ahora, para estudiar las propiedades de estabilidad del sistema en lazo cerrado (2.12), 
introducimos la siguiente hipótesis 

Hipótesis 2.1 [24] El punto de equilibrio x* de x = fe(x,x*) es localmente exponencial-
mente estable. 

Por un teorema inverso de Lyapunov (ver [24]), la hipótesis 2.1 nos asegura la exis-
tencia de una función de Lyapunov V(e) con e = x — x* la cual satisface las siguientes 
desigualdades 

dV{e) 
«i ||e|| < V(e) < «2 ||e||" de 

<<*M 

dV(e) 
de 

{fe{e + x*,x*) + p(e + z*,x*)} < - a 3 ||e| (2.13) 

para ct\, ct<¿, y a 4 constantes positivas. 
Consideremos V(e) como una función candidata de Lyapunov para investigar la esta-

bilidad del origen e = 0 (e punto de equilibrio del sistema (2.12)). De la hipótesis 2.1 y 
la ecuación (2.13), la derivada en el tiempo de V a lo largo de las trayectorias de (2.12) 
satisface 

V ( e ) < ^ \ \ e [ |2 (2.14) 

entonces el sistema (2.12) es exponencialmente estable. 
La función candidata de Lyapunov V (2.13) es un instrumento para investigar las 

propiedades de estabilidad del sistema en lazo cerrado (2.12) obtenido cuando el control 
u (2.11) es aplicado. El siguiente Lema puede probarse usando el mismo razonamiento. 

Lema 2.1 [24] Considere el sistema no lineal (2.5) para el cual se diseña un control 
compuesto (2.7-2.9) tai que la hipótesis 2.1 se satisface. Entonces-el sistema no lineal en 
lazo cerrado (2.12) es localmente exponencialmente estable. 



Nota 2.3 Puede obtenerse estabilidad asintótica con una eledción particular de la super-
ficie de conmutación a (x (£) — x*) sin la necesidad de la hipótesis 2.1. Por ejemplo, si la 
derivada en el tiempo de la superficie de conmutación es exactamente una forma normal 
asintóticamente estable, la cual puede obtenerse mediante un cambio de coordenadas y 
una entrada de control linealizante. Si el sistema es de fase mínima, se puede verificar 
que si aplicamos un control equivalente u^, las trayectorias del sistema en lazo cerrado, 
son soluciones de la forma normal. El control adicional u^ en este caso se usa para 
proporcionar atracción exponencial a la superficie de conmutación y como consecuencia 
sumistrar robustes al sistema en lazo cerrado (Teorema de LasaUe [24]). 

2.4 Control Hamiltoniano 

A continuación mostramos de manera breve el diseño de un control de excitación, 
usando la metodología basada en una función de energía y en la estructura de sistemas 
Hamiltonianos reportado en [51, 41]. 

Considere el sistema no lineal con múltiples entradas y múltiples salidas (MIMO), 
expresado por las siguientes ecuaciones 

x = f(x) + g(x)u 

y = h(x) (2.15) 

donde x € R n es el estado del sistema, u 6 Mm es el vector de control e y € Rp es el vector 
de salidas. En este capítulo estamos interesados en la clase de sistemas que pueden ser 
representados equivalentemente en una forma Hamiltoniana con términos disipativos de 
la siguiente forma 

QffT 
x = +g(x)u 

y = 9T{*)d-~ (2.16) 

donde los estados del sistema x son las variables de energía, H{xi,...,£„) : R n R 
representa la energía total almacenada y la estructura de interconexión está dada en la 
matriz J(x) G IR"*", la matriz g{x) € R n x m . Además la matriz J(x) es antisimétrica, 
es decir 

J(x) = -JT(x) Vxelr 



y 7l(x) es una matriz simétrica no negativa que depende de x, es decir 

K{x) = nT{x) > 0 Vx € Rn. 

La ventaja principal de trabajar con este tipo de sistemas, viene del hecho que la 
función total de energía puede ser considerada como una función de Lyapunov para 
estudios de estabilidad. Más aún, de (2.16), obtenemos la ecuación de balace de energía 

dH dH„e ^dH7 T 

con uTy como la energía externa suministrada al sistema y representando 
la energía disipada debido a los elementos resistivos. Como es bien sabido (ver [33, 46]), 
la igualdad anterior establece las propiedades de pasividad en el siguiente sentido. 

Definición 2.1 El sistema (2.5) es pasivo con respecto a la salida y = h(x) si existe una 
función suave no negativa H{x), tal que H(0) = 0 y la siguiente desigualdad se satisface 

H{x(t))-H(x{0)) < [* uT(s)y(s)ds. (2.17) 
Jo 

Si además, el sistema (2.5) satisface la propiedad de detectibilidad enunciada en la 
siguiente definición 

Definición 2.2 [52] El sistema (2.5) es detectadle estado cero si u(t) = 0 e y(t) = 0 
Vi > 0, implica que lira x(t) = 0. í—*oo 

Entonces, es posible formular el siguiente resultado, que es fundamental con relación 
a las propiedades de estabilidad para la clase de sistemas considerados aquí. 

Teorema 2.1 [46] Consideremos la clase de sistemas definidos por (2.16). Asumimos 
que el sistema es detectable estado cero y que el hamiltoniano generalizado tiene un mín-
imo local estricto. Entonces, se sigue que x* es un punto de equilibrio estable de las 
dinámicas no forzadas. Más aún, puede verse fácilmente que para mantener el punto de 
equilibrio asintoticamente estable, podemos considerar el siguiente control por retroali-
mentación de salida 

T, ,dHT 



2.5 Aplicación a Sistemas de Potencia 

Introducimos ahora un sistema de potencia multimáquinas como el que se muestra en 
la figura 2.4 (véase [21] para las consideraciones de este modelo matemático), a fin de 
mostrar el desempeño del controlador basado en modos deslizantes. En este sistema, 
consideramos el generador 3 como referencia (E'qi = constante = 1Z0°). Bajo esta 
consideración, el sistema multimáquinas tiene la siguiente representación en variables de 
estado 

fu = x12 

¿2i = X22 

¿12 = [—Di£12 +-w0 {pmi - -Peí)] 

1 (218) 
¿22 = — [-Z?2^22+Wo {Pr^-Pe*)] 

¿13 = - E q i ) 
d\ 

¿23 = ^ r { E h - E q 2 ) 
1<h 

donde los estados son definidos como en (2.3), es decir, xn = 6j, x2\ = 62, xí2 = u>i, 
x22 = w2, X13 = E'qi y ®23 = E'qi. Además, en términos de estas variables de estado, se 
tiene 

Pei — ^13Iqi, 4 = Z23-Bi2sen(xn - ^12) + B^sen(x n ) 

Pei = x^n, = xi352isen (xi2 - su) + ^ s e n (x12) 

Qe i = , Idí = — [^23^12 eos ( su - X12) + 5i3cos(a;ii)] 

Qe2 = X23I<k, = - [^13^21 eos (x2i - ®n) + B23 eos (X12)] 

Eqi = X1Z + (Xdl - X'dl) Idl 

Eqi=x23 + (Xdl - ^ D J 4 



Figura 2.4: Sistema de potencia multimáquina. 

2.5.1 Diseño de Control en Modos Deslizantes 

Control 1 

Considere la siguiente superficie de conmutación no lineal definida por 

a{x,x*) = (<rl(a;,a;*),a2(a;,a;,))T = 0 

donde 

tTfiXjX*) = Sii(xn - x^) + S i2(x i2 - x-2) + Si3(xí3 - x#) para i = 1,2 

x\ = (x-i,x*2,^í3) es el punto de equilibrio del sistema (2.18). 

Entonces, el control equivalente está dado por • 

Ueqi — 
d<Ti 
aí 9 1 ^ 

- 1 düi 
dxi 

(2.19) 

= —SnXi2 + si2 ( -OiXi2 + 6¡ - CiXiz V ^ X^BijSQlíiXiX - Xjt) ) 
V U i 

+ S » 3 ( —eiXi3 + di ^ XfrBij COS(XÍI - I 
3=1 



Por otro lado, el control u ^ resulta en 

uNi = -
-1 

Li(x)oi(x,x*) 

= -— {Sil (^il - + Si2(Xi2 - X-2) + Sis(Xi3 - X*z)} 
•Si3 

donde Li(x) = Li = constante. Finalmente, el control compuesto está dado por 

Ui = —— < snXi2 + si2 [ -OiXi2 + h - CíXíz ¿ XjzBijSenixn - Xji) ) 
Si3 l V i=i / 

+ Li (s¿2 (xa - X¡i) + Si2(xi2 - x*2) + Si3(Xi3 - X^)) J 

Así, el sistema de potencia multimáquinas puede ser estabilizado alrededor de un 
punto de equilibrio mediante la siguiente retroalimentación 

Ui = —— {sii^s + Si2 {-(¡¡xa + bi- aPei) + Si3 {-eiXa - dj^) 
Si3 

+Li (Sii(xn ~ x*x) + si2Xi2 + si3(xx - ar*3))} 

donde x*i2 = 0 

Observe que el control es expresado sólo en términos de las mediciones de las variables 

locales, lo que nos lleva a un esquema de control completamente descentralizado. 

Control 2 

Ahora, consideremos la siguiente superficie de conmutación no lineal dada por 

a.(x,x*) as Siixn + Si2xa + s&xh para ¿ = 1,2 

donde xn = xn — x*v por lo tanto para esta nueva superficie de conmutación se tiene 

<rt(x,x*) = S ü ^ x - a^) + si2xi2 

( \ ( 2 " 2 0 ) 
+s¿3 l ~OíXí2 + 6¿ - CiXft ¿ \ = i V&BijSen(xa ~ Xji)) 



un análisis similar al efectuado para la superficie de conmutación anterior (2.19) nos lleva 
a un control en este caso dado, por 

SnXi2 

s#Ci £;?3-Ef)Sen(£¿i - x¿i) 
3=1 

+ (si2-si3ai) |-OiXi2 + bj — CjXg XtfBjjSenjxn -

3 F 3 

-Si3Ci Xj3BijSen{xn - Xji) < — e¿ar¿3 + <k ^ cos(:e¿1 - Xj-i) 
j=l l 3=1 

al igual que para la superficie de conmutación anterior, el control de regulación un{ se 

obtiene de manera directa, así el controlador también en este caso, puede ser expresado 

en términos de las mediciones de las variables locales como 

m = {— £¡SÍI(xíi — x^) -- LÍSÍ2XÍ2 - LÍSÍZ {-a,iXi2 + bi — CiP^) Si3Cilqi 

+SiiZ¿2 + SxCiQe. + (Si2 - Oí) ( - 0 ^ 2 + ¿i ~ CiP*) + Si3 - ¿ i ^ ) } 

para i = 1,2, y V Xi 6 BXi. 

Nota 2.4 Los coeficientes Si¿ j = 1,2,3 del controlador en modos deslizantes 1 (con la 
superficie de conmutación (2.19)) deben seleccionarse de tal menara que la hipótesis 2.1 
se satisfaga. 

Nota 2.5 Observe que la superficie de conmutación del controlador 2 (2.20),solo difiere 
de la seleccionada para él controlador 1 (2.19), en el término x& — x*3 por Xn . En este 
caso, cuando s¿i son constantes positivas, la superficie de conmutación puede verse como 
una ecuación diferencial de segundo orden para el ángulo de potencia asegurando la 
convergencia del ángulo de potencia a su valor de equilibrio, cuando las trayectorias del 
sistema permanecen sobre la superficie de conmutación. 

Nota 2.6 El control equivalente u^ puede verse como un control linealizante, considerando 
la dinámica del sistema equivalente a la dinámica lineal 

&(X, X*) = SnXn + Si2Xn + Si3 í ü = O 



El grado relativo de cada salida (ángulo de potencia) es igual a 3, por lo tanto el sistema 
no tiene dinámica cero. Más aún, podemos hacer un análisis de estabilidad mediante la 
función candidata de Lyapunov V{x — x*) = \gT{x — x*)a(x — x*), sin la necesidad de 
invocar la hipótesis 2.1 

2.5.2 Diseño de Control Hamiltoniano 

A continuación, se presenta la ley de control basada en pasividad reportada en [51, 41] 
mediante una función de energía. El sistema de potencia multimáquinas se describe en 
una representación hamiltoniana que además resulta útil para propósitos de estabilidad. 

Consideremos el sistema (2.5) y la siguiente función de energía 

3 / 1 6 1 3 e \ H = ~ ~ 2X* cos(a:íi ~ ̂ + j (2-21̂  

Cabe mencionar con relación a la función de energía anterior, que en [52] los autores 
presentan una función de energía similar a la dada anteriormente (2.21), pero para una 
sola máquina. En el estudio que se presenta en este capítulo para el sistema de eléctrico 
de potencia multimáquinas, la función de energía total se obtiene como la suma de la 
energía de cada máquina del sistema [51]. En [52] los autores presentan un estudio para 
la función de energía de un máquina. 

Así, la dinámica del sistema puede escribirse de acuerdo con la estructura de sistemas 
de control Hamiltonianos con disipación, como sigue 

^ Xil ^ 
Xi2 
¿ Í 3 

0 
-a 
0 

Q 0 
•CiOi 0 
0 di 

dH_ 
dxi 

+ 
o \ 

0 

V 1 / 

u¡ (2.22) 

donde 

Xi — 

f ÍEii ^ 

\ X a / 

Ji(x) = 
0 cí 0 

-Ci .0 0 
0 0 0 

lli{¿) = 9i{x) = 

/ o 
0 

V 1 



Sea ( x * ! , ^ ) ^ « ) el punto de equilibrio de (2.1), obtenido a partir de las siguientes 
ecuaciones 

®a = 0 

-OiX¡2 + bi- ax% XjzBijSenix*! - = 0 
j=i 

-eix*3 + di ajJgBy c o s ^ - z ^ ) + ü¿ = 0 
í=i 

Definiendo el control de excitación constante como ü¿, se sigue que 

(2.23) 

üi = eiX¡3 xj3 cosfa;*! - x*n). 
j=i 

(2.24) 

Ahora, incluyendo el punto de equilibrio a la función de energía, se tiene 

3 / 3 3 •> 

+ ]C ( X&Bi3 - X3l) + X&Bij COS(Xil ~ X*3l) 
te 1 \ 3=1 ¿=1 

Entonces, el sistema (2.22) se puede representar como 

¿i2 

V¿i3 } 

0 C£ 0 \ 

V 
-a 

0 

-aai 0 
Ó ^ 

dHe 

dxi + 
' n \ 

V 1 / 

Vi, 

He es acotado por abajo, puesto que xa € [—7r,7r], y V l > 0 el conjunto {x : He(x) < /} 
es compacto. Así He(x) tiene un mínimo local estricto en (x^, 

Por lo tanto, la ley de control la cual estabiliza el sistema de potencia multimáquinas 
está dado por (véase (2.4) para las definiciones de las funciones / ¡ y 9i) 

Ui = Üi + Vi 



donde 

= {7*+ ì x a
 ~ è®4} 

Ahora, usando Eqt = E'qi + - X'^) d¡ = (Xj, - X'J/Tj. y e¡ = 1/7J,, se sigue 

q u e ! 

Finalmente, el controlador puede ser expresado sólo en términos de las variables 
locales medibles 

Como consecuencia, se tiene un controlador por retroalimentación de salida descen-
tralizado. 

Nota 2.7 El sistema de control Hamütoniano (2.22) puede estabilizarse alrededor del 
punto de equilibrio usando diferentes técnicas de control, por ejemplo Hca o controladores 
mediante funciones de Lyapunov (control LgV). Además, un controlador por retroalimen-
tación de salida saturada ha sido porpuesto en [51] a partir de la representación Hamil-
toniana (2.22). 

3Véase [51) para esta definición de Eqf 

u 

donde3 E q i = V t i + 0 ^ . 



2.6 Resultados de Simulación 

A continuación presentamos el desempeño de los controladores presentados en este capí-
tulo, el basado en modos deslizantes y el reportado en [51, 41] basado en pasividad vía 
simulación digital, cuando eston fueron aplicados al modelo matemático del sistema de 
eléctrico de potencia multimáquinas (2.18) 

Los valores numéricos de los parámetros del sistema de potencia (en p.u.) están dados 
en la tabla 2.1 

Para esta selección de parámetros, los puntos de equilibrio estables del sistema son 

x*n = 0.6654 x\2 = 0 = 1.03 

x\x = 0.6425 X22 = 0 x*2Z = 1.01 

Los valores iniciales de las variables de estado son 

®n(0) = 0.8 #12(0) = 0.3 ^13(0) = 1.5 

z2i(0) = 0.5 £22(0) = 0.3 2:23(0) = 0.5 

Los parámetros para los controladores en modos deslizantes utilizados fueron 

«11 = S21 = 1 «12 = S22 = 2 S13 = §23 = 10 L\ = ¿2 — 2. 

En las simulaciones aquí presentadas, nos enfocamos principalmente en la compara-
ción del desempeño mostrado por los controladores basados en modos deslizantes y Hamil-
toniano en lo que a tiempo de convergencia se refiere. Se asume que todo el vector de 
estados del sistema y lee parámetros requeridos para la implemenfcación de las leyes de 
control son conocidos. 

Las respuestas del sistema obtenidas para las 2 estrategias de control presentadas en 
este capítulo (modos deslizantes con las superficies de conmutación (2.19) y (2.20) y el 
esquema Hamiltoniano [51, 41]), las mostramos juntas para cada variable de estado, lo 
cual nos permite hacer una comparación más apropiada. El comportamiento del ángulo 
de potencia de los generadores se muestra en las figuras 2.5 - 2.6, de la velocidad del rotor 
en las figuras 2.7 - 2.8, y para el voltaje transitorio en el eje de cuadratura en las figuras 
2.9 - 2.10. Finalmente las leyes de control se muestran en las figuras 2.11 - 2.12. De 
estas respuestas, podemos ver que variables de estado convergen al punto de equilibrio 
correspondiente. 



DI XII XDI H ! TII PML BI2 B23 
5 0.252 1.863 1 6.9 0.35 0.56 0.6 

D 2 X¿2 Xdi H 2 PM2 B13 WS 

3 0.319 2.36 2 7.96 0.35 0.53 1 

Tabla 2.1: Parámetros para el sistema de potencia multimáquinas 

También, de las figuras se observa que el controlador en modos deslizante, con la 
superficie de conmutación (2.20) proporciona un mejor desempeño transitorio que el con-
trolador con la superficie de conmutación (2.19). Sin embargo, cuando los controladores 
basados en modos deslizantes se comparan con el controlador Hamiltoniano, el contro-
lador en modos deslizantes presenta mejor tiempo de convergencia. 

Con relación a la magnitud do la ley de control, se percibe en las gráficas 2.11 - 2.12, 
que el consumo de energía no difieren mucho del controlador hamiltoniano. 

Figura 2.5: Ángulo de potencia del generador 1. 



tiempo (seg) 

Figura 2.6: Ángulo de potencia del generador 2. 

Figura 2.7: Velocidad Angular del generador 1. 



Figura 2.8: Velocidad Angular del generador 2. 

Figura 2.9: Voltaje Transitorio en el eje de Cuadratura del generador 1. 



Figura 2.10: Voltaje Transitorio en él eje de Cuadratura del generador 2. 

Figura 2.11: Leyes de control aplicadas al generador 1. 



Figura 2.12: Leyes de control aplicadas al generador 2. 

2.7 Conclusiones 

En este capítulo se desarrolló una estrategia de control no lineal basada en la técnica de 
modos deslizantes para una clase de sistemas y esta ley se aplicó a un sistema eléctrico 
de potencia multimáquinas. Se consideraron dos superficies de conmutación para esta 
estrategia control, y los resultados obtenidos mediante simulación digital, mostraron 
buenos resultados en lo que a tiempo de convergencia se refiere. Además se mostró 
que estas leyes de control son descentralizadas, es decir se pueden implementar sólo con 
mediciones locales, Finalmente, con el fin de ilustrar el desempeño de la ley de control 
mediante modos deslizantes desarrollada en este capítulo, se hizo una comparación de 
este esquema con el controlador basado en pasividad (control hamiltoniano) reportado 
en [51, 41]. 

Por otro lado, es bien sabido que gracias a los avances tecnológicos, la mayoría de las 
estrategias de control son aplicadas al proceso real, mediante una computadora digital. 
Además, las señales obtenidas son procesadas mediante tarjetas digitales, lo que da lu-
gar a señales de naturaleza discreta. En el siguiente capítulo abordamos el estudio de 
algoritmos discretos que tomen en cuenta estos aspectos. 



Capítulo 3 

Sistemas Discretos 
En este capítulo, se retoman los trabajos presentados en [1, 34], donde los autores pro-
ponen dos leyes de control en tiempo discreto, una basada en linealización por retroal-
imentación de estado, y la otra mediante la técnica de modos deslizantes. Además en 
el trabajo reportado en [19], el autor presenta un algoritmo de estimación del estado 
en tiempo discreto para cierta clase de sistemas no lineales. Dando continuidad a estos 
trabajos, en esta parte de la tesis se presenta un análisis de estabilidad en lazo cerrado 
cuando la ley de control es implementada mediante los estimados del observador, es decir, 
la ley de control propuesta mantiene las trayectorias del sistema estables en una vecindad 
suficientemente pequeña. 

Por otro lado, puesto que los algoritmos desarollados y el análisis de estabilidad efec-
tuado, se presentan para una clase de sistemas no lineales discretos, obtenidos mediante 
discretización tipo Euler, presentamos un estudio denominado estabilidad práctica, en 
donde se muestra que a pesar de no tener una discretización exacta para el sistema 
dinámico, es posible esperar estabilidad seleccionando un tiempo de muestreo suficiente-
mente pequeño. 

3.1 Introducción 

El control es un aspecto de primordial importancia para el desempeño adecuado de 
un sistema dinámico. En muchas aplicaciones, lo que se desea es diseñar este control 
considerando los datos experimentales con los que se cuenta y el conocimiento físico del 
propio sistema. En los últimos años, el control y la observación de sistemas no lineales 
ha atraido la atención de muchos investigadores. Sin embargo, conviene recordar que 
en la gran mayoría de los casos, todos estos algoritmos desarrollados para propósitos de 
control o monitoreo, son implementados mediante computadoras digitales. Por lo tanto, 
parece natural la idea de desarrollar controladores en tiempo discreto a partir de los datos 
muestreados, obtenidos mediante tarjetas de adquisición de datos (convetidores A-D). 

Se han propuesto varios métodos al respecto. Uno de ellos, el cual es conocido como el 
método de emulación, considera un modelo matemático para una planta en tiempo con-
tinuo y para la cual se diseña un controlador en tiempo continuo, entonces el controlador 



se discretiza y se aplica al sistema mediante los muestreadores y retenedores apropiados 
[43]. 

Un segundo método consiste en diseñar un controlador en tiempo discreto, a partir 
del modelo discreto exacto de la planta. Sin embargo, es bien sabido que obtener la 
discretización exacta para un sistema no lineal (incluso para algunos lineales) resulta 
prácticamente imposible. Debido a este gran inconveniente, se ha optado por utilizar 
modelos matemáticos a partir de discretizaciones aproximadas. Uno de los esquemas 
más simples y conocidos es la discretización tipo Euler [43, 39]. 

Una pregunta obvia a este respecto sería: ¿Preserva la estabilidad de un sistema 
continuo, un controlador obtenido a partir de una discretización aproximada (Euler)? 
Trabajos como el reportado en [39] muestran que bajo ciertas condiciones, tal como un 
tiempo de muestreo suficientemente pequeño, es razonable esperar estabilidad en sen-
tido semiglobal y práctico para sistemas que son controlados a partir de aproximaciones 
discretas. 

En este tipo de trabajos salta a la vista la importancia de seleccionar de manera 
adecuada el tiempo de muestreo, de hedió en [37, 25] los autores muestran ejemplos de 
funciones y sistemas de bajo orden (algunos lineales), donde la discretización aproximada 
(sistema sin algoritmos de control u observación) da lugar a un sistema discreto inestable, 
cuando en realidad el sistema continuo del que se procede es estable. 

Además, cabe mencionar que cuando no se dispone de todos los estados del sistema, 
resulta muy difícil implementar un algoritmo de control. Para resolver este problema, 
comúnmente se utiliza un observador. Y cabe mencionar, que para la clase de sistemas 
que tratamos en este capítulo (no lineales discretos), el desarrollo de observadores sigue 
siendo un problema abierto [36, 11]. 

Así, en esta tesis nos enfocamos en el estudio do la clase de sistemas no lineales dis-
cretos, que tienen una estructura linealizante por retroalimentación de estado (feedback 
linealizante), (véase [19] para la deducción de este tipo de estructuras). De hecho, a 
este respecto es interesante mencionar que la discretización mediante el método de Euler 
preserva la estructura de esta clase de sistemas [38]. 

Nuestra principal contribución en este trabajo, consiste por un lado en un estudio 
de estabilidad para la clase de sistemas no lineales discretos estudiados en este capítulo, 
bajo la acción de una ley de control discreta [1] implementada mediante los estimados de 
un observador también en tiempo discreto [19]. 



Por otro lado, se presenta un análisis sobre la validez y el efecto en la estabilidad 
del sistema, cuando los algoritmos de estimación del estado son desarrollados a partir de 
sistemas discretos aproximados (en este caso discretización tipo Euler), análisis comun-
mente denominado estimación práctica. 

3.2 Descripción del Problema 

La clase de sistemas no lineales que consideraremos en esta tesis, es la descrita mediante 
una discretización tipo Euler expresada de la siguiente manera 1 

= ATx(k)+TB{a{x(k)) + P(x{k))u{k)} 

y = Cx(k) = xi(k) 

donde 

Ar = {I + rA)~ 

1 r ••• 0 

0 0 
0 0 

T 
1 

0 1 . . . o \ 

o o 
o o 

1 
• • o 

(3.1) 

\ í ° i 
0 

. 1 

asumimos además que j3(x(k)) ^ 0 V x(k) € Rn ,V k e Z. 

Ahora nuestro interés se centra en el estudio de un observador .que permita la imple-
mentación de una ley de control, tal que las trayectorias del sistema (3.1) bajo la acción 
de esta ley de control sean estables. O dicho de manera más formal, en el estudio de un 
esquema control-observador tal que la siguiente propiedad para el sistema en lazo cerrado 
se preserve. 

Definición 3.1 (Estabilidad Exponencial Uniforme) [30] Decimos que el sistema 
discreto |(fc+l) = Fr{k,£(k)), sujeto a la condición inicial £(&o) = £o> es uniformemente 
exponencialmente estable, si existen constantes a\, <221 Tmax -> 0 tal que para cada T £ 
(0, Taax] y Ar > 0, las siguientes relaciones se satisfacen 

IM<«1 llí(fc)ll<a2||eol|e-Mfc-M V k>ko>0 (3.2) 
1;ceuíer(fc) debería ser la notación adecuada para la discretización tipo Euler de x(t) Pero, por sim-

plicidad utilizamos x(k) 



si además (3.2) se satisface para toda £ e R", entonces decimos que el origen del sistema 
es globalmenie uniformemente exponencialmente estable 2 

La definición anterior resulta muy útil para sistemas en tiempo disctreto puesto que 
impone un límite a los sobreimpulsos (overshoots), el cual es uniforme con respecto a las 
condiciones iniciales y el tiempo de muestreo. Más aún, en el caso particular cuando AT es 
proporcional a r , esta propiedad (3.2) garantiza que el modelo en tiempo discreto exacto 
es (globalmente) asintóticamente prácticamente estable, esto significa que las soluciones 
tienden a una vecindad arbitrariamente pequeña cuyo tamaño es independiente de r y 
puede hacerse tan pequeña conforme Tmax disminuye. 

Con relación a lo anterior, sugerimos se vea [39] en donde el autor da una definición 
más detallada, estableciendo estabilidad asintótica práctica para sistemas no lineales en 
tiempo discreto exactos a partir de la estabilidad asintótica uniforme práctica de sistemas 
en tiempo discerto aproximados. 

Por otro lado, con el objeto de poner a disposición del lector los antecedentes necesar-
ios para el estudio de estabilidad que se efectuará, presentamos nuevamente los resultados 
reportados en [1,19] referentes a la implementación de una ley de control y un algoritmo 
de estimación, ambos en tiempo discreto. Presentamos además las pruebas de ambos 
resultados buscando un poco más de claridad en la exposición de los mismos. 

Para el sistema no lineal en tiempo discreto (3.1), la ley de control propuesta para 
estabilizar las trayectorias del sistema está dada por 

3.3 Ley de Control Linealizante 

u(k) = /T1^))!^^)) - a(a:(fc))] (3.3) 

donde 3 

v(x(fc)) s. -Füpx(k) 

para p > 1 (3.4) 

2 Véase la sección B. l del anexo B, para una explicación más detallada sobre esta definición 
3En las siguientes expresiones n denota el orden del sistema 



Por lo tanto, el control (3.9) aplicado al sistema no lineal discreto (3.1), resulta en 

ar(fc+l) = Arxity + T B l a i x i k ^ + P i x ^ p ^ i x i k ^ l - F Ü p x i t y - a i x i k ) ) ] } 

= (A7 - rBFÜp)x(k) 

Antes de proseguir, presentamos un lema, el cual nos resultará útil para el análisis de 
estabilidad. 

Lema 3.1 [1] Existe un tiempo de muestreo máximo > 0 suficientemente pequeño, 
tal que el sistema (3.1) en lazo cerrado bajo la acción de la ley de control (3.9 - 3-4) 
es (globalmente) uniformemente exponenciaimente estable con \T proporcional a r £ 
(0,rmax) para todo p > 0 tal que prmax £ (0,1) 

Prueba 
Considere el siguiente cambio de variable 

T}(k) — Qpx(k) (3.5) 

entonces resulta 

7?(fc + l) = üpx(k +1) 

n^Ar-rBFUp^Tiik) 

= {ttpArtt;1 - rnpBFapn-^ik) 

y debido a las siguientes propiedades (ver B.3, en anexo B) 

ÚpArüp1 = / + rpA, tlpB = pB 

se tiene 

rj(k + 1) = (7 + rpA - TpBF)T}{k) 

= (I + ^A-BFMk) rp = r 

= Aci](k) 

c (3.6) 

donde Ac ~ I + 7C{A — BF) (ver declaración B.l en anexo B) 



Sistema y 
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X 
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u(x) 

Control 
u(x) 

Figura 3.1: Ley de control mediante retroalimentación de estado 

3.3.1 Análisis de Estabilidad (sistema - control) 

A continuación, se presenta un análisis de estabilidad para el sistema en lazo cerrado 
(sistema (3.1) con control (3.9)) (véase figura 3.1), para ello se considera la siguiente 
función candidata de Lyapunov 

V(v(k)) = iF{k)Pcn{k) (3.7) 

entonces resulta 

AVfa(fc)) = r¡r{k+\)Pc'n{k + l)-r)T{k)Pcr){k) 

= [Ar}mTPc[Ac'0(k)}-7jr{k)PcT}(k) 

= ^(hKA^PcA-P^k) 

haciendo uso de (B.5) (véase anexo B), se tiene 

AVto*)) = - i r f i m m - 7c(l - lXvT(k)PTFri(k) 

puesto que 7C € (0,1) (ver declaración B.l), entonces 

( l - 7 c ) < l = > ( l - 7 c ) " < l ^ 7 c ( l " 7 c r < l 

por lo tanto 

AV(r}(k)) < -ycVT(k)Pcr¡(k) 

< -icv(vm 

(3.8) 



Además, paralafradóndeLyapünov^.ZJsetieneAKM^)) = V(7?(k+1))~\/(??(&)), 
por lo tanto 

V(v(k + 1))-V(v(k)) < -jcv(y(W 

V(V(k + 1 ) ) . < V(ií(fc))-7c^(i?(fc)) 

< ( l -7c )VWfe) ) 

lo que finalmente resulta en 

V(V(k + l))<(l-lc)k+1V(V(ko)) 

• 
Con ello concluimos estabilidad exponencial para las trayectorias del sistema (3.1) 

bajo la acción de ley de control linealizante (3.9). 

3.4 Estimación del Estado 

Ahora, se presenta el observador discreto para la clase de sistemas (3.1) reportado en [19] 

z{k + 1) = ATz(k) + rB[a{z{k)) + f3{z{k))u{k)] + rA^K[y{k) ~ y{k)\ (3-9) 

donde 

A* = diag( \ £ . . . £ ) para B > 1 

K = coi ( C\ Cl - <%) con (3.10) 

y el término tAq1K representa la ganancia del observador. 
Si definimos el error de estimación en este caso como 

e{k) = z(k) - x(k) (3.11) 

entonces, la dinámica del error resulta en 

e ( ¿ + l ) = ATz{k) + rB[a{z{k))+P{z(k))u{k)}+rAglK[y{k)-y(k)] . 

~[Arx{k) + rB{a(x(k)y+ (3(x(k))u{k)}\ 

e{k +1) = :-AT(z{k) - x{k)) + rB\a{z(k)) - a{x(k)) + {P(z{k)) - 0{x(k))}u{k)] 

+TAe1KC[z(k)-z(k)} 

= {Ar - rAfKC)e(k) + rB[a(z(fc)) - a ^ f c ) ) + {/?(*(*;)) - /?(tf(fc))M¿)] 



y a partir de (3.11), z(k) se define como z{k) = e(k) 4- x(k), por lo que la dinámica del 
error queda expresada como 

e(k +1) = (AT-TA^KC)e{k) 

+rB[a(e(fc) + z(fc)) - a{x{k)) + {/3{e(k) + x(fc)) - ¡3(x{k))}u(k)] 

Además, definiendo el siguiente término 

*0(e(fc),u(¿)) = a(e(fc) + x(fc)) - a{x{k)) + {0{e{k) + x{k)) - P{x(k))}u{k), 

finalmente se tiene 

e(k +1) = (Ar - rA^KC^k) r f í ^ f e í f c ) , « ^ ) ) (3.12) 

Hipótesis 3.1 La función í!0(e(k)yu(k)) a lo largo de las trayectorias de (3.1) y (3.12), 

bajo la acción de una entrada de control admisible u(k) satisface 

\\B*0(e(k)Mm<t>Mm 

Nota 3.1 Observe que la hipótesis anterior se satisface si, para cada conjunto compacto 
X y definiendo UT = {u € R n : u = l0"1(x(A;))[-u(a;(fc)) — a(a;(fc))],x € X}, existe una 
constante &i > 0 tal que ^ ^ « ( « ( ^ j ¡| < ¿i||e(fc)||, x{k) eX y u(k) € UT para todo 
t ^ (0, r r n a x) y para todo k> ko > 0 

Lema 3.2 [19] Asuma que el sistema (3.1) satisface la hipótesis 3,h Entonces existen 
Tmax > 0 suficientemente pequeño y Qm\n > 0 suficientemente grande tal que el error de 
estimación (3.12) es globalmente uniformemente exponencialmente estable con XT pro-
porcional a r € (0, Tmax) para todo 0 > 0min tal que fm¡nrm a ) ; € (0,1) 

Prueba 

Definiendo la siguiente transformación de coordenadas 

e(fc) = A $e(k) (3.13) 

la dinámica del error se representa en las nuevas coordenadas como 

e(fc + l) = A„e(fc + 1) 

= A0[{A t - TA^KC)e(k) + rB$0(c(fc)',«(fe))] 



y a partir de (3.13), e(k) queda definido como e(k) = A $ 1 e{k) i por lo que la ecuación 
anterior resulta en 

e(¿ + l) = & e { { A r - T & f K C ) & g h { k ) + TByo{Agl£{k),u{k))\ 

= (AgArA;1 - rKCA^eik) + r A ^ ^ A ^ Í A ; ) , ^ ) ) 

Considerando las siguientes propiedades (ver (B.4), en anexo B) 

AgArAff1 = I + r&A, CAj1 = ec, AffB = 

e(k + 1) se reduce a 

e(k+1) = (I + reA-rúKOei^ + ^B^oiA^eik^uik)) 
V 

= i! + T0{A-KC})e{k) + iBVj^hWMk)) 

definiendo 

1 o = t9 (3.14) 

y puesto que I + 70(A — KC) = A0 (ver declaración B.2, anexo B), se tiene que 

e(fc + 1) = A0e(k) + ~B^Q{Afe(k)Mk)) 

3.4.1 Análisis de Estabilidad (sistema - observador) 

A continuación, se presenta un análisis de estabilidad para el sistema en lazo cerrado 
(sistema (3.1) y observador (3.9)) con el fin de mostrar la convergencia del error de 
estimación (3.11) (véase figura 3.2). Para ello se considera la siguiente función candidata 
de Lyapunov 

V{e(k)) = eT(k)P0e(k) (3.15) 

la cual resulta en 4 

= eT(k)AlP0Aae(k) + ^eT{k)AT0P0B^0 + ^T0BTPoAoe{k) 

+^BtP0~B^0 ~ eT(k)P0e{k) 

= eT{k){AT0P0A0 ~ P0)e(k) + ^eT{k)AT0P0BVa + 



Estado 
Estimado 

Figura 3.2: Estimación del estado 

haciendo uso de (B.6) (ver anexo B) resulta 

A (V(s(k))) = eT(k) (--loP0 - 7 o ( l - ^TCfC) e(k) + ^eT(k)AT0P0B*0 + ~\\B^0\\Pq 

y de manera similar a (3.8), puesto que 70 € (0,1), se tiene que 

(1 - 7o) < 1 , (1 " 7o)" < 1, 7.U " loT < 1 (3.16) 

por lo tanto 

T2 

2 r . - 2 

Ahora, recordando las siguientes propiedades para el error de estimación (3.11) 

e{h) = A * ||e(*)|| = ||A?E(k)\\ < H ^ I I M * ) ! ! < *"lk(*)ll (3-17) 

resulta que (véase hipótesis 3.1) 

P * « l l < M e ( * ) l l < M l e ( * O I I (3.18) 

y de (B.6) se tiene que 

At0P0A0~P0 = -7oP0-^^o(i-jXCtC 

A*PoAo = (1 - io)Po ~ 7.(1 - 7o) n C T C 
4 En esta parte del análisis, por simplicidad utilizamos \&0 en lugar de ls(k),u(k)) 



premultiplicando por eT(k) y postmultiplicando por e(k), tenemos 

= ( í - l o ) \ m \ \ 2 P B - 7 0 ( í - ^ ) n \ \ C e ( k ) \ \ 2 

< ( 1 - 7 0 ) 1 1 ^ ) ^ 

< \ m \ \ i . 

de lo que finalmente se obtiene 

IIA^WIIft < IkWllft (3.19) 

Utilizando los resultados anteriores (3.18 - 3.19), se tiene 

A(V(e(k))) < -<y0\m\\2P0 + pl|e(*OMi*B|K*)lk + ^b\9^\\e{k)\\la 

< -Vo\m\\l0 + 2bxr\\e{k)\\lo + 6?Ta||e(A0||5,o 

puesto que 7 0 = t6 (3.14), obtenemos 

A(V(e(k))) < -r%(fc)||2p0 + 261T||£(FC)||2, +612r2||E(FC)||^ 

< ~T{e-2b1-b\r)\\s{k)\\l0-

Definiendo Ó := 9 — 2bx - b\r y si O < t6 < 1, resulta 

Hvm)) < -rsumk 

< -TÓV{e{k)) (3.20) 

y recordando la forma de la función de Lyapunov (3.15) se tiene 

V(e(fc + 1 ) ) - V(e(fc)) < -T¿V(E(A:)) 

< (l-TÍ)V(e(fc)) 

o de manera equivalente 

V(e(k + 1)) < (1 - rí) fe+V(£(fco)) (3.21) 
• 

De este modo concluimos convergencia exponencial para el error de estimación (3.11), 
es decir, los estimados del observador discreto (3.9) convergen de manera exponencial a 
los estados del sistema (3.1). 



3.5 Esquema Control - Observador (Análisis en Lazo 

Cerrado) 

A continuación presentamos uno de los resultados principales de este capítulo, un análisis 
de estabilidad para el sistema completo (sistema - observador - control). 

Despues de haber análizado la estabilidad para: 

1. Las trayectorias del sistema (3.1) bajo la acción la ley de control (3.9) (véase [1]) 

2. El error (3.11) en la estimación de los estados del sistema (3.1) mediante el obser-
vador (3.9) (véase [19]) 

Unimos los resultados de tal manera que la ley de control discreta por retroaíi-
mentación de estado (3.9) se implementa mediante los estimados del observador (3.9) 
al sistema (3.1) (véase figura 3.3). 

Así, se establece el siguiente resultado. 

Teorema 3.1 Para el sistema no lineal en tiempo discreto descrito por (3.1) 

x(fc + l) = ATx(k)+TB{a(x(k))+P(x(k))u{k)} 

y == Cx(k) = Xi(k) 

bajo la hipótesis 3.1, la ley de control por retroalimentación del estado (3.9) basada en el 
observador (3.9) 

u(k) = r1{z(k)M*m--<*(z{k))] 

* ( f c + l ) = +rB[a(z( t ) ) +rAfl"1lf[y(fe) - j/(fe)] 

hace que el origen del sistema (x, z) = (0,0) en lazo cerrado sea uniformemente expo-
nencialmente estable. 

Prueba 
El teorema anterior se verifica sí y sólo sí el origen en la dinámica del error de estimación 
y del observador (e, z) = (0,0) es exponencialmente estable. Y en'vista de lo hedió en 
los lemas 3.1 y 3.2, podemos concluir que sólo es necesario probrar que el origen de la 
dinámica del observador bajo la acción de control, es decir 

z{k + 1) = Arz{k) + rB[a(z{k)) + p(z{k))u{k)] + rA^K^k) - y(fc)] 



Figura 3.3: Estimación del estado 

es (globalmente) uniformemente exponencialmente estable. 
Para probar esto último hacemos uso del lema B.l (véase anexo B). 
Por lo tanto, procedemos a calcular las cotas según (B.7) para £ = (e,z), e inici-

arnos con ||e||. Del lema 3.2 (3.15 y 3.21) y la definición 3.1 se sigue que jM^OIk ^ 
es decir | | e ( f c ) l k < ||e(Mlk> Y P™ lo tanto de ( 3 . 1 5 ) 

\\&oe(k)\\Po < ||Afle(fco)|k 
(3.22) 

^/eT{k)A6P0Ade{k) < y/eT(fco)A0PoA0e(fco) 

puesto que Aq es una matriz diagonal (véase (3.10)). Además si Pa = AeP0Ae, resulta 

finalmente por equivalencia en norma [27, 24], tenemos 

| | e ( f c ) | | < « 4 l K * b ) l l i 3 ' 2 3 ) 

donde <34 es una constante positiva. 

También del mismo lema se observa que AV(e(k)) < —T6V(e(k)) (3.20), entonces 
evaluando la sumatoria desde ko hasta infinito en ambos lados de AV(¿(^)) < — 



se sigue que 

o© oo 

k=ko fe=fco 

Sin embargo, para la primera sumatoria se tiene 5 

oo 
^ A V(e{k)) = Ay(£(^o)) + A^{£(fco + l)) + AV(£(fco + 2)) + . . -
fc=fco 

= V{e{ko +1)) - V(e(*b)) + V(e{k0 + 2)) - V(e{k0 + 1)) 

+y(e(fc0 + 3)) - V(e{ko + 2)) + • • • 

= -V(e(k0)) + V{e{oo)) es decir 6 

de lo que resulta 

-V(e{ko)) < £ (3.24) 

- n ^ o j ) < -6r Y, Mm 
k=ko 

k=ko 

de la definición para la función de Lyapunov dada en (3.15) evaluando en k = feo 
00 

tfr£>(fc)|&. < \\s(k0)\\2Po 

k=ko 

£ > ( * ) ! & . ^ ¿ !!*(**) H*. < 3- 2 5 ) 

fc=fco 
\ 1/2 
\ 1 

Ç l l e W H k J < ^gWeMh 
\fe=fco 

hecho del que concluimos que el error de estimación está acotado (siguiendo un desarrollo 
similar al efectuado en (3.22)-(3.23)). 

Ahora analizaremos la dinámica del observador propuesto (3.9) bajo la acción de la 
ley de control (3.9) en términos de los estimados, es decir 

5 Escribimos V(e(oo)), haciendo un abuso en la notación 
6 Recuerde que por definición, todas las funciones candidatas de Lyapunov son positivas 



u(k) = p-'izimvizm-aizik))] 

entonces 

z{k +1) = Arzi^ + rBiaizik^+Pizik^-^zik^l-FÜpzi^-aizik))]] 

+rA^K[y(k)-y(k)] 

= (Ar - TBFüp)z{k) + tA^KCe(k) 

de (3.13) tenemos que e(k) = Ag1£(k), por lo tanto 

z{k +1) = (Ar - rBFQp)z(k) + TA^1KCAg1e{k) 

Mediante la siguiente transformación de coordenadas 

ff(fc) = Üpz{k) (3.26) 

se tiene que 

a(k +1) = np[(Ar - rBFClp)z{k) + rA^KCA^sik)] 

a partir de (3.26), z(k) queda definida como z(k) = fij1(j(fe), lo que resulta en 

a(k + 1) = ttP[{AT - rBFQp)Q~1o-(k) + TA^KCA^sik)) 

= (QpAtt;1 - rüpBF)a{k) + TÜpAglKCAjl£{k) 

recordando las propiedades de Üp (B.3), tenemos 

+ = {I + rpA-rpBF)a{k) + rüpAjíKCA0i£{k) 

= (I 4- 7 c { j 4 - BF})a(k) + rüpA^KCAe'eik) 

= Aca{k) + TQpAtlKCAel£{k) 

donde 7C = rp (véase (3.6)) y Ac = I + jc{A - BF} (ver declaración B.l , anexo B) 

3.5.1 Análisis de Estabilidad 

A continuación, presentamos un análisis de estabilidad para el observador. De modo que 
definimos la siguiente función de Lyapunov 

V{a{k)) = <rT(k)PMk) {3-27) 



obteniendose 

AV(a(fc)) = [AMk) + T ^ A ^ K C & ^ e W f P c i A M k ) + r ü ^ R C A ^ k ) ] 

-<rT(k)PMk) 

= aT{k)A^PcAca{k) -YTaT{k)AlPc%A^KCA^e{k) 

+T£T(k)A.glCTKTAQ1ílpPcAca(k) 

+T£T{k)Ag1CTKTAelQpPcTapA¿lKCAe1e(k) - aT{k)Pca{k) 

= PeAc - PMk) + 2raT(k)Á^PcüpA^KCAo1e(k) 

+T2£T{k)A^CTKTA;1QpPcQpAolKCAs1E(k) 

Ahora bien haciendo uso de (B.5), resulta que 

A V(a(k)) = <rT{k)[-7cPc ~ 7 c ( l - 7 c ) "FF T Mfc) 

^T^i^P^A^KCA^eik) 

+T2£T{k)AgíCfrKTAg1UpPcnpAgíKCA^£{k) 

De las propiedades de 7C (ver (3.8)), se obtiene 

A^(<r(fc)) < -ycaT{k)Pca{k)±2TeT(k)A¿1CTKTAo1npPcAca{k) 

+r2£T(k)A;lcfrKTA;1nppcnpA¿1KCAi1£{k) 

Definiendo 

N - ^ W Ü ^ K C A f U - (3.28) 

y empleando el hecho siguiente (véase (3.19) para una deducción similar) 

iiA^(fe)iift < \wm\p, 

obtenemos 

A V { a { k ) ) < -7cll^(fc)H2Pc+2riV|k(fc)||Fo|l£(A;)||pe + T2iV2||£(fc)||2c 

Ahora, haciendo uso de la siguiente desigualdad 

2xy<x2 + y2 (3.29) 



donde en nuestro caso seleccionamos 

rr = V w v ! l ^ ) l k y = ^Mk) JU 

se tiene 

2riV||e(fc)||pJfx(fc)[|f, < rN"\\e(k)\\%c+r\\a(k)\\%c 

lo que aplicado a la expresión que nos ocupa, resulta en 

AV(a(fc)) < - T j k M I f e + riV2||£(fc)||J, + r\\a(k)\\% + 7*N2\\e(k)\\2Pc 

Sin embargo, puesto que 0 < r < 1, se tiene 

T 2 < r 

Ahora bien, aplicando al último término del lado derecho, junto con el hecho de que 
7C = rp (3.6), resulta 

m ° m < — H - -̂[l̂ rC l̂lî  H- ^^^II^C^^ll^ 

Ik 

Por otro lado, evaluando la suma de feo a oo en ambos lados de la desigualdad 

£ AV(«r(fc)) < ~r(p - 1) X ) IkWllft + E 
fc=fo) fc^fco fc=fco 

Pero de acuerdo con (3.24), se tiene 
oo oo 

< - r ( p - 1 ) 5 3 Hfe) 11̂  + 2 ^ 
fc=fco k=ko 

co oo 

fc=feo fc=fco 

¿ IWfcJIl^ . < (vfáko)) + 2rAr2 ¿ IkWlfe) 
fe=fco ™ ' \ k=ko ) 

Recordando la expresión que se obtuvo en (3.25) y la definición de la función de 
Lyapunov dada en (3.27), resulta 

¿ I K * ) l l k < ( i M M I k + ~ N M I k ) 



Además, si p >2, lo que está dentro de Jos valores admisibles para p f V e r ^ ^ 

EIWQIIZ * í (IH^)llk + "M*o)llh) 
k=ko 

2N2 
donde a$ — —z— y de las definiciones dadas para transformación s(k) v n(u\ ¡ 

o ' W (véase 3 70 
y 3.26), obtenemos ** 

00 1 

k=kQ 
00 1 / 

f E M M h í ¿ (fMWIIk + pMWBZ 
fc^ko 

00 

¿imiík < ^ (ii^)ifk+ 

con <% = ^ f p . Si eí producto (6pn)2 es lo suficientemente grande tai q U e 

expresión anterior puede expresarse como " 

0 0 j 7 

E MW% < ± íMMlí + ihMíik) < 
k=kf> 

donde <f = (e, z), como se definió en ia prueba del teorema 3.1 
Finalmente, se obtiene 

í 00 \ V 2 7 | E J < -^wmu 

Con esto demostramos también que el observador está acotado. ^ 



3.6 Aplicación (Robot de Unión Flexible) 

Ahora, aplicamos los resultados presentados en las secciones 3.3y 3.4 al modelo matemático 
de un robot manipulador con unión flexible. 

3.6.1 Modelo Matemático 

Las ecuaciones dinámicas para el brazo robot con un solo eslabón y una articulación del 
tipo rotacional que actúa sobre un plano vertical están dadas por [31] 

Jiqi + F¡qi -1- k{qi - q2) + m0¿sen(gi) = 0 

Jmfo + Fm42 -k{qi- q2) = u 

V = Qi 

donde qi y q2 son el desplazamiento del eslabón y del rotor, respectivamente. La inercia 
del eslabón es Ji, la inercia del rotor Jm, la constante de elasticidad fc, la masa del eslabón 
ra, la constante de gravedad g, el centro de masa l y los coeficientes de fricción viscosa 
Fi y Fm son parámetros constantes positivos. La variable de control u es el par aplicado 
al motor. Considerando que sólo la variable q\ es medible, u se diseña de tal manera que 
la variable q\ siga una referencia deseada gri(í). Suponemos además que los parámetros 
del sistema son conocidos. 

Definiendo las variables de estado de la siguiente manera 

É2 = íl> £3 = 92, £4 = 92 

el modelo en términos de las variables de estado resulta de la forma 

¿1 = £2 

J l J l J l (3.30) 

¿ = e4 

4 - j - ^ i « / • j <*m •Jm. ' é. - ) + - h 



3.6.2 Diseño del Controlador 

Un análisis sencillo del sistema (3.30) muestra que éste es linealizable mediante retroal-
imentación de estado, por medio de un cambio de coordenadas (véase [31]) como el 
siguiente 

xi = 

X2 = 
Fi, mgl y fc _ 

£3 = ~ - - j ^ s e j l ( £ i ) - - £3) 

con una retroalimentación dada por 

u = ¡3-1{x)[v{x)-a{%)] 

donde 

. . (mgl . . F¡mgl . . fcF¿2\ mal . . ( k F¡2\ 
«(s) = 1 —^-sen(a:i) + ~ j T ~ cos(xi) 4- — I x2 + — cos(:ci) + l — - I 

fe , , F m 

[ T 2 + + j ; Í X l - *»> J - i p + 7 t [ X { x i - x z ) " ¿ n 

= - ^ T V 

El control auxiliar está dado por v(x) = —Fttpíc, donde las matrices F y f p están 
definidas como en (3.4), es decir 

F « ( C } Í 7 J C J " C 2 ) = ( 1 4 6 4 ) 

üp =* diag(p4,p3,p2,p) 

Entonces, el control resulta en 

v(x) — -FSlpx 

= - (p 4 xi + 4p3®2 + 6p2x3 + 4px4) 



m 9 l Ji 
0.4 Kg 9.81 m/s2 0.185 m 0.002 N-ms 2/W 

Jm k Ft Fm 

0.0059 1.61 0.01 0.002 

Tabla 3.1: Parámetros del robot manipulador 

3.6.3 Diseño del Observador 

De acuerdo con la sección 3.4, el observador discreto para estimar las trayectorias del 
sistema, está dado por 

z(k +1) = Arz{k) + rBa{z{k)) + (3{z{k))u(k) + rA^^[yffc) - y(k)\ 

donde la ganancia del observador es 

lK = t ( 40 602 40* fl4 ) 

con 

K = col ( C¡ C¡ C¡ C¡ ) = col ( 4 6 4 1 ) 

A,"1 = diag{M 2 f 0 3 ; 0 4 ) 

Por lo tanto, el observador adquiere la forma 

z2(k +1) = + 

zs(k +1) - zzi^ + rzii^ + ér^ix^kj-ziik)) 

Zi{k +1) = z ^ + rBiaizik^-i-rPizik^uik^ + re^x^-z^k)) 

3.6.4 Resultados de Simulación 

Las simulaciones numéricas fueron realizadas evaluando la respuesta del sistema en lazo 
cerrado para el modelo matemático del robot flexible, mediante el software MATLAB-
SIMULINK, a partir de los algoritmos de control y observación propuestos hasta ahora, 
con los valores numéricos para los parámetros del sistema presentados en la tabla 3.1 

[31]-



Las condiciones iniciales para los estados del sistema (asumiendo feo = 0), fueron 
:r(0) = col ( 0.1 0.2 0.03 0.04 y JS(0) = col ( 0.2 0.3 0.15 0.25 ) para el ob-
servador. El tiempo de muestreo r se fijó en 1 ms. La ganancia para el controlador fue 
p = 30, el parámetro de diseño del observador se escogió como 9 — 80 y finalmente la 
señal de referencia fue qTl(t) = |sen(4í). 

Las figuras 3.4 - 3.8 ilustran el desempeño del esquema control - observador pro-
puesto. En estas se observa por ejemplo un tiempo de convergencia pequeño para los 
estimados, el cual por supuesto puede acelerarse en la medida que el parámetro de diseño 
para el observador , es decir 6, crece. 

Con relación a la señal de referencia propuesta, en la figura se percibe una rápida y 
suave convergencia de la señal medible (que a la vez es nuestra variable a controlar) q\ 
(posición del eslabón). 

Finalmente, la ley de control a partir los estimados es mostrada en la figura 3.9. Con 
relación a la magnitud de los valores de la ley de control, se sintonizaron las ganancias 
de tal manera que nos mantuviéramos en le rango de —30 a 30 unidades. 



tiempo (seg) 

Figura 3.4: Desplazamiento del eslabón 

Figura 3.5: Desplazamiento del eslabón (acercamiento) 

1 5 0 3 3 1 



Figura 3.7: Velocidad con que se desplaza el eslabón 



Figura 3.8: Velocidad del rotor 



3.7 Control Mediante Modos Deslizantes 

A continuación, retomando el trabajo desarrollado en [34] se presenta un control basado 
en la técnica de modos deslizantes. El objetivo que se persigue es el diseño de una ley de 
control asintóticamente estable que asegure un movimiento deslizante sobre un espacio 
M C R n de dimensión n-m [48]. 

Considere para ello la siguiente dinámica no lineal en tiempo discreto 

®(fc+l) = FT(x{k)) + QAx{k))u{k) 
y = Cx(k) = xi(k) (3.31) 

El objetivo de la estrategia de control en modos deslizantes es dirigir los estados del 
sistema a una superfice M. de dimensión n — m, y mantener el movimiento sucesivo de 
las trayectorias sobre Ai,.tal que lim x(k) = 0. 

fe—«x> 

Con este objetivo, se diseña un control en modos deslizantes a partir de la siguiente 
superficie de conmutación 

¿r(fc) = $T(x{k) - xref{k)) (3.32) 

donde S es un vector S = col ^ S\ S2 ••• S„ j y xref(k + 1) = xref{k) es una señal 
de referencia constante. Se supone además que STQ{x(k)) es invertible. 

Nota 3.2 El sistema (3.1) puede ser expresado como (3.31) haciendo FT{x{k)) = Arx(k)+ 
rBa(x{k)) y QT(x(k)) = rB¡3{x{k)). 

Nota 3.3 Es claro que existen otras posibilidades para definir la superficie de conmutación 
(3.32), la elección depende del objetivo de control. 

El control propuesto se diseña en 2 etapas. 

1. Diseñamos un control equivalente Ueg(k) para las trayectorias del sistema, cuando 
el movimiento de estas es restringido a permanecer en la superficie de conmutación 
a(k + 1) = 0. El cual está dado por [48] 

ue{k) = [S^rM*))]"1 [^(itfc)) -STxref(k+ 1)] 

2. Agregamos un control de regulación u^ tal que se satisfaga la condición de al-
canzabilidad, condición necesaria y suficiente para asegurar tanto el movimiento 



deslizante y la convergencia sobre M., la cual en el caso de sistemas en tiempo 
discreto, puede ser enunciada como (véase [13]) 

||fr(fc+l)||<IKfc)|| (3.33) 

Con ese fin, la superficie se selecciona de la siguiente manera 

a{k + 1) = f¡ST(x{k) - Xref{k)) = fjo{k) (3.34) 

donde 0 < f¡ < 1 es un escalar. Es claro que esta selección satisface la condición de 
aicanzabilidad (3.33), es decir 

i i * ( *+ i ) i i < ama 

M N M < H * O I I 

Entonces, el control de regulación se diseña como 

uN(k) = [^{»(AO)]"1 [r¡ST{x(k) -xref(k))] 

Finalmente, la ley de control está dada por 

u(k) = ueq{k)-\-uN{k) (3.35) 

3.7.1 Análisis de Estabilidad (sistema - control mediante modos 

deslizantes) 

Ahora, hacemos un análisis de las propiedades de o(k) = 0 dada por (3.34) mediante el 
estudio de la siguiente función de Lyapunov 

V(fr(fc)) = aT{k)a{k) 

de lo que se sigue 

V(a(k+1)) = (w(k)fm^) 

= rfVWk)) 

= (f,2)kv(a{ 0)) 

por lo tanto 
lim V{a{k + 1)) -> 0 k—»oo 



Por otro lado, para verificar la estabilidad del sistema en lazo cerrado bajo la acción 
del control u(k) (3.35) es necesario introducir la noción de cota fundamental (ultímate 
bound) para las soluciones del sistema libre de perturbaciones 

e(fc + l ) = FT(£(k),k) (3.36) 

donde FT(£(k), k) = £(fc) + r/(£(£)), la cual usaremos para estudiar las propiedades de 
estabilidad para una clase de sistemas no lineales discretos, cuando el punto de equilibrio 
es afectado por pequeñas perturbaciones 

Definition 1 [24] Las soluciones del sistema (3.36) son uniformemente fundamental-
mente acotadas (uniformly idtimately bounded) si existen constantes "positivas (3X y (3<¿ y 
para cada r € (0,/?2) existe una constante T = T(r), tal que 

Vk>ko + T 

la constante se conoce como cota fundamental. 

Además, se presenta un estudio sobre la existencia de la cota fundamental, para la 
solución del sistema (3.36). 

Considere la siguiente hipótesis. 

Hipótesis 3.2 Existe fi> 0 tal que el punto de equilibrio £ = 0 es uniformemente estable 

en B^. 

Lema 3.3 [24] Existe una función continua V : Br x Z + —> R tal que 

cillíWII2 < Wc>*) í^ l l€ ( * ) l l 3 

para d < n < para algunas constantes positivas c\, c2 y c3, V k > 0 y V £ £ Br. 

Teorema 3.2 [24] Considere el sistema (3.36). Suponga además que la hipótesis 3.2 y 
el lema 3.3 se satisfacen. Existe una función ip(-, •) = <j)(-)p(-) de clase fCC tal que </>(•) 
es una Junción de clase K, p(-) es una fundón decreciente y un tiempo k\, dependientes 
de £(fco) y p, tal que la solución de (3.36) satisface 

mm<<¡>m^)\\)p{*-h) vkeihM), h < h 

V k > h para ||í(*ü)III < j / f r . 



Ahora, el sistema (3.31) bajo la acción de la ley de control (3.35) nos lleva al sistema 
en lazo cerrado 

s(fc + 1 ) = fr{x(k),0) +Pr(s(fc),a™/(fc)) (3-37) 

donde 

fT(x(k), 0) = ^(«(fc)) + [^^(arífc))]-1 [i^asífe) - ^^(^W)] 

Pr(x(k),xref{k)) = gT(x(k)) [S^rM*))]"1 [STXref(k+ l) - ^„/(fc)] 

Es claro que el sistema en lazo cerrado (3.37) puede verse como un sistema con una 
parte sin efecto de perturbaciones representada por fr(x(k), 0) y una parte perturbada 
dada por pT{x(k),xref(k)). 

Además, de las cotas sobre las columnas de QT(x{k)) y la no singularidad de SPQrixik)), 
se puede concluir que la parte perturbada satisface la siguiente desigualdad 

IIM®(*),*™/(fc))|| < hHk)\\2 + k\\xref(k)\\2 (3.38) 

para x(k),xref(k) £ Br, donde h y h son constantes positivas. 
Ahora, considere las siguientes hipótesis para la parte del sistema perturbado 

Hipótesis 3.3 El punto de equilibrio del sistema x(k +1) = fT{x(k)y 0), sistema que en 
lo sucesivo llamaremos xeq(k + 1), es localmente exponencialmente estable. 

Hipótesis 3.4 La señal de referencia xref(k) es uniformemente acotada y satisface 
\\xref(k)\\ < l3, para alguna constante positiva ¿3. 

Por un teorema inverso de Lyapunov, la hipótesis 3.3 asegura la existencia de una 
función de Lyapunov V(x(k), fc), la cual satisface 

CiHfc)H2 < V{x{k))<C2^x{k)f • 
(3.39) 

AVi(®(Ar)) = V(®eg(fe + 1))-V{®(fe)) < - ^ 1 1 ^ ) 1 1 2 

para algunas constantes positivas ci,c2 y C3. 
Entonces, la diferencia hacia adelante de la función AV{x(k)) a lo largo de las trayec-

torias del sistema en lazo cerrado está, dada por 



donde 

AVi(x(k)) = K(®eg(fc + 1 ) ) - K ( l ( f e ) ) 

AV2(a:(fc)) = V(x(fc + 1)) - V(Xeq(k + 1)) 

Además, de la hipótesis 3.4 y de (3.38), la función AV2(x{k)) satisface la siguiente 
desigualdad (véase anexo B.4) 

||AVa(ar(fc))|| = > ( * ( * + l ) ) - V ( s e , ( * + l))|| 

< lv\\Pr(x{k),xref(k))\\ 

< lv(h\\x(k)\\2 + l2l!) 

Usando la condición (3.39) y el resultado anterior, se tiene 

AV(x(k)) = AVi(x(k)) + AV2(x(k)) 

< -cs|Wfc)||2 + ¿v(ii||®(*:)||2 + ¿2® 

< -{cz-lvh)\\x{k)f + lvhll 

si ly es suficientemente pequeña tal que lyh < h < C3 se satisface. Resulta 

AV{x{k)) < -b2\\x(k)[\s + Wi 

donde ó2 = c3 — lvh- Por lo tanto 

AV{x(k)) < -62||x(*0||2 + W2g±7MsW 

< - h { i - 7)N*)II 2 + ivUl - y w m 2 

< - 6 2 ( 1 - 7 ) I K * ) IIA 

para algún 7 tal que 0 < 7 < 1 y para todo ||3;(&)|| > 

Además, resulta que Z2 < para 11̂ (̂ )11 < Y una cota para l2 está 

dada por < h < j ^ ^ r 2 . Del teorema 3.2V la cota fundamental de la solución del 

sistema (3.37) está dada por B = Jf^J-^-



Las soluciones del sistema satisfacen 

para algún tiempo finito fei. 
Para probar que el sistema en lazo cerrado es lo cálmente fundamentalmente acotado, 

se tiene el siguiente lema 

Lema 3.4 Considere el sistema no lineal en tiempo discreto (3.1) para el cual se diseña 
un control de la forma (3.35). Suponga además que el lema 3.3 y la hipótesis 3.3 se 
satisfacen. Entonces, existen constantes positivas h y l<¿ tales que para cualquier estado 
inicial x(ko), las soluciones del sistema en lazo cerrado (3.37) son fundamentalmente 
acotadas. 

Por otro lado, si 

xref(k) = 0 , V k > ko 

en cuyo caso la hipótesis 3.4 carece de significado, puede obtenerse el siguiente resultado. 

Corolario 3.1 Considere el sistema no lineal en tiempo discreto (3.1) para el cual se 
diseña un control de la forma (3.35). Suponga además que el lema 3.3 se satisface. 
Entonces, existe una constante positiva l\ tal que para cualquier estado inicial x(ko), 
las soluciones del sistema en lazo cerrado (3.37) son uniformemente exponencialmente 
estables. 



3.8 Aplicación (Generador Síncrono) 

En esta sección, aplicamos la estrategia de control (3.35) desarrollada en la sección an-
terior mediante la técnica de modos deslizantes y el observador discreto (3.9) presentado 
en la sección 3.4, al modelo matemático del generador síncrono. 

3.8.1 Modelo Matemático 

Consideramos un generador síncrono conectado a la red, representada por un bus infinito, 

mediante líneas de transmisión puramente reactivas, es decir, una máquina girando a 

velocidad síncrona ojs y capaz de absorber o liberar cualquier cantidad de energía [44] 

(véase figura 3.10). Tal generador puede ser modelado como 

d6 
— = üj-IOs 
dt 

^ = I S r ^ - W (3-40) dt M 

dt Ttl 

donde 6 = ZE'q — /•V es el ángulo del rotor (también conocido como ángulo de potencia), 
OÍ = 6 la velocidad angular del rotor y E'q el voltaje en el estator, el cual es proporcional 
a los flujos de encadenamiento. M es una constante correspondiente a la inercia, Tm 

la potencia mecánica suministrada mediante la turbina y la constante de tiempo 
transitoria de circuito abierto. X¿ = x¿ + xi es la reactancia aumentada, donde x¿ 
corresponde a la reactancia en el eje directo y a la reactancia de la línea, X'd la 
reactancia aumentada transitoria y V el voltaje del bus infinito (el cual es fijo). Pg es la 
potencia generada, mientras que Ef¿ es el equivalente al voltaje del estator dado por el 
voltaje de campo Vf. 

P3 = ^Vsen(6) + \ r- ~ ) Vhen{26) 

B ' d ' - j s ? ' 

donde x'¿ es la reactancia transitoria en el eje directo, xq la reactancia en el eje de 
cuadratura, Mf la inductancia mutua entre los devanados del estator y Rf la resistencia 
de campo. En este caso, no consideramos las dinámicas de amortiguamiento, es decir 



G e n e r a d o r / T N 
Síncrono I W 

B u s 
Infinito 

Figura 3.10i Generadro Síncrono 

D = 0 (véase [23,15] donde se da una explicación en detalle sobre este modelo de orden 
reducido, su validez y las consideraciones que se hicieron para llegar al mismo). 

Para un voltaje de campo constante Efd = E*fd, el generador posee 2 puntos de 
equilibrio (uno estable y uno inestable). En este trabajo, el análisis y diseño desarrollados 
para el generador síncrono, se hacen alrededor del punto de equilibrio estable, aunque un 
análisis similar puede hacerse alrededor del punto de equilibrio inestable. Sea (6*, E'*) 
el punto de equilibrio estable del sistema (3.40). Entonces, el sistema representado en 
términos de las variables de desviación 

A 6 = S-S\ Aoj = OJ- A E'g = E'q ~.E'q\' u = Efd~ E'fd 

y con las siguientes constantes 

(3.41) 

V2 ( 1 
™3 M \X'd Xq 

7714 = (X'd-Xd\w 1 
V d 

(3.42) 

do 
está dado por 

dAS 
dt 

dAuj 
dt 

dAE'q 

dt 

= Alo 

= mi + { m 2 ( A ^ + £^*)+m3cos(<5)}sen((5) 

. = m4{AE,q + E^)+m5cos{6) + m&(u^E}d) 

(3.43) 

donde S = A5 4- 6*. 



Tm M 0JS * * xq xd V 
1 0.033 1 0.033 0.9 0.9 0.3 1 

Tabla 3.2: Parámetros del generador síncrono 

Definiendo el siguiente cambio de variable 

x\ = A6, X2 = Aw, = (3.44) 

y aplicando la metodología dada en la sección 3.7 resulta que el modelo discreto aprox-
imado vía Euler, para el generador síncrono en términos de las variables de desviación 
(3.43), está dado por 

x(k + 1) = Tr{x{k)) + gT(x(k))u(k) 

donde 

FT{x{k)) = x(fe)+r 

x2(k) 

m i + {m2(xz(k) + E?*) + m3cos(£i)}sen(íi) 

v m4(x3{k) + E'q*) + mscosfi^fe)) + meE}á 

\ 

Qr{x(k)) = r x\ = x\(k) -f S* 

3.8.2 Diseño de la Ley de Control 

Para regular el ángulo de potencia del generador, seleccionamos la siguiente función de 
conmutación 

S(fc) = ST(x(k) ~ xref(k)) 

= Si(xi(k) - xlref{k)) + S2x2(k) + S3x3(k) 

donde Si, S2 y son constantes que se seleccionan de tal forma que satisfagan la 
condición de alcanzabilidad y xire/(k) es una señal de referencia constante. 

Entonces, la ley de control está dada por 

u(k) = ue(k) + Au(fc) 



Considerando nuevamente el cambio de variable (3.44), el sistema (3.43) mediante la 
discretización tipo Euler adquiere la forma 

xi(k + l) = xi(k) + rx2{k) 

x2(k + 1) = x2(k) + t®3(&) 

a*(* + l) = ^ ( fc )+r {m 4 (A^(A; ) + 4*)+m5Cos(<5)+m6(u(fc) + £j ( i) } 

donde 

miE1* + m5 cos(<5*) + meE^ = 0 

Por lo tanto, la dinámica del sistema en las nuevas coordenadas tiene la estructura 

y(k) = Cx(k) 

donde a(x(k)) y P(x(k)), en las coordenadas originales están dadas por 

a(z(fc)) = m2sen{S(k) + TAIO{k))E'Q*+AE'q{k) + TmA(AE'q{k) + E'G:T) 

-\-Tm5cos(6(k)) + m3cos(i5(fc) + rAw(A;))sen(ó(A:) + rAw(fc)) 

- ( m 2 ( A ^ ( ¿ ) + E'Q) + m3 cos(<5(¿))) sen {6{k)) 

(3(x(k)) = Trri2mesen(6(k) + RAUJ(k)) 

Entonces, un observador para el sistema tiene la forma 

z{k + 1) = ATz{k) + tB {a(z(k)) + ¡3{z(k))u(k)} + tA^K [y(k) - y{k)] 

donde 

K = col ( Cl C¡ C¡ ) = col ( 3 3 1 ) 

y por lo tanto la ganancia del observador está dada por 

r A ^ K = c o l ( 3 t B 3 t ' 9 2 tB3 ) 

3.8 .4 Resultados de Simulación 

Las simulaciones fueron realizadas considerando los valores nominales de los parámetros 
del generador mostrados en la tabla 3.2, todos dados en por unidad. 



Además, el punto de equilibrio estable para el sistema (3.40), que se obtuvo para un 
voltaje de campo dado por E}d = 1.1773, fue 6* = 0.870204, u>* = 1 y E'q* = 0.822213. 
Los parámetros que se utilizaron para el control y el observador fueron «Si = 5, <5>2 = 
2, ¿>3 = 2,7) = 0.1,0 = 0.8 y el tiempo de muestreo se escogio como r = 10 ms. 

Las simulaciones fueron implementadas con el esquema de control mediante modos 
deslizantes y el observador en tiempo discreto desarrollados previamente (ver secciones 
3.7 y 3.4). 

Las condiciones iniciales de las variables de estado del generador síncrono fueron 
¿(0) = 0.77, w(0) = 0.1 y ££(0) = 0.85*. 

Los resultados de simulación para el modelo mátematico del generador síncrono (3.40) 
bajo la acción de la ley de control (3.35) implementada mediante los estimados del ob-
servador (3.9) se muestran en las figuras 3.11 - 3.15. 

En la figura 3.11 se observa el comportamiento de la posicón angular (6), la cual en 
este caso de estudio es la variable medible (salida) y la variable a controlar, y para esta 
se percibe una convergencia adecuada a su posición de equilibrio. Lo mismo podemos 
decir para las otras dos variables de estado (velocidad angular w y el voltaje interno E'q) 

Por otro lado, a fin de estudiar la robustes de la ley de control ante incertidumbre 
en los parámetros, variamos el par mecánico aplicado al generador (para un tiempo de 
0 — 5 seg, Tm = 1 y de 6 — 10 seg, Tm = 0.8m). El comportamiento de las variables de 
estado ante este cambio en el par mecánico se observa de los 4.5 seg. en adelante, donde 
apartir de una posición de equilibrio las variables son perturbadas por el cambio en el 
par mecánico y ahora convergen a una nueva posición de equilibrio. Para la posición y 
la velocidad angular se aprecia, en las figuras correspondientes a su comportamiento, un 
error entre el estado y la estimación dada por el observador. Sin embargo en la figura 
3.12 se muestra que este error en el caso de la posición angular se reduce en la medida 
que se aumenta el parámetro de diseño del observador (lo mismo puede decirse para la 
velocidad angular). 

Finalmente, la ley de control utilizada en este estudio y aplicada al modelo matemático 
del generador síncrono se muestran en las figura 3.15 



tiempo (seg) 

Figura 3.11: Posición angular 

Figura 3.12: Error en la posición angular con diferentes ganancias en la estimación 



Figura 3.13: Velocidad angular 

tiempo (seg) 

Figura 3.14: Voltaje transitorio en el eje de cuadratura 



Figura 3.15: Ley de control basada en modos deslizantes 



3.9 Estimación Práctica 

A continuación presentamos el último de los resultados, concerniente a la validez de 
algoritmos deseñados a partir de sistemas en tiempo discreto aproximados. 

Es bien sabido que el método de discretización de Euler funciona correctamente para 
periodos de muestreo pequeños [43, 39]. Ahora se procede con mi análisis para la clase 
de sistemas discretos aproximados (vía Euler). Considere un sistema continuo con la 
siguiente estructura 

x(í) = Ax(t) + B{a(x(í)) + /?(x(í))u(t)} 

de manera que la discretización exacta y la realizada mediante la discretización de Euler 
pueden ser expresadas como7 

xex{k +1) = Ara;e:£(fc)+rB{a(xaE(A ;))+/?(a ;KE(fc))u(fc)} + 0(xe:E(fc)) 

= FT^ix^Mk)) 

xeu(k + 1) = ArXexify + rBiaixexik))'-*- 0(xex{k))u{k)} 

= ^ ( x ^ k ) ^ ) ) 

donde 0(xex(k)) representa los términos de orden superior que se obtienen como resultado 
de la discretización. 

Por otro lado, el observador discreto que fue objeto de estudio en este capítulo (3.9) 
[19] está dado por 8 

z(k + 1)= Arz{k) + TB{a{z{k)) + P{z(k))u{k)} + rA^K^k) y(k)] 

Ahora, definimos el error de la siguiente manera 

ees(k) = z(k) — Xexik) error de estimación 

eap(k) = x^k) ~ Xeulk) ,• error de aproximación (3.45) 

con la hipótesis. 
7En las secciones anteriores usamos por comodidad x(k) para denotar la discretización tipo Euler de 

x(t) (véase nota al pie de la página 31). Sin embargo, ahora por motivo del análisis comparativo que 
nos ocupa es que preferirnos usar x e u 

8De acuerdo con la notación adoptada en esta sección, z es el estimado de xex. Pues lo que nos 
interesa ahora es saber si el observador propuesto, basado en una discretización Euler, puede estimar 
bien los estados discretos exactos 



Hipótesis 3.5 La secuencia9 {eap{k + 1)}*>**> es acotada 

Además definimos la dinámica del error de aproximación (3.45) de la siguiente forma 

eav = sup ||eap(fc+ 1)|| 
k>ko 

3.9.1 Análisis para el Error de Estimación 

La dinámica del error de estimación está dada por 

- {ArX^k) + rB{a(xa E(fc)) + f3(x^(fc)Mfc)} + 0(xes(fc))} 

= Arlz(k) - x„(k)] + rB{a(z{k)) - a(a«(fc)) + [/?(*(*:)) - /3(s«(*))]«(fc)} 

+TA¿1KC[xe*{k) - z{k)] - Oix^k)) 

= {AT - rA^KC} ees(k) + rB{a(z(k)) - a(xM(A)) 

+[jS(z(A)) - /?(a;«(fc))M*)} - 0(a ;«(*) ) 

note de hedió, que los términos de orden superior están dados por el error de aproximación 

eap(fc + l ) = i4r®„(fc) + rB{a(ae x(fc))+ J0(xe x(fc) )«(* : ) }+ 

- {A-Xe.ífe) +rB{a(a;«(fe)) +J0(xe«(*;))tt(fc)}} 

= G { X e x { k ) ) (3.46) 

entonces, la dinámica del error de estimación resulta ser de la forma 

ee3(k + 1) = {At - rA^KC} ees(k) + r£*0(ees(¿)M¿)) - eap{k + 1) 

donde *„(e«(A0,u(fc)) = a(z(k)) - a(iM(A;)) + \j3(z{k)) - P{Xex(k))]u{k) 
Ahora, definiendo el siguiente cambio de variable 

ées(k) = Agees{k) (3.47) 

se tiene 

ees(fc + l ) =s Aeees{k + l) 

= A0 [{AT - rA^KC} A^ees(k) + rBV0 (A¿"^( fc ) , «(*:)) - eap(k + 1)] 

= AgArAg'e^ik) ~ rKGAglees(k) + rAeB^0 ( A f e ^ k ) ^ ) ) 

- A eeap{k +1) 
9Observe que en realidad el término eav{k + 1 ) es una secuencia (véase (3.46)) 



de las propiedades de (B.4), se tiene 

+ 1 ) = {I^TdA)ees(k)-TK9Ce^(k) + T^B^0(A^ees{k)]U{k)) 

-A eeap(k +1) 

= {I + foiA-KCfte^k) + ^ B t f , ( V M f c ) , « ^ ) ) " &oeap(k + 1) 

= A0ees(k) -t-^h1 + h2 

donde -yQ = r0 (ver (3.14)), Aa = í + ja(A - KC) (ver (B.6)) y 

Ai = BV0 (A^ee3(k)Mk)) h2 = -Aeeap(k + 1) (3.48) 

Considere la siguiente función de Lyapunov 

= el(k)P0ees(k) (3.49) 

entonces 

A{V(ees{k))) = ^(fc+lJfteB.ífe + l ) - ^ ) ^ ^ ) 
y 

Aoe^k) + —hi + h2 Pn A0ees{k) + ~hx + /i2] - e^s(k)P0ees(k) 

= ^MfiPaA&JM) + eTes{k)AT0P0 + h2) 

+ ( ^ í + h ^ P0A0ees(k) + ^hr + h ^ Pa [^h, + Aa) 

-el(k)P0ees{k) 

= £(*) [At0P0Ao - P0] ees(k) + 2el(k)AjP0 + h2) 

y a partir de la declaración 2 (véase anexo B) y las propiedades de "y0 (ver (3.16)) 

A ( V l e » m = £(*) [-lQPo - 7 o ( l - 7 j n C r C ] e^k) + 2eTes(k)ATaP0 + h2) 

+ (^h1 + h2y'po(^¡íh1 + h2) 
< "70el(k)P0ees{k) + 2eZ(k)Á¡;P0 + h2) 



Sin embargo, del resultado obtenido en (3.19) podemos reducir la expresión anterior 

A(V(ee s(&))) < -7ol|ees(fc)||^+2||ees(¿)||Pn 

< —7oll^es(^)||p0 + 2||ees(fc)||pa 

7* 
-^hi -I- h2 + pihl + 

¥hl + 2||ees(fc)||pJ|/i2||p0 

T 2 T 
+ ¥hl + 2 

Pe 

= ~lo\\^es{k)\\j3o + 2^||ees(fc)||p0||/ii||p0 -f 2||ees(fc)||p0||/i2||p„ 

Por otro lado, de (3.48), resulta (para hx véase (3.18) y para h2 ver hipótesis 3.5) 

I N Ifl, = l| -A 0 e a p ( fc + l ) | | p o < i | | e a p ( f e + l ) | | p o < Í 6 3 e a p < 6 3 e a p 

donde 63 es una constante positiva 
Lo anterior nos lleva a 

A(V(ee s(fc))) < -70||ees(fc)||2po + 2^||ees(fc)||p(,61^||ees(fc)||p0 + 2\\ees(k)\\Pohe«P 

+ ^ y n \ \ e e s m % 0 + z ^ e ^ é u m p M a p + & 2 - 2 
ap 

-ap 

-ap 

= - 7 o i i e « ( * ) i i f t + ^ i M A O i i k + 2 & a i M f c ) i i p , ^ 

+r26?||ees(fc)||2p(, + 2r6l63||ees(fc)||Poeap + b¡e 

Pero recordando la definición para 7 0 (3.14), se tiene 

A(V(ees(fc))) < -T6\\ees{k)\\2Po + ^We^k)^ + 2&3||ees(fc)[|p„e 

+r26?||ee5(fc)||k + ZrhbsWé^WpJiar + b¡e 

= —r (9 — 2¿H - rbl) ¡le^ífc)!!^ + (263 + 2r&1&3)||ees(Á:)||p0é 

y recordando además que V(ees{k)) = e^3{k)P0ees(k) (3.49), entonces 

yfees{k)) = ||e¿s(fc)||p„ |[«»(*)||p„ = \/V(ee s(k)) 

de tal manera que 

•ap 



donde 64 = Q — 2bi — = 263 + 2rb\bz y 72 = b\, resulta 

V^fc+lM-VÍ?»^)) < -rb4V(ees(k)) + ^y/V(ees{k))eap + 72é2p 

V ^ Í A s + l ) ) < (1 - Tfin)V(e«(fc)) + + 7 

para esta última ecuación considere que existe r > 0 tal que 

o < — — (i—T&4) 
r r¿ 

0 < 2 l + ^ + ( l - r 6 4 ) < l 
r r¿ 

v V 
C 

además, si V(ees(k)) > r2e2p, entonces 

V(ees(k + l)) < (1 - rb,)V{ees(k)) + 7i V ^ f e * (*))• V + 

< (1 - r&4)V(ees(fc)) + + ^ M * ) ) r r* 

< CV{eesm 

• 
De lo que concluimos que el error de estimación (3.45) es acotado. Es decir, podemos 

esperar convergencia dei observador propuesto en este capítulo (3.9), no solo para un 
sistema no lineal discreteado vía Euler, si no también, para los obtenidos mediante una 
discretización de orden superior o una discretización exacta. 



Figura 3.16: Desplazamiento del eslabón en lazo abierto con r = 1-ros 

tiempo (seg) 

Figura 3.17: Desplazamiento del eslabón en lazo abierto con r = 2ms 



Figura 3.16: Desplazamiento del eslabón en lazo abierto con r = Iras 

tiempo (seg) 

Figura 3.17: Desplazamiento del eslabón en lazo abierto con r = 2ras 



Figura 3.18: Desplazamiento del eslabón en lazo abierto con r = 3ms 



3.10 Conclusiones 

En este capítulo, se retomaron dos esquemas de control (mediante linealización por 
retroalimentación de estado y la técnica de modos deslizantes [1, 34]) que fueron aplicados 
a una, clase de sistemas no lineales discretos aproximados (obtenidos vía Euler), mediante 
un observador con convergencia exponencial. Se mostró que cuando el esquema control -
observador es aplicado al sistema no lineal, podemos esperar estabilidad exponencial. Las 
aplicaciones (brazo robot para el control linealizante y generador síncrono para el control 
en modos deslizantes) muestan el desempeño de los algoritmos propuestos. Los resul-
tados vía simulación digital presentan un buen comportamiento, tanto en la estimación 
como en el control. 

Finalmente, se presentó un análisis del observador propuesto, cuando el sistema no 
lineal discreto disponible es exacto (o de orden superior). Obteniendose un error de 
estimación acotado para este caso. Lo que sugiere la convergencia del observador también 
para sistemas discretizados de esta manera. 

Por otra parte, en ocasiones además de no tener a nuestra disposición los estados 
del sistema, tampoco se cuenta con los valores de ciertos parámetros. En el primer 
caso, es decir cuando los estados por alguna razón no medibles, el problema se resuelve 
mediante un observador, sin embargo cuando también queremos estimar o identificar 
algunos parámetros el algoritmo a utilizar se conoce como observador adaptable. Este 
tipo de algoritmos son muy empleados para propósitos de monitoreo o detección de fallas, 
y en el siguiente capítulo nos enfocamos en el estudio de un observador adaptable con el 
objeto de estimar de manera conjunta estados y parámetros para una clase de sistemas 
no lineales. 



Capítulo 4 

Observador Adaptable 

4.1 Introdución 

La identificación de parámetros ha sido un área extensamente estudiada eíi muchos aspec-
tos durante las últimas décadas, incluyendo los sistemas no linéales, pero generalmente 
asumiendo un conocimiento total del vector de estados. Al mismo tiempo, el problema 
de la estimación estado para sistemas no lineales, ha atraído la atención de la comunidad 
de control, y para resolver este problema se han propuesto algunos resultados. 

Cuando se trata el problema simultáneo de la estimación de las variables de estado y 
los parámetros de un sistema, el problema se torna más complicado, el resultado de esta 
combinación se conoce como observador adaptable, problema que también ha atraído la 
atención de los grupos de investigación en el área de control. El diseño de un observador 
adaptable está motivado por propósitos de detección de fallas, aislamiento, transmisión de 
sañales y control adaptable entre otros. Dicho sencillamente, un observador adaptable es 
un algoritmo recuisivo que permite la unión de la estimación del estado y de parámetros 
desconocidos en un sistema dinámico. Se han propuesto diferentes técnicas con este 
propósito. El diseño de un observador adaptable para sistemas lineales invariantes en el 
tiempo ha sido resuelto y analizado en detalle {[12, 26]). Recientemente, observadores 
adaptables para sistemas lineales con múltiples entradas y' múltiples salidas (MIMO) 
son presentados en [55]. En el caso de sistemas no lineales, se han propuesto algunas 
metodologías. Por ejemplo, métodos basados en transformaciones de coordenadas, tal que 
la dinámica del error de estimación pueda ser linealizada. Otros métodos consideran la 
existencia de alguna función de Lyapunov que satisfaga ciertas condiciones en particular, 
o consideran la existencia de un filtro de Kaiman extendido para sistemas cuyo vector de 
estado está compuesto por el vector de estado del sistema a ser estimado y los parámetros 
deconocidos (ver [5, 6, 32]). 

A este respecto, en los últimos años, ha crecido el interés en el estudio de sistemas 
con comportamiento difícil de predecir (complejos), para su aplicación en sistemas de 
comunicaciones. En particular, la sincronización y el control de sistemas caóticos son dos 
importantes tópicos en el estudio de sistemas complejos. 

Debido a esto, la sincronización de sistemas caóticos y su potencial aplicación para 



una comunicación segura, han sido temas que cada vez llaman más la atención de los 
investigadores. Con relación a la sincronización, una de las técnicas usada en los sistemas 
de comunicaciones consta de un transmisor, el cual envía una señal con la información 
que se desea transmitir, y un receptor, el cual intenta recuperar completamente la señal 
enviada por el transmisor. Sin embrago, si la señal recibida no es igual a la señal transmi-
tida, entonces es necesario construir un sistema dinámico que permita recuperar la señal 
deseada. 

Desde el punto de vista de la teoría de control, el problema de sincronización puede 
ser resulto mediante un observador. Existen algunos trabajos relacionados con este pro-
blema, que ilustran las ventajas que presenta incorporar el estudio de la teoría de caos 
a los sistemas de comunicación utilizando sistemas caóticos. A este respecto, se han 
desarrollado algunas técnicas para reconstruir las señales de información a partir de una 
señal caótica transmitida yr-

Además, la solución del problema de observación (problema de sincronización) está 
relacionado a la propiedad de observabilidad la cual nos dice que la salida del sistema 
(señal transmitida) contiene toda la información necesaria para reconstruir los estados 
del sistema. Si esta propiedad se mantiene, esto implica la existencia de un observador. 
Este observador (sistema receptor) se construye como una copia del sistema (sistema 
transmisor) con condiciones iniciales desconocidas, junto con un término adicional que 
depende de la diferencia entre la salida del sistema (señal recibida) y la salidad del 
observador (señal recibida estimada). 

En este capítulo presentamos la implementación de un observador adaptable, con 
el objetivo de estimar tanto los estados y los parámetros de un sistema dinámico, al 
mismo tiempo. Como aplicación de este observador, consideramos inicialmente el atractor 
caótico de Lorenz, con el objetivo de ilustrar un esquema de comunicación segura. Y 
concluimos con la implementación del observador al modelo del generador, síncrono, para 
propósitos de monitoreo. 



4.2 Resultados Previos e Interpretación Propuesta 

4.2.1 Observador Adaptable Exponencial para Sistemas 

Lineales Variantes en el Tiempo. 

A continuación recordemos algunos resultados básicos de [55] sobre el diseño de obser-
vadores adaptables para sistemas lineales variantes en el tiempo, definidos de la siguiente 
forma 

donde x, u, y denotan como de costumbre el estado, la entrada y el vector de salida medi-
ble respectivamente, y 9 un vector de parámetros desconocidos. A, B, C, $ se asume que 
son matrices conocidas de dimensiones apropiadas, continuas y unifórmente acotadas con 
respecto al tiempo. 

El resultado principal de [55] considera que las siguientes hipótesis se satisfacen. 

Hipótesis 4.1 Existe una matriz K{t) variante en el tiempo y acotada tal que el sistema 
r¡ (í) = {A(t) — K(t)C(t)) r¡(t) es exponencialmente estable. 

Hipótesis 4.2 La solución A(£) del sistema Á (£) = [v4(í) - K{t)C(t)\ A(í) + $(í) es 
excitada persistentemente (persistently exciting), es decir existen a, (3, T tales que 

/

t+T 

A{T)TCfi:{T)C{T)A{T)dr < 01 (4.2) 

para alguna matriz E definida positiva. 

Así, el sistema (4.3) mostrado a continuación, es un observador exponencial para el 
sistema (4.1), en el sentido de que para cualquier conjunto de condiciones iniciales, los 
vectores x(t) — x(t) y 0(t) — 9 decaen exponencial mente a cero 

x(t) = A(t)x{t) + B{t)u(t) + ${t)9 

y(t) = C{t)x{t) (4.1) 

Á(í) = [A(t)-tf(í)C(t)]A(i) + $(í) 

¿(i) = ¿(i)£(¿) + B(t)u{t) + $(í)0(£) 

+ [K(t) + A(t)TAT(t)CTm(t)] \y[t) - C(t)x(t)} 

¿(t) = rA^fjC^COEWIwW-CÍÉjxCí)] (4.3) 



Aprovechando el algoritmo de mínimos cuadrados, una ley adaptable para el parámetro 
de ganancia T del observador anterior puede ser dada como sigue (ver [54]) 

f (í) = -r(í)Ar(í)¿7T(í)E(¿)C(f)A(í)r(í) + AT(í) (4.4) 

para A > 0. 
Nuestro propósito aquí es discutir tal diseño a la luz de los resultados disponibles 

para sistemas afines en el estado [5, 20]. 

4.2.2 Observador de Estado para Sistemas Afínes en el Estado 

De manera similar al repaso sobre observadores adaptables para sistemas lineales vari-
antes en el tiempo [54], ahora retomanos los trabajos sobre observadores de estado para 
sistemas afines en el estado. 

Consideremos la clase de sistemas afines en el estado [20] descritos de la siguiente 
forma 

x = A{u,y)x + tp{u,y) 

y = Cx (4.5) 

donde los componentes de la matriz A(u, y) y el vector <p(u,y) son funciones continuas 
que dependen de u e y, y que están uniformemente acotadas. 

El resultado es como sigue 
Si la entrada es persistentemente acotada, en el sentido de que existen a, 0 y T tales 

que: 

/

t+T 

^„(í ,r ) T C f f S(r)Cí u (¿ ) r)dr < 01, (4.6) 
donde denota la matriz de transición del sistema x = A(u,y)x, y = Cx, y X¡ una 
matriz definida positiva y acotada. 

Entonces, un observador exponencial para el sistema (4.5) está dado por 

i = A{u,y)x + (p{u1y) + S~1CFi:{y-Cx) 

y = Cx (4.7) 

donde S es la solución de la ecuación: 

S = ~pS - A{u, y)TS - SA{ut y) -I- C T S C 5(0) > 0 (4.8) 



para alguna constante positiva p suficientemente grande. 
Definiendo el error de estimación como e = x — x , la dinámica del error resulta en 

e = x — x 

= A(u} y)x + cp(u, y) + 5 " 1 C t E (y - Cx) - {A(u, y)x + tp{u, y)} 

= { ¿ (u , y) - S-lCT?,C} e (4.9) 

si (4.6) podemos considerar la siguiente función de Lyapunov V(e) = eTSe, de tal forma 
que 

V{e) = [{A{u,y)-S-1CTXC}e]T Se +eT [-pS - A{u,y)TS - SA{u,y) + CFXC} e 

+erS [{¿(u,y) - 5"1CtSC} e] 

= eTA(u, yfSe - e^TFOS^Se - peTSe - eTA(u, y)TSe - eTSA(u, y)e 

+eTdrXCe+eTSA{%y) - eTSS~1CT^Ce 

= -eTCTXTCe-peTSe 

< ~peTSe 

< -pV{e) 

de lo que se concluye que el error de estimación decae exponencialmente. 

4.3 Observador Adaptable para sistemas afines en el 

estado en el estado y en los parámetros 

Atora, se presenta el resultado principal de este capítulo, un observador adaptable para 
un sistema afín en el estado y que depende de un vector con parámetros desconocidos, el 
modelo matemático para esta clase de sistemas puede ser dado por 

x = A(u,y)x + <p(u,y) +$(u,y)9 

y = Cx (4.10) 

donde $ satisface las propiedades dadas anteriormente para A, (p. 

Teorema 4.1 Suponiendo que la condición de excitación persistente (4-6) para la esti-
mación del estado, y además de (4-2) K = 5 - 1 (7 T y S como en (4-8) para la estimación 



de parámetros, el observador adaptable propuesto está dado de la siguiente manera (Se 
corresponde a T-1 en (44)) 

¿ = A{u, y)x + *>(«, y) + *(«, y)9 + {AS,"1 ATCT (4.11) 

+ S;1drX}{y-Cx) 

d = S^1ATCTT¡{y-Cx) (4.12) 

A = {A{u,y)-S~lCTi:C}K + ®{u,y) (4.13) 

S* - - PXSX - A(u, y)rSx - SxA{u, y) + C T SC, 5,(0) > 0 (4.14) 

S0 = -p6SB + kTCTZCK Se(0) > 0 (4.15) 

donde pxipe y son constantes positivas suficientemente grandes (y S como (4-%))-

Prueba 
Con los errores para el vector de estado y de parámetros definidos de la siguiente 

manera ex := x — x y €q : = B — 0, la dinámica para el error de estado está dada por 

—A(u, y)x - <p(u, y) - $(u,y)9 

= A(u, y) {x - x} + y) {fl - + {ASe1ATCT + S^C?} £C (x - x) 

= [A(u, y) - {AS^AtCt + SZlCT} £C] ex + y)e0 

para el error en la estimación de parámetros 

¿0 = 9-9 

= S ^ W E Í y - C i j - O 

= ~S¿lATCTY.Cex 

siguiendo la misma idea de [55], la transformación siguiente 

ex=*ex-Aee (4.16) 

nos lleva a 

éx = éx — Ate — Aee 

= [A(u, y) - {A SelATCT + S;1CT} £C] e, + y)e0 

({A(u, y) - S^CTXC} A + y)) ee - A (-S*1 A^SCe*) 

= A(u, y)ex - S;xCFi:Cex - A(u, y)ke6 + 5~1CTSCAe# 

= \A{u,y)~SZlCTi:C]ex (4.17) 



la dinámica de e$ en términos del cambio de variable antes definido es 

¿» = —S¿"1ArCrEC (ea + Ae9) (4.18) 

Ahora, bajo la condición de excitación persistente antes considerada (4.6), con Sx y Sq 

matrices definidas positivas [5], seleccionamos la siguiente función de Lyapunov 

V[ex, e0) = (?Sxex + eJ&Q» 

Entonces, la derivada de V está dada por 

V(ex,e0) = [(A(u,y) - S^C^C) e , ] T + eTx[-pxSx - A{u,y)TSx - SxA(u,y) 

+ C r E C ] 6 , + eTxSx [(.A{u, y) - fi^EC) e J + [~S0l A ^ E C (c, + Ae,)]T 

Sfiea + 4 [-PíSfl + A T C r SCA] + e^S* [-5¿" 1ATC : rEC (ex + Aee)] 

= eTxA{u,y)TSxex - gCfZG&S.c* - PxeTxSxtx - <?A(u,y)TSxex 

-gSxA(u,y)ex + eJC^ECe, + «^¿(«.y)^ - c J ^ ^ E C e , 

—é^CFUChS^Seee - e J V C ^ E C A S ^ S ^ - p , Í 5 Í € 9 

+e¡ 'ATCTSCA e e - eJS e So l h T C T HCe x ~ ( j ^ S ^ A ^ E C A e , 

= ~pxeTxSxex ~ eJCTECe, - eTxCTT,CAee - p0eToS6ee 

~$AWC^ - eJ\TCTXCAe9 

además, de la transformación (4.16) se tiene 

^dr^Cex-elCTT¡CAe9 

~ejATCTi:Cex - eTQATCrT¡CKe6 

lo que nos lleva a 

~elCTZC{zx + Ae0)-eT0ATdr?>C{zx + Ae6) = - (eJC^EC + ^ A r C T E C ) (ex + A * ) 

= -(eT + eZA^CrilC^ + Aee) 

= — (ta; 4- Aefl)T C T S C (ex + Aeg) 

< 0 

= -€^CT^C{ex+Ae0) 

= -¿¡AWC^ + Aeo) 

así, para la dinámica de la función de Lyapunov se sigue que 



Finalmente resulta 

V{tx,t0) < ~pV(ex,€0) para, p = mm(px, p9) (4.19) 

lo cual implica la estabilidad exponencial del error de estimación. 
• 

4.3.1 Discusión del Observador Extendido 

En vista de la forma considerada para el sistema (4.10), es claro que el vector de estado 
extendido, considerando ahora el vector de parámetros contantes 9, adquiere la forma 
X := ^ x 6 ^ , y como se observa a continuación, la estructura afín en el estado se 
preserva 

V o o / V o J 
= F(u,y)X+ G(u,y) (4"2°) 

y = ( C 0 }X = HX-

Obviamenté, si la condición (4.6) se satisface también para el sistema extendido, 
entonces podemos diseñar un observador de la forma (4.7) para X , 

Por lo tanto, nos concentramos en mostrar que el observador (4.11)-(4.15) se comporta 
como el observador (4.7) para el sistema (4.20). 

Lema 4.1 El diseño del observador adaptable (4.11)-(4-15) para el sistema (4-10) coin-
cide con el observador (4-7) para el sistema (4-20) con px = p0. 

Prueba 
Sea S la solución de la ecuación de Riccati (4.8) para el sistema extendido (4.20), dada 

( Si S2\ por la siguiente forma I I correspondiente al vector extendido X , donde las 
\ Sz ) 

matrices cuentan con las dimensiones apropiadas (digamos S\ tiene la misma dimensión 

de A). 



A continuación, mostramos que las matrices Sx, S$ y A correspondientes a (4.13)-
(4.15) están relacionadas con la matriz S de la siguiente forma 

Sx = Si 

Se = S3-S^S{lS2 (4.21) 

A = —Si1 S2 

De (4.8) y (4.20), se tiene 

T 

5 = - p 
Si A(u, y) $(u,y) \ í Si S2 

S f ) V 0 0 { S% S s 

Si S2 W A{u,y) $(u,y) 
S¡ S3 { 0 0 

j + ( c o )Ts( C 0 ) 

es decir 

S = — 
pS\ PS2 \ _ / A{u,y)TSi A{u,y)TS2 \ 

pS3 ) { ^ y f S ! $(u,y)TS2 ) 

( S1A(u,y) SMu,y) \ f CTEC 0 \ 
\¡%A(u,y) ¿mu,y) ) \ 0 o ) 

-pSi-AfayfS^SiAiu^ + crzC- -pS2-A(u,y)TS2 - S^{u,y) \ 
- ${u,y)TSi - S%A(u,y) -PSZ - ${u,y)TS2 - ) 

por lo tanto 

51 = ~PSi - A(u, yfSi - S'i^fu, y) + CfHC (4.23) 

52 = -pS2 - A{u, y)TS2 - S&{u, y) (4.24) 

¿3 = -PS3 - y)TS2 - y) (4.25) 

claramente de (4.23), S\ satisface la ecuación (4.8) si S\ = Sx (cuando px = p). 



Por otro lado, usando (4.23) y (4.24), se tiene1 

= 5 T 1 1 - p S i - A(u, y)TS\ - S1A(u, y) + C^EC] S^S2 

—Si1 [-pS2 ~ A(uiyfs2 - sMu,y)} 

= -PSí1SiSí1S2 - Si1A{u,y)TS1S^1S2 - S^1 S^u^S^1 S2 

+ 5 r 1 C T E C 5 1 " 1 5 2 + pS^Si + ^ A f a y f S i + ^S&fay) 

= -A{v, y)STxS2 + Sr^ECSr1^ + y) 

= [A(u,y) ~ Sf^EC] {-5^52} + *(»,») 

(4.26) 

si denotamos A = — 5¡"1«SI2 (y puesto que 5i = 5®), la expresión anterior se puede expresar 

como (ver (4.13)) 
í (A) = [A(u, y) - S T ^ E C ] A + *(« , y) 

Finalmente, mostramos la segunda equivalencia dada en (4.21), de (4.23)-(4.25) se 

tiene 

para ^ (£3) ver el elemento S22 en (4.22), para ¡^ (S^) el elemento S21 y para ¿ 
la deducción anterior (véase (4.26)). 

- [ -pST - * ( « , y)TSi - ^ ( « . y ) ] S ^ S a 

- 5 ? ([A(u, y) - S T ^ E C ] 5 r J 5 2 - *(u, y)) 

1 Véase anexo C, para la deducción de la derivada que utilizamos a continuación. 



+pS¡'S?S2 + y)*SiS-lfl, + 

-S%A{U> y)S^S2 + Sf 5riCTSC5ri52 + y) 

= -pS3 + pS$Sr1S2 + S*s-10rXCST1S2 

= ~p (Sz - £%5Tl52) + S^Sf ^SCSf1^ 

puesto que A = - S ^ S ^ entonces AT = 5 f 1 (recu e rde que Si es simétrica), por lo 
tanto 

Jt (S3 - ¡%SilS2) = -P (53 - S l S ? S 2 ) + A ^ E C A 

si denotamos Se = S3 — ^ S i 1 S 2 se tiene 

dt 

lo cual coincide con la ecuación (4.15) para pe = p. 

Concluimos este análisis, con la ganancia del observador (4.7) dada por 5 " 1 f f T S (con 

H como en (4.20)), así se tiene2 

T 
S 

\ ( S r ^ - ' S j - S a ) " 1 ^ * / 

_ (sr 1 (/ - S2 (i?srlsb - fe)"1 ^ 

consideremos inicialmente el término 
n ' \ • / 

s r 1 ( ^ s 2 ( s ¡ s ^ s 2 - s 3 y 1 s ¡ s r 1 ) c T s = s r ^ - M M ^ - s í s r 1 ^ } ) - 1 

v y ^ s r 1 ) ^ + ( - { 5 3 - 5 j 5 1 - 1 5 2 } ) " 1 

2véase anexo C, para la deducción de 5 - i 



^ ( / - ^ ( s f s r ^ - s s r ' s í s r 1 ) ^ = ( ( s r 1 - s , r l 5 2 5 , 1 A T ) c T s 

= ( s : 1 c t + a s ^ a t c t ) ^ 

expresión que coincide con la ganancia del observador dada para el estado x (véase (4.11)). 
Ahora para el término (5""1JíTS)2 1 , tenemos 

= ~ (S3 — j S f S f 1 ^ ) S2S11CrS 

= S¿lATCTK 

resultado que coincide con la ganancia para la estimación del vector de parámetros (4.12). 
• 

Hasta este punto, suponemos que las condiciones de excitación (4.2) y (4.6) para el 
sistema (4.5) debe ser equivalente a (4.6) par el sistema extendido (4.20). 

Del análisis efectuado en esta sección, podemos concluir que al seleccionar una ganan-
cia (matricial) variante en el tiempo como la dada en (4.4) para el observador adaptable 
(4.3) nos lleva al ya conocido observador de Kaiman para un sistema extendido con un 
vector de parámetros. Esto incrementa los cálculos que hay que efectuar en línea. Por 
otra parte, podemos sintonizar la velocidad de convergencia tanto para el parámetro de 
estimación del estado, como para el parámetro desconocido, sintonizando simplemente 
Px Y Pe (° solamente p). 

A continuación, mostramos un ejemplo del uso práctico de la teoría de observadores 
adaptables ya presentada. 



4.4 Aplicación (Sistemas Caóticos) 

Como una aplicación para ilustrar el observador afín en el estado ya presentado, consi-
deramos el sistema caótico de Lorenz. 

En sistemas de comunicaciones usando sistemas caóticos, consideramos un transmisor 
de la forma 

x = f(x, A) E G T 

y = h(x) yeR (4.27) 

donde A es un mensaje variante en el tiempo satisfaciendo Amin < A (í) < Ama* V í, 
e y es la señal transmitida. Asumiendo que el sistema anterior (4.27) es caótico para 
toda constante que satisfaga A ^ < A < Amax. Nuestro objetivo consiste en construir un 
sistema receptor capaz de recuperar el mensaje A (í) a partir de la señal trasmitida y. 

Así, en esta sección estudiaremos un sistema de comunicación de la forma (4.27), y 
reconstruimos la señal A a partir de la señal caótica transmitida y, mediante el observador 
adaptable previamente desarrollado. 

4.4.1 Modelo Matemático y Diseño del Observador 

El sistema caótico considerado aquí, está descrito por el siguiente conjunto de ecuaciones 
diferenciales3 

¿1 = <7X2 — 

x2 = jxi - px2 - xixz (4.28) 

¿ 3 = xix2 - fas 

donde <r, 7, p y (3 denotan constantes positivas. 
La manera como utilizamos el observador adaptable en- el esquema de una comuni-

cación segura se ilustra en la figura (4.1). 

Consideremos le« 3 siguientes casos 

1. Asuma que 7 es un parámetro no conocido y representa un mensaje variante en 

el tiempo satisfaciendo 7min < 7 (í) < 7m a x V í. Definiendo el vector de estado 
3 Note que si p = 1, entonces obtenemos el ya bien conocido Atractor de Lorenz. 



Figura 4.1: Esquema de comunicaciones mediante sistemas caóticos 

as = col ^ x\ X2 Xz ^, 0 = 7 y como la señal transmitida y = x\, el sistema 
receptor capaz de reconstruir el mensaje enviado tiene la forma del observador 
adaptable dada por 

x = A{y)x + tp{y) + $(y)e 

y = Cx 

donde 

A(y) = 1 0 0 ) 

2. Ahora, asumimos que sólo el parámetro (3 es conocido, y que la señal transmi-
tida es todavía y = x\. Entonces, definiendo el vector de estados como antes e 
introduciendo la siguiente transformación lineal de coordenadas 

z = Tx = 

\ 

1 0 0 
p a 0 
0 0 a 

x 

/ 

el sistema (4.28), en las nuevas coordenadas, puede ser reescrito como 
\ 

z = 

y - «i 

(4.29) 

(4.30) 



y es claxo que en este caso, el sistema (4.30) tiene la estructura dada por (4.10), 

con 9 = ^ o- + p o- (7 - p) p ^ . 

3. Finalmente, consideremos el caso cuando (3 es también un parámetro no conocido 
para el receptor. Entonces, mediante la transformación lineal (4.29), pero ahora 
con la señal transmitida dada por 

y = Vi 
y2 

X-í 

Xz 

el sistema (4.30) puede representarse como sigue 

/ 
z — 

0 1 0 \ 
o 0 - y 

V o y 0 Ì 

z + 
( -2/1 o 0 0 

0 V í 0 0. 
.2 

. \ 0 0- -vi ~y2 

el cual es obviamente de la forma (4.10) Con 

z\ \ ( yi\ 

/ 

y = 23. <7 V2 

1 o o 
0 0 è 

a + p 

* (7 - p) 

P 

V fa 

en términos de las nuevas coordenadas. 

4.4 .2 Resultados de simulación 

El propósito de esta sección es ilustrar los resultados obtenidos para los diferentes casos 
planteados en la sección anterior con el observador adaptable propuesto en este capítulo 
vía simulación digital. Los valores numéricos utilizados en estas simulaciones fueron los 
siguientes. 

El valor inicial de las variables de estado en todas las simulaciones fueron x\ (0) = 
£2 (0) = xz (0) = 0.0001, mientras que las condiciones iniciales para el observador adap-
table xx (0) = (0) = 1 y x2 (0) = - 1 . 

5^(0) = S#(0) = / , A (0) = ( 10 10 • • • 10 ^ con las dimensiones apropiadas. Las 
ganancias para las ecuaciones dinámicas correspondientes a Sx y fueron escogidas 
como 12. 



Los valores iniciales de los parámetros a ser identificados en los diferentes casos fueron 

1. t ( ° ) = 2 9 , ( p = l , < r = 1 0 y 0 = 

2. 7 ( 0 ) = 2 9 , í ( 0 ) = 9 y ? ( 0 ) = 0 , (fl = | ) 

3. 7 (0) = 29, a (0) = 9, p (0) = 0 y fi = 3.' 

El parámetro 7 se fijó en 28 para los casos 2 y 3, y para el caso 1 la variación de este 

parámetro se efectuó de la siguiente manera 

28 0 < t < 5 

30 5 < t < 10 

40 - t 10 < t < 15 
5 , 3 1 
2 "r 2 15 < í < 20 

f + s in (2£ -40 ) 20 < t < 25 

32 25 < t < 30 



La figura 4.6 muestra el comportamiento de 7, parámetro a identificar mediante el ob-
servador adaptable propuesto en este capítulo. Recuerde que en el caso 1 (cuando sólo 
7 es el parámetro desconocido), 7 es un parámetro que varía con el tiempo. La gráfica 
que describe la estimación, nos muestra que a pesar de estos cambios, la estimación es 
buena. Además también se observa un buen tiempo de convergencia. 

Resultados similares se aprecian para las variables de estado del sistema caótico, 
pues el estimado converge también rápidamente al estado real del sistema (véase figuras 
4.2-4.5). 

En la gráfica 4.3 mostramos un acercamiento de la parte inicial del comportamiento 
de la variable X\ del sistema caótico, con el objeto de apreciar mejor la convergencia del 
observador al estado real. Convergencia similar se aprecia para las otras dos variables de 
estado al hacer una acercamiento en los instantes iniciales de tiempo. Sin embargo, para 
no agobiar al lector con muchas gráficas, es que se optó por omitirlas. 



tiempo (seg) 

Figura 4.3: x\ vs x\ (acercamiento) (/?, p y a conocidos) 
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Figura 4.5: £3 vs £3 ((3,p y a conocidos) 
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Ahora, presentamos los resultados que se obtuvieron mediante el observador adaptable 
para la estimación del estado y la identificación de los parámetros 7, p y a, de manera 
simultánea, cuando sólo el parámetro 0 es conocido. 

Queremos comentar que el comportamiento de las variables de estado del sistema 
caótico, presentan un desempeño muy similar al presentado en el caso anterior. Por tal 
motivo, y como se mencionó anteriormente con el objeto de no agobiar al lector con 
muchas gráficas, es que decidimos omitirlas. 

Con referencia a la estimación de los parámetros del sistema (que ahora se consider-
aron cosntantes), los resultados obtenidos se muestran en las figuras 4.7-4.9. 

El comportamiento que se observa en estas figuras muestra una buena estimación de 
los parámetros del sistema caótico a identificar, en lo que a tiempo de convergencia se 
refiere. 
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Figura 4.7: 7 vs 7 (0 conocido) 
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Finalmente, los resultados de la identificación de todos los parámetros son presentados 
en las figuras 4.10-4.13. También aquí, como en los casos anteriores, se percibe un buen 
desempeño en la estimación de los parámetros del sistema. 

Nuevamente, como se dijo en los dos casos de estudio anteriores, debido a que el 
comportamiento de la estimación del estado es muy similar al presentado en el caso 1, se 
optó por omitirlas. 

El lector seguramente habrá observado un fuerte sobreimpulso en las figuras repor-
tadas, no sólo en las figuras reportadas en este caso de estudio sino también en los dos 
antriores, particularmente en la dinámica de los estados del sistema (véase figuras 4.2-
4.5), aunque el efecto también se percibe en la identificación de los parámetros (el sobre 
impluso se presenta en el tiempo alrededor de 1 seg.). Este comportamiento se debe a la 
dinámica propia del sistema caótico. De hecho, el sobreimpluso se presenta aún cuando 
todos los parámetros del sistema son conocidos. 
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Figura 4.10: 7 vs 7 (ningún parámetro conocido) 
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4.5 Aplicación (Generador Síncrono) 

A continuación, presentamos otra aplicación del observador adaptable desarrollado en 
este capítulo, considerando ahora el problema de monitorear el desempeño de una máquina 
síncrona. 

4.5.1 Modelo Matemático 

El modelo matemático de la máquina síncrona con la que trabajamos ahora, es el pre-
sentado en la sección 3.8.1, (véase (3.40)). La tínica diferencia se presenta en el término 
de amortiguamiento (D) el cual en este caso si es considerado {D ^ 0), (ver página 61). 

Así, considerando las constantes ya definidas en la sección 3.8.1 (véase (3.42)), sólo 
agregamos la correspondiente al parámetro D, definida de la siguiente manera 

D 
m7 = -— 

M 

y puesto que ahora existe un término adicional en las ecuaciones dinámicas para la 
máquina síncrona, el punto de equilibrio cambia, y ahora lo expresamos como la solución 
de 

lo — LOs = 0 

mi + {m,2E'q + 7TI3 eos (6)} sen (6) + m-j (a> — u>s) = 0 

m±E'q -f 7715 eos (6) + me {u + Efd) = 0 

Si consideramos (<5*,o/, Eq*) como el punto de equilibrio estable, ya considerando D, 
el modelo matemático en términos de las variables de-desviación (3.41) está dado por 

dA6 
dt 

dAw 
dt 

= ALO 

= mi + {m2{AE'q + E1*) + ra3 cos(ó)} sen(<5) + m7Aw 

= m4(A£^ + Efq*) + m5 cos(<5) + me(u + E*fd) 

con el siguiente cambio de variable 

X\ = Aá, X 2 = ALO, X3 = A 9 = rrt\ 



las ecuaciones pueden reescribirse como 

/ • \ 
í° 1 0 > M ¿2 = 0 7717 ÍTl2Sen (xi -1- 5*) 

Io 0 -ra 5 ^ y 

+ 

y = x i 

míE'q* seo. (si + 6*) + m3 sen(xi + <T) cosfai + 8*) 
^ msE'q*+ m6cos(xi + ó*) + m7(u +Efd) 

+ 1 

V 0 / 

Por lo anterior, implementamos el observador adaptable (4.11)-(4.15) para la esti-
mación del vector de estados x y el parámetro 0, con 

/ o 

A(u,y) = 
0 \ 

V 

0 m 7 m2sen(a;i + 6*) 
0 0 - m 5 

C = ( l 0 o ) , 

/ V 0 / 

tp{u,y) = 

0 \ 
ra2ü£*sen (xi + 6*) + m3sen(x¡ + 6*) eos(xi + 6*) 

^ m5E'q* + me cos(a;i + <5*) + m7 (u + E*fd) } 

y S = J. 



El propósito aquí es ilustrar los resultados obtenidos con el observador adaptable prop-
uesto en este capítulo vía simulación digital. Los valores numéricos de los parámetros 
del generador son los dados en la tabla 3.2. 

El punto de equilibrio estable selecconado para la simulación es 6* = 1.12,w* = 0 y 
E'q* = 0.91469. 

Los valores iniciales de las variables de estado en todas las simulaciones fueron: ¿(0) = 
1.17, u(0) = 0.01 y ££(0) = 0.91, mientras que las condiciones inicíales para el observador 
£i(0) = 1, ¿2(0) = 0.05 y ¿3(0) = 1. Las ganancias para el observador fueron inicializadas 
en5x(0) = I parai, y S$(0) = 10 paraé). Además, las simulaciones fueron realizadas para 
diferentes valores de px y ilustrando así el efecto de la sintonización en el desempeño 
del observador. 

En las figuras 4.14-4.16 se muestra el comportamiento dinámico para las variables de 
estado del generador con su correspondiente estimación para px = pQ = 5, así como tam-
bién, el valor de la estimación para mi. Y de hecho, se observa una buena convergencia 
de las variables de estado (figura 4.17). En las figuras 4.18 y 4.19 se presentan las estima-
ciones del voltaje interno E'q y el parámetro m 1, cuando este último varía (Tm = 1 para 
0 < t < 35 seg. y Tm = 0.8 para 35 < ¿), lo cual resalta el desempeño de la estrategia 
adaptable propuesta. De estas figuras puede observarse que todas las variables de estado 
son bien estimadas (presentamos sólo la respuesta obtenida para el voltaje interno, pues 
la posición angular es la salida medible y en la velocidad angular no se percibe un efecto 
significativo del cambio en el par mecánico) incluso la estimación del parámetro rri\ es 
buena aún bajo los cambios efectuados. 

Finalmente, con el objetivo de ilustrar como la convergencia del observador adaptable 
se ve afectada por los parámetros px y efectuamos simulaciones para diferentes valores 
de estos parámetros. Se observa que para valores grandes, la velocidad de convergencia 
se incrementa (pero como consecuencia, la magnitud de los sobreimplusos se incrementa 
también). 

En la figura 4.20 mostramos el desempeño del observador adaptable para px = p9 = 
5,10 y 15. Es claro, a partir de esta gráfica, que el tiempo de convergencia del observador 
adaptable puede acelerarse. 



Figura 4.14: Ángulo del rotor y su estimado 



Figura 4.16: Voltaje transitorio en el eje de cuadratura y su estimado 
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Figura 4.18: E' y su estimado, bajo incertidumbre 
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Figura 4.19: Parámetro m\ y su estimado, bajo incertidumbre 



Figura 4.20: Sensibilidad del observador en la estimación de m\. 

4.6 Conclusiones 

En este capítulo discutimos un observador adaptable para la clase de sistemas no lineales 
afines en el estado, a la luz de los resultados para este mismo tipo de observadores 
para sistemas lineales variantes en el tiempo. En particular se mostró como un diseño 
adaptable, con una razón de convergencia sintonizada arbitrariamente, es equivalente a 
un observador afín en el estado para un sistema extendido. 

El desempeño del esquema adaptable propuesto ha sido aplicado a los modelos mate-
máticos del atractor caótico de Lorenz y el generador síncrono en una representación de 
bus infinito, para los cuales el vector de estados y mi vector de parámetros (en el caso 
del generador, un solo parámetro) fueron estimados al mismo tiempo. 

En el caso del atractor de Lorenz, se observa que los experimentos efectuados resultan 
interesantes cuando lo que se desea es un esquema de comunicaciones seguro. 

Finalmente para el caso del generador síncrono, la estimación adecuada del parámetro 
seleccionado, muestra que el esquema adaptable propuesto puede ser atractivo para el 
monitoreo de sistemas. 

A continuación se presentan las conclusiones generales de esta tesis. 



que el propone, logra la convergencia de las trayectorias del sistema a su posición de 
equilibrio, o en el caso de la salida, convergencia a una señal de referencia dada. En [19] 
el autor muestra que el error de estimación (diferencial entre el estados del sistema y los 
estimados obtenidos mediante el observador que el propone) converge exponencialmente 
a cero. 

En esta tesis se conjuntaron estos dos resultados, y se presentó un análisis de estabil-
idad para el sistema en lazo cerrado, es decir cuando la ley de control aplicada al sistema 
se implementa a través de los estimados del observador. Es bien sabido que para obtener 
buenos resultados en el control de sistemas discreteados, el tiempo de muestreo debe ser 
pequeño. En la prueba de estabilidad reportada en esta tesis, se observó que el efecto 
del tiempo de muestreo es muy importante para preservar la estabilidad, de hecho se 
percibió que existe un compromiso entre el parámetro de diseño del observador (el cual 
influye de manera directa en la ganancia del mismo) y el tiempo de muestreo. 

Este esquema de control basado en observador, se aplicó a los modelos matemáticos de 
un brazo robot y un generador síncrono. Los resultados obtenidos mediante simulación 
digital mostraron la eficiencia del esquema control - observador, lográndose un buen 
desempeño en ambos casos de estudio. . 

También en lo relacionado con sistemas discretos, se presentó un estudio denominado 
estabilidad práctica, en el cual se analizó el efecto cuando se diseña un algoritmo, en 
este caso de estimación, a partir de modelos discretos aproxiamdos (en nuestro estudio, 
el método de Euler). 

Finalmente, en lo relacionado con la estimación de estados no medibles y la identi-
ficación de parámetro« desconocidos de manera simultánea, se presentó un observador 
adaptable para la clase de sistemas no lineales afines en el estado y lineal en los parámet-
ros. Se dieron condiciones suficientes para garantizar una estimación adecuada con razón 
de convergencia exponencial sintonizada arbitrariamente. 

Además, se mostró que mediante un cambio de coordenadas apropiado, este obser-
vador adaptable es equivalente a un observador para la clase de sistemas afines en el 
estado, lo cual nos permite decir que tanto la estimación de los estados no medibles del 
sistema como la identificación de los parámetros desconocidos, pueden ser vistas como 
un sistema afín en el estado. 

Para ilustrar la metodología propuesta mediante el observador adaptable, se analizó 
como casos de estudio el atractor caótico de Lorenz y el generador síncrono. Se presen-



que el propone, logra la convergencia de las trayectorias del sistema a su posición de 
equilibrio, o en el caso de la salida, convergencia a una señal de referencia dada. En [19] 
el autor muestra que el error de estimación (diferencial entre el estados del sistema y los 
estimados obtenidos mediante el observador que el propone) converge exponencialmente 
a cero. 

En esta tesis se conjuntaron estos dos resultados, y se presentó un análisis de estabil-
idad para el sistema en lazo cerrado, es decir cuando la ley de control aplicada al sistema 
se implementa a través de los estimados del observador. Es bien sabido que para obtener 
buenos resultados en el control de sistemas discretizados, el tiempo de muestreo debe ser 
pequeño. En la prueba de estabilidad reportada en esta tesis, se observó que el efecto 
del tiempo de muestreo es muy importante para preservar la estabilidad, de hecho se 
percibió que existe un compromiso entre el parámetro de diseño del observador (el cual 
influye de manera directa en la ganancia del mismo) y el tiempo de muestreo. 

Este esquema de control basado en observador, se aplicó a los modelos matemáticos de 
un brazo robot y un generador síncrono. Los resultados obtenidos mediante simulación 
digital mostraron la eficiencia del esquema, control - observador, lográndose un buen 
desempeño en ambos casos de estudio. 

También en lo relacionado con sistemas discretos, se presentó un estudio denominado 
estabilidad práctica, en el cual se analizó el efecto cuando se diseña un algoritmo, en 
este caso de estimación, a partir de modelos discretos aproxiamdos (en nuestro estudio, 
el método de Euler). 

Finalmente, en lo relacionado con la estimación de estados no medibles y la identi-
ficación de parámetros desconocidos de manera simultánea, se presentó un observador 
adaptable para la clase de sistemas no lineales afines en el estado y lineal en los parámet-
ros. Se dieron condiciones suficientes para garantizar una estimación adecuada con razón 
de convergencia exponencial sintonizada arbitrariamente. 

Además, se mostró que mediante un cambio de coordenadas apropiado, este obser-
vador adaptable es equivalente a un observador para la clase de sistemas afines en el 
estado, lo cual nos permite decir que tanto la estimación de los estados no medibles del 
sistema como la identificación de los parámetros desconocidos, pueden ser vistas como 
un sistema afm en el estado. 

Para ilustrar la metodología propuesta mediante el observador adaptable, se analizó 
como casos de estudio el atractor caótico de Lorenz y el generador síncrono. Se presen-



taron resultados vía simulación digital para estos casos de estudio, mostrando así el buen 
desempeño del observador. 

5.2 Trabajos Futuros 

Los temas a desarollar como trabajos de investigación futuros, a los que consideramos 
que sería adecuado dar seguimiento son los siguientes: 

Con relación al estudio de sistemas electromecánicos, tales como el motor de inducción 
y los generadores síncronos, consideramos que un aspecto importante a tomar en cuenta 
es el uso de modelos más completos que tomen en cuenta efectos tales como la saturación, 
las dinámicas del regulador automático de voltaje (AVR), entre otros. 

Además, sería deseable que las leyes de control desarrolladas para sistemas eléctricos 
de potencia sean decentralizadas, es decir se puedan implementar sólo con mediciones 
locales. O en los casos en el que no se dispone de todas las variables de estado necesarias 
para implementación de una ley de control, emplear un observador de estado. 

En lo referente a los sistemas no lineales discretizados, en este trabajo de investigación 
se retomaron los trabajos reportados en [1, 19] y se efectuó un análisis de estabilidad 
para el sistema en lazo cerrado. El estudio se efectuó para la clase de sistemas no lineales 
linealizables por retroalimentación de estado, discretizados mediante el método de Euler. 
Como tema de investigación futuro nos gustaría estudiar la estabilidad del sistema en 
lazo cerrado para sistemas discretos de orden superior. 

Por otra parte, se puede considerar el caso de tener un sistema continuo y un esquema 
de control y observación discreto, de modo que un estudio de estabilidad para esta clase 
de sistemas híbridos sería un tema interesante a realizar. 

Finalmente, para los observadores adaptables, una extensión de este trabajo consis-
tiría en considerar una clase más general de sistemas afines en el estado, así como sistemas 
en cascada. Además, la versión en discreto de este observador adaptable para una clase 
de sistemas no lineales puede ser también un tópico interesante a estudiar. 



Anexo A 

Sistemas de Potencia Multimáquinas 

A . l Nomenclatura del Sistema de Potencia Multi-

Máquinas 

6i(t) ángulo de potencia (del generador «), en p.u. 
(j¿(í) velocidad relativa, en p.u. 
ojo = 2-7r/o, velocidad síncrona 

Prm potencia mecánica, en p.u. 
Pei (í) potencia activa, en p.u. 
Di constante de amortiguamiento, en p.u. 
Hi constante de inercia, en segundos 
E'q. (t) voltaje transitorio en el eje de cuadratura, en p.u. 
Eqi (£) voltaje en el eje de cuadratura, en p.u. 
Ef i (í) voltaje de excitación, en p.u. 
Vti voltaje en terminales, en p.u. 
T¿. constante de tiempo transitoria de corto circuito del eje directo, en segundos 

Xdi reactancia del eje directo, en p.u. 
X'd. reactancia transitoria deí eje directo, en p.u. 
Bij elemento ij (i denota la fila y j la columna) de la matriz de susceptancia nodal 

(simétrica), en los nodos internos, después de eliminar todos los buses físicos, 
en p.u. 

Qei{t) potencia reactiva, in p.u. 
Iqi{t) corriente en el eje de cuadratura, en p.u. 
Idí{t) corriente en el eje directo, en p.u. 



Anexo B 

Sistemas Discretos 

B . l Equivalencia en Estabilidad Exponencial 

La definición formal para la estabilidad exponencial1 de sistemas discretos esta dada por 

Definición B . l Decimos que el origen 2 del sistema + 1) = Fr(k, £(&)) sujeto a la 
condición inicial £(&o) = £0 es exponencialmente estable, si existen constantes al5 a2 > 0 
ya 3 < 1 tal que la solución del sistema satisface 

||€ol| < ai ||C(fe)|| < aallfolloí V/c > feo > 0 (B.l) 

si además (B.l) se satisface para toda £ € entonces decimos que el origen del sistema 

es globalmente exponencialmente estable. 

Si comparamos la definición anterior (B.l) con la dada en la sección 3.2 del capítulo 

3 (ver (3.2)), notamos que la principal diferencia se presenta en los términos 

Um < a2||Éol|e-Mfc'Jfeo) 

l|£(ft)ll < «alICoItá 

pero, para la primera expresión tenemos 

llf (*0II < = a2||£0||e-ATfceA^ = ^ I K o l K ^ 

donde 02 = o^eXTk° = constante, por lo tanto 

es decir 
a3 w e~Xr = constante (B-2) 

Sin embargo, de la definición A.l para garantizar estabilidad tenemos a3 < 1, hecho 
que aplicado a, (B.2) resulta en 

e~Xr < 1 

l n ( e ~ v ) < ln (1) 

-Ar < 0 
1 véase |49] página 266 
2 Se asumé sin perdida de generalidad que el equilibrio está en el origen 



es decir, Ar > O, lo que concuerda con el requerimiento para AT dado en la definición 3.1. 

B.2 Propiedades de las Matrices de Control y Esti-

mación 

La estructura de las matrices utilizadas en el capítulo 3 para el contíol y la estimación 

están dadas por (3.4,3.10) 

ílp = diag (pn,---,p) P^a p> 1 

F = ( C ¡ - c r 1 ) con C ^ J ^ ^ 

Ae = d i a g ^ - — ^ para 9> 1 

K = c o l ( ^ - - - C ) con 

Entonces 

üpArQ;1 

' * 0 0 N ' 

0 Pn~l 

1 : 0 

\0 0 p 

' l 0 ••• 0 \ 

O I " " - : 

0 

0 0 1 

V 

+ rp 

1 r • 

0 1 * 

0 0 • 

' o 1 

0 0 

/ V o o 

r 
1 

• 0 

. 1 
• 0 

/ i 

V 

* 0 
o ^ T 

0 o 

= 1 + rpA 

• 0 

i 
o / 

/ ¡T 0 0 

0 p"-1 *•• : 

: i 0 

0 0 p 

o 

V V 1 / \p / V 1 / 
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AeArAg1 

' i « 
o 3 

\ 0 0 

/ i 0 

0 1 
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•• 0 

. 0 
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+ T0 

1 r 0 N 
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! 0 1 -•• 
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: : 1 

y 0" 0 ••• o 

e o . . . o \ 

o e2 : 
: i - -. O 

0 0 - 0 " 

= / + re A 

CA -i = ( l o . . . o ) 

e o 

o e2 

o o 

= i o o ) = ec 

" o 

o 
• • en 

\ 

= ( 0 o ••• 0 ) 

A&B = 

'è o 
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o o 1_ 
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o 

X 1 / 

t o x 

1 af¡ \ & / V 1 / 

= -=• B 

Por lo tanto 

W 1 = 1 + t P A (B.3) 
%B = pB 

A&ATAél = I + r9A 

CAQ1 = 8C (B.4) 

A gB = ¿B 



B.3 Resultados Aplicados al Análisis de Estabilidad 

para Sistemas Discretos 

Declaración B . l [14] Sea Ac = I + — BF), donde las matrices A y B tienen la 
estructura dada por la forma canónica controlable de Brunovsky y F y C? son definidas 
como en (3.4). Entonces, para todo 7C € (0,1), la única matriz simétrica definida positiva 
Pc que satisface la siguiente ecuación inatricial algebraica 

ATCPCAC -Pc = - 7 c PC - 7c(l - 7 c ) n F T F (B.5) 

está dada por Pc = l^N, donde N = ACEC, Ac = diag (1 — 7 • • • , ( ! — 7 C ) ^ 1 j , 
además si i y j denotan las filas y las columnas de Ec respectivamente, los elementos de 
Ec son Ec(i,j) = C*Zi para j > i y Ec(i,j) = 0 en caso contrario. 

Declaración B .2 [14] Sea Ao = I + 70(A — KC), donde las matrices A y C tienen la 
estructura dada por la forma canónica controlable de Brunovsky y K y C? son definidas 
como en (3.10). Entonces, para todo 7 0 € (0,1), la única matriz simétrica definida 
positiva P0 que satisface la siguiente ecuación matricial algebraica 

AlPoAo - P0 = - 7 0 P o - 7 0(1 - loTCFC (B.6) 

está dada por PQ = M^M, donde M = A0E0, A„ = diag ^1, (1 - 70)^, - - -, (1 — 7 0) I i2 1^ ; 

además si i y j denotan las filas y las columnas de Ec respectivamente, los elementos de 
E0 son Ea(i,j) = (—l)t+JC¿I< para j > i y E0(i,j) = 0 en caso contrario. 3 

Lema B . l [30] Si para un sistema £(k + 1) = FT(k, £(&)) existe un p > 0 (entero) 
, Tmax > 0 , ^ > 0 y C r > 0 proporcional a tal que para todo k > ko, toda £(feo) = £0 
y todo t € ( 0 , T r a a x ) 

rnaxKm < vMoW 
/ 00 \ i/P 

E l K W l n < CrlM (B.7) 
\k=ko J 

entonces, existen k y Ar > 0 proporcional a r tal que (3.2) se cumple para todo £0. 

3 Para un análisis más detallado de ambas declaraciones véase [14} 



B.4 Función de Lyapunov Discreta 

Consideremos la expresión 

AV2 = V X f c + l ^ - V ^ C f c + l)) 

= V (fr (x (fe) , 0) + P t {X (fe) ( X r e f (fe))) - V (fr (fe) , 0)) 

que en lo sucesivo por simplicidad escribiremos como 

A V2 = V(f + P)-V(f) 

Ahora, consideremos la siguiente figura para la expresión (B.8) 

Figura B.l: Teorema de valor medio aplicado a la función de Lyapunov 

Por lo tanto, por el teorema de valor medio 

( } — ( / + ? ) - / ? h e { f j + p ) 

Entonces AV2 (B.8) podemos expresarla como 

m = V(f + p)-V(f) = V'(h)p 

av 
dx(k) {h)p 



Finalmente, tomando la norma en ambos lados de la expresión resulta 

dV ||AV2|| < 
dx(k) 

< lv\\p\\ 

(h) Ibll 

donde ly = max 
dV 

k>ko dx (k) 
(h) 



Anexo C 

Observador Adaptable 

C . l Derivada de una Matriz Inversa 

por lo tanto 

0 = 

d 
= J t ^ 

- [> d 
A-^A-(A^) 

= - [ > 

1 - 1 

= - A - 1 > 1 - 1 

(C.l) 

C.2 Matriz Inversa para el Sistema Extendido 

A continuación procedemos a la deducción de la inversa para Ja matriz del sistema au-
mentado (4.20), mediante operaciones de renglón1 

(S1 s2 I 0> Si'Ri , / 

s3 ° 1 ) V 

ST1 O 

O I 

I S ^ s 2 sr1 o 

- 5 Í S T 1 / 

I S^Si 

^ &2 S3 v ± j 

\ 

-S?R1 + R2 

'En lo sucesivo Ri (¿ = 1,2) denota el número de reglón 



/ 

\ 

—Si 1S2R2 ~l" ; / Sí1 s2 

0 

1 o 

O I 

Si -1 o 

- (~S%S¡lS2 + S 3 ) _ 1 s f s r 1 ( - 5 Í S T ^ a + Ss) 
- i 

S f ^ a ( - f i f S r ^ a + S s ) _ 1 S ^ " 1 + S f 1 - S ^ a (-SfS^S* + S 3 ) X 

- (-Sg^Si + Ss)-1 SfST1 (-S%S?S2 + S3) 
„ - i 

por lo tanto 

y además 

Sii = Si 1S2 (—.S^Si 15>2 + 1S3) S2Si1 +«S^ 

= 5 r 1 + 5r 1 5a(-5Í , 5r 1 f i2 + -S's)"155,5r1 

— S^-1 — S ^ S ^ (&2S1— 5a) 1 

= 5T1 ( / - SÍ ( f i f ^ - 5 3 ) _ 1 s f ^ - 1 ) 

^ i 1 = - ( - s ¡ s r 1 s 2 + s 3 y 1 s í s : 1 

= — ^3) S j S i 1 

(C.2) 

(C.3) 
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On discrete-time output-feedback control of feedback 
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Abstract the sampling period. This specific form of stability is 
important since only then, one can guarantee that the 

In this paper, we present a control-observer scheme e x a c t discrete-time and in its turn, the sampled-data 
for discreto-time nonlinear systems. A controller and systems have certain stability properties. See [8, 9). 
an observer are proposed for a class of discrete-time 
nonlinear systems. The results obtained are applied 
to a flexible robot in order to illustrate the proposed 2. Problem statement 
scheme. 

Notation. Given any symmetric positive definite ma-
Keywords: Discrete controller, Euler discretiza- t r i c e s ^ Q w e denote by : = xyPx for any 

tion, Nonlinear Observa-, Flexible robot. x e Rn and use the constants ci, C2 in the relation 
ci||s||p < II&Hq < C2||a:||p. We will use cfor a generic 
positive constant, i.e., we will write with an abuse of 

1. Introduction notation, c + c= c2 = c. We denote by the solu-
tion of the difference equation + 1) = FT(k, £(&)) 

Motivated by the recent advances in digital technol- ^ ^ conditions fco > 0 and Ç(fco)-
ogy, discrete-time nonlinear systems control theory is We consider feedback linearizable (in continuous 
receiving an increasing attention in different aspects of time) nonlinear affine systems. We are concerned by 
control and dynamic systems theory originally devel- the output feedback problem of the Euler discretiza-
oped for continuous-time systems. Such is the case of tion of nonlinear systems in the normal form, i.e., we 
feedback linearization (see e.g. [1, 10, 11]), passivity- are interested in designing an observer and an output-
based (cf. [3]), backstepping (cf. [7]). See also [4]. feedback controller for the Euler-based system 

The present paper deals with the problem of 
observer-based output feedback stabilization of Euler 
approximate discrete-time systems under the standing 
assumption that the continuous-time system is feed-
back linearizable. In particular, we will propose a con-
trol scheme which relies on the ability to make that 
the closed loop system has a cascaded structure. Ear-
lier contributions in this direction include (2]. 

Our main contribution is an observer-based con-
troller which ensures a form of exponential stability 
which has a uniform bound on the overshoot of the sys-
tems response and a convergence rate which is linear in 

'Corresponding Author 

Í x(k +1) = Arx(k) + tB {a(x(k)) + p(x(k))u{k)} \ y = Cx{k) = x ! (k) 

where Ar — (In + tA) = 

(2.1) 

A = 

1 0 1 ••• û \ 

0 0 1 
0 0 ••• 0 

1 T 0 \ 

0 0 '•• T 
0 0 ••• 1 / 

( 0 \ 
0 

; B = 

V i / 

0-7803-7896-2/03/$17.00 ©2003 IEEE 2359 
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We assume that f3(x) ^ 0 for all x. 

We address this control problem by designing an 
exponentially stabilizing observer-based controller for 
the approximated linearizable system (2.1). More 
precisely, we will design an observer-based controller 
which guarantees the following property for the closed-
loop system: 

Definition 1. (Uniform Exponential Stability) 
The origin of the system £(k + 1) = Fr(k, £(fe)) is said 
to be uniformly exponentially stable if there exist r, 
T m a x , k > 0 and for each r G ( 0 , r m a x ] , Xj. > 0 such 
that, 

l l i (MI<r (2-2) 

VA; > ibo. If furthermore (2.2) holds for all £(¿0) 6 
BJ1 then, the origin is said to be uniformly globally 
exponentially stable. 

The property defined above is probably the most use-
ful for discrete-time systems since it imposes a bound 
on the overshoots which is uniform in the initial con-
ditions and the sampling time. Moreover, in the par-
ticular case when AT is proportional to r , this prop-
erty guarantees that the exact discrete-time model is 
(globally) asymptotically practically stable. Roughly 
speaking, this means that the solutions tend to an ar-
bitrarily small ball whose size is independent of r and 
can be made smaller as r m a x becomes smaller. See [8] 
for precise definitions and the only formal framework 
we are aware of, which establishes asymptotic practical 
stability of exact discrete-time nonlinear systems based 
on uniform (practical) asymptotic stability of approx-
imate discrete-time systems. 

3. Observer-based control 

3.1. Control design 

Consider the system (2.1) under the a c t i o n of the static 
feedhack-linearizing control law, 

(3.1) 

with — (W_p!)-p • Then, the resulting closed-loop 
system is 

x(k + 1 ) = {At - TBFQp) x{k). (3 .4) 

The following result is useful to establish our main re-
sult. 

Lemma 1. There exists r m a x > 0 sufficiently 
small such that the system (2.1) in closed-loop with 
(3.1),(3.2), (3.3) is uniformly globally exponentially 
stable with AT proportional to t G (0,Tm a x) and for 
all p > 0 such that prmax G (0,1). 

The proof of this Lemma is based on the following 
statement and is omitted here for lack of space. 
Claim 1 ([6]). Let Ac = I + 7C (A - BF) where the 
matrices A and B are in the usual Brunovsky control-
lable form, and F and C% are defined as (3.3). Then, 
for every -yc € (0,1), the unique symmetric positive 
definite matrix Pc satisfying the algebraic equation 

A?PCAC -Pe = ~jcPc - 7 e ( l - 7 c T F T F 

is given by Pc = NTN, where N — ACEC, Ac = 
diag(l, (1 - 7 C ) 5 , . . . , ( ] - 7C) ̂ ) and, letting i and j 
denote the rows and columns of Ec respectively, the 
elements of Ec are Ec(i,j) = C3

nZ\ for j > i and 
Ec(i,j) — 0 otherwise. 

3.2. Observer design 

In this section we introduce an observer for the class 
of systems (2.1) which belongs to the class of systems 
with a triangular structure. This property of the non-
linearity is important because it ensures the uniform 
observability of the system. 

An observer for the transformed system (2.1) is given 
by 

+rA^ 1 Jr[y(fc)-y(fc)] (3.5) 

where 

where a (a) and ¡3(x) are assumed to be known, ^ 
0 for all x g R" , and the external control input V(JB) is 
defined as 

«(*) = -Fnpx (3 .2) 

where the matrices F € ft1*" and 0 , g R«*« are given 
by 

n = (3.3) 
F - [C" •.. cn-l )} 

(3.6) 
n! 

A0 = diag( J --- ¿ - ) for 8> 1, 

a- - coi{ c\ - c:) with 

The term tAq1K represents the observer gain. 

Defining the estimation error as e = z ~ x, it follows 
that the dynamics of the estimation error is of the form 

e(fc + l ) = { A r - r ^ K C j e i k ) (3.7) 
+rB®;(e(fc),x(fc),tt(fc)) 
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®5(e, x, n) : = [a(e + x)~ a(x) + (0(e + x)~ 0(x))«]. 

In order to make a statement on the stability of the 
observer we need the following hypothesis. 

Assumption A. The function along the trajecto-
ries of (2.1) and (3.7), driven by any admissible control 
input «(&) satisfy 

IIB^Ce^J.ir^.titfcWII^Ixlletfc)!!» 
V& > > 0 , Vr € (0,r r aax) . 

R e m a r k 1. Notice that this assumption holds for in-
stance if, for each compact X, and defining UT {u € 
Rn : u = &~l{x) [v(®) - a (x) ] , x € X ) there exists 
h > 0 such that \\B9l{e,x,u)\\ < / i l|e||, x{k) € X and 
u(k) € Ur for all r € (0 ,T m a x ) and all k > fco > 0. 

L e m m a 2. Assume that the system (2.1) satisfies as-
sumption A. Then, there exist r ^ > 0 sufficiently 
small and 9m¡„ > 0 sufficiently large such that the es-
timation error dynamics (3.7) is uniformly globally ex-
ponentially stable with \T proportional to r 6 (0, r m a x ) , 
for all 6 > Brain such, that 6mm?max € (0,1). 

The proof of this Lemma is based on the following 
claim which is the dual of Claim 1. 

Claim 2 ([6]). Let A0 = I + j0 (A- KC) where K 
is defined as in (3.6). Then for every 7 0 € (0,1), the 
unique symmetric positive definite matrix P0 satisfying 
the algebraic equation, 

AT
0PaA0 -P0 = -tf0P0 - T o ( l - 7 „ r C ^ C , 

is given by P0 — A^M where M = A0Eo, A0 — 
d i o g ( l , ( l — 7 , , ) ^ , . . . , ( 1 — T o ) - 5 - ) and, letting i and 
j denote the rows and columns of E0 respectively, 
the elements of E0, are E0(i,j) — (-l)l+JC^lJ for 
i<j<n and E0(i,j) = 0 otherwise. 

3.3. Main result 

We can now establish the following result. 

Theorem 1. Consider the discretized nonlinear sys-
tem 

x(k + l) = ATx(fe)4-rB{a(®(fc))+/3(a;(fc)MA;)} 
y(k) = Cz{k) 

under Assumption A. Then the observer-based output 
feedback control law, 

z(k +1) = A.iW + r B ^ ^ + p ^ A ) ) ^ ) ] 
+TAj1K[y(k)-y(k)] 

u(k) = p-^zikW-FQrzW-aizik))], 

renders the equilibrium (x, z) — (0,0) of the closed-loop 
system (2.1), (3.1)-(3.3), (3.5)-(3.6) uniformly expo-
nentially stable. 

Proof : The result follows if and only if the origin of 
the estimation error and the observe dynamics, (e, z) — 
(0,0), is exponentially stable. In view of Lemma 2, 
we only need to prove that the origin of the observer 
dynamics under the control action, 

z(k +1) = ATz(k)+TB[a(z(k))+p{z{k))u(k)} 
+TAE1K[y(k)-y(k)}} (3.8) 

is uniformly globally exponentially stable. 

To prove this, we will invoke the following result. 

Lemma 3. If for a system £(fc + l ) = / T (&,£(&)) there 
exist p > 0, rmax > 0, v > 0 and <v proportional to 
r _ 1 / P such that for all k > k0, all £(fc0) = f 0 and all 
T e ( 0 , r m a x ) , 

g » l f £ ( * ) K < " I I U (3.9) 

then, there exist k and Ar > 0 proportional to r such 
that (2.2) holds for all f 0 e Rm. • 

Hence, we proceed to compute the bounds (3.9), 
(3.10) with f : = col[e, z]. We start with the bounds 
for ||e(A)||. From Lemma 2, it follows that ||e(fc)IJ.p < 
Uko)\\Poe~6^k~k"K i.e. ||e(fc)||Po < ||e(fo)lk ^ 
therefore, there exists c>0 such that 

||e(fc)||<c||e(fc0)|1 Vfc > fco. (3.11) 

Also from Lemma 2, we obtain AVek < —r2SVek, then 
evaluating the sum from fco to oo on both sides of 
AVek < -r26Vek , it follows that 

OO CO 

k=ko k=ko 
so using the equivalence of the norms || • || and || • ||p„ 
we conclude that there exists c > 0 such that 

( 00 \ 1/2 

^El|e(fc)|| 2 J (3-12) 

Next, we proceed to compute similar bounds for 
z(k). To this end, reconsider the observer dynamics un-
der the control action, and under the coordinate trans-
formation rj = ClpZ, i.e., 

rj(k+ 1) = ( I n + TP(A-BF))v(k) 

= Acr}{k) +TQpAg1KCAg1e(fc{3.13) 
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where Ac is defined in Claim 1 with 7C = rp. Define 
Vcr — o T P c a then, we get that the difference equation 
A V 0 k = V„kJrl - Vak along the trajectories of a ( fc+ l ) = 
AcCr(k) yields 

To show contradiction, assume that VT V k oo as 

= ^fc+i f̂fc 
= aT(k)[A^PcAc-Pc]a{k). 

It is easy to see from Claim 1 with 7C = rp, that 

AKfc = -rpaT{k)PMk) 

-rp( 1 - Tp)n<rT{k)FTF<y{k) 
AV^ < -rp\\a( 

Using this bound we now evaluate the difference equa-
tion AV„k = VVk_l - VVk where VVk = t](k)TPcv(k) 
along the trajectories of (3.13) to obtain 

= 
< 

< 

k —* oo. From the above we see that there exists 
k* > 0, such that AV^ < 0, which implies that 
h ( k ) f < c I W M I 2 for all k > k*. On the other hand, 
l|i?(fe)H2 <c\\v(ko)\\2+k'NTmSlX ||e(M))||a for all k < k\ 
Therefore, \\V(k)f < c M ^ f + cfc*Wrmax ||f(&o)||2 

for all k > ItQ. We conclude that there exists c > 0 
independent of r such that 

IKfc)||<c||£(Ao)|| Vk> 0 . (3.15) 

Prom the bounds (3.11), (3.12), (3.14), (3.15), and 
invoking Lemma 3 with u = c, p = 2 and cT : = 
c ( m a x { ^ 7 } ) 1 / / 2 (which is obviously proportional to 
T - 1 / 2 ) , we conclude that there exist k > 0 and Ar, 
proportional to r , such that (2.2) holds. • 

4. Application to a flexible-joint robot 

'rpHk)fPc+^N2\\e{k)\\2Pc 

+^JV||C(fc)||pJiKk)||ft 

-T(p-mn(k)fp,+^11^)11 

> 
k=ko 

We apply the results developed above to the control 
of the flexible-joint robot. The dynamic equations of 
a single link robot arm with a revolute elastic joint 
rotating in a vertical plane are given by 

Jiqi + Fiqi + k(qi - q2) + mglsm{qi) = 0 

Jmfc + - k(qi - q2) = u 

V ~ 91 
in which qi and qi are the link displacement and the ro-

y \(p ~ 1) ||i/(fc)||p —cN2 ||£(fc)||2>tor displacement, respectively. The link inertia Ji, the 
I . " J i . i : t A.t 1 - - J . : j . * i . i i i : _ i . 

where we defined N : = ||fi„A0 ^ C A J 1 ! ) . Evaluating 
the siun from to oo on both sides of the inequality 
above, and using (3.12) we obtain that 

fe=fco 

> rip-Vj^Mm^-cN-
k=k0 

which implies that 

£ u r n 2 < (h( fco) i i 2 +^ Mko)\\ 

> 1 and since TJ — Qpz, we finally 

k=ko 

hence, setting 
obtain that 

motor rotor inertia Jm, the elastic constant fc, the link 
mass m, the gravity constant g, the center of mass I 
and the viscous friction coefficients Fi and Fm are pos-
itive constant parameters. The control u is the torque 
delivered by the motor. Assuming that only q\ is mea-
sured, u is to be designed so that qi tracks a desired 
reference q r l{t) where the parameters are assumed to 
be known. Defining the state variables, 

= <?l, €2 = £3 = 92, £4 = 92» 

the model in state-space form is 

£ HQf 
k=ko 

1/2 

<^=II£(*Ô)II (3.14) 

where it is clear that c is independent of r. To deter-
mine the last bound, we recall that 

AV„fc < - r (p - 1) VVk + rN2 \\S(k)\\% . 

£1 

Î2 

¿3 

€4 

= Ç2 

= U 
Fm, k 1 

- ~ r U - -»-(Ci - c3) + «m Jm J m 
(4.1) 

4.1. Control design 

Then, using \\e(k)\\Po < ||c(fco)||P4> , we ob-
tain that 

The system (4.1) is state-feedback linearizable by 
means of the change of coordinates (cf. [5]) 

A V ^ K - r i p - l ^ + r c N ^ W e i ^ f e - 2 6 ^ - ^ . x t = i 1 ( 
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®2 = £2 

Ffc ^ Fimgl . _ . XA = j p 2 + 

ropi . s , mgl . 

and feedback 

ti = 10"1 [„(as) - a(a:)] 

where /3(x) = T^J— and 

. , /mgl . F\mgl Ct(s) = \~J~ S l n a ; i Jp—COSX1 + 
Ji J 

X2 

mgl (k F?\ 

Ft mgl . X. —H—=— smxi + - x3) Ji Ji Ji 
kFi k 

- I f ^ h 
k . , Fm 

— (®1 -®3) - -t-*4 Jm «̂ í» 

The external control is given by v(x) = —F£lpx, where 
the matrices F and Clfi are defined as in (3.3), i.e. 

F = ( C? CI (% C\ ) = ( 1 4 6 4 ) and 
Qp = diag(p4,p3,p1,p). 

Then the external control is given by 

«(«) = -FUpX 
= -(p4 xi + Ap3X2 + -6p2X3 + ApXi). 

4.2. Observer design 

According to Section 3.2, the observer is given by 

Therefore, the observer becomes 

Zi(k + 1) Zi(fc) +TZ2(k) + 4 T$ (X! {k) - 21 (fc)) 
Z2(k + 1) = Z2(k) + T23(A) + 6r02 (Xi(fc) - Ztik)) 
z3(k + 1) = z3(k) + TZi{k) + 4t03 (Xl(k) - Zi(k)) 
*s(k + 1) = z3(k) + T(x(z(k)) + TP(z(k))u(k) 

+T04 (xX(k) - Z,(fc)) . 

4.3. Simulation resuits 

Numerical simulations were carried out to assess the 
closed loop responses of a flexible-joint robot using 
the above observer and controller algorithms was per-
formed for the following numerical values: m = 0.4 Kg, 
g = 9.81 m/s2 , I = 0.185 m, Jt = 0.002 N-ms2/rad, 
Jm = 0.0059 N-ms2/rad, k = 1.61 N-m-s/rad 

The initial conditions for the numerical sim-
ulation were selected as follows: fco ~ 0, 
®(0) = col ( 0.1 0.2 0.03 0.04 ) and z(0) = 
col ( 0.2 0.3 0.15 0.25 ) . The sampling period 
was set to r = 0.0001. The parameter of the controller 
gain was set to p = 30, the parameter design of the ob-
server was chosen as 9 = 80 and finally, the reference 
signal is (¡ri (t) = | sin (4t). Figures 1-4 illustrate the 
performance of the proposed scheme. 

5. Conclusions 

An observer-based controller for feedback linearizable 
discrete-time nonlinear systems of Euler type was pre-
sented. Uniform exponential stability of the closed loop 
system was established. This allows to conclude on 
the practical asymptotic stability of the corresponding 
sampled-data system. 

The usefulness and the performance of the proposed 
scheme mis illustrated on the application to a flexible-
joint robot. In particular, simulations show the fast 
convergence of the observer. 

2(fc + l) = Arz(k)+TB{a(z(k))+j3{z(k))u(k)} References 
+rAj1K[y(k)-y(k)] 

where the observer gain is 

rAllK = t 

( 46 \ 
602 

48s 

\04 

with Ag1 = diag(e, 02, $3, tf4); 
K = col ( Cl CI Cl Cl)= col { 4 6 4 1 ) . 
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Abstract 

In this paper, we consider a class of nonlinear systems 
which are discretized via an Euler discretization proce-
dure. A control design based on sliding-mode techniques 
is proposed. Furthermore, a discrete-time nonlinear ob-
server is used. The proposed controller-observer scheme 
is applied to a synchronous generator connected to an 
infinite bus. Simulations are carried out to show the 
performance of the controller-observer scheme. 

Keywords 

Discrete-time systems, Sliding-mode, Nonlinear ob-
server, Synchronous generator. 

1. Introduction 

The increasing complexity of electric power systems 
demands more efficient and powerful methods to en-
sure the control and operation of such systems. One 
of the strategies to improve the dynamic performance 
and large disturbance stability of synchronous genera-
tors consists in the design of excitation controllers. The 
main control function of excitation system is to regulate 
the generator terminal voltage. 

Various techniques have been recently investigated to 
tackle the problem of transient stability by considering 
nonlinear models (see, for example [1, 3, 6]). Alter-
natively, the sliding-mode control technique has been 
extensively used when a robust control scheme is re-
quired [2, 8]. Usually these methods are developed for 
continuous-time representation. 

However, these controllers are implemented via digi-
tal computers, then several different methods have been 
proposed to design digital controllers for continuos-time 
plants. One approach, which sometimes is refered to 
as the emulation method, considers a continuous-time 
plant model for which a continuous-time controller is 

'Corresponding Author 

designed, then the controller is discretized and imple-
mented using sampler and hold devices. A second ap-
proach a discrete-time controller is designed using an 
exact disctre-time model of the plant. However, it 
is well-known that to obtain the exact discrete-time 
model is not evident. Instead, an approximated discrete-
time model can be obtained using some numerical in-
tegration scheme. One of the simplest schemes is the 
Euler discretization. Furthermore, taking into account 
the new results which guarantee, under suitable condi-
tions [7], that if a controller stabilizes an approximate 
(Euler) discrete-time model then for sufficiently small 
sampling periods the same controller will stabilize the 
exact discrete-time plant model in semiglobal and prac-
tical sense. 

On the other hand, when all states of a control system 
are not available for feedback, an observer is necesary. In 
the nonlinear continuous-time case, several results have 
been proposed (see[5]). For discrete-time nonlinear sys-
tems this problem remains open, and some results have 
been proposed. In this paper, we present an observer 
design for a specific class of discrete-time nonlinear sys-
tems considered here. 

In this paper, we propose a stabilizing control law 
based on sliding-mode methodology, which allows to 
trade a rotor angle reference for a synchronous gener-
ator. The controller-observer scheme is then applied to 
the model of a synchronous generator and the overall 
stability is shown via simulation. 

The paper is organized as follows. In Section 1, we 
introduce some basic notions on the structure of the 
class of nonlinear systems considered in this paper. The 
control and observer design proposed in this work are 
also introduced is given in Section 2 and 3 respectively. 
In Section 4, the controller-observer scheme is applied 
to the model of the synchronous generator and numer-
ical simulations are presented. Finally, conclusions are 
drawn. 
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2. Problem setting and definitions 

We denote by £(fe) the solution of the difference equation 
£(k +1) = FT(k,£(k)) with initial conditions ko > 0 and 

We consider the following class of continuous-time 
nonlinear systems 

m 
(2.1) 

using the Euler approximation under the assumption of 
a sufficiently small sampling period, 

Enld 
. I e(fc+1) = * ( * ) + T {/(e(fc))+ 

y(k) = h(m) 
(2.2) 

where for simplicity we denote £(fc) = €(kr), for r fixed. 
in the sequel, the following definition can be used in 

order to design a controller and an observer. 
Definition 1. Let E C .R™ be a compact set. The sys-
tem (2.2) is locally feedback linearizable if there exists 
a diffeomorphism T : S X C i? 1 such that X = T(E) 
contains the origin and defining x — Y(£)> the system 
(2.2) can be transformed into 

case when AT is proportional to t, this property guar-
antees that the exact discrete-time model corresponding 
to (2.1) (hence with a discretized control input) is (glob-
ally) asymptotically practically stable. Roughly speak-
ing, this means that the solutions tend to an arbitrarily 
small ball whose size is independent of T and can be 
made smaller as r m a x becomes smaller. 

3. Sliding-Mode Control Design 

In the sequel, a control design based on sliding mode 
techniques is proposed. The main idea is to design 
an asymptotically stabilizing feedback control law as-
suring the sliding motion on a (n-m) dimensional space 
M C IV1. Consider the following nonlinear discrete-time 
dynamics 

" I y~ Cx(k) = (fc) (3-1) 

2tfLD r x(k + I) = ATx{k) + tB {a(*(fc)) + ß{x(k))u(k)} 
: 1 V = Cx (k) = xi (k) 

( 1 T 

The objective of the sliding mode control strategy is 
to steer the states of the system into a (n-m) dimensional 
manifold M and to maintain the subsequent motion of 
the trajectories on Al, such that as k —» co, x{k) —* 0. 

For this system a sliding mode control is designed by 
considering the following switching surface 

where AT = ( I n + tA) — 

0 \ 
(2.3) a{k) = ST (x(k) - *«,(*)) (3.2) 

( 0 1 

0 0 
0 0 
0 \ 

0 
\0 
0 

B = 

r 
1 / 

' 0 \ 

0 - . 1 
0 ••• 0 / \ J / 

C = ( 1 0 • • • 0 ) and r is the sampling period, 
see [4). 

We will address the above mentioned control problem 
by designing an observer-based controller scheme for the 
system (2.3). More precisely, we will design an observer 
for which the following property can be verified: 
Definition 2. (Uniform exponential stability) The 
origin of the system + 1) = FT{k,£(k)) is said to 
be uniformly exponentially stable if there exist r, r m a x , 
k. > 0 and for each T 6 (0,FMAX ), Ar > 0 such that, 

where 5 is a vector: S — col ( Si ,..., Sn ) and 
xref(k -f 1) — xref(k) is a constant reference signal. 
We assume that STG(x(k)) is invertible. 
R e m a r k 1: 

i) FVom Definition 1, the system (2.2) can be trans-
formed into (2.3), which can be expressed as system 
(3.1) by taking ^T(x(fc)) = A x{k) + TBa(x(k)) and 
gr(x(k))=rBß(x(k)). 

ii) It is clear that there exist others possibilities to 
define the switching surface. The choice depends on the 
control objective. 

The proposed control is designed in two steps. Firstly, 
the equivalent control ue(k) is determined when the 
system motion is restricted to the switching surface 
a(k + 1) = 0, so that the control satisfying this slid-
ing condition is given by 

uK{k) = [SreT(x(fc)] 1 [S^XMfc)) - STxreJ(k + 1)] 

The next step is as follows. A regulation control Au 
is added in order to satisfy the reaching condition. A 
necessary and sufficient condition for assuring both slid-
ing motion and convergence onto M is the discrete-time 
reaching condition which can be stated as 

|ff(fc + l)|<|a(fc)| 
which must be satisfied (see [2j). For that, the switching 
surface can be chosen as 

<r{k + 1) = t]ST (x{k) - xTej(k)) rja(fc) (3.3) 

IIC(MI<' ||i(*)ll<*l|e -Mfc-fco) Vfc> feo. 
(2.4) 

If furthermore (2.4) holds for all f(fco) € i T then, the 
origin is said to be uniformly globally exponentially sta-
ble. 

The property defined above is probably the most use-
ful for discrete-time systems since it imposes a bound 
on the overshoots which are uniform in the initial condi-
tions and the sampling time. Moreover, in the particular 
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where 0 < rj < 1 is a scalar weighting value. It is clear 
that this choice satisfies the reaching condition, i.e. 

vHk)\<\a(k)\. 
Then, the regulation control Au can be designed as 

follows 
Au(k) = [<S2'£r(z(fc))] - 1 [r,S? (x(k) ~ «„,(*))]. 
Finally, the control law is given by 

«(A) = ue(k) + A u(k) (3.4) 

The stability properties of a(k) = 0 in (3.3) can be 
studied by means of the candidate Lyapunov function 
V{cr(k)) = <rT(k)a(k). It follows that 

K(<x(fc+1))-K(a(fc)) = aT(k + l)a(k + l)-o-T{k)w 
= ~{l-r?)oT(k)o(k) 

or equivalents V{a{k +1)) = i ^ V ^ k ) ) 

Hence, V(<r(k + 1)) 0 as fc -» oo. 
To prove the stability of the closed-loop system un-

der control action u(k) it is necessary to introduce the 
notion of ultimate bound for the solutions of the unper-
turbed system 

£(fc + l ) = FT(£(fc),fc) (3.5) 

where FT(£(fc), k) = £(fc) + r/(£(fc)), which will be used 
to study the stability properties of a class of perturbed 
discrete nonlinear systems when the equilibrium point 
is affected by a small perturbation in some sense. 
Definition 3. The solutions of system (3.5) are said 
to be uniformly ultimately bounded if there exist positive 
constants (3l and /32 and for every r € (0, /32) there is 
a constant T = T(r), such that 

|||(A*)||<r=>||£(fc)li</?i, Vfc> fco + r. 
The constant /3i is known as the ultimate bound. 

Furthermore, we introduce a result of existence of the 
ultimate bound for the solution of system (3.5). 

Consider the following assumptions: 
A l . There exists p, > 0 such that the equilibrium point 
£ = 0 is uniformly stable on 
A2. There exists a continuous function V : Br x Z+ —» 
R such that 

cium2 <v(t,k) <C2M(k)f 
AV(S,k)<-c3\\$(k)\\2 

for 0 < fi < for some positive constants Ci,C2 
and eg, for all k > 0 and for all f € BT. 
Theorem 1. Consider the system (3.5). Assume that 
Al and A2 hold. There exists a class KC function 

.) = 4>(.)p(.) such that p is a function of class K, p 
is a decreasing function and a finite time fcj, depending 
on £(fco) and p,, such that the solution of (3.5) satisfies 

mm<m(ko)\\)p{k-ko) 
and 

for ||€(*o)|| < 

Now, the system (3.1) under the action of the control 
(3.4) yields the closed-loop system 

ar(k + 1) = /r(x(fc),0) +Pr(*(fc) ,x r e / (A0) (3.6) 

where 
fT(x(k),Q)=Fr(x{k)) 

+Gr(x(k)) [^(«(fc))]"1 [»^»(feJ-^JvMfe))] 
and 
pr{x(k),xref(k)) = gT(x(k)) [ S ^ r W * : ) ) ] - 1 x 

[SPxredk+V-nSPxrefik)] 
It is clear that the closed-loop system (3.6) can 

be seen as a system with a unperturbed part, repre-
sented by fT(x{k),0) and a perturbed part given by 
pT(x(k),xref(k)). 

From the boundedness of the columns oiOT{x(k)) and 
the non-singularity of ST<7r(x(fc)), it follows that the 
perturbed part satisfies the following inequality 

¡|pT(a;(/;),a;I.e/(fc))|| < h ||a;(fc)||2 + l2 ||a;re/(fc)||2 (3.7) 

for x(k),xref(k) 6 Br, where h and fe are positive con-
stants. 

Now, we consider the following assumptions about the 
perturbed system: 
A3. The equilibrium point of x(k + I ) = fr(x(k), 0), is 
locally exponentially stable. 
A4. The reference signal xref(k) is uniformly bounded 
and satisfy ||®re/(fc)l| < 6, for some positive constant b. 

By a converse theorem of Lyapunov, assumption A3 
assures the existence of a Lyapunov function F(x,fc) 
which satisfies 

Cl \\x(k)f < V{x,k) < c2 IIx(Jb)H2 (3.8) 

AVJ (x,k) = V(x, k + 1) - V{x, k) < - c 3 ||a;(fc)||2 (3.9) 

for some positive constants ci,ca and C3. 
Then, the forward difference function AV(x, fc) along 

the trajectories of the closed-loop system is given by 
fc) = A Vi(a, fc) + AV2(x, k) 

where 
AVi(rc,fc) = V(fr(x(k),0),k + 1) - V{x,k), 

and 
AV2(x, fc) = V(fT(x(k),0) + Pr{x(k),xref{k)),k + 1) 

-V(/T(x(fc),0),fc + 1). 
Furthermore, from assumption A4 and (3.7), the func-

tion AVv(x, fc) satisfies the following inequality 

)AV2(s,fc)l < iPl)±/T(x(fe),0)+pT(i(fc),3:re/(fc))|| 
< lph Hx(fc)||2 + ipl2 ||«r6/(/i)||2 

< ipMMfc)ll3 + ipW? 
Using the condition (3.9) and the above inequality, we 

AV{x, fc) < -(a - lph) ||x(fc)[|2 + lphb2. 
If Ji is sufficiently small such that ¿l < /1 < t 1 is 'p 

satisfied. It follows that 
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AV(x,k)<-a\\x{k)\\2 + lpl2l? 
where a = (03 — l p h) . 

Then, the forward difference function AV(x, k) satis-
fies 

AVfok) < —(1 — 7)0 ||a;(fc)||2 — 70||®(&)[|2 + Iphb2 

< —(1 — 7 )0 ||a:(fe)||2, 

for some 7 such that 0 < 7 < 1 and for all ||a;(fc)|| > 
[EhE. 

V * 

It follows that h < ^r||x( fe ) f for ||x(£)|| < ^ / J r , 

and a bound for J2 is given by ¿2 < h < r p r f ^ 2 - i ^ 0 1 0 

Theorem 1, the ultimate bound of the solution of system 

(3.6) is given by 5 = 

where the solutions of the slow system satisfy 

for some finite time k\. 
Tb prove that the closed-loop system is locally ulti-

mately bounded, we have the following lemma. 
L e m m a 2. Consider the discrete-time nonlinear system 
(2.2) for which a control (3-4) is designed. Suppose that 
assumptions A3 and A4 hold. Then, there exist posi-
tive constants li and ¿2 such that, for any initial state 
x(ko), the solutions of the closed-loop system (3.6) are 
ultimately bounded. 

For xref(k) = 0,Vfe > fco; the following result can be 
obtained. 
Corollary 1: Consider the discrete-time nonlinear sys-
tem (2.2) for which a control (3-4) is designed. Suppose 
that assumption A3 holds. Then, there exists a positive 
constant h such that, for any initial state the 
solutions of the closed-loop system (3.6) are uniformly 
exponentially stable. 

4. Observer design 

In this section we introduce an observer for the class of 
systems (2.3) which belongs to the class of systems with 
a triangular structure. This property of the nonlinearity 
is important because it ensures the uniform observability 
of the system. 

An observer for the transformed system (2.3) is given 
by 

¿(fc + l) = ^(feJ+rBtaUtfcD+^fsife))«^)] 
+TA^ 1 i r [y ( fe ) -y ( fc ) ] (4.1) 

where 

A0 = diag( f ^ ) for 9 > 1, (4.2) 

i f = col(Ck C » ) with ^ = 

The term r A j l K represents the observer gain. 

Defining the estimation error as e = z - x, it follows 
that the dynamics of the estimation error is of the form 

e(fc +1) = (At - rA^ffC) e(Jfc)+rB*; (e{k),x(k),u(k)) 
(4.3) 

where <P£(e, x, u) := [a(e + x) - a(x) + (fi(e + x) - 0(x)) «]. 
In order to make a statement on the stability of the 

observer we need the following hypothesis. 
A5. The function along the trajectories of (2.3) 
and (4.3), driven by any admissible control input u(k) 
satisfies 

||B^(e(A;),s(feWAO)ll < h ||c(fe)||, V * > fco > 0 , 
V r e ( 0 , r m a x ) . 
R e m a r k 2. Notice that this assumption holds for in-
stance if, for each compact X, and defining 

Ur := {u € iT : u = [«Sr0r(i(i))]_1 x 
[STxref(k +1) + r,ST (x(k) ~ xref(k)) - STfr(<k))] , 
x € X} there exists l3 > 0 such that |[B^(e,rc,u)|| < 
h ||e||, x(k) e X and u(k) € Ur for all r € (O.T.nax) and 
all k > fco > 0. 
L e m m a 3. Assume that the system (2.Z) satisfies as-
sumption A 5 . Then, there exist r m a x > 0 sufficiently 
small and 0min > 0 sufficiently large such that the es-
timation error dynamics (4-3) is uniformly globally ex-
ponentially stable with XT proportional tor € ( 0 , r m a x ) , 
for all 9 > 0mi„ such that &miDTmax € (0,1). 

The proof of this theorem is based on the following 
claim. 
Claim 1. Let A* = / + 7 0 (A - KC) where K is de-
fined as in (4-2). Then for every •y0 € (0,1), the unique 
symmetric positive definite matrix P0 satisfying the al-
gebraic equation, 

AlP0Ao ~-P0 = - 7 0 P 0 - 7 o ( l - 7 0 ) " ( T C , 
is given by P0 ~ M7 M where M = A 0 E 0 , A„ = 

dia3( l , ( l — 7 0 ) 5 , . . . , ( 1 — 7 0 ) ^ ) letting i and j 
denote the rows and columns of Ea respectively, the ele-
ments of E0, are E0(i,j) = ( - l ) l + J C j l J fori<j<n 
and E0(i,j) = 0 otherwise. 

5. Application to the Synchronous Gen-
erator 

In this section, we apply the previous control and ob-
server design techniques to a synchronous generator. 
We consider a synchronous generator connected through 
purely reactive transmission fines to the rest of the net-
work which is represented by an infinite bus, i.e. a ma-
chine rotating at a synchronous speed oj3 and capable of 
absorbing or delivering any amount of energy [6]. Such 
a generator can be modelled as 

di> 

M-^=Tm-Pg (5.1) 
T = ~ {^r)vco<6) + Eft 
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where 8 = ¿Eq — LV is the generator rotor angle re-
ferred to the infinite bus (also called power angle), u = 
• 
8 is the rotor angular speed and Eq is the stator voltage 
which is proportional to flux linkages. M is the per unit 
inertia constant, Tm is the constant mechanical power 
supplied by the turbine, and T ^ is the transient open 
circuit time constant. Xd = x^ 4- xl is the augmented 
reactance, where x^ is the direct axis reactance and xl 
is the line reactance, X'd is the transient augmented re-
actance and V is the infinite bus voltage which is fixed. 
Pg is the generated power while Efd is the stator equiv-
alent voltage given by field voltage vj. 

Pa = irE'qVsm(S) + J - J j ) V*4nm, 

j? 
Ef * ~ l2RiVS 

where vj is the scaled field excitation voltage, x'd is the 
transient direct axis reactance, xq is the quadrature axis 
reactance, Mf is the mutual inductance between stator 
coils and R j is the field resistance. We only consider 
the case where the dynamics of the damper windings 
are neglected, i.e. D = 0. 

For a given constant field voltage Efd = E j d , the 
generator possesses two equilibrium points - one stable 
and one unstable. Throughout this work, the analy-
sis and design are made around the stable equilibrium 
point eventhough similar analysis can be made around 
the unstable equilibrium point. Setting (6*, w*, E f ) 
as the stable equilibrium point of (5.1), then the sys-
tem, represented in terms of the deviations variables 
A6 = 6-6*,Auj = uj-Lj*,AE'q = E'q-E'qt,u = E f d -
E*jd and of the following constants "H = 7712 
-v MX1 

_ V ) ^ = b ^ b y 

dA6 = A<J 

<&3L 
= mi + {m2(AE'q + E'q*) + m 3cos(£)} sin(£) 

dt 
q = m4(AE'g + E f ) + m 5 cos(5) + mefa + E}d) 

(5.2) 
where 6 = A6 + 6*. Defining the following change of 
variable xi = AS, xi = Aw, z 3 = AE'g, and applying 
the methodology given in section 2, it follows that the 
Euler approximate model of the synchronous generator 
is given by 

x(k + 1) = TA:-r(fc)) + Gr(s(fe))u(fe) (5-3) 

where Fr(x(k)) = x(fe)+ 
/ *a(A) \ 

+ r mi + { m 2 ( x 3 ( f c ) + E f ) + m3 cos(®0} sin(:ri) 
\ rri4(x9(k) + E f ) + m5cQ3{xi(k))+rrmE}d J 

gr(a:(fc))=T^ 0 j , + 

A. Control law design, 

In order to regulate the power angle of the generator 
(5.3), the following switching function was chosen 

o(k) = ST{x{k)-xref{k)) (5.4) 

= Si (a?i(k) - xt„/(*)) + S2x2{k) + S3xz{k) 

where «Si, S2 and «S3 are constants that are chosen to 
satisfy the sliding condition and xi r e/(fc) is a constant 
reference signal. 

Then the control law is given by 
u(k) = ue(k) + Aw(fc). 

B . Observer design 
Consider the following change of coordi-

nates a?i = A5, X2 = Aoj, x 3 — mi + 
{m2{AE'q + E,J*) + m3cos(fi)} sin(5). Taking the 
Euler discretization , we obtain 

xi(k + 1) = ®i(fc) + rx2(k) 
x2(k + 1) = x2(k) + TX3(k) 
x3(k+l)=x3(k)+T{m4(AE'q(k)+Ef) 

+ m 5 cos(5) + m6(u(k) + E j d ) } 

(5.5) 

where m4Ef + cos(£*) + m$E*jd — 0. 
The dynamic system described in the new coordinates 

has the following structure 

x(k + 1) = Arx{k) + TB {er(aj(fc)) + 0(a:(k))u(/fc)} 
y(k) = Cx(k) (5.6) 

where a(a;(fc)) and 0(x(k)), in the original coordinates, 
are given by 
cx(x(k)) = ma sin(8(k) + TAu>(k))E'q* + AE'q(k) 

+ r m 4 ( A ^ ( f c ) + E f ) + rm5 cos (6(k)) 
+ m 3 cos (S(k) + rAcj(fc)) sin (6(k) + 7 A w(fc)) 
- (m2(A£^(fc) + E f ) + m 3 oos(6(Jb)) sin (6(k)) 

0(x(k)) = Tm2m$&m(6(k) + rAw(fc)) 
Then, an observer for system (5.6) is of the form 

z(k + 1) = ArZ(k) + TB + ¡3 ( z ( k ) ) u{k)} 

+rAglK[y(k)-y(k)\-
where K = col ( C|, C|, C33 ) = col ( 3, 3, 1 ) , 
and the observer gain is given by 

tA^K = col ( 3rd, 3r0 2 , r f ) . 
C. Simulation results. 

The simulations were done considering the follow-
ing nominal values of the generator's parameters (per 
unit) Tm = 1; M = 0.033; u>a = 1; T^ = 0.033; 
Xq = Xd = 0.9; X'd = 0.3; V = 1.0. Furthermore, the 
stable equilibrium point was obtained from (5.1) for a 
stator equivalent field equivalent voltage E j d = 1.1773: 
8* = 0.870204, w* = 1, Ef = 0.822213. The con-
trol and observer parameters are chosen as Si = 5 , 
«S2 = 2 ,S 3 = 2, 77 = 0.1, 0 = 0.8 and r was chosen 
as r = 0.01. 

Simulations were performed with the proposed 
discrete-time controller-observer scheme. First, in order 
to illustrate the performance of the observer, we con-
sider the open-loop case. For this set of simulations, the 
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initial conditions for the generator variables and the esti-
mates were fixed to 5(0) = 0.8, o>(0) = 0.1, £%(0) = 0.8, 

6 (0) = 0.79, u (0) = 0.0 and E'q (0) = 0.8. Figures 1-3 
show that the estimates given by the observer converge 
to the state of the system in open-loop. 

In Figures 4, the performance of the observer-
controller scheme is shown, where the initial conditions 
of the system were fixed as : ¿(0) = 0.77, w(0) = 0.1, 
£^(0) = 0.85. From this plot, we can see that the power 
angle converge to the desired reference. 

6. Conclusions 

In this paper a discrete-time nonlinear controller-
observer scheme has been developed and applied to the 
continuous-time model of a synchronous generator. A 
tracking control was designed for the generator using the 
sliding-mode technique. Furthermore, an observer was 
designed to estimate the internal voltage and the angu-
lar speed, assuming that the power angle is available. 
Simulations results have shown the good performance 
of the observer-controller scheme. 
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Abstract—A recently proposed adaptive observer for time-
varying linear systems [21] is revisited on the basis of the well-
known Kalman-like design for state affine systems [13], [4]. 
This approach in particular allows to emphasize the possible 
arbitrary rate of convergence in the design. The corresponding 
observer is applied to a problem of state and parameter 
estimation for a synchronous machine connected to an infinite 
bus, and its performances are illustrated in simulation. 
Keywords: State affine systems, adaptive observers, exponential 
convergence, synchronous machines. 

I . INTRODUCTION 

The problem of parameter identification has been 
extensively studied in many aspects during the last decades, 
including the problem of nonlinear systems, but generally 
without taking care of lack of state-space measurements. In 
tiie same time, the problem of state estimation for nonlinear 
systems has attracted a growing attention in the control 
community, and several results have been proposed to tackle 
this problem. 
When dealing with the simultaneous estimation of state 
variables and constant parameters, the situation becomes 
more difficult, and the resulting problem of so-called 
adaptive observer has also attracted the attention of various 
control research groups. In short, an adaptive observer 
is a recursive algorithm allowing the joint estimation of 
the state and the unknown parameters in a dynamical 
system. Different approaches have already been proposed, 
in particular for linear systems (e.g. as in [7], [14] for early 
results, and [21] for a recent one), but also for nonlinear 
ones (see e.g. [2], [15], [5] and references therein). 
Such adaptive observers are motivated by purposes of fault 
detection and isolation, signal transmission and adaptive 
control for instance. Here we are more particularly interested 
in such problems in the field of electrical power systems. 
There has indeed been a growing interest in this field during 
the last few years [10]. One of the problems in power 
systems is to preserve stability under changes in operating 
conditions, in particular due to network disturbances. 
Several control techniques are already available, but 
generally assuming that all components of the state vector 
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are measurable and all the parameters are known.Such a 
situation is most likely not met in practice, and in turn 
hinders the possibility to apply the corresponding controllers. 

The purpose here is thus to take advantage of recent 
developments in adaptive observers to discuss some 
algorithm for both state and parameter estimation for a 
class of nonlinear systems which can in particular be found 
in power systems: the considered class of systems is that 
of state-affine systems, and an illustration is given by the 
case of a synchronous generator connected to a infinite bus. 
The basic ingredients of our discussion are that of adaptive 
observer for linear time-varying systems as in [21] on the 
one hand, and that of state observers for state-affine systems 
as in [13], [4] on the other hand. Basically we show that 
by choosing a time-varying gain in the adaptive design of 
[21] (roughly as in [20]), we end up with an observer which 
actually corresponds to the well-known Kalman-like design 
for state-affine systems. This in turn yields a design with 
arbitrarily tunable rate of convergence. These results are 
illustrated in simulation for a synchronous machine. 

The paper is thus organized as follows: in section n, 
previous results on adaptive observers for linear time-varying 
systems on the one hand, and state observers for state affine 
systems on the other hand, are recalled, highlighting the 
relationship between the two approaches. As an illustrative 
application, the case of a synchronous generator model is 
then considered in section m, where simulation results for 
the state estimation and simultaneously the identification of 
the mechanical power, are presented. Finally, some conclu-
sions are given. 

I I . BACKGROUND RESULTS AND PROPOSED 
INTERPRETATION 

A. Exponential adaptive observer for linear time-varying 
systems 

Let us recall here the basic result of [21] on adaptive ob-
server design for linear time-varying systems of the following 
form: 

x{t) = A(t)x(t) -f B(t)u(t) + $(t)0 m 

y(t) = C(t)x(t) 
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where x, u, y classically denote the state, the input and 
the measured output vectors respectively, and 9 some vec-
tor of unknown parameters. A, B, C, $ are assumed to be 
known matrices of appropriate dimensions, continuous and 
uniformly bounded in time. 
The main result of [21] can be summarized as follows: 
If the following assumptions hold, 

(Al) There exists a bounded time-varying matrix K(t) such 
that: V (t) = (A(t) - K(t)C(t))r}(t) is exponentially 
stable. 

(A2) The solution A(i) of A (t) = [A(t) - i f (*)C(i)]A(i) + 
is persistently exciting in the sense that there exist 

a, 0, T such that: 

/

t+T 

A(r)TCrS(r)a(r)A(r)dr < 01 (2) 
for some bounded positive definite matrix E. 

Then, the system (3) below is an exponential observer for 
system (1), in the sense that for any set of initial conditions, 
x(t) - x(t) and 0(f) — 9 exponentially decay to zero: 
A (i) = [A{t) - K(t)C(t)]A(t) + * ( t ) 
¿(t) = A(t)x{t) + B(t)u(t) + ${t)9(t) 

+ [K{t) + A(i)rAT(*)CI,(t)2(t)]-Itf(*) " C{t)x{t)] 
6{t) = TAT(t)CT(t)'2(t)[y(t) - C(f)x(t)] 

(3) 

Taking advantage of classical recursive least square 
algorithms, an adaptation law for the parameter gain f of 
the above observer can obviously be obtained as follows 
(e.g. as in [20]): 

f (t) = -r(i)AT(t)Cr(i)2(t)C(t)A(t)r(i) + AT(t), 
(4) 

for A > 0. 
Our purpose here is to discuss such a design at the light of 
available results on observers for state-affine systems U3]> 
[4]. 

B. Kalman-like interpretation of the adaptive observer 
Let us first recall the result on state observer design for 

so-called state-affine systems of the following form [13]: 

x = A(u,y)x + <p(u,y) (5) 
y = Cx 

where the components of matrix <4(rt,t/) and vector <p(u,y) 
are continuous functions depending on u and y, uniformly 
bounded. 
The result is as follows: 
If the input is persistently exciting, in the sense that there 
exist a, 0, T such that: 

rt+T 
al< J $ll(i,T)ra7'S(T)Ciu(iJT)dr < 01, (6) 

where denotes the transition matrix for the system x = 
A(u,y)x, y = Cx, and E some positive definite bounded 
matrix. 
Then, an exponential observer for system (5) is given by: 

A = A{u,y)x + y{u,y) + S-lCTlZ(y-Cx) (7) 
y = Cx 

where S is the solution of the equation: 

S~-pS~A{u,yfS-SA(u,y)+CTZC, S(0) > 0 (S) 

for some positive constant p sufficiently large. 
Defining indeed die estimation error as e =x — x , the error 
system is given by: 

e= {^ (u , y) - S^C^ZC} e (9) 

and from (6), V(e) = eTSe is a Lyapunov function for this 
system satisfying V< -pV [13]. 

Now, in the case of a system affine in the state and 
depending on unknown parameters in an affine way, a mode) 
can be given as follows: 

x = A{u, y)x + ip(u, y) + y)9 (10) 
y = Cx 

where $ satisfies the same properties as A, ¡p. 
Assuming excitation condition (6) for state estimation on the 
one hand, and some additional one of the form (2) with K = 
S^C? and S as in (8) for parameter estimation on the other 
hand, an adaptive observer can be proposed as follows (where 
S$ corresponds to T" 1 of (4)): 

x = A(u,y)£ + <p(u,y) + $(u,y)0 (11) 
+ {h.Sg1ATCT + S j 1 C 7 *} E (y - Cx) (12) 

• 

9 = S^" 1 A t C t E (y — Cx) (13) 

A = { ¿ ( u ^ - S - ^ C j A + ^ y ) (14) 
S, = -p*Sx-A(u, y)TSx~SxA(u, y) + C T S C (15) 

Sg = -pBSe+ATCTXCA., Sx(0) > 0, Sf l(0) > 0(16) 

where px and pe are sufficiently large positive constants (and 
E is as in (2)). 
With ex := x — x and eg := 6 - 9, we indeed get: 

ex = {A(u,y)-ASg1ATCT^C-S-1CT^C}ez 

+${u,y)ee 

ee = -SjlATCTVCex 

and following the same idea as in [21], the transformation: 

€s = ex - Ate, 
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ex = {A(u,y)~ASjlATCT^C-S;lCfI'YiC}ex 

+ $ ( u , y ) e 0 - A tff - A fe . 
Replacing the suitable expressions in die above equation, 

we finally get: 

4 = { ¿ ( « . r i - S - ^ E C } « * (17) 

*0 = - S ^ A ^ S C ^ + Ae*) (18) 

Now noting that under the considered excitation conditions, 
Sx and S$ are positive definite matrices [4], one can choose: 

V{t.x ,ee) = e*Sxex+eJSee9 

as a Lyapunov function. Then, the time derivative of V is 
given by: 

V(eX}te) = eZ{A(u,y)-S-1CTXC}TSxex 

+ eTSx{A(u,y)-S~lCT-£C}ta 

- (ex + Aegf{Si1ATCfrT,C}TSe€<t 

- eJS9 {S^1AtCt£C} (e, + A«*) 

+ ej Sx ex + €q Se eg 

and substituting the appropriate expressions, we obtain: 

V ,ee) = -px4 Sx€z - peeJSeee - eJ'C^SCe* 

-4ATCTVCAee 

Since - e J C ^ S C i , - e ^ E C A e * - e f A T C r H C t x 

= - (tx + Ae<>)T C ^ E C (e,. + A«*) < < 0, it follows that: 

V (ex ,co) < -f>xtlSxtx - petgSgee 

which finally gives: 

V <€x ,€$) < -pV(ex for p =. min^.pff) . 
(19) 

As a conclusion, ex and e$ exponentially go to zero with a 
rate driven by p, and so does ex. 

Discussion on observer (12)-(16); 
First of all, in view of the form of the considered system 
(10), it is clear that extending the state vector by the vector 

of constant parameters 8, into X : = ^ ^ ^ , the state affine 

structure is preserved: 

X - l o 0 ) x + [ o ) 
:=F{u,y)X + G(u,y) 

y=(C 0 ) X = H X 
Obviously if the condition (6) is satisfied for this extended 
system, an observer of the form (7) can be designed for X, 

providing an adaptive observer for the original system. 
Now our point is that observer (12)-(16) is actually the 
same as observer (7) for (20): 

Proposition 2.1: The adaptive observer design (12)-
(16) for system (10) coincides with observer (7) for system 
(20) when px ~ p8-

Proof. Let S denote the solution of Riccati equation 
(8) for extended system (20), and consider a partition 

( <?2 J corresponding to the partition in x and 9 of 

X (namely 5 j is of same dimensions as A). 
Then we can show that for the corresponding initialization, 
Sx,Se, A of (12)-(16) are related to S through: 

Sx = Si 
Se=S3-S^Sf1S2 (21) 
A = - S j - 1 S 2 

From (8) and (20) indeed, we first have: 

51 = ^pSi-AT(u,y)S1-SlA(u,y) + CTT;a22) 

52 = -pS3-AT(uIy)S7-Si^{u,y) (23) 

53 = -pS 3~$T(u,y)S 2~Sj$(u,y) (24) 
and clearly from (22), Si satisfies the same equation (15) as 
Sx (for px = p). 
By using (22), (23), one can check that: 

jt(STlS2) = (A(u,y) - 5r1CrSC)(51-152) - «(«,v) 

and thus —if 1 52 satisfies the same equation (14) as T. 
In the same way, durect computations show that from (22)-
(24), we get: 

iiSa-SfS^S2) = ~p(S3-SIS^S2) 

namely, with A = - S ^ S f 1 , S3 - SjSi1S2 satisfies the 
same equation (16) as Se (for pe = p). 
Finally, the gain in observer (7) is given by S-1HT2 (with 
H from (20)), and from matrix manipulation, one can check 
that S - 1 takes the following form: 

O-I _ / ( ^ - S s S ^ S j ) - 1 

i.e. 

c-1 f f T y _ ( (Si - 5253~1SJ)-1C tS \ 

By using again some matrix manipulations, one can check 
that: 

(5! - S2S31S%)-lCTX (25) 
= Sf1 (J - S 2 S3 1 Sjsr 1 ) - 1 C r X (26) 
= S f l ( J - 52[52T5r1S2 - S3]"1S27'5r1)CT2(27) 
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{sfsr^-stytsfsrwv 
= (Ss - s i V & r M - s ^ V K ^ s 1 ' 

From (21), the term (27) reads as (S~1CT+A5ff-1ATCT)S 
which is the gain in the x equation (12) of observer 
(12)-(16), while the term (28) is Sg1ATCfrH, namely the 
gain in the d equation (13) of observer (12)-<16), and the 
conclusion follows, Q 

At this point, we can conjecture that excitation conditions 
(6) and (2) for system (10) should be equivalent to some 
condition of the form (6) for the extended system (20). 

From the discussion of this section, it results that choosing 
a time-varying gain as in (4) in the adaptive design (3) 
leads to the same design as the usual Kalman one for the 
system extended with the parameter vector. This increases 
the 011-line computation burden, but as a counterpart, from 
the above computations (e.g. equation (19)), it allows to 
tune the rate of convergence of the observer for both state 
and parameter estimation, by simple tuning of ps and pe 
(or only p). 
An example of practical use of such an adaptive observer is 
presented in neat section. 

I I I . APPLICATION TO SYNCHRONOUS MACHINES 

As an illustrative example of adaptive state affine ob-
servation, let us consider here the problem of monitoring 
synchronous machines. 

A. Machine model and observer design 
Let us consider a nominal flux decay model of a single 

machine connected to an infinite bus through purely reactive 
transmission lines to the rest of the network, which is 
represented by an infinite bus ( i.e. a machine rotating at 
constant synchronous speed U>Q and capable of absorbing or 
delivering any amount of energy). Such a generator can be 
modelled by the following differential equations: 

Mechanical equation 

M 1 +D S +P9 = Pm 

Electrical equation 

T'd0 E'q ±E>q = - ^cos(i) + EH 

where S = ¿E'q — ¿.V is the generator rotor angle referred 
to the infinite bus {power angle), tu = 5 is the rotor 
angular speed and E'q is die transient voltage (transient 
electromagnetic force). M is the per unit inertia constant, 
D is the per unit damping constant, Pm is the constant 
mechanical power supplied by the turbine, and T'do is the 
open circuit transient time constant. Xd = x j + x l is the 
augmented reactance, where Xd is the direct axis reactance 

and xl is the line reactance, X'd is the transient augmented 
reactance and V is the infinite bus voltage which is fixed. 
Pg is the generated power while Ef¿ is the field excitation 
voltage respectively given by: 

Pg = ^E;Vsin(ám) + | ( ^ - ^ ) y 2 s i n ( 2 U 
*/- = 

where v¡ is the field excitation voltage, x'd is the transient 
direct axis reactance, xq is the quadrature axis reactance 
and Xq the quadrature axis augmented reactance, M¡ is 
the mutual inductance between stator and rotor windings, 
from phase windings to the field winding and r¡ is the field 
resistance. Finally, a state-space model reads as: 

5 = w — Wo (29) 

(30) 

(31) 

- J r ' " - * * ' 

The equilibrium points of the above system are solutions of: 

(J* — WQ = 0 
mi - TO2Sin (¿*) Ê *— 

—m3 cos (5*) sin (5*) — m4 (u>* -u>o) = 0 
-•m$E'q* +Tnecos(5*) +m7E}d ~ 0 

where the parameters depend on the machine type, the 
transmission line parameters, the rotor inertia and the infinite 
bus constant voltage, and which are constant at only one 
operating point These constants are all positive and are given 
by: 

m i " ' m 2 = A i X 
V V2 { 1 1\ D 

Am'm3=M{Tq-X>)>m4=M> 

T71& = 
T'doX'd 

m6 = Xd-X. 
d J d 

For a given constant field voltage Efd — the 
generator possesses two equilibrium points - one stable and 
one unstable. In what follows, the analysis and design is 
made around the stable equilibrium point, which we denote 
by col[S"tu}*yE'q*] . Then, the system equations in terms 
of the set point error variables 6 = S — ¿*, u = u — u)*, 

2195 



Eg = E'~ Band u = Efd - E}d are: 

6 

w 
= w (32) 

= m i - m2sm (5 + <5*) (e^ + (33) 

E' = 

- ^ - s i n ( 2 ( 5 + <5*))-m4a> 

- m a + E^*) + m6 cos ( i -S- S* ) (34) 

Let us assume that the rotor angle is available for measure-
ment, and that w and E'q are bounded, while all parameters 
are known except the mechanical power Pm;/.e. the param-
eter mj which represents the acceleration provided by the 
turbine is assumed to be unknown. 
Then with the notations: 

xx =6, x2= w, xz =E'q, B= mi 

system (32) is of a state affine form (10) as follows: 

»1 \ / 0 1 0 
£2 I = [ 0 — m4 - in 3sin(xi + 5 * ) ¿3 / 
/ 0 

0 0 -ms 

+ -m2sin(xi + <5*)Eq* - ^s in(2(xi + 5*)) 
\ ~mhE'* + meCos(xi + 6*) + m7 (u + E?d) 

y = x 1 
(35) 

From this, an observer (12>-( 16) can be designed to estimate 
x and 0, with: 

/ 0 1 0 \ 
A(u,j/) = I 0 —rrii -m 2 s in(xi + 5*) I , C = 

\ 0 0 -m5 J 

( 1 0 0 ) ;« (« ,» )= j , *>(«,») = 

( -m2sin(xi + S")E;* - ¡^rin(2(xi + 5*)) | , 
\ -msE'q* + m6cos(xi + S") + m7 (u + E^d) / 
and here with S = I . 

B. Simulation results 
The purpose here is to illustrate the results obtained with 

the proposed adaptive observer via digital simulations. The 
numerical values for the generator parameters (per unit) here 
considered are: 

X'd = 0.408, Xd = 1.07, H = 6.68, T'^ = 5.4, Xi = 
0.415, Ef = 1.3, P m = 1 and wg = 377. 

Under this choice the stable equilibrium position of the 
generator is: 

<5' = 1.12, u* = 0, E'q* = 0.91469. 
The initial value of state variables in all simulations are: 

¿(0) = 1.17, u>(0) = 0.01 and £¿(0) = 0.91, while the 
initial conditions of the adaptive observer are ¿i(0) = 1.0, 
®2(0) = 0.05, ¿3(0) = 1.0. The observer gain is initialized 
at Sj.(0) = I for x, and 5^(0) = 10 for 6, and simulations 
were performed for various choices of px and pg, so as to 
illustrate the effect of the tuning parameters on the observer 
performances. 

The pictures of Figure 1 depict the dynamical behavior 
of both real and estimated state variables for px = 5 and 
pg = 5, as well as the estimated value for mi versus its 
actual constant value. A good convening performance of 
die estimated variables can be observed. In the pictures of 
Figure 2 are shown the responses of each variable under 
parametric variation of parameter miin order to emphasize 
the performance of the adaptive law. From those pictures it 
can be seen that all state variables are still well estimated, 
while the parameter estimation tracksits actual value under 
step changes. 

Finally, in order to illustrate how the convergence of the 
adaptive observer can be affected by parameters px and pg, 
simulation results are shown for different values: it can be 
seen how for larger values, the convergence speed increases 
(inducing in turn some overshoots), in figure 3 we show the 
performance of the adaptive observer for px and p$ taking 
the following values: px = pg — 5,10,15. It is clear that the 
corresponding time of convergence of the adaptive observer 
is improved. 

I V . CONCLUSIONS 

The problem of adaptive observer for the class of state 
affine systems has been discussed at the light of recent results 
on adaptive observers for time-varying linear systems and 
available state observers for state affine systems. In particular 
it has been shown how an adaptive design with a purpose of 
arbitrarily tunable rate of convergence is equivalent to a state 
affine observer for an extended system. 
The practical interest of such observers has been illustrated in 
simulation by the example of a single synchronous machine 
connected to an infinite bus, for which the state vector and 
some parameter have been jointly estimated. 
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Abstract 
This paper is concerned with the control of multi-machine power systems. We propose a continuous sliding-mo-
de control design. The designed controller is smooth: in that sense, it differs from classical sliding mode contro-
llers subject to chattering phenomena. Two versions of the sliding-mode controller are then applied to the con-
trol of a multimachine power system. The practical implementation of these two controllers leads to a fully de-
centralized control schemes. Simulations results demonstrate better performances of these two controllers com-
pared to a Hamiltonian passive controller. 

Keywords: Multi-machine power systems, large-scale decentralized nonlinear control, continuous sliding mode 
control. 

1. Introduction 

The stability of an electrical power system (EPS) may 
be defined as the ability to remain in synchronous oper-
ation under normal operating conditions as well as after 
a disturbance (a default like a short-cut or a change of 
operating conditions for example). 

Ensuring the transient stability under different op-
erating conditions in order to maintain synchronism 
between generators is an important issue in power sys-
tem control and we will focus our attention on this 
problem hereafter. 

Excitation control, that is one of the possible ac-
tions to maintain transient stability of power systems 
under disturbed conditions, will be considered in this 
paper. 

The use of advanced control techniques for power 
system control has been one of the more promising ap-
plication areas of automatic control. To enhance tran-
sient stability of power systems, a great attention has 
been paid to the application of nonlinear control the-
ory. 

To improve the robustness of closed-loop power sys-
tems, different approaches based on nonlinear control 

' this work was sponsored in part by PAICYT-UANL, MEX-
ICO 

2 corresponding author, e-mail: drjleon@botmiul.com 

theory have been proposed; for example, those based 
on variable structure, singular perturbation methods, 
control Lyapunov function (Bazanella, 1997), Hamilto-
nian function method (Masschke et al., 1998, Ortega 
et al., 1998) or adaptive control. 

Recently, port-controlled Hamiltonian systems have 
been introduced in (Masschke et al., 1998, Ortega et 
al., 1998). For this class of systems the Hamiltonian 
function is considered as the total energy and play the 
roJe of Lyapunov function for the system. The key fea-
ture of this technique is to express the eiectrical power 
system dynamics under the form of a port-controlled 
Hamiltonian representation. This method has already 
been applied for improving the transient stability of a 
multi-machine power system by means of decentralized 
nonlinear excitation control (Xi, 2002). 

Another technique for improving robustness under 
parameter uncertainties and external disturbances is 
sliding-mode control design which has attracted a num-
ber of researches (see De Carlo et al., 1988, Utkin, 
1992). It can be viewed as a high-speed switching 
controller that provides a robust means of controlling 
nonlinear systems by forcing the trajectories to reach 
a sliding manifold in finite time and to stay on the 
manifold for all time. 

mailto:drjleon@botmiul.com


2. Dynamical model of a multi-machine power 
system 

Now we consider a power system made of n generators. 
Under some s tandard assumptions, t h e motion of t h e 
interconnected generators can b e described by the clas-
sical model with flux decay dynamics. T h e generator 
is modeled by t h e voltage behind direct axis transient 
reactance. T h e angle of t h e voltage coincides with t h e 
mechanical angle relat ive t o t h e synchronous rotat ing 
frame. T h e network has been reduced t o internal bus 
representation. T h e dynamical model o f t h e i - th ma-
chine i s represented by (Bergen, 1986, Pa i e t al . , 1989) : 

8j ~ u>i — u>(, (1) 

¿i = - "<>) + {Pmx -

¿4 = 4r{ESi-Eqi) 1dl 

where 

n 
p'i = K £ ^AiSin^-^) 

Eqi = E>qi~(Xdi-X'di) ^ ^ c o s [ k - S j ) 

and Si(t) is t h e power angle of the i - t h generator, u>i(t) 
represents t h e relat ive speed, £ q . ( i ) i s t h e transient 
E M F in t h e q u a d r a t u r e axis 

W e consider t h a t t h e Ejt(t), i = l , . . . , n a r e t h e 
control inputs and the ¿¿ ( t ) are measurable outputs , 
together with the Pe. a n d Ve,, where Vti represents t h e 
terminal voLtage at generator i. T h e Pm. a r e supposed 
t o b e constant ( s tandard assumption) . 

T h e n , t h e s t a t e representation of a n-machine power 
system is given by 

= xi2 i = l,...,n (2) 
n 

xi2 = -OiXi2 +bi~ CiXiz^TxjsBtj sin(xn - xjj) 
¿=1 

n 
Xii = -eiXi-i + di^XtfBij c o s ( x a ~Xji) + Ui 

3=1 
where Oj = A / 2 f f „ h = ( w 0 / 2 H i ) P m n a = ( w 0 / 2 H i ) ! 

<k = ( X d i - X ' ^ I T ^ , a = 1 /T^ . , are the systems pa-

rameters, ^ l 7 " = [fit (t), w j ( t ) , ( t ) ] T repre-

sents t h e s ta te vector, and the control input is given 

by it» = i / r ^ v t u t ) 
Xi2 

-<HXi2 + k- Ci«»3 £ x 3̂BijS'm(xji - a î) 
3=1 

-eiXiz -S- di XtfBij co£(xu - a^) 

m = [ o o I ] r 

W e will now present our controller design based on 
t h e idea o f continuous sliding mode control. In the 

s a m e t ime , we present a control ler design based on pas-
sivity theory in order t o c o m p a r e t h e performances o f 
these two methodologies. 

3. A continuous sliding-mode controller design 

W e consider the c lass o f affine nonlinear sys tems de-
scribed in t h e s t a t e space by 

x = /(«) + g{x)u, x(to) = ®0> (3) 

where to > 0> x € Bx c IP is t h e state vector, u € 
RT is t h e control input vector , / a n d g a r e assumed 
t o b e bounded with their components be ing smooth 
functions of x. Bx denotes a closed and bounded subset 
centered at t h e origin. 

T h e continuous sl iding-mode control for t h e s y s t e m 
(3 ) , is designed as follows. Consider t h e following (n — 
r ) -dimensional nonlinear sliding surface defined by 

<T{x ~ X•) = (<T,(x - X•), •.., o r ( x - x*)f = 0 (4 ) 

where x* is equil ibrium point a n d each funct ion cr¿ : 
Bx x Bx —> R , i = 1, . . . , r , is a CL funct ion such t h a t 
<7¿(0) = 0. 

T h e so-called equivalent control method (see D e C a r -
lo, 1988 , Utkin , 1992 ) i s used to determine t h e s y s t e m 
motion res tr ic ted t o surface <r(x — x*) ~ 0 , leading t o 
the equivalent control 

where t h e m a t r i x [d<J¡dx\g(x) is assumed t o b e non-
singular for all x, x* € Bx. 

In order to complete t h e control design an addi-
tional control term um is added to t h e control input: 

U = Ue + Uf{ (6) 

where ue is t h e equivalent control (5) , which ac ts when 
t h e system is restr icted t o <j(x — x*) = 0 , while u^ a c t s 
when a(x - x*) ^ 0. 

T h e control u/y is selected as 

uN = -\-^g{x))~x Lo(x - x*) (7) 

where L is a n r x r positive definite matr ix . 
W e can easily check t h a t the system t ra jec tory x ( i ) 

is such t h a t t h e following stable ordinary differential 
equation 

o(x — x*) = —La{x — x*) (8) 

is satisfied for all t. T h i s means that the system tra-
j e c t o r y reaches t h e sliding surface asymptotically, since 
cr(x(t) - x * ) = e - L < l - 1 ° > i r ( x ( t o ) - s " ) , Vtu > 0, then, 
<r(x(t) — x * ) —• 0 , when t —* + c o . In fac t , t h e inputs 
output behavior of the closed-loop system (with the 
output y = a(x(t) — x*) is given by equation (8) . 



On t h e basis of the continuous sliding-mode control 
described above, the resulting t h e composite control is 
given by 

W e onsider t h e following affine nonlinear system 

(9) 

W h e n the composite control (9) is applied to (3) , 
one obta ins the closed-loop nonlinear system 

X = fe(x,x*)+p{x,x*) (10) 

where 

and 

fe(x,z*) = {/„*„ - g{x) [^s(x)] 1 ( t ) } / ( s ) . 

.do 
p{x, X*) = -g(x)[-^g(x)j lLc(x - x*). 
Now, in order to study the stabil ity properties of 

the closed-loop system, we introduce the following as-
sumption. 

Assumption 1. The equilibrium point x* of x = 
fe(x, x*) is locally exponentially stable. 

B y use of Lyapunov's converse theorem (see Khali l , 
1996), Assumption 1 ensures the existence of a Lya-
punov funct ion V ( e ) with e = x — x* which satisfies 
the following inequalities 

dVje) 
de 

{fe(e + x*,x*) +p(e + x\x*)} < -os l|e|)2 

for some posi t ive constants 0:1,0:2, <23 a n d »4 . 
Le t consider V(e) as a Lyapunov function candi-

date to investigate t h e stabil ity of t h e origin e = 0 as 
an equil ibrium point for the system (10) . F r o m both 
Assumption 1 and equation (11) , the t ime derivative 
of V a long the t ra jec tor ies of (10) satisfies 

V ( e ) < - C 3 | [ e f (12) 

then t h e s y s t e m (10) is exponentially stable. 
T h e Lyapunov function candidate V is instrumental 

to investigate the s tabi l i ty properties of t h e closed-loop 
system obta ined when t h e composite control u is used. 
Then t h e following proposition can b e stated. 

Proposition 1: Consider the nonlinear system (3) 
for which a composite control (5), (6), (7) is designed 
such that Assumption 1 is satisfied. Then, the closed-
loop noniinear system. (10) is locally exponentially sta-
ble. 

4. Hamiltonian controller design 

Now we derive an exci tat ion controller using the method-
ology based on the notions of energy function a n d port-
controlled Hamiltonian systems ( P C H S ) . 

x = f ( x ) + g( x)u 
y - h{x) 

where x € 1R" is the s tate vector of the system, u € fftm 

is t h e control vector and y £ M" is the o u t p u t vector. 
In this paper we are interested in the c lass of systems 
that can b e equivalently represented in a Hamil tonian 
form with dissipativ© terms in t h e following way 

ajjT 
x = ( J ( x ) - n ( x ) ) ^ - + g(x)u 

y = 9t{x) 
dH7 

dx 

dx (14) 

where x , u, y are the energy variables, H{x 1 , . . . , xn) \ 
R n —* R represents the total s tored energy and the in-
terconnection structure is captured in the n x n m a t r i x 
J ( x ) and t h e n x m matr ix g(x). T h e m a t r i x J ( x ) is 
skew-symmetric, ie. 

J(x) = -JT(x), VxeST 

and ~R.{x) is a non-negative symmetr ic m a t r i x depend-
ing on x, i.e. 

U{x) = Kt(X) >0, Vx € Rn. 

T h e main advantage o f this kind of representation 
is t h a t the to ta l energy function can be considered as 
a Lyapunov function. Moreover, from (14) , we obta in 
the power-balance equation 

dH dtf , KdHT
 t 

with uTy t h e power externally supplied t o t h e sys tem 
and - ^ r ' R . ( x ) ^ ^ - representing t h e energy-dissipation 
due to t h e resistive elements. As it is well known (see 
Maschke e t a l . , 1998) , the equality above establishes 
the passivity properties of the system in t h e following 
sense. 

Definition 1: System (13) is passive with respect 
the output y = h(x) if there exists a smooth non-
negative function H(x), such that H(0) = 0 and the 
following inequality holds 

H(x(t)) - H(x(0)) < f u(s)y(s)ds. (15) 
Jo 

I f in addit ion, the system satisfies t h e detectabi l i ty 
properties s ta ted in the next definition 

Definition 2: The system (13) is zero-state de-
tectable if u(t) = 0, y{t) - 0 Vi > 0, implies that 
limxit) = 0. 
t—00 v ' 

T h e n it is possible t o formulate t h e following result , 
t h a t is fundamental concerning the s tabi l i ty propert ies 
of t h e considered class of systems. 



Theorem 1: Consider the class of systems defined 
by (14)- A ssume that the system is zero-state detectable 
and that the generalized Hamiltonian has a strict local 
minimum. Then it follows that x' is a Lyapunov stable 
equilibrium point of the unforced dynamics. Moreover, 
the following output feedback 

flf(T 

renders the equilibrium point asymptotically stable. 

5. Application to a multi-machine power system 

A three-machine power system is now introduced to 
demonstrate the effectiveness of the continuous sliding 
mode controller. In this system, generator 3 is consid-
ered as an infinite bus, then generator 3 is used as the 
reference, i. e. (E'q3 — const = 1/0°) 

The system has the following state-space represen-
tation 

xn = X12, «21 = ®22 (17) 

in = —^l-DxXn+^oiP^-P^)} 

®22 = I"**2®22 + ^ ~ 

x13 = srCS/»--®*). = 

where xn = x2X = S2, x12 = u>u x22 = ®is = 

5.1 Sliding-mode control design 

In this paper we introduce two continuous sliding 
mode controllers corresponding to two particular choices 
of the sliding surface: 

Sliding-Mode Control 1 
We consider the following nonlinear switching sur-

face defined by 

o{x, x') = (<7, (x, x*), <r„(*, * * ) ) T « 0 

where 

( -eiXx + di £ Zj3 
SnXi-2 + sa J y«i 

\ Bij cos(iii - xn) 

( ~OiXi2 + bi - CiXi3 

è sinf̂ ii — Xji) 

On the other hacd, the control unt is selected as 

= - h J ~ * « ) + - 1 * 2 ) \ 

Sliding-Mode Control 2 
Now, let us consider the following nonlinear switch-

ing surface given by 

• •• 
<T,(X,X*) = STIXN + SI2XN + S I 3 I « I 

where i n = xn - . 
This is equivalent to 

" ( ( i ,®*) = ¿¿¡(x t l -ar ' j ) + s i a x j 2 

/ ~OiXi2 + bi- CjXi3 \ 
+sa n=3 

E sinici! - Xj,) 
y=i 

where 

n=3 

cr.(x,x*) = - rc*3) + ^2(2,2 - 2*2) + sa{xia - ^¿3) 

for ¿ = 1 ,2 and x* = (T*vX*2,Z*3), for i = 1,2; is an 
equilibrium point of system (17). 

Then, the equivalent control is given by 

- - - [ S H 1 S H 

-~gi(x) = -suoi yixtfBtj sin(xii - ar^) 
0Xi j=1 

for all Xi 6 BXi. 

Remarks: 

1. The coefficients sìj, j = 1,2,3 of shding mode 
controller 1 must be chosen in order Assumption 
1 is verified. 

2. We can notice that the sliding surface of con-
troller 2 differs from the surface of controller 1 by 

only one term: 2.3—2*3 is replaced by ¿¿1. In this 
case, when the s^i are some positive constants, 
the sliding surfaces can be viewed as some sta-
ble second-order ordinary differential equations 
in the power angle Si, ensuring convergence of the 
power angles to their equilibrium values, when 
the system trajectory remains on the sliding sur-
face. 

3. Furthermore the equivalent control ue can be 
viewed as an output linearizing controller render-
ing the system dynamics equivalent to the linear 
dynamics 

^ » »• ••• 
tffax*) = SilXn + S i2Ì »1 "I" Sis X a = 0 

The relative degree of each output (power angle) 
is equa! to 3, thus the system has no zero dy-
namics in this case. F\irthermore, stability can 
be stated by using stability analysis arguments 
(Lassile theorem (Khalil, 1996)) apart from Lya-
punov function candidate V(x - x*) = |trT(x -
X*)<T(X — x*). 



5.2 Hamiltonian Control design 

Now we design a control law based on passivity the-
ory and energy function. The system is described in a 
Hamiltonian representation providing that the stability 
of the system can be guaranteed. 

Consider system (2) and the following energy func-
tion 

n=3 ( _Lt2 _ JLt 2 

H = E 1 _ y ~2X*3 cos(xn - Xji) 
(18) 

It follows that the system dynamics can be writ-
ten as a generalized Hamiltonian control system with 
dissipation according to what follows 

where 
/ 0 a o\ 

Xi = Col(xj 1; £¡2> 2-t3)) Ji(x)= I -Ci 0 0 
\ 0 0 0 / 

(0 0 0 \ /ON 
Ki(x) = 0 0 ,gi(x)= 0 

1 ° 0 4 / 
Let (x*j, x*2, x*3) be the equilibrium point of (2), 

obtained from the following equations 

n=3 
<ijX*2 + h~ ax$j xj3Bi3 sin(x^ - - 0 

Since He. is bounded from below, because of xn 6 
|—7T,7r], and V/ > 0 the set (x : He(x) < 1} is com-
pact. Thus H€(x) has a strict local minimum at (a;*!, 
xi2>xtz)-

Then, a control law which stabilizes the multi-machi-
ne power system is given by 

Ui = Ü¿ + Vi-

where 

- -fié-

= ~fi 

= -n 

TdHe 

dXi 
3̂ 3 COSfoi - Xji) 

-ajgcoei»?!-®;,) 
+t(®0 - xh) 
T • ei 

+ 3 
>n=3 

di \ co8(®*i — tfji) — ejX*3 J 

= -A + 

where Ui — e%x]3t — di c o s ( x * i - Xji). Next, 
using Eg. - E'qi + ( X d ; - X ^ ) l q i , and di = (Xdt -

ei l/rdj> it follows that | = ^ i ^ y 
Finally, the controller can be expressed only in terms 
of local measurable signals: 

- Üi- U :Bqi - 4-«i (Xdi-X'd¡)^ di' 

3=i 
n 

-eixl3 + x h B i i « ^ ¿ l ~ Zji) + = 0 (20) 
2 = 1 

Defining the constant excitation, control ¿¿, it fol-
lows that 

n=3 
Ui = &iX*a x*jZBij cos(a& - (21) 

¿=i 
Now, defining the energy function which includes 

the equilibrium point of the following form 

He = E ( ¿ ^ 2 - - + -

Y? / xi3 XjzBijCOsixn-xji) \ 

Then, system (19) can be represented by the Hamilto-
nian system with dissipation as 

« J. fi (v j. 

O H 
where Egt — Vtt + — . Consequently, the resulting 
controller is a decentralized static output feedback. 
6. Simulation results 

The effectiveness of the here-proposed sliding-mode con-
troller design has been validated through computer sim-
ulations. 

The numerical values of the generator parameters 
(in per unit) were Di = 5, D2 = 3, X¿ — 0.252, 
X^ = 0.319, Xdl = 1.863, - 2.36, H¡ =1,H2 = 
2, T'dl = 6.9, Vi2 = 7.96, Eh = 1.3, Pm¡ = 0.35, 
p m 2 = 0.35 and u, = 377, B12 = 0.56, BI 3 = 0.53, 
B 2 3 - 0 . 6 , 

With this parameter choice, the stable equilibrium 
state of the generator is 

= 0.6654, x\2 = 0, « í s = 1.03 
X*2 = 0.6425, X22 = 0, 323 = 1 0 1 

The initial value of the states variables are 

x n ( 0 ) = 0.8, a:,2(0) = 0.3, x I 3(0) = 1.5 
£12(0) = 0.5, a;22(0) = - 0 . 3 , «23(0) = 0.5 

The controller parameters are chosen as follows 



Control 1 

s n = 10, S12 = 15, S13 = 8, Li = 25 

Control 2 

521 = 10, 522 = 15, J23 = 8, L2 =" 25 

The system responses obtained for the rotor angle 
are shown in figures 1-3. From the different figures, we 
can see that the dynamic response of the rotor angle is 
such that their equilibrium position is readied. 

From these figures, it can be also seen that the slid-
ing mode controller 2 can provide better transient per-
formances than the sliding mode controller 1. However, 
the transient response of the two continuous sliding 
mode controllers is significantly better than the one of 
the Hamiltonian controller. We suggest than an expla-
nation can be found in the fact that the sliding con-
troller 2 has no zero dynamics due to the particular 
choice of the sliding surface whose time-derivative cor-
responds to a equivalent linear system obtained via an 
input-output linearization technique, without zero dy-
namics in this case. 

7. Conclusions 

A nonlinear control strategy for a class of nonlinear 
systems has been developed and successfully applied 
to multi-machine power system control. Two new con-
trollers have been designed using continuous sliding-
mode techniques. This controller design has been suc-
cessfully applied to a three-machine power system, where 
two different switching surfaces have been considered. 
The overall methodology can be obviously extended to 
a more general system made of n generators. Closed-
loop performance of these two controllers appears to 
be better than the one obtained with a port-controlled 
Hamiltonian design. 
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