Anexo 1

A continuacion se presentan los conceptos0 basicos de optimizacién y un
ejiemplo basico de optimizacidon numérica donde se muestra como se
aplican ias técnicas numéricas de optimizacién para obtener la solucién de
un problema de optimizacion sin restricciones. Este ejemplo se describe y

presenta con el mayor detalle en el libro de Vanderplaats!™.

A1.1 Conceptos basicos de optimizacion

De forma general, los métodos de optimizacion requieren encontrar el valor de
X que minimice o maximice la funcién objetivo F(X) y que cumpla con las
restricciones que puede tener el problema. De forma matematica se escribe

de fa siguiente formal"l :

Minimizar: F(X) Funcion objetivo (4.9)
Sujeta a:

g(X)<0 j=1m Restricciones de desigualdad 4.2)

h(X)=0 k=11 Restricciones de igualdad {(4.3)

X/ <X, 2XxX' i=lLn Restricciones de frontera (4.4)

donde X es igual ai vector de variables de disefio:

X,
XL’
X=X Variables de disefio

X

"
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g ,(X) representa el conjunto de restricciones tecnoldgicas de no igualdad en

funcién de )as varables de diseno.

h,(X) representa el conjunto de restricciones tecnologicas de iguaidad en

funcion de {as variables de disefio.

X!y X" representan los limites inferior y superior de los valeres factibles de

las variables de disefio X, .

Ahara, para entender de una forma sencilla lo que describe la represtacion
matematica, considere que se encuentra en una colina y desea llegar a la
cima pero con los ojos vendados, ver Figura A1.1. La funcidn objetivo es ta
altura o elevacion, la cual se desea maximizar. Ahora, si se desea pensar
en términos de minimizacion, la funcibn F(X) = -Elevacidn. Las cercas

representan las restricciones tecnologicas del sistema, g (X)y 4,(X).

EL PROBLEMA FISICO

— e — e

Figura A1.1 llustracién dei problema de optimizacion!".
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Matematicamente, el valor negativo de ia distancia que lo separa de Ia
cerca es la cantidad por la cual se satisface Ia restriccion. Si se llega a
tocar la cerca el valor de fa restriccion es cero. Puesto que se esta con los
ojos vendados, no se puede ver el punto con mayor elevacion dentro de
jas cercas. De alguna manera hay que buscar este punto. Una manera de
hacerlo seria fomar un pequefio paso en la direccion norte-sur y luego otro
paso en direccidén este-oeste y de esta forma calcular la pendiente de [a
colina. De esta manera, lo gue se habra hecho es caicular el gradiente de

la funcién ( - Elevacion) por diferencias finitas.

Existira entonces un vector de direccion entre estos dos puntos. [a
pendiente de este vector es la direccion de blasqueda por la cual se
deberia llegar a la oma de una forma rapida. Matematicamente, ¢!
gradiente del objetivo se refiere como la direccion de pasos ascendentes y
como se busca minimizar la F(X), se utiliza el gradiente negativo o de
pasos descendentes. Ya teniendo la direccién hay que moverse en dicha

direccion hasta encontrar una cerca o la cima o punto dptimo.

Hay que notar gue el nimero de pasos que se den en esa direccion
representa un parametro escalar, el cual es entero o fraccionario. Si ahora
se define el punto inicial como 0, en ese c¢aso 0 contiene 2 entradas,
siendo la longitud y la latitud del punto de inicio. Para la primera iteracién,
la direccién en la que se mueve se le designa como 1. Ya sea que se
encuentre en esa direccidn el punto mas alto o se flegue a una cerca,

entonces se actualiza la expresién matematica siguiente, ecuacion (A1.5).
X'=x"+a’'s" (A1.5)

El valor de a’ es el optimo en la direccion de blasqueda S’ Sinose logra
llegar al punto mas alto de ia colina en esta primera iteracion, se busca
una nueva direccion de busqueda y se actualiza la ecuacion (A1.5) y se
realiza una nueva iteracion, asi hasta que se llegue al punto optimo o sea

el mas alto de la colina, dentro de las cercas. En la Figura A1.2 se
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representa la aplicacion de estos conceptos matematicos para resolver el

problema planteado en a Figura A1.1.

EL PROCESO DE OPTIMIZACION

Figura A1.2 lustracion de la solucién del problema de optimizacién planteado en la
Figura A1.1["

A1.2 Minimizar la energia potencial de un sistema de resortes con cargas

De acuerdo a la explicacion del punto anterior A1.1, ahora se aplican los
conceptos presentados en un problema de ingenieria. En fa Figura
A13(a) se muestra un sistema de resortes de los cuales se desea
encontrar la posicion de equilibrio bajo las cargas aplicadas, Pty P2. En la
Figura A1.3(b) se muestra el sistema deformado y en equilibrio después
de la aplicacion de las dos cargas. La posicién de equilibrio se calcula
minimizando la energia potencial del sistema (EP), también llamada
funcion objetivo, fa cual se expresa de acuerdo a la ecuacion (A1.6). Las

variables de diseno son Xy Xo.
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EP=%.!L’ (42 ) +%x (#L ) —-PX -PX (A1.8)

2L =fio-x }+x |-10 {(A1.7)
i =fio+x y+x | -10 (A1.8)

Donde, K; y K> representan las constantes o modulos de Young de cada
uno de los resortes y X1 y X, son las coordenadas en X y Y del punto de
equilibrio al aplicar las cargas P; y P.. En la Figura A1.4 se observa el
espacio de disefio y sofucién del problema expresado por la Ecuacion
(A1.6). La solucién se representa por una serie de lineas de contorno que

representan un valor constante de la funcion objetivo en téminos de X; y

Xa.

.
IR

{a). Sin Defermacion {b). Deformado

Figura A1.3 Sistema de 2 resortes con 2 cargas aplicadas, P1 y P2, (a) Sin de
deformacion. (b) Deformado.
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Figura A1.4 Espacio de disefio y solucién del problema de la Figura A1.1". La
Energia Potencial, EP, representada por valores constantes en funcion de X; y Xa.

Este prablema de optimizacion se expresa matematicamente, utilizando las

ecuaciones basicas desde la (A1.1) hasta la (A1.4), de la siguiente manera:
Minimizar: FX})=EP  Energia potencial  {(A1.10)
Sujeta a:

X'<XxX <X* i=ln Restricciones de frontera  (A1.10)
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Para este problema no existen restricciones de desiguaidad o igualdad, asi
que la solucién se realiza por medio de métodos de optimizacion sin

restricciones.

Cualquier método de optimizacién no sabe cual es el tipo de problema que
esta resolviendo. Simplemente intenta minimizar una funcion. El proceso se
inicia dando un valor inicial al vector de disefo X, X°, y se actualiza el disefio

de acuerdo a la Ecuacion (A1 11).
X =X"+a'§* (A1.11)

donde q representa el numero de iteraciones, @' es un valor escalar que
indica la magnitud del paso en la bOsqueda del punto 6ptimo en la direccion
de busqueda, representada por el vector 7.

De forma general la aplicacion del método de optimizacion sigue los
siguientes pasos:

1. Inicia con g=0 y X= X?
2.q=qHl
3. Se evalua F(X*")

4. Se calcula VF(X “'*‘]

5. Se determina la direccion de busqueda, $°.

6. Se realiza una busqueda en una dimension para encontrar ei valor de

Of. .
7.Seestableceelvalor Y* = X" +a'8§7.

8. Se checa la convergencia para saber si se ha llegado al punto o6ptimo.
Si se satisface el criterio de convergencia, se termina el proceso, sino se

regresa al punto numero 2.
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Las partes criticas del proceso de optimizacion consisten en lo siguiente:

» Encontrar una direccién de busqueda usable, S°.

« Encontrar el valor del parametro escalar,«”, que minimice la

funcién F(X‘?“ +a'S? )

¢ Checar la convergencia y terminar si el punto encontrado es el

optimo de acuerdo al criterio de convergencia.

Existen una serie de métodos numéricos de optimizacion'], en este caso
aplicado a un problema sin restricciones, que se podrian utilizar para llegar a
1a solucion 6ptima del problema. Pero hay algunos que de plano no pueden
llegar a la solucién y no son recomendados, por ejemplo el Método de Pasos
Descendientes, “Steepest Descent Method”. Para ilustrar lo anterior, se
observa en la Figura A1.5 la aplicacidon de dicho método a la solucion del
problema en cuestion, mostrando la historia de algunas de las iteraciones.
Aqui sblo se muestran aigunas iteraciones debido a que el meétodo

rapidamente se deteriora y pasa a hacer movimientos muy pequenos.
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Figura A1.5 Aplicacion del Método de Pasos Descendientes, “Steepest Descent
Mdhw’l l1']-

Por el contrario, al utilizar el método Fletcher-Reeves, Figura A1.6, se
observa claramente [a eficacia del mismo, llegando en unos cuantos pasos

al punto 6ptimo del problema.
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Figura A1.6 Aplicacion del Método Fletcher-Reeves!",

De esta forma, después de haber presentado este ejemplo, se espera que
el lector tenga una idea mas clara de los conceptos basicos al aplicar las

técnicas numericas de optimizacion a un problema de ingenieria.
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