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PROLOGO

La prozramacién no lineal se ocupa del problema de optimizar una funcién
objetivo con lu presencia de restricciones tipo de igualdad y/o desigualdad. Si todas las
funciones son lineales tenemos un programa lineal de lo contrario. el programa es no
lineal y su resolucion es el problema de estudio en esta tesis. La popularidad de la
programacion lineal puede atribuirse a muchos factores, incluyendo su habilidad para
modelar problemas grandes y cemplejos, asi como la de su resolucion en un intervalo
razonable de tiempo mediante el uso del método Simplex. - mas recientemente del

método de Karmarkar. y de las computadoras, por parte de los usuarios.

Sin embargo muchos problemas reales no pueden ser adecuadamente
representados o aproximados como un programa lineal debido a la naturaleza de la no

linealidad de la funcidn objetivo y/o 1a no linealidad de cualquiera de las restricciones.

Los estuerzos por resolver tales problemas no lineales en forma eficiente
proy ocaron un rapido progreso durante las pasadas tres décadas. Esta tesis presenta estos

desarrollos en una forma logica e independiente.

Asimismo, esta tesis contiene material de consulta para protesionales que
requicren aplicar téenicas de programacién no lineal en la rewolucion de problemas en
sus respectivos campos de trabajo como apoyo o referenceia e cursos de programacion
no lincal o de mvestigacion de operaciones que en sus programas de estudio incluyan la

programacion no lineal.
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CAPITULO 1

INTRODUCCION

El objetivo de esta tesis esta encaminado a que cualquier, persona, familiarizada
con los conceptos de programacion lineal pueda de una manera comprensible entender
las técnicas de programacion no lineal. eliminando las demostraciones mateméticas que
ofrecen la mayoria de los textos especializados en el tema, sin perder la continuidad de
las ideas. enfocandose mas en la aplicacion de tales técnicas.

El contenido de esta tesis es contemplado hacia la investigacion v/o docencia
referente al area de investigacion de operaciones, concretamente a la programacion no
lineal.

La metodologia de esta tesis consiste en desarrollar bases técnicas de los
algoritmos v modelos no lineales considerados y ejemplos de su aplicacion.

La programacion lineal cuenta con los algoritmos Simplex y Karmarkar para la
resolucion de cualquier problema lineal, siempre y cuando este tenga solucion.
Desgraciadamente en programacion no lineal no existe un algoritmo matematico que
pueda resolver cualquier problema no lineal. sino que dependiendo de la naturaleza del
problema, ya sea de la funcidén objetivo o de las restricciones si existen en el problema,
se aplica un método en particular para la solucion de tal problema.

La teoria de la convergencia de algoritmos, aunque per si misma constituye un
topico muy 1mnportante, no ha sido incluida en esta tesis. enfocada a los aspectos
intuitivos en el desarrollo y formulacion de dichos algoritmos. para motivar a la posible

aplicacion de los mismos en las diferentes areas de trabajo.



Un facior que motivo al tema de esta tesis €s el no encontrar ninguna elaborada
anteriormente que trate en su totalidad el tema de programacitén no lineal. donde la

literatura que existe actualmente del tema, especializada, son obras en ingles en su gran

mayoria.



CAPITULO 2

SINTESIS

En esta tesis analizaremos el tema de la programacion no lineal, en cinco
capitulos y uno final de conclusiones v recomendaciones. Existe dependencia de los
capitulos 3 y 4 con los tres siguientes, salvo las aplicaciones del capitulo 3 que pueden
ser omitidas sin que se pierda la ilacion o continuidad de las ideas. Los capitulos 5.6 v 7
son independientes completamente, de manera que puede tratarse cada uno como una
unidad por separado.

A continuacion se presenta un resumen del contenido de los temas a tratar en esta

tesis “Programacion no lineal”.

Capitulo 3
En esta seccion se definira el modelo matematico de programacion no lineal. se
discutirdn las caracteristicas de este tipu de problemas, se hard una comparacion del

modelo no fineal con los modelos hincales v se presentara el planteamiento de algunos

problemas no lincales.

Capitulo 4

Se analizara en este capitulo conceptos fundamentales e¢n la teoria de
programacion no lineal, las condiciones de optimalidad para problemas no lineales, asi
como también la formulacion del problema dual y la posible solucion de tal problema

para conocer ia solucion del problema primal a partir del dual.



Capitulo 5
El objetivo de este capitulo es analizar algunos de los métodos de busqueda que
existen para resolver problemas de programacién no lineal no restringidos, para

funciones de una o varias variables, usando derivadas o sin usar derivadas.

Capitulo 6
Esta seccion presenta algunos de los métodos existentes que utilizan direcciones
factibles. donde. partiendo de un punto factible conocido a otro punto factible mejorado,

mas cercano a un punto optimo. Aqui se consideran problemas no lineales restringidos.

Capitulo 7

Se estudiara en este capitulo algunos modelos especiales de programacién no
lineal, que pueden ser resueltos con el método Simplex de programacion lineal, haciendo
ciertos ajustes al modelo matematico.

Analizaremos. por ultimo, un modelo muy interesante llamado programacién

geometrica.

Capitulo 8

Se presentan en este capitulo las conclusiones » recomendaciones del presente
trabajo.

Como en esta tesis se suponen conocidos algunos conceptos de algebra hineal y
anilisis matemdtico. se utilizan estos conceptos para cl 1wema a tratar. se presema un
glosario de terminos para lograr la comprension de tales conceptlos que son necesarios cn

el planteamiento y desarrolle de los algoritmos no lineales.



CAPITULO 3

CONCEPTOS BASICOS DE PROGRAMACION NO LINEAL

Programacién no lineal

Se considera- como tal al conjunto de métodos utilizados para optimizar una
funcién objetivo, sujeta a una serie de restricciones en los que una o mas de las variables

incluidas es no lineal.

Como ejemplo considere el siguiente problema de programacion no lineal

Minimizar f(x)
sujetaa  g{x) <0 1-1,2,....,m

h(x) =0 =121

donde f. g,. g>...... gm. hy, s,y hy son funciones definidas on I:,. el espacio euclidiano
de n dimensiones. X es un subconjunto de E;. y ¥ es un vector de componentes x,.

Xg50009Xp-

El problema anterior puede ser resuelto para los valores de las variables

Xy,X2.----X,, que satisfacen las restricciones y que minimicen la funcién £,

La tuncion f es llamada usualmente la {funcion objetive o la funcidn criterio.
Cada una de las restriceiones gitx) para i 1.2....m es Hamada restriceidn de desigualdad
y cada una de lus restricciones Ay¢x) para j—1.2,...,1 es Hamada restriccion de igualdad.
Un vector X que satisface todas las restriceiones es Hamado una solucion factible al

problema.



La coleccion de todas las posibles soluciones torman la region factible. El
problema de programacion no lineal es encontrar un punto factible x tal que f{x) 2 /(%)
para cada punto factible x. Un punto tal ® es llamado una solucién 6ptima o simplemente

una solucion al problema. Si existe mas de un punto dptimo. estos son referidos como

soluciones alternativas 6ptimas.

“Asimismo, un problema de programacion no lineal puede expresarse como un
problema de maximizacidn y las restricciones de desigualdad pueden estar escritas en la
torma g;fx) >0 parai=12,....m. En el caso especial cuando la funcion objetivo es lineal
v cuando todas las restricciones, incluyendo al conjunto .Y, puede ser representado por
desigualdades lineales y/o ecuaciones lineales, el problema anterior es llamado un

problema lineal.

Lo anterior indica que la programacién lineal es un caso particular de la
programacién no lineal. Por tal motivo. los problemas no lineales son mucho mas
dificiles de resolver que los de programacién lineal. Haciendo un andlisis de las
caracteristicas de los problemas lineales v no lineales tenemos la siguiente comparacion

entre ambos problemas.

Programacion lineal Programacion no lineal
1. La solucion éaptima se encuentra en 1. No siempre la solucton optima se
un punto extremo de la region de encuentra ¢n un punto extremo de la
factibilidad. region de factibilidad.

2. El punto optimo nunca esta dentro

12

ITay casos donde el punio Optimo
de la region de factibilidad. esta en el nterior de la region

lactible.



3. Sus métodos de optimizacion 3.
generan Optimos  absolutos 6
globales.

4, La region de factibilidad es un 4.
conjunto convexo.

5. Sus  funciones  objetivo vy 5.

restriceiones son lineales.

Generalmente se encuentra  un
optimo local 6 relativo, mas no el

Optimo global 6 absoluto.

Se pueden

factibilidad

generar regiones  de

quc no son

necesariamente convexas.

La funcidn objetivo. las restricciones

0 ambas pueden ser no lineales.

Como ilustracién. considere el siguiente problema

Minimizar (x, -3)" +(x, - 2)°

sujeta a
X, —-x,-3<0
-y, —~1<0

-x =0

La {1gura muestra la region [actible
—>

&1
A g2

&
N

.,

L:1 problema es encontrar un punto en la regién factible con el valor mas pequeio

r

posible de (x, - 3)" +(x, -2)

i NN
-
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Notese que los puntos (X, X,) con (X, - 3)2 + (X, - 2)° representan un circulo con

radio /¢ y centro (3.2). Este circulo es llamado curva de nivel de la funcion objetivo

teniendo el valor c.

Puesto que deseamos minimizar ¢, debemos encontrar el circulo con el radio mas
pequefio que intersecte la region factible. Como muestra la figura el tal circulo mas
pequeiio tiene ¢=2 e intersecta a la region factible en el punto (2.1). Por lo 1anto la

solucion 6ptima se obtiene en el punto (2,1) y tiene un valor objetivo igual a 2.

E1 método utilizado en el ejemplo anterior consiste en encontrar una selucién
optima determinando la curva de nivel con el mas pequefio valor objetivo que intersecta
la region factible. Obviamente este enfoque de resolver geométricamente el problema es
solamente conveniente para problemas pequefios y no es practico para problemas con

mas de dos variables o aquellos con restricciones y funciones objetivo complicadas o

complejas.

Por otra parte existen algunas condiciones o postulados que se cumplen para los

dos modelos, los de programacidn lineal y los de programacion no lineal:

1. Al aumentar (disminuir) ¢l lado dereche de una restriccion < o < ¢ relaja la

restriceion, Esta no puede contraer y si puede expandir al conjunto factible

[ge]

Aumentar (disminuiry el lado derecho de una restriceion estrecha la 1esticeion. Esto

no puede expandir pero si contraer el conjunto no restringido.

4

3. Una restriccion no puede perjudicar, sino quizd ayudar, al vaior optimo de la funcion

ubjetivo.

4. I-strechar una restriceion no puede ayudar, sino quizd perjudicar, al valor optimo de la

funcion objetivo.
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Planteamiento de problemas

Analicemos ahora el planteamiento de problemas, obteniendo modelos de

programacion no lineal. para buscar luego métodos de solucion a problemas no lineales

en los siguientes capitulos.

Ejemplo 1: A una compaiiia le cuesta ¢ dolares por unidad fabricar un producto. Si la
compania cobra x dolares por unidad del producto, los clientes pedirdn D¢x) unidades.

Para maximizar las ganancias, ; Que precio tendra que poner la compaiiia ? :

Variable: x

Funcién objetivo: Maximizar z — (x - ¢j D(x) sin restricciones.

Ejemplo 2: St se utilizan x; unidades de capital y x; unidades de trabajo, una compania
puede producir x,X, unidades de un bien manufacturado. Se puede conseguir el capital a
N$30 /unidad y el trabajo a N$7/unidad . Se dispone de un total de N$600 para

conseguir capital v trabajo. ; Como puede la compafiia maximizar la cantidad de bienes

que se pueden febricar ?
Variables: x, ['nidades de capital

x> Unidades de trabajo
Funcion objetivo: Maximizar z= x,x,
Restricciones 31 x| + 7 x, < 600

Ejemplo 3: Q&ll. Company se anuncia en telenovelas y jucgos de fitbol. Cada

comercial en una telenovela cuesta 5000 dolares v cada comercial en un juego de futbo!
cuesta 10000 dolares. Si se compran x, comerciales en novelas seran vistos por SJx

hombres y por 2(}\/; mujeres (los datos vienen en millones de espectadores). Siose
compran X, comerciales en juegos de futbol seran vistos por 7\/}1 mujeres y por ]7\/‘xn

hombres. Por lo menos 40 millones de hombres y por o menos 60 millones de mujeres

quiere Q&I1 que vean sus comerciales.
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Variables: x; Anuncios en telenovelas
X, Anuncios en fuitbol

Funcién objetivo: minimizar z = 5000x, + 1000x,
Restricciones: SJx_,+ 174x, =40
20/x, +7/x, 260

xn =0, x20

Ejemplo 4: Una compaiiia produce un cierto articulo y desea encontrar una demanda
conocida, supongase que el inventario de la produccion puede determinarse en un total
de k periodos La demanda durante cualquier periodo puede encontrarse a partir del
inventario en ¢l principio del periodo y de la produccidn durante el periodo. La cantidad
de produccion méaxima durante cualquier periodo esta restringida por la capacidad de
produccion del equipe disponible de modo que este no puede exceder b umdades.
Supdngase que se tienen trabajadores suficientes cuando se necesite y despedirlos si son
innecesarios. de cualquier manera, no fomentar las fluctuaciones de trabajo pesado
incurre un costo provisional a el cuadrado de la diferencia en la fuerza de trabajo en
cualquiera de los dos periodos sucesivos. También es incurrido un costo proporcional al
inventario suma v sigue de un periodo a otro. Encontrar la fuerza de trabajo de
inventariar durante los periodos 1. 2. ... k tal que se satisfaga la demanda v el costo sea
mimmizado.
Variables: /,. rivel de inventario

L, fuerza de trabajo en el fin del periodo k

{ " tuerza de trabajo adquirida durante el periodo k

u
Funcién objetivo: mimimizar z = Z(qu,{ + CQI*)
k1

Restricciones: Ly - -1+1,

jkﬁlk'!*—ﬁ[’l\-]'dk

<l <
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Asimismo:

1, : Inventario inicial

Ly : Fuerza de trabajo inicial

dy. : Demanda conocida durante & periodos

p : Numero de unidades producidas por trabajador durante cualquier periodo.

Ejemplo 5: Considere la armazon en un plano mostrada en la figura

] a armazén consiste en dos tubos de acero juntos en un extremo y fijos en dos puntos
pivotes en el otro extremo. E1 espacio, esto es, la distancia entre los dos pivotes es fijada
en 2s. F1 problema de disefio es elegir la altura de la armazén, el espesor v el diametro
promedio de la armazon de tubos de acero, 1al yue esta pueda soportar una carpa de 2W
y minimizande la altura total de la armazon.

I:] peso de Ja estructura es 2 7z0x x5, + x3)'/’ donde p s la densidad del tubo de acero.

Se presentan lag siguienies restricctones adicionales:

1. Debido a limitaciones de espacio, la altura de la estructura no puede exceder by

2. E1 radio deb diametra del tubo entre el espesor del tubo no debe exceder h2.
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3. La tension de compresion en los tubos de acero no puede exceder la tension dada del

acero, que origina la siguiente restriccion donde b es constante
2 "
W(S +x3) -Sb3xlx2x3

4. La altura, didmetro y espesor pueden ser elegidos tal que los tubos no se doblen bajo

la carga. Esta restriccién puede ser expresada con by como un parametro conocido

‘H’(S: +x§) =< bj.\’IX2XJ

Funcion objetivo: Minimizar z = x,x, (s + x,)*

. - 3 )
Restricciones: wi(s™ + X3 )"‘5 —bxx,x. 20

wis® +x3 )% —b X x,x(x +x3)<0
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CAPITULO 4

CONDICIONES DE OPTIMALIDAD Y DUALIDAD LAGRANGIANA

Conjuntos convexos
Definicién: Un conjunto X en E; se llama un conjunto convexo si dados dos

puntos xj, x, en x entonces Ax, + (1 - 4jx, pertenece al conjunto X para cada A<f0. /]

La convexidad de X se puede interpretar geométricamente como sigue: Para cada

par de puntos x, y x; ¢n X, el segmento de recta que los une, debe pertenecer a X.

Ejemplo:
M’”l
Un conjunto convexo Un conjunto no convexo

Funciones convexas y coneay as

Definicion: Sea X un convexo no vacio en k. La funcién f sobre X ¢s una
funcién convexa si para cada X x,e X y para cada 2€[0, 1| cumple

Fezxy # |1 = 2Ixs) 7 H(xy) v {1 -7 T(xs)

[ a funcion fes Hamada concava st -f cs convexd. €slo es

I‘()\.X| t [] -?\.I\;l))lh(.‘|)+(] ‘?») f‘ij)
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Si las desigualdades de esta definicién son estrictas, se dice que la funcidn es
estrictamente convexa y estrictamente concava, respectivamente.
En base a esta definicion se tiene que f es convexa si y solo si -f es concava y

viceversa. Geométricamente en dos dimensiones.

y — —_——
b — —— ———

|
|
|
:

r_ ———

!
4

*® 1r—————
Mo ——— —— ———

1
|
|
!
|
1
I
X

>
X 4
~

Axy v (1 — Xixy X, Mgy {1 —Xx, X,

Figura ] Ejemplos de funciones cncavas y convexas

La figura 1 muestra que { es convexa si y solo si el segmento de recta que une
dos puntos cualesquiera de la curva y = f(x) nunca se encuentra por debajo de la curva
yv=[(x). De manera similar. f(x) es una funcién concava si y solo si el segmento rectilineo
que une dos puntos cualesquiera de la curva y —f{x), nunca se encuentra por arriba de

esia curva,

Trabajando unicamentc con funciones concavas y convexas, sc caeria en el
campo de la programacién convexa, de donde se tienen ciertas propiedades importantes
referentes a este tipo de funciones. Veamos los siguientes resultados.

Teorema: Para el problema no lineal
Minimizar f(x)
sujetaagx) >0 1 1.2,

hix) 0 i—1,2, ... n

51 X es un conjunto convexo y s f es convexa sobre X, entonces cualquicr minimo local

del problema no lineal anterior ¢y una solucién dptima de este problema.
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Ahora bien, la manera de saber st f(X) es concava o convexa es mediante la
segunda derivada de f(x), es decir, analizando el signo de f7(x) como se efectuaba en
calculo diterencial para funciones de una sola variable y mediante la matriz hessiana de f

para funciones de mas de una variable.

(@) ) AW

A\ x, (X

H(x)=| &,x, IS XX

)  Ff & f (%)
\ &, X, A X, A,

Partiendo de este concepto tenemos los dos teoremas siguientes para funciones

de una sola variable.

Teorema: Supdngase que f(x) existe para toda X en X. Entonces f(x) es una funcion

comexa sobre X siy solo si f'{x) = () para toda x en X,

Teorema: Supéngase que { (x) existe para toda x en X. Entonces {(x) es una funcion

concava sobre X siy solo s1f7(x) <0 para toda x en X,
Y para funciones de mas de una sola variable se tiene:
Teorema: Supongasc que [(x) tiene dernvadas parciales continuas de segundo orden para

cada punto X {x. Xs..... X} en X. Entonces [(x) es una funcion convexa sobre X si y

solo s1 para cuda x en X los menores principales de H(x) son no negativos.
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Definicion: El i-ésimo menor principal de una matriz nxn es el determinante de

cualquier matriz ixi que se obtiene al quitar renglones y las n - i columnas

correspondiente a la matriz.

Definiciéon: E1 k-ésimo menor principal dominante de una matriz nxn es el determinante

de la matriz k-k que se obtiene al quitar los Gltimos n - K renglones y columnas de la

matriz.

Teorema: Supdngase que f(x) tiene derivadas parciales continuas de segundo orden para

cada punto X = (X),Xs....,X,) en X.
Entonces f(x) es una funcién concava sobre X s1y solo st paracadaxen X yk—12...n,

los menores principales diferentes de cero, tienen €l mismo signo que (-1)".

Ejemplo: Determinar si las siguientes funciones son céncavas, convexas o ninguna de

las dos

1. f(x)=x
2. f(x)—3x+4
3 f(x. X)) T X T2XXp XS

4. f{x). X)) = Xy - X X3 - 2x;

5. N."{]..\'Z) .‘(f '3)(])(2"'2.\;2

Solucion:
L ofix) X
f'{x)=2x

f(x)y—2z0 Como 7(x) > (). {{x) es una luncidn convexa.

2 f[(x) 3x+4
i"{x) 3
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f'(xy=0 f(x) es concava y convexa simultaneamente

dado que cumple con estas definiciones.

3. Calculando la matriz hessiana para f(x), X,)= X, + 2X,%; + x;

of (x) of
'gf =2x, +2x, (3{—(:) =2x, +2x,
P _ Ffx)
&’ a
If) _, Ffx)_,
&\x, &,x,

2 2
H¢x) —(2 2}

Los primeros menores son los elementos de la diagonal principal iguales ambos a 2 >0

=2(2)-2(2)=020

[N

2

Como los menores principales de H son no negativos para cualquier punto. f{(x;.x,) es

una funeion convexa.

4. Siguiendo ¢! mismo procedimiento que en ¢l ejemplo anterior

rf? (_. l "
,i 0 =-2x, - X, ‘ {U) =-x, 4x.
(X (K
Cix)_ & f(x) 4
5 - AT
C_fE):_l 4 f(\) =-}
XX, XX,

2
Hixy— 1 -4
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Los primeros menores principales son los elementos de la diagonal del hessiano, -2 v -4,

ambos negativos. Parak = 1

1 . : . .
(-1) = -1. entonces los dos menores principales tienen el mismo signo. pues son

negativos E1 segundo menor principal es:
2 -1
-1 -4

Y parak - 2 (-1 Y=1,el segundo menor principal tiene el mismo signo que (-1y°. Por lo

=(-2)(-4)-(-1)=8-1=7>0

tanto f(x) es una funcion céneava.

5. Nuevamente

ZACI NP ) s ax
—dc] = LX) TN &, Ay AL
2 | 2
wzz aIx)
Z k;
Ifx) I
&y, &yx,
2 3
Hm:[-s 4)

I.os primeros dos menores principales son positivos y para k=1 (-1)* = (-1)* = -1. o cual
significa que 1{x) no es concava. Fntonces f(x) serd comvena si el segunda menaor
principal. el determinante del hessiano ¢s mayor o 1gual a cero. entonees tenemaos que

2 -3

3 4 AN =B-9=—1<0

Por lo tanto cemo el segundo menor piincipal es negativo. () tampoco es una funcion

caonvexa.
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Las funciones convexas y céncavas desempeiian un papel muy importante en el estudio
de los problemas de programacién no lineal, asi como también algunos otros tipos de
funciones que son similares a estas, que son generalizaciones de estos conceptos.
Analizaremos c¢stos nuevos conceptos, para luego pasar a analizar las condiciones de
optimalidad partiendo de estos conceptos fundamentales.
Generalizacion de funciones concavas y convexas
Funciones cuasi-convexas y cuasi-concavas

Definicion: Una funcién f es una funecion cuasi-convexa bajo un conjunio
convexo X en I5, si para cada x, x, en X

fax [ 1-A]x2) € minimo {{(x,), f(x;)}

La funcidén f es llamada cuasi-céncava si -f es cuasi-convexa, es decir si

tax,+[1-1]x-) = minimo {f(x,), f{x;)} para todo, A tal que 0 < A < ]

La figura 2 muestra un ejemplo de una funcidn cuasi-convexa, una funcion cuasi-

concava v una que no cumple ninguna de las dos condiciones.

Figura 2

a) b) c)

La figura 2a) muestra que f es una funcién cuasi-convexa si e¢s imposible
encontrar tres puntos colineales tal que el punto del] centro tiene el mayor valor objetivo
al cvaluar estos puntos en . por la definicion de fuincion cuasi-convexa. Similarmente, la
definicion de funcion cuasi-céncava indica que si f es cuasi-cOncava es imposible
encontrar tres puntos colineales tales que el punto del centro tenga el mas pequenio valor

objetivo que los otios dos puntos.,
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La figura 2b) muestra una funcién que es cuasi-convexa y cuasi-concava. dado
que cumple estas dos definiciones, al tomar tres puntos en el eje x;, la imagen del punto
central no es ni mayor mi menor que la de los otros dos puntos colineales.

La figura 2¢) muestra una funcion que no cumple con ninguna de estas

condiciones.

Una funcién lineal es simultdneamente concava, convexa, cuasi-céncava y ¢uasi-

convexa.

Una funcion si es cuasi-convexa no necesariamente es convexa, pero el reciproco
no es cierto, porque si f es convexa entonces es también cuasi-convexa. Este mismo

criterio puede ser aplicado para funciones concavas y cuasi-céncavas.

Funciones Pseudo-convexas y Pseudo-concavas

Antes de definir estos dos nuevos tipos de funciones, es necesario conocer

cuando una funcion convexa es diferenciable.

Definicion: Sea X un conjunto no vacio en En. el espacio Euclidiano en n dimensiones y

sca f: X— E,. Entonces { es una funcion diferenciable en un punto x perteneciente a X si

existe un vector Vi(x) llamado el vectar gradiente. y una funcion a: En - E,

tal que
) IEX) = TH) - 1) - X(x. %)
para cada x en X. donde /ima (x, a)= 0. ||x - x|| es la norma del vector x - x.
J 2 o\l
expresada  como  |x - x| = O =%, ) 4o H(X, = x0) y Vilx) -
Fx) {:-j,-(,x) f/ {x)
(?\.‘l . 13‘3 T (F,‘\"

[ us componentes del vector gradiente son las derivadas parciales de { con regpecto a las

vanahles N Xgy o X,
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Definicién: Sea X un conjunto no vacio en E, y sea f: X—E, diferenciable en X. La
funcién f es llamada pseudo-convexa si para cada x,, X, en X con Vi) (x-%)=0se
tiene que f(x,) = f(x)) o equivalentemente, si f(x;) < f(x;) entonces

Vix ) (X;-X)) <0

La funcidn f es llamada pseudo-concava si -f es una funcion pseudo-convexa.

La figura 3 muestra algunos tipos de funciones pseudo-convexas y pseudo-

concavas, asi como una que no es ninguna de las dos.

Figura 3

a) b) c)
a) Funcion pseudo-convexa. b} | uncion pscudo-concava y pseudoconvexa, ¢) Funcion

que no es ni pseudo-convexa ni pseudo-concava.

Estas definiciones de funciones cuasi-convexas. cuasi-concavas, pseudo-
convexas y pseudo-concavas se convierien en estrictas cada una de ellas si la

desigualdad correspandiente de la delinicion de cada tipo de funcion es estricta.

Habiendo definido estos conceptos tundamentales analicemos las condiciones de

optimalidad para funciones convexas.



Condiciones de optimalidad

Teorema: Sea la funcién f: E, = E,, el problema Min f(x) sujeto a x € X, donde f es
una funcién convexa y X €s un conjunto convexo no vacio en E,; se tiene que X es una
solucion éptima a este problema si y solo si f tiene un subgradiente £ en x tal que

E' (x) (x - x) 2 0 para todo x en X.

Asimismo, en base a lo anterior, si el problema es de maximizacion, x es una
.y . . - . [
solucion optima si y solosi & (x)(x - x) <0 para todo x en X
Corolario: El1 conjunto de soluciones Optimas alternativas puede ser definido

equivalentemente como X
X ={ xeX:Vi(x)'(x-x)-0 y Viix)=(x) }
Ejemplo: Para el siguiente problema:
Minimizar f(x) = (x, - 3/2)" + (x - 5)°
sujetaa - +x; <2
2%, + 3%, < 11
-Xy <0
X, %0

Solucién: La funcién objetivo es una funcion convexa que representa el cuadrado de la
distancia del punto (3/2,5). E1 conjunto poliedrico convexo X es representado en la
figura 4.

- 4
Figura 4. 2 W3

N

\

M
!

m
\i
4

—— rd Xy
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De la figura, se observa claramente que el punto éptimo es (1,3). El veclor gradiente en

el punto (1,3) es:
THx) = (2 [x, - 3/2). 2%, - S
conx =(1.3)

Vi(x) — (2[1 - 3/2). 2[3 - 5P'= (- . -4’

Se observa geométricamente que el vector (-!. -4) forma un angulo < 90° con cada
vector de la forma (x; - 1. X, - 3), donde (X,. x,) € X. Entonces la condicion de

optimalidad establecida anteriormente fue verificada. Sustituyendo en el vector gradiente

x = (1. 3) tenemos

-1
Vi(x) = L](Xl -1ox - 3)=-Hx - 1) + (4)(x; - 3)
:‘X|+ 1 -4X2+12:-X|“4X:+ 13
= 4(3)+13=13+13=0

lo cual indica que (1.3) es el punto 6piimo.
Condiciones de Optimalidad de Fritz-John

Anies de definir las condiciones de optimalidad de Fritz-John, para problemas de
programacion no lineal. analicemos el concepto de los multiplicadores de Lagrange.

Mctodo de optimizacidn por lagrangianos

El problema a resolver es:
Opumizar f{x)

sujetaa g(x) — 0 i~ l....m

donde 1L g, gy e . 8, son funciones definidas en [ x ¢s el vector de n componentes

X}» X950« Xo ¥ la palabra opunnzar puede significar maximizacion o munimizacion.
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El método clasico para resolver este problema, cuando las restricciones estan
igualadas a cero (cuando son desigualdades este método requiere de ciertos ajustes que
complican bastante la situacion). es utilizando los multiplicadores de Lagrange (A;). Esto
se realiza definiendo de la siguiente manera una nueva funcién objetive, llamada el
lagrangiano

F(xh Xz - v Xy ll- l'2" ] lru) = f(X) - ?"lg](x) - lzgz(X) Teee T lmgm (X)

El lagrangiano F con m+n variables independientes, es equivalente a la funcién
objetivo original f con n variables independientes porque se estan restando unicamente
ceros, es decir que Agi(x) - 0 para = l.., m. Como el lagrangiano no tiene
restricciones, para rescolver este problema en teoria (dado que ocasionalmente es
imposible resolverlo por métodos exactos y se requieren métodos de aproximacion a
analizar en los capitulos siguientes) hay que obtener todas las derivadas parciales de

primer orden para cada variable e igualarlas a cero y resolver el sistema de ecuaciones

resultantes

£k dF
-0 =0
X 7
" F 5 F
‘T -0
. A
o cF
Lo i — =)
('\, (/}Lin

Teorema: (Condiciones de ['rits-John) Sea X un conjunto no vacio y sea f: £, F; y gt

Iy 2k para 1 T, m. Considere ¢l problema P de minimizar ((x) sujeta a x en Xy

g (x)<Oparai l..,m Scaxunasolucion factible y sea | {i: g(x) = 0}.



27

Ademas, supongase que f y g; son diferenciables en x y que g; para i € 1 son continuas

en X. S1 X resuclve localmente ¢l problema. P. entonces existen escalares uy y u; para

1€l tales que

u Vi(x) + Zu.\/gi(.\:) =0

!rx
Ug. u, 20 paraiel
(ug.u) = (0,0

donde u, ¢s el vector cuyas componentes son u, para i € I. Ademads, si g; parai € [ son

también diferenciables en x, entonces las condiciones anteriormente mencionadas

pueden ser escritas en la siguiente forma equivalente:

ug VE(x) + D uVg(x)=0
[

u. g (xy=0 parai=1,.., m
ug. u, 20 parai=l,.., m

(ug. u) = }

donde u es el vector cuyas componentes son u, para i=1.....m.
. o 2 LN
[jemplo: Minimizar (v, - 3)7 + (X7 - 2)

sujeta a X+t x-<5

XI + leﬁ 4
-X <)
-X; <)

Se tiene la siguiente region lactible
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Figura 5
x3
\ .
(0,2 A \'Q_Sz‘ﬂ\
VD N
\ N
, \ \\ N v,
\ ~
N
N2
AN
/;’ ~
7 ,%/
v fIx
%///4{ vk .
{0, O} iv3. 0

Las condiciones de Fritz-John se cumplen en el punto 6ptimo (2,1). Nétese que el

conjunto de restricciones activas, es decir aqueilas que funcionan como igualdad en el

punto considerado son I = {1. 2} para x 2. 1), Calculando los gradientes para la

fune1dn objetivo y restriceiones

Vi(x)—(-2.-2) Vo (n) 420 Veoo(x)=(1.2)

Por lo tanto, para satisfacer las condiciones do 1 ritz-John, hay que cncontrar un vector

diferente de cero (u,.u,.uy) 2 0 que saustaga

Siu  uy/3yu, =2u,/ 3 para cualguier u ) se satislacen las condiciones de Fritz-

John dado que se encuentra un vector diferenic I cero (ugupuy) = 0.
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Ejemplo: Considere el siguiente problema
Minimizar -x,

sujeto a X, - (1 - x,)3 <9

-X3 <0
Graficamente
Figura 6
2
vz (X}
A
o
52ix) = 0 5 !
v/fix]
/ £ tx) = 0
v g,x)

Las condiciones de Fritz-John se cumplen en el punto (1,0). El1 conjunto de
restricciones activas en X es dado por I= {1, 2}. Calculando los gradientes

Viin) o (L oY Ve (x)=(0, 1) Ve, (x)=(0.-1)

de 1o cual
1 +uf [+uw - ]
[$] | 1 {

Esta ¢ondicion solo se cumple si ug=0. Entonces las condiciones de Fritz-John son
verdaderas en x tomando uy—0 y u, u,=ot, donde « ¢s un escalar positivo para obtener ¢l
veelor (ug. uy. up) 2 0. Analicemos ahora si las condiciones de Fritz-John se cumplen en

el punto (1), ). El conjunto de restriceiones activas ¢ 1 43, 4}y se tiene que u, u, 0.



Ademas

Vi) = (-6, -4)' Ve, = (-, 0 Vg, = (0,-)'

Las condiciones de Fritz-John se cumplen si y solo si

o))l

entonces u;=-0u,. uy=-4u,, pero si ugd se tiene que u;. <O contradiciendo las
restricciones de no negatividad. Por otra parte si u,~0 entonces u;=u,=0 lo cual
contradice la condicion de que el vector (up, us, uy) es diferente de cero. Por lo tanto las
condiciones de Fritz-John no se cumplen en x =(0,0)". E1 origen no es un punto dptimo
local.

Las condiciones de Fritz-John no son suficientes para la optimalidad de los

problemas de programacién lineal.

Condiciones de Optimalidad de Karush-kuhn-Tucker (KKT)

En problemas de programacion lineal el método Simplex se puede interpretar
como un procedimiento sistematico para alcanzar un punte extremo optimo de la regién
de factibilidad que satisface las condiciones de KKT. Para cualquier problema de
programacidn lineal si un punto es dptimo es porque cumple con estas condiciones.

Para problemas de programacion no lineal las condiciones de Fritz-John v de
KKT son necesarias v suficientes para optimalidad cuando la funcién objetivo. las
restricciones de igualdad se encuentran bajo apropiadas suposiciones de convexidad.

Teorema:(Condiciones de Karush-Kuhn-Tucker) Sea X un conjunto no vacio abierto en

Lin. y sean {:E, 2, Y gi:E 2E, para i-1...m. Sca x una solucion ltactible y dendtese
I {ug(x) 01.Si{ y g para cada i e | son diferenciables x . Si x resuelve localmente

¢l problema
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Minimizar f(x) xeX
sujetaa g(x)<0 i=l..m

deben existir escalares ui para i € I tal que
Vigx) + ZU.Vg.(X): 0
=]

ug(x)=0 parai=1,..m

u, >0 parai=1,..m

Estas mismas condiciones también son validas para que x sea punto optimo para el
problema
Maximizar f(x)
sujetaa gi(x)20 i=l....m
donde 'y g, tienen las mismas caracteristicas que el problema de minimizacion.
Ejemplo: Para el problema
Minimizar 10x, -2x; —X; +8x, - X}
sujetaa x; + X, <0
-X; <0
X,< 0
Venticarenos i se cumplen las condiciones de KKT en el punto (1.1) para determinar si

¢s 0 no optimo. 11 conjunto de restricciones activas [ = {11 . Calculando los gradientes

- o de -3X; 1 1
Vel ) Vi) =3, 6) Vei(x)=(1,1)
Como svlo la orimera restriccién es activa. tenemos que U» u;—0. De la primera
il | p

condicion

m

Vi) - ZU.B.(I)=U
tol
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Como debe ser u, > 0 se describe un sistema incompatible. Por lo tanto el punto x= (1. I)'

no es dptimo.

Ejemplo: Minimizar x; +xj +12x] +6x; — X,X, — X, — X,

Sujeta a

\4

XZ_O

Para el punto (3.3) verifiquemos las condiciones de KKT. Para
- {1.2} uy=u, 0
Vi) Vi - (176, 140)

Vo, (x)=(1, 1) Viyx) = (2.-1)

Resolviendo 2l sistema resultante
=U - 2]&2 = -]76

-0y +uy = -140

Se tiene que w = 152 y u, — 12, dando a estos pardmectros estos valores se cumplen las

condiciones de KKT en el punto (3,3).

Dualidad Lagrangiana

Dado un probl:ma de programacion no lineal llamado primal, existe un prohlema que es

estrechamente asociado con este llamado dual lagrangiano.
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Estos dos preblemas son dados a continuacion
Problema Primal P: Minimizar f(x)
sujetaa gi(x) <0 1=l,....m

hi(x) = 0 i=l, ....1

donde f, g;. h;: E,2E, y X es un conjunto no vacio en E. Sean g y hlas m y 1 funciones
vectoriales con componentes i-€simos g; v h;, respectivamente.
Problema Dual lagrangiano D: Maximizar 6(u, v}

sujetaau =0
donde B(u. v) - inf {t(\) + 2 u, g, (x)+ Z v,h{(x):x e X}
[ 1=1

Los vectores u v v pertenecen a £, v E|, respectivamente. En este problema. las
restricciones g;(x) < 0 y hy(x) pueden ser incorporadas en la funcidn objetivo usando los
multiplicadores de Lagrange u; y v;. E1 multiplicader u; asociado con la restriceion de
desigualdad gtx) < 0 es no negativo. en tanto que el multiplicador v; asociado con la
restriccion hi(x) = 0 es no restringido en signo.

Entonces el problema dual consiste de maximizar el Infimum (maxima cota
inlerior) de la funcién

n 1
f(x)+ > ug,(x)+ 2 vh (x)
1 1
Asimismo, dado un problema de programacién no lineal, algunos problemas duales

lagrangianos puceden concebirse dependiendo en cuales restricciones son tomadas comn

plix)<0y hi{x) -0



y cuales restricciones son tomadas por el conjunto X. Esta eleccién puede afectar el
valor éptimo de D (en un problema no convexo) y complicar el procedimiento que
consiste en evaluar y actualizar la funcién dual ¢ durante el curso de la resolucion del
problema dual.

Mediante esta técnica pueden resolverse problemas no lineales convexos ¢ no
convexos. También en problemas de optimizacion discreta donde todas o algunas de las

variables pueden ser restringidas a ser niumeros enteros.

Ejemplo: Para el siguiente problema primal

Minimizar x,2+ xz2

sujetaa  -X-X; +4<0

X;.X>20

Para este problema, la solucion optima ocurre en el punto (2, 2) con valor objetivo igual
as.

Sea gix) = -X, X2t 4y X = {(X}, X5) : X, X2 0}. La funcién dual es dada por
B(u) — it {xf + xz‘? Ful-x - %+ 4H X x;2 0}

s 2 - 2
—inf iy -ux ixy 20} +int T - ux; 1 X, 20) + 4u

La maxima cota inferior se obtiene para O(u) de la siguiente forma: Para x; v .

derivando de la funcidn anterior
2% -u=0 2%, -u=10
X, u?2 Xy — w2

o antenor es valido siu = 0. S1u £ 0. entonces x,=x, 0. dclocual siuz1)

0wy inf {(%)2 +(%)2 e 4):x|,x2 > 0}
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8(w) = inf {3tu’ +4u} = Ju? +4u
Siu<0

O(u) = inf {0 + 0" + (-0 - 0+ )} = inf{4u} = 4y

0(u)= {41- st D

2'u"‘+4u syl

El valor maximo de 6 (u) se obtiene para u= 4 , entonces 6(u ) = 8. Los valores dptimos
de los problemas primal y dual son ambos iguales a 8.

Bajo ciertas suposiciones de convexidad v teniendo como requisito apropiadas
restricciones, los problemas primal v dual tienen el mismo valor objetivo dptimo y por lo
tanto es posible resolver el problema primal indirectamente resolviendo el problema
dual. como en el ejemplo anterior, pero esto, en la mayoria de los casos no es valido.

Aqui surge otra diferencia entre los problemas de programacion lineal y no
lineal. que mientras en programacion lineal los problemas primal y dual tienen los
mismos valores objetivos optimos. en programacién no lineal, en general el valor

objetivo ¢ptimo del primal es mavor o igual que el valor 6ptimo del problema dual.

Ejemplo: Para ¢l problema de minimizacion
Minimizar f{x) -2x +
sujcta a X+t x,-3=0

{(x. X2) e X

donde X — {10. 0). (0, 4), (4. 4). (4. 0), (1, 2). (2, 1)}
e los seis puntos solo cumplen la restriccion de igualdad (1, 2) y (2, 1) de los cuales el

aptima es (2. 1). 151 valor objetivo minimo optimo es -3,
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La funcion objetivo dual es dada por

O(v) = inf {{-2x; + X3) + V{X; + x5 - 3) : (x), x) € X}
inf {-2% + vxg %, € X} + it {x, +vX; 1% € X -3y

con X| = X2 = {0,1, 2, 4}

Derivando la primera y segunda ecuaciones con respecto a X; ¥ X,. respectivamente. e

1gualande a cero se tiene

2+v=0 1+v-0

V= 2 V= -]

con v < -1, para minimizar, tomando el punto (4. 4) v sustituyendo en la ecuacion
B(v) ~inf {-2() +4+v(4+4-3)} =inf {-4+ 5v}=-4+5v
Para -1 < v <2, tomando el punto (4,0) se tiene
B(v)=inf {-2(4)+ 0+ v[4+0-3)}=inf {-8+Vv]=-8+V
Si v 2, tomando para minimizar 8(v) el punto (0.0)
B(v) =inf {-2(0) + 0+ v(0+0-3)} — -3v

Entonces

Jfﬁ’f +5v sl V -

Dv) -8+ si-lgv<?
—3v si v22

La grafica de la funcién dual es mostrada cn la figura 7 y la solucian dptima es v = 2 con

valor objetivo -6 .

Figura 7 -

2. -8

P, -9

(v)
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Ejemplo: Para ¢l problema
Minimizar f{x) = 3x, + 7x, + 10x,
sujeta a X - 3% -5%3+7<0

XI.X2,X3=061

La funcion lagrangiana dual obtenida a partir del problema anterior es :
Bu) = inf{3x; + Txy + 10x; + u{-x - 3%; - Sx3+ 7): X Xp, X3 = 0 01}
inf{(3 - uw)x, + (7 -3u) + (10 - Su)x; + 7u}

Xl.x:.‘i:;:Oé]

El valor minnmo es calculado haciendo X, = 0 s1 este coeficiente de costo reducido es

positivo y haciendo x; = 1 si el coeficiente de costo reducido es negativo. El resultado es

la familia de soluciones

0<u<x? 0 0 0

2<us?i3 0 0 1

7/3<u<3 0 1 1

i< i 1 ]

de lo cual tenemos que

T si0<ug?
o 2u+ 10 si2<y<4
W17 siZsu<s

2+ 20 $13< 0

para la {funcion dual el valor optimo es u — 7 3 y su valo objetivo v su valor objetivo s

ipual a 44 3
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CAPITULO 5

OPTIMIZACION NO LINEAL SIN RESTRICCIONE'S

Métodos de busqueda

Uno de los principales campos de la programacion no lineal es el de la
optimizacion no restringida u optimizacion hibre, que trata el problema de minimizar o
maximizar una funcion en ausencia de cualquier restriccion. Fiisten métodos de
busqueda del valor éptimo de una funcidn f(x) que pueden ser aplicados para funciones
de una 6 varias variables. usando dertvadas o sin usar derivadas.

A continuacién analizaremos algunos de los métodos de biasqueda que existen
para resolver problemas de programacién no lineal no restringidos. después de presentar
algunos conceptos fundamentales.

Métodos de optimizacién de funciones unimodales de una sola variable en
problemas no restringidos

Definicion: Se dice que una funcién de una sola variable ¢~ unimodal. cuando
tiene un solo punto minimo e masimo.

S1 f(x) es estrictamente unimodal, entonces (para ¢l caso de manzacion).
para X, < X; <x* entonces f{(x,) < f(x,) < f(x*)

v ON* <Xy < Xy entonces H{nF) > f(x,) > f(x,)
siendo x* el valor que optimiza la funcion f(x). ¢s decir TSIV para loda §

Dada una funcidn f(x) estrictamente unimodal y dos puntos x; 3y X_ con »; < X.

cxisten tres posibilidades a analizar para efectuar la climinacion. Por ¢jemplo para el

cuso de maximizacion



a) Si f(x)) > f(x,) entonces X* < x,
b) Si f(x)) < f(x,) entonces x, < x*

c) Si f{x;) = f(x,) entonces x; < x* <x,

39

Suponiendo que se requieren hacer k evaluaciones de una funcién f(x), que es

estrictamente unimedal, sean x, y X, los extremos izquierdo y derecho del intervalo de

busqueda, respectivamente. sea x, ¢l mejor punto obtenido y sean x, y X, los puntos a la

1izquierda y derecha de x, respectivamente. Obviamente el punto Optimo x* debe

encontrarse en el intervalo x; < x* < x. La distancia X, - X, se¢ denomina ntervalo de

incertidumbre.

£(x)

Xo Xt

Una medida de la efectividad de los métodos de basqueda de puntos 6ptimos en

funcienes unimodales de una sola variable es la siguiente:

Basqueda en un intervalo con derivadas

Método de bisqueda de Fibonacei

El método de Iibonacci cs un mélodo de bisqueda en un intervalo para

minimizar una funcion estrictamente cuasi-convexa.
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Este método es bastante eficiente para aproximar, bajo cierta tolerancia de error,
un punto minimo o maximo en funciones unimodales de una sola variable. Este método
tiene la ventaja de que, como ne utiliza derivadas, puede calcular puntos dptimos en
funciones no diferenciables. Este método supone que se conoce un range micial de
busqueda.

Procedimiento '
1.- Con el porcentaje de aproximacién requerido, se determina el valor de F, que debera
de utilizarse.
2.- Con el interv alo de bisqueda dado inicial, a < x* < b, se define el valor imcial L.
Lo-b-a

3.- Con la expresion

yoLiop B D
F, -(G-1)
-2
se calculaAparai=1 A, =Lo F"F

»
4.- Se procede a calcular los valores de x;, X x— a + A, X= b - A} y se procede a
evaluar {{x)) v f(x,).
3.- Se etectua la eliminacién de la forma siguiente (para el caso de minimizacion).
Sit(a )~ f{x,). entonces
- Fhimnar el intervalo x, < x <~ b
- Hacerb=x,
- Hacer 1 b-a
-flacert 1+ 1 y caleular A,
-Hacer x; — a+ A, y evaluar {{x;)
- Six; < Xy hacer X3 = x5y fixy)  1(x,) en caso gontrario, hucer X3 — X, (x5} 10x}»
NooNs ) xy)
- Se continua ¢con el paso 6
Sif{x)) > [{x,). entonces

- Flimimnar el jntervalo a < x < »
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- Hacera = x,

-HacerLL,,=b-a

- Haceri =i+ | y calcular Ai

- Hacer x; - b - A; y evaluar f(x3)

- 8i X, < X3 hacer x| = x,, f(x)) = f{x2) ¥ x; = X3, {(x,) = f(x;) en caso contrario. hacer x,
=x3 ¥ (%) = 1(x5)

- Se continua con el paso 6
6.- Se continua con el paso 5 hastaque i1=n- 1.

Ejemplo: Encontrar el punto minimo de la funcién unimodal

- 2
f{x) = x" - 6x + 2 con un 3% de error 0 menos, en el rango 0 <x < 10

n Fn 1/Fn
0 1 1.0000
1 1 1.0000
2 2 0.5000
3 3 ) 3333
4 5 0.2000
5 8 0.1250
6 13 0.0769
7 21 1.0476
8 34 0.0294  {margen de error)
9 55 0.0182

| a solucion x* esta en ¢ intervalo -2.9412 x 3.2333

A . 32353-2942 0.0204
roximacion  —————=0.02
proxima 10-0

I'1 valor minimo encontrado para la funcion es: -6.996

Los calculos para obtener csta solucion se presentan en la siguiente tabla
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Método de busqueda de la Seccién de Oro

Este método también requiere que la funcion sea de una sola variable y unimodal
que sea estrictamente cuasi-convexa. Si el rango de incertidumbre original es: a < x < b,
el proceso reduce este intervalo en cada evaluacion, en un valor constante T (representa
la letra griega tao)

Este valor constante llamado "Seccién de Oro" se calcula de la siguiente manera:

Supdngase que se esta examinando ¢! intervalo de busqueda a < x < b con dos

valores x| ¥ X, conocidos. talesquea<x <b

Graficamente
a x1 X9 b
r
— |

- v

Lo ) . .
Sea T — donder 11 entonces u — v, si al hacer la biisqueda se eliminara el rango
5 5 .

X, € X £ b lo que se requiere ¢s que en la siguiente evaluacion se mantenga el valor de T

para encontrar el nuevo valor de s

u s r s 1 1 1 T
r r 1t r 1 [

de donde se obtiene la ccuacion 17+ 1 -1 — 0. resolviendo se tiene que T=0.618

Procedimiento

1 - bstablecer el valor de Ja aproximacion que se requicre (¢)

2 Con ¢l mmtervaio de busqueda dado micial, & < x* < by el valor de 'I" 0.618, se
calcula Lo b-a ylosvalores de x; y X,

x;p (1-THxh-a)yta s [(b-a)+a y seprocedeacvaluar f{x) y 1(x,)
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3.- Se efectiia la eliminacion de la forma siguiente (Para el caso de minimizacion)
Si f(x;) > f{(x,), entonces
- Hacera = x,
- Hacer x; =%, y f(x)) = f(x,)
-Calcularx,=T(b-a)+a
- Evaluvar f(x,)
- Continuar con el paso 4
St (%)) < f(x,). entonces
- Hacer b - x,
- Hacer x», — x; y f(x3) = f(x))
-Calcularx;=(1-T) b-a)+a
- Evaluar t(x))
- Continuar con el paso 4

b-—a
Lo

4.- 81 < ¢ s¢ ha cumplido la tolerancia, en caso contrario continuar con el paso 3.

Ejemplo: Encontrar el punto minimo de la funcién unimodal
f(x) - Sx” + 8x - 2 con un 5% de error 0 menos. en el intervalo -1 <x <5
Lo-b-a 5-1)—6
lLos calculos e iteraciones del método se presentan en la siguiente tabla. Partiendo de
ello, la solucion esta en ¢] intervalo -0.8722 x -0.6635

0.6655 —-0.8722

Aproximacion
P S—-1.0

= 0.0344
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Método de Interpolacion Cuadrada

Los métodos de Fibonacci y de la seccidn de oro son utilizados para funciones
unimodales, pero si una funciéon no es de cste tipo, no pueden aplicarse los métodos
anteriores, como en las funciones multimodales.

Definicion: Una funcion de una sola variable es multimodal si tiene mas de un valor

Optimo. ya sea maximo 6 minimo.

Para funciones multimodales no diferenciables en los puntos de discontinuidad,
se utiliza para resolver estos problemas de programacion no lineal el método de
interpolacion cuadrada.

Procedimiento

1.- Dados valores del punto arbitrario x y una direccidn arbitraria s, evalue

g(a) = f{x + us)
E1 punto x es el punto de partida de la bisqueda del dptimo local, mientras que s es la
direccion de bisqueda.

2.- Evalue g(at)y parai=0. 1. 2. 4. 8. 16. ... a. b. c. donde c es ¢l primer valor de o para el
cual g{a) se ha incrementado. E1 valor optimo de i. a < a* < c. se encuentra en el
rango a < o* <c.

3.- Lna vez que se conocen los valores de g(a). glb) v g(c¢) se ajusta un pohinomio

cuadrado a f(x) v se calcula el minimo local del polinomio. a.. dado por:

04

pga!gcj—bzl + ngm-}_ﬁ ~qie );b3—1131
gla)(c-b) + gibjta-c)+ gic)b-a)

1
2

Si glet, )< g(b) entonces ™ = at,.. De otra manera. si g, ) > g(b)
se toma ¥ ~ b,
. . A S
Ejemplo: Mmimizar fa luncion #(x) ~ X" - 10x° 1 35x" - 30x enel punton 3y la

direccion s | come valores miciales.
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Fase |
g(o) = f{x + as)
=f3+aq)
=3+ - 103 + o)’ 4 353 + )’ - 5003 + @)
Fase 2
o | gw
0 24
1 24
2 0

En a= 2 el valor de g(a) se incremento. Por lo tanto ¢ = 2, b= 1 y a = 0. Se tiene que

O<o*<2.

Fase 3
El minimo a, del polinomio cuadrado se calcula con la formula anterior. Sustituyendo
los valores citadosde a,byc

@, = 1 gla)(c’-b’)  q(b)a’-c®) + q(c)b o’y
2 g(a)c - b) - g(b)(a- c) + gle)b - a)

124027 - 1)+ (24)(0° - 22~ 0014 - 0%) -0.50
2 (242 - 1)~ (-24)(0 -2) + O(1 - 0)
gla) —g(0-50) -24.94

Como g(a,) < p(h). se¢ iene que a=a, 1.50

Pero dado que
gla)- fix - sy f(3+a)

Por lo tanto el minimo aproximado de la funcion original es:
X*=3 +tu*=3+05=35

y

f(x*) fi3.3) -24.94.
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Buisqueda en un intervalo con derivadas
Método de bisecciones sucesivas.

Supdnpase que se desea minimizar una funcién f bajo un intervalo cerrado y
acotado. Ademas supdngase que f(x) es pseudo-convexa y diferenciable. En la k-esima
iteracion, sea el intervalo de incertidumbre [ a,, by, ].Supdngase que la derivada f'(x,) es
conocida y considere los siguientes tres casos posibles:

1.- Si f(x,) = 0, entonces por pseudo-convexidad de la funcion f, x, es un punto mininio.
2.- Si f(x,)>0, entonces para X > x,. se tiene que f(xXx - x,) > 0 y por pseudo-
convexidad de f tenemos que f(x) = f(x,). En otras palabras. el minimo se encuentra a la
izquierda de x,. tal que el nuevo intervalo de incertidumbre fa, + 1, b, + 1] es dado por
[ay, by.

3.- Si f{x;) < 0. entonces para x <x,. f{x )x - x>0, tal que f(x) > f(x,). Entonces el
minimo se encuentra a la derecha de x,. tal que el nuevo intervalo de incertidumbre
[a,+1, b+1] es dado por [xy, bi]-

La posicion de x, en el intervalo [a,. by] puede ser elegida tal que la méxima
tongitud posible del nuevo intervalo de mcertidumbre es mimimizado. Esto es, %, pucde
ser elegida tal que minimice el maximo de x, - &y b, - x,. Obviamente la localizacion

dptima de X, es el punto medio 1/2(a, + by).

Procedimicnto

1.- Sea [a, by] el intervalo inicial de incertidumbre y sea g el intervalo final de
incertidumbre. Sea n el menor entero positivo tal que (I/2)n < £/b-a;. Sea k - 1 3
continue con ¢l paso 2.

2.- Sea fi - 1/2(a, + b,) y evalie '(x,). Si f(x,) = 0 parar: x, es una solucion optima. De
Jo contrario continuar con el paso 3. si F'(x,) > 0 y continuar con el paso 4 si f'(x)~ 0.

3-Seaa g,y b+l — x,. Continuar con cl paso 5.

4.-Seaatl  x v b+l — b- Continuar con ¢l paso 5.

5.- St k — n parar; el minimo sc ubica en el intervalo |+, by+l|de lo contrario

reemplazar k por k + 1y repetir ¢l paso 2.
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Ejemplo: Minimizar f(x) = X+ 2x

sujetaa-3<x <6

Reducir el intervalo de incertidumbre a un intervalo cuya longitud £ es menor o igual a
0.2.

El numero de observaciones n satisface
(1/2)n < £/by-a, = 0.2/6 - (-3) = 0.2/9 - 0.0222
paran = 6.

La sigutente tabla resume los calculos usando el método de bisecciones sucesivas.

Interaccidn k a, b, Xk (x,)
] -3.000 6.0000 | 1.500 | 5.0000
2 -3.000 1.5000 |-0.750 | 0.5000
3 -3.000 | -0.7500 | -1.8750 | -1.7500
4 -1.875 [ -0.7500 |-1.3125 | -0.6250
3 -1.3125 | -0.7500 | -1.0313 | -0.6250
6 -1.0313 | -0.7500 | -0.8907 | 0.2186
7 -1.0313 | -0.8907

El intervalo final de incertidumbre es [-1.0313. -0.8907), tal que el minimo puede ser

tomado como ¢l punto medio del intersale -0.961.

Metodo de Interpolacion Cubica

Este método a diferencia del de interpelacion cuadratica requiere que la funcidn
sea diferenciable. El método consiste en encontrar un valor dptimo de una variable o.
denominada «* . tal que fa funcion
gla)  (x + ws)
obtenga un minimo local. donde X y s son valores iniciales arbitrarios. I:1 punto X es el
punto de parlida de la blsqueda de los optimos. mientras que s es la direceion de

busqueda. Lste minimo loeal se obtiene en tres pasos o fases.
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Procedimiento

1.- Dados valores arbitrarios de x y s evalie g(a ) = f(x + as)

2.- Evaltie g(o) y g'(a) para valores de o igual a 0,1,2.4.8,16, ....,a, b. donde b es el
primer valor para el cual g'(at) es no negativo 6 g(et) no ha decrecido. E1 valor dptimo
se encuentra en el rango a< o* <b.

3.- Se ajusta un polinomio cubico tomando en consideracién los valores g(a), g(b). g'(a)

y 2'(b). E1 valor minimo o* se representa en esta iteracion por ., donde

gih+V-z
g -gla)+2w

o g(a)—g(b)) , ,

(b-a)

W=(Z - g oy’

Si g(a) 6 g(b) no son menores a g( o). entonces se acepta que a* = o, manejando un

valor aproximado. Si no, es decir, si g(a) < g(a.) 0 g(b) < g(ct.), entonces:

a) sl g'(at,) > 0. se repite el mismo procedimiento en el intervalo a < a* <b donde a — a
¥ b= .. Regresar al paso 3

b) si p'(a,) < 0. se repite el mismo procedimiento en el intervalo a € o* < b, donde a=c,
¥ b =b. Regresar al paso 3.

Ejemplo: Fncontrar un minimo local de la funcién unimodal de una sola variable

f(x)=x* - 10x° + 35% - 50x, tomando como valores iniciales x=1 y direccion inicial s=1.

Fase |
g(a) fix +us)
t(1 - a(l)
I~ u)
(1 b oyt - 1001 +0)" + 3500 + @)’ - 50(1 + )
gﬁt)—4(lv+ai‘-30u ru) + 70() +at) -50
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g' (o€ ) = 4(1 +)3 - 30(1 +)2 + 70(1 +%) -50

Fase 2
o4 | g (®4) l g' ()
0 -24 -6
1 -24 2

Para K = 1, se tiene el primer valor donde g'(»k)> 0- Por lo tanto

b=1ya=0. Se tiene que 0.502:5-1.

Fase 3
7 = 3(g_(a) — g(b)_) + gl(a) + gi(b)
b - a
-24 + 24 - _
= 3 5 6 + 2 4
W= (22 - g'(a)g*(b))1/2
= ((-4)2 - (-6)(2))1/2
= (16 + 12)1/2 - 5_ 29
= h - gl(b) + W - 2 _
e T g s Y
{2 +5.20 + 4
<=1 -5 %6+ 2(5.29) )(1-0)
= 0.39
glte) = g(0.39) = -25

Como glxa)<<gl(a) ¥ dl(ts)< g(b) entonces el minimo local * se
acepta que Sea Xer es decir,

*

oK =e = 0.39

Por lo tanto, como g(pl) = f(1 +pZ), el Odptimo relativo es:
x*¥ =1 4+ =1 + 0.39 = 1.39
£({x*) = £(1.39) = -25.

Valor minimo x = 1.39.
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Método de Newton-Raphson

Este método es también llamado “Método de Newton de Primer Orden” o
“Meétodo de las Tangentes™ y se utiliza para encontrar la raiz de una ecuacién. Para su
aplicacion se requiere conocer un valor de "x" cercano a la solucién y que para este

punto el valor de la primera derivada sea diferente de cero, tal y como se ilustra en la

figura 1

£{x

Para obtener la ecuacion que representa el algoritmo de solucién, se procede de la
siguiente forma:
I.- Para encontrar ¢l valor x, (ver figura) considere que el punto (x. (x;)) esla
razonablemente cerca de la solucién exacta y que la pendiente en dicho punto es
difcrente de cero. Trazando una tangente en el punto (x,, f(x))) de tal forma que

cruce €] eje X. ¢l valor de la pendiente de dicha tangente esta dada por:

I‘(x|)_y
X| =X,

Pendiente de Ta tangente

Como para X, ¢l valor de y = 0, y la pendicnie de la tangente en el punto (x, {(x,)) esta

dada por la primera derivada de la funcidn evaluada en x,, entonces:
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Pendiente de la tangente = M g (x,)

Por lo tanto, el nuevo valor X, mas cercano a la raiz puede ser calculado si se conoce el

valor de la primera derivada en el punto donde se trazo la tangente, dicho valor esta dado

por la siguiente ecuacion:

fi
1 =%~ .(XI)
f(x,)
2.- En forma similar se tiene que, trazando una tangente en el punto (x,. f(x,)) se obtiene:
f(x,
Xy = Xy — S -)
f(x,)

3.- Generalizando el procedimiento anterior, se tiene que Ia formula del algoritmo para

este método esta dada por:

X = i f(Kn—l)
n n—I| f'(xn_|)

Aungque el método de Newton-Raphson es utilizado para encontrar la raiz de una
ecuacion, también puede ser utilizada para determinar el punto en el que se optimiza una
funcién no lineal.

Supdngase que se tiene una funcion no lineal de una sola variable que puede ser
multimodal. para la cual interesa determinar alguno de los valores que optimizan la

funcién. en un problema no restringido.

Entonces. podemos afirmar que en el punte en el que la luncién toma un valor
dptimo. ya sea minimo o maximo, la pendiente de la funcidn g(x) es cero. De tal forma
que si graficamos la funcion f(x) = g'(x) y aplicamos el método de Newion-Raphson para
encontrar la raiz o na de las raices de f(x). esto equivaldria a que para el valor de "x"
para el cual f{x) s 1gual a cero, la pendiente de la funcion g'(x) también es cero (g'(x) —
0) y si para ese valor de "x" la pendiente de g(x) es cero, entonces se trata de un valor

optimo de la funcion g(x).
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Si a partir de un valor conocido de "x" se desea encontrar un valor que optimice
la funcién dada g(x), entonces aplicando el método de Newton-Raphson, se procedera a
hacer:

f(x) = g'(x)
y aplicar la ecuacion general:

— _ f(xn—l)
T TR, )

o bien, a partir de la funcién g(x) esta ccuacion puede expresarse como:

g(x, ;)

n -l g,(x”_l)

El diagrama de flujo del método de Newton-Raphson se presenta a continuacion.
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Ejemplo: Encontrar un valor optimo de la funcion g(x) = (80/x) + 20x + 20, a partir de
los siguientes datos: x, =1, E=0.00001,N=15ys=100

—80
fx)=gx)=—7 +20

Los resultados se resumen en la siguiente tabla:

160
fx)=g(x)= ey

I X, | PDX, |SDX,| X, | PDX, | D R R-1 |[[PDX,-E | S g(X5)

1|1 0000 -60 00000 160 00 1.3750 2231405 037300 000375 -099625 22 31404 03730 105 68182
2113750 2231405 6155 1.7375 -6.49817 036255 096680 -0.03320 649816 05625 100.79285
307375 -649317  30.50 19506 -1.02587 021305 0.58765 -0.41233 1.02586 0.2130 100.02502
419506 -1 02587 2136 1.9982  -0.03633 004759 022335 077663 003634 0.0475 100 00003
5019982  -003635 2005 2.0000 -0.00005 00018 0.03810 -096190 000004 (.0018 100.00060
6 P.0000 -000005 2000 20000  0.00000 000000 000136 -099864 -0 00001 100 00000

para X = 2, el valor dptimo de g(x) sera 100,

Ejemplo: Encontrar un valor dptimo de la funcion g(x) = 2x" - I 4+ 4x-2,a partir de

los siguientes datos: x, =~-1, E=0.00001. N - 15y §=100

f(x)‘ =g’ (x) — 8x’ - 21 + 4

f'(x) = 24x” - 42x

Resumiendo las ileraciones y resultados. tenemos la siguiente tabla a continuacion:



57

1 X, PDX, |SDX,[ X; PDX, D R R-1 ||PDX,-E S 2(Xy)

1[-10000 2500000 6600 -0.6212 -6.02182 037879 0.00379 -0 99621 6.02181 037879 -2.50890
206212 -602182 3535 04509 -1.00234 0.17034 DO0I70 -0 99829 100233 0.17034  -3.07249
3| 404509 -100234 2382 04083 -D.05577 004200 (OU4Z -0 99937 0.05576  0.04209 -310112
4 -04088 005577 2118 -0.4062 -0.00021 0.00263 000003 -0.99397 0.00020  0.00263 -3.10119
5 L-o.ewbz 060021 2102 -0.4061  0.00000 0.00001 0.0000G -0.99999  -0.00001 310119

Para x = -0.4061, el valor optimo de g(x) sera: -3.10119

Metodos de busqueda multidimensional
Optimizacion de funciones sin usar derivadas

Una de las grandes desventajas de los métodos que emplean derivadas para
funciones de varias variables es que en estos es necesario evaluar el gradiente y en varios
casos, tambien el Hessiano.

Otro problema en consideracion, en el caso de que la funcion sea diferenciable,
es el evaluar analiticamente en cada iteracion las funciones contenidas en el gradiente y
el Hessiano. Fsta tarea de evaluacion analitica, puede ser muy laboriosa y en ocasiones
imposible. sobre todo cuando se trate de funciones complejas con muchas variables
independientes. Hay métodos numéricos que permiten expresar estas derivadas por
Procesos que no son analiticos. v por lo tanto se pucde eliminar este problema. La gran
desventaja con los metodos numertcos es ¢l error de redondeo que introducen y. que
acumulado en un gran nimero de operaciones e iteraciones, puede generar resultados
bastante alcjados de los dptimos reales.

Por este motivo, se han desarrollado una seric de metodos iterativos que, sin ser
tan cficientes en cuanto al nimero de iteraciones nccesarias para alcanzar un dptimo

como los metodos basados en el gradiente (que vercmos posteriormente), ticnen las

sigulcntes ventajas:

a) No requicren de gradientes y Hessianos, por lo que sirven tanto para funciones

dilerenciables como no diferenciables
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b) No requieren de métodos numéricos y por lo tanto su error de redondeo se reduce

considerablemente.

Analizaremos ahora algunos de estos métodos.

Metodo de Coordenadas Ciclicas

Este método usa los ejes coordenados como direcciones de bisqueda. Mas
especificamente, el método busca a lo largo de las direcciones d,,...,d,, donde d; es un
vector de ceros, excepto por un | en la coordenada ). Asi, a lo largo de la direccidn de
biisqueda d;, la variable x; es cambiada mientras todas las otras variables quedan fijas.

Si la funcidn es diferenciable, entonces el metodo converge a un punto

estacionarlo.

Procedimiento

Paso 0: Elegir un escalar £ >0 para ser usado para saber cuando terminar el algoritmo
como margen de incertidumbre y sean d,..... d, las direcciones coordenadas. Elegir un

punto inicial x,. sea y, =X, k =] = | y continuar con ¢l paso |

Paso 1: Sea %, una solucion dptima a €] problema de minimizar la funcion f{y, + 7.d))
sujeta a A€ E, y sea yjtl = y; +A;d;. Si j<m, reemplazar j por j+! y repetir el paso 1. De

otra manera, si] 1. continuar con el paso 2.

Paso 2 : Seca x,,; = Vpur- S1 |[X4es - X JI=€, parar. De lo contrario sea y; = x4, sea ] = 1,

reemplazar k por k + 1 y repetir el paso 1.
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Ejemplo: Minimizar (x, - 2)2 +(x, - 2)(2)2 partiendo del puqto iricial (0,3).

La tabla siguiente muestra un resumen de los calculos para el metodo de coordenadas
ciclicas. En cada iteracidn los vectores y, ¥ y2 son obtenidos niediante la representacion
de una linea de busqueda en las direcciones (1, Q) y (0, 1), respectivamente. Para el
punto (2.22, 1.11) la funcion objetivo tiene un valor de 0.0023, muy cercano del valor
éptimo 0. con punto éptimo (0, 0). De hecho, podemos hacer que el valor dptimo sea

mas aproximado a 0, haciendo € mas pequefio, pero utilizando un numero mayor de ite-

raciones.
Iteracion X

K f(x;) ] d; ¥i JLj Y51

1 (0.00, 3.00) 1 (1.0, 0.0 {0.00, 3.00) 313 (3.13,3.00)
52.00 2 (0.0, 1.0) (3.13,3.00) -1.44 (3.13, 1.56)

2 (3.13, 1.56) 1 (1.0, 0.0) (3.13, 1.56) -0.50 (2.63. 1.56)
1.63 2 (0.n, 1.0) (2.63, 1.56) -0.25 (2.63,1.31)

3 (2.63,1.31) 1 (1.0,0.0) (2.63, 1.31) -0.19 (2.44,131)
0.16 2 (0.0, 1.0) (2.44,1.31) -0.09 (2.44.1.22)

4 (2.44,1.22) 1 (1.0,0.00 (2.44,1.22) -0.09 (2.35,1.22)
0.04 2 (0.0, 1.0 (2.35, 1.22) .0.05 (2.35,1.17)

5 (235 117 1 {1.0.0.0) (235, 1.17 -0.06 {2.29,1.17)
0.015 2 (0.0.1.0) {2.29,1.17) -0.03 (2.29, 1.14)

) (2.29.1.14) ] (1.0.0.0) (2.29, 1.14) -0.04 (225, 1.14)
0.007 2 (0.0, 1.0) (2.25,1.14) -0.02 (2.25,1.12)

7 (2.25,1.12) 1 (1.0, 0.0) (2.25,1.12) -0.03 (2.22,1.12)
0.004 2 (0.0, 1.0 (2.22,1.12) -0.01 (222, 1.11)

La ilustracion de este método, para este ejemplo, se presenta en la siguiente figura.

(ver figura 2)
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Figura 2 Jlustracion de} metodo de coordenadas ciclicas.

Metodo de Hooke y Jeeves

El metodo de Hooke y Jeeves representa dos tipos de busqueda exploratoria »
patron de busqueda. Dado x, una busqueda exploratoria a lo largo de de las direcciones
coordenadas produce el punto x;. Un patron de busqueda a lo largo de la direccion x;, x,
conduce al punto y. Otra busqueda exploratoria a partir del punto y conduce al punto x;.
E1 siguiente patron de busqueda es a lo largo de la direccion x5 x5, obteniendose y'. |1
proceso es repetido. La figura 3 muestra las primeras dos iteraciones del metodo. Las
lineas que van de x, a x; ¥ las que van de y a x; representan l1a busqueda exploratoria a
lo largo de los ejes coordenados y la linea que une a X, ¥ X3 ¥ la que une a X; ¥y 3

representan el patron de busqueda.
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Figura 3 : patron de busqueda.

El metodo de Hooke y Jeeves mancja dirccciones de linca a lo largo de las

direcciones coordenadas d....,d, y un patron de busqueda en su desarrollo.

Procedimiento

Paso 0: Elegir un escalar & >0 como margen de incertidumbre. Elegir un punto de

partida x,, sea y; = x;. sea k=j=l y seguir con el paso 1.

Paso 1: Sca A; una solucion optima a el problema de minimizar la funcion f(y; + Ad))
sujeta a A€ E, y sea yjy = y; + Ad;. Si j<n, reemplazar j por j+l, y repetir el paso 1. De lo

contrario, si j=n, S€a Xy = Va1~ Sl |[Xyey - X4l| < €, parar. de lo contrario, continuar con el

paso 2.

Paso 2: Sea d=x,+, - Xy y sea A una solucion optima al problema de minimizar f(x,

+ Ad) sujeto a A€E,. Sea y, = xi, + Ad, sea j=I, remplazar k por k+1, y repetir el paso 1.

Ejemplo: Minimizar (x, - 2)* + (x; - 2}(2)2 partiendo del punto (0,3).

La siguiente tabla resume los calculos del metodo de Hooke y Jeeves.
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n cada iteracion, una busqueda exploratoria a lo largo de las direcciones conrdenadas
dados los puntos y, y ys. y un patron de busqueda a lo largo de la direccion d - x4 - %,
dado ¢l punto y,, excepto cn la iteracion k-1, donde y, % Iin cuatro iteraciones sc llega
del punto inicial a la solucion optima(2.00, 1.00). con valor objetivo igual a cero. En este

punto,||xs - X4 || = 0.045 y el procedimiento es terminado. La figura 4 jlustra ¢l progreso

del metodo.

I &

/

Al
?
25

Figura 4 : llustracion del metodo de Hooke vy Jeeves
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Metodo de Rosenbrock

El metodo de Rosenbrock utiliza lincas de busqueda para minimizar una funcion
[ de varias variables. Si Fes diferenciable entonces ¢l met.odo converge a un punto con
gradiente cero.
Procedimicnto:
Paso 0: Sea ¢>0. elegido como terminacion escalar. Elegir d,,....d,, como las direcciones
coordenadas. I:legir un punto de partida n, sea v,  x,. k —) = 1. y continuar con el paso
1.
Paso 1: Sea x; una solucion optima a el problema de minimizar f(y; + Ad,) sujeto a A€E;,
y sea yjq — ¥i * 0, Sij<n, reemplazar j por -1 v repetir el paso 1. De lo contrario,

seguir con el paso 2.

Paso 2: Sea x, 4 = Y- Si X141 - X, <. parar. de lo contrario sea v, = X, ,. reemplazar k

por k+1, sea j—I v continuar con el paso 3.

Paso 3: Formar un nuevo conjunto de direcciones de busqueda linealmente

n
independientes. (las direcciones d,.....d, son linealmente independientes si Zzlfd =0
Iad

implica que Aj = 0 para i =|,...,n) cada uno con norma igual a uno. Ademas, supongase

que estos vectores son mutuamente ortogonales. esto es. d,ldj = 0 para i # ]. Partiendo del

vector comun x,, la funcion objetivo { es minimizada a lo largo de las direcciones
n

iterativamente. conduciendo a el punto x,,. En particular x4 - X, = Zlﬁ. ,d, , donde A
.

es la distancia recorrida a lo largo de d;. La nucva coleccion de direcciones d,.....d, son

obtenidas a partir del procedimiento de Gram-Schmidt como sigue

d sij=0

[

YD Ad, sijz0
=4
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h L
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Ejemplo: Minimizar (x, - 2yt + (%> - 2.‘1(2)2 usando el punto inicial (0, 3).

Paray, (0. 3). el punto y, es obtenido optimizando la funcion a lo largo de y,. y y; €5
obtenido optimizando la funcion a lo largo de la direccion d, partiendo de y,. Despues de
la primera iteracion tenemos que 72~ 3.13 y 2, -1.44. Usando el metodo de Gram-
Schmidt. las nuevas direcciones de busqueda son (0.91. -0.42) y (-0.42, -0.91). Despues
de cuatro iteraciones. el punto (2.21. 1.1} es alcanzado. y el valor de la funcion objetivo
es 0.002. A partir de esto se tiene que [[x4 - x3|| = 0.13 v el procedimiento termina. En la
figura 5 se observa el progreso del metodo de Rosenbrock.. y la tabla siguiente condensa

los calculos de cuatro iteraciones dcl metodo hasta alcanzar el punto optimo.



Figura 5 : [lustracion del metodo de Rosenbrock

Resumen de los ¢alculos del metodo de Rosenbrock

Iteracion

Xk Yi YJH
k f(xl.) J f(Y|) dj }H f(YP—l)
1 (0.00, 3.00) 1 (0.00,3.00) (1.0,00) 313 (3.13,3.00)
52.00 52.00 9.87
2 (3.13,3.00) (0.0, 1.0) S48 (313, 1.56)
9.87 1.63
2 (3.13, 1.56) 1 (3.13,1.56) (0.91,-042) 034  (2.82,1.70)
1.63 1.63 0.79
2 (2.82,1.70) (-0.42,-0.19) 0.51 (2.16,1.24)
0.79 0.16
3 (2.61,1.24) 1 (2.61,1.24)  (-0.85,0.52) 0.38 (2.29, 1.04)
0.l16 0.16 " 005
2 (2.29,1.04) (0.52,-0.85) -0.10  (2.24, 1.13)
0.05 0.004
4 (2.24, 1.13) 1 (2.44,1.13) (-096,-028) 004 (220, 1.12)
0.004 0.004 0.003
2 (2.20,1.12)  (0.28, -0.96) 0.02 (2.21, 1.10)
0.003 0.002

66
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Metodos de busqueda multidimensionales usando derivadas

La metodologia de las teenicas de opunuizacion no lineal para funciones sin usar
derivadas consistia en establecer un metodo que cambie el valor de la funcion objetivo
hacia la direccion del maximo é minimo. para los metodos que utilizan derivadas las

cuestiones basicas de metodologia son las mismas:

N . - 1
].- ¢ Hacia que direccion moverse en R" 2

2 - { Cuando parar las iteraciones ?

Obviamente la respuesta a la pregunta (2) es facil, parar las itcraciones cuando f

se empiece a incrementar o disminuir.

Una eleccion natural direccional es determinada mediante calculo: hacer que f
crezca o decrezca tan rapido como sea posible.

Una manera de lograr esto es dada por el gradiente de f(x).

Los metodos de gradientes determinan la mejor direccion y la mejor longitud de

recorrido en esa direccion, para poder alcanzar €] maximoe o minimo, en el menor tiempo

posible (menor numero de iteraciones).

Metodo del gradiente
Ejemplo: Encontrar el valor optimo de la funcion

2 2 .
f{ xp. % )y =T7x; + 4%, + X4%X; - X;” - X;” usando el metodo del gradiente con una

aproximacion del 1% y a partir de los valores x,= 8 y x; =2

Calculando el vector gradiente
VH(x) = (7 + 5 2%, 4 + x, - 2%)'
Vi(x,)= (-7, 8)
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Partiendo del punto inicial x,, (X, 2). al moverse una unidad en la dircecion x,, deerece
¢l nivel de Men 7 unidades. 'n cambia, un lmwimicnl()lunilarin en la dirececion x4, hace
crecer el nivel de fen 8 unidades. I:ntonces, del punto (8, 2) hay que moverse a (8, 2+8k)
donde k es la longitud de paso. Para calcularta se ticne: x;= (8. 248, )
f(x,) = 7(8) + 4(2+8k) 1 R(2+8k) - (8) - (2+8k)’

— 64Kk + 6k + 12

Derivando la funcion fix;) e igualandola a cero:
-128k + 64 0O
k=10.05
Lntonces hay que moverse al punto (8. 2+8(0.05)) — (8. 6) Sc¢ repite el mismo
procedimiento para v, (8. 6). hasta que en 6 iteraciones se llega a x,=(6.031. 5.0625). E]
metodo convierte al punte optimo (6. 5) que genera un valor maximo de 31. La tabla

siguiente resume estos calculos.
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Metodo de Ascenso/Descenso acelerado

Sca f(x) una funcion diferenciable. Dado un punto inicial de partida
Xo=(X1sX7.--Xy)» 12 dircccion de ascenso acclerado, en el punto x;, csta dada por VI(x,) y
fa longitud de recorridoe estara dada por un parametro k>0, tal que el punto generado en
la iteracion 1, parai =0,1.2,... es

Xiy — X + kK V(%) k>0 parai1 -0,1,2,...

Para encontrar ¢l valor de k;, se maximiza la {uncion de una sola variable

wk,) — t(x, ¥ k;VI(x))

por algun metodo conocido.

El vector x; + kVf(x;) es tangente al contorno (k) v como VI(x.,) <s
perpendicular a este contorno, los mos imicntos sucesivos son en angulos rectos.
Un criterio para terminar el algoritimo ¢s comparar el valor de la funcion en dos

iteraciones sucesivas y parar cuando esa diferencia es menor a una tolerancia establecida,

es decir, cuando
| f{x;p) - f(x;)|<e  dondee>0
Este metodo encontrara un minimo o maximo local, generalmente el que esta cercano al

punto de inicializacion X,

Ejemplo: Encontrar el valor maximo de la funcion

f(x) = 8x; + 2x, + 2xx, - 2):12 - xzz

con una aproximacion del 1% y a partir dc los valores x, =2 y x, = 10.

Calculando el vector gradiente
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VH(x) - (8 - 2x, - 4%, 2 + 2%, - 2x;)

Vi(x,) - (20, -14)'
Se parte del punto inicial x, — (2+20k, 10-14k)'

f(x,) — 8(2420k) + 2(10-14k) 1+ 2(2+20k)(10-14k) - 2(2+20k) -(10-14k)
simplificando se ticne

g(k) = -1336k" + 596k -32
Derivando la funcion anterior e igualando su derivada a cero se ticne

3112k +596 0

k 01915

Entonces x; = (5.83, 7.319), calculando el valor del gradiente en

X, V(X)) — (-0.6813, -0.9769) se tiene que

X, = (5.83-0.6838k. 7.319-0.9769k)’
evaluando el punto en la funcion objetivo se llega a

g(k) = -0.55k*+ 1.42k + 25.07
derivando la ecuacion e igualando a cero, se ticne que

k =1.2845 y x, = (4-952. 6.064)
Se sigue el mismo procedimiento hasta llegar al punto (5, 6} que es el valor maximo en 5
leraciones.
La tabla siguiente resume los calculos del metodo de ascenso/descenso acelerado para

este ejemplo.
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Metodo de Newton

L1 metodo de Newton es muy parecido al metodo de ascenso descenso

acclerado, y esta basado en la siguiente regla iterativa:

X X - 1 (x)Vi(x,) (para minimizacion)
X X 1! (xIVHx,) (para maximizacion)

donde ¢l punio x, en E, es arbitrario, f{x) es diferenciable, Vi(x,) es la transpuesta del
gradiente cvaluado en el punto x, de la k-esima iteracion y I (x,) ¢y la matriz inversa

del Hessiano. evaluado en el punto X de la k-esima iteracion.

Ejemplo: Muonimizar(x, - 2y (X - %) partiendo del punto mnicial (0. 3)

LLa siguiente tabls mucstra un resumen de los calculos. En cada iteracion. Xy, =x,-H(x, )"
f(xy). Despues de 6 iteraciones se obtiene el punto x7:(1 .83.0.91).

En este punto Vt(x;)  0.04 v el procedimiento es terminado. La tabla siguiente resume

los calculos ¥ la figura 6 ilustra el progreso del metodo.
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Figura 6: [lustracion del metodo de Newton

Metodo de Davidon-Fletcher-Powell

Los tres metodos anteriores, el de ascenso-descenso acelerado, del gradiente y el
de Newton convergen muy lentamente a la solucion buscada, sobre todo cuando el
gradiente adquiere un valor cercano a cero. Esta situacion puede eliminarse utilizando
direcciones conjugadas, en vez de direcciones perpendiculares (forman angulos de 90°)
como las que manejan los metodos anteriormente citados.

El metodo de Davidon-Fietcher-Powell se basa en direcciones conjugadas , y ¢s

considerado como uno de los algoritmos mas eficientes para calcular puntos optimos

locales en funciones diferenciables de varias variables.

Definicion: Sea H una matriz simetrica. Los vectores d,,...,d, son llamados conjugados si

son linealmente independientes.
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Procedimicnto:

Paso 0: Sca ¢-0 ¢l escalar que schiala la terminacion del metodo. Elegir un punto inicial
X; ¥ una matriz simetrica positiva definida inicial Dy . Seay, x,,seak —j= 1,y conti-
nuar con ¢l paso 1.

Paso 1: 81 |Vf(x))||< ¢, parar. De lo contrario. ~ca d—D;f(y,) sujeta a 2>0. Sea ¥in = ¥
- y;+ 1d,. Sij<n. continuar con el paso 2. Si| 0, seay| ~ X.. Y. reemplazar k por
k+1,sea)— 1,y repetir el paso 1.

Paso 2: Construir D, como sigue:

' DgqgD
D]+I=Dj + p-:p.f N J?I’I!' ;
| p.'qr qJDqu

donde

P4 i1y

q ~ Vi) - Vity)
Reemplazar j por j + 1 y repetir el paso 1.
Ejemplo: Minimizar (x, - 2)* + (x, - 2x,)"
En la primera iteracion

D]:(l 0)

Lo 1

Para cada iteracion, paraj = 1,2, d; es dado por -D;V{{y;), donde D, es la matriz identidad
¥y D; se obtiene con las formulas de Dy, p; ¥ ;- En la iteracion 1. tenemos que py = (2.7.
-1.49'y qy =(44.33,-22.72)" en 1a formula de D;;. En la iteracion 2, tenemos que p; = (-
0.1, 0.05)' y q, = (-0.7, 0.8)', y finalmente en en la interacion 3 tenemos p, = (-0.02,

0.02)' y q, = (-0.1, 0.24)". El punto Yy« es calculado optimizando a lo largo de la

direccion d; partiendo de y; paraj = 1,2.
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El procedimiento es terminado en ¢l punte y»  (2.115, 1.058) en la cuarta iteracion, ya
que ||V(y7)|) = 0.006 es bastante pequeno. I+, resumen de los calculos se expresa en la

sigutente labla, y la trayectoria tomada pos ¢l metodo se ilustra en La figura 7.

Figura 7: Tlustracion dcl metodo de Davidon-Fletcher-Powell
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Mectoda de Fletcher-Reeves

['ste mctodo tambien esta basado en la logica de las direcciones conjugadas. No
cs tan clicienie coma el metodo de Davidon-Fletcher-Powell, pero es mucho mas

sencillo en calculos manuales.

Procedimiento

Paso 0: Idewir un escalar de terminacion € »0 y un punto inicial x,. Sea y, . d, -
Vf(y,). k=) =1 y continuar con el paso 1.
Paso 1: Si Viiy,) . parar. De lo contrario. sea X una solucion optima al problema de
minimizar {(y <2 d)) sujeta a A20, y sea s ., =y, + Ld,. Si j< n. continuar con ¢l paso 2.
Dc otra mancra. seeuir con el paso 3.
Paso 2: Sea d,,, -Viiy,)+od,
f e, ) F

T I

Reemplazar | por j+| y continuar con el paso 3

Paso 3: Sea yl — X4 =y, ¥y sead, = -V{(y)). Sea j = 1, reemplazar k por k+| 1 continuar
con el paso 1.

Ejemplo: Minimizar (x, - 2)° + (x, - 2x2)*

En cada iteracion d, es dado por -Vi(y)) vy d, es dado por -Vf (y;) + a;d,, donde o, se
obtiene con la formula anterior. Ademas, yj, es obtenido optimizando a lo largo de d;,
partiendo de y;. En la iteracion 4, el punto y, = (2.185, 1.094), el cual es muy cercano al
optimo (2.00, 1.00), es alcanzado. Como la norma del gradiente es igual a 0.02. la cual

cs muy pequeiia. se paran las iteraciones en el paso 4.
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La tabla siguiente es un compendio de las itcraciones para el problema con ¢l metodo de

I'letcher-Reeves, y el progreso del algoritmo se muestra en la figura 8.

ad

29

4 ) 5 3

Figura 8 : Ilustracion del metodo de Fletcher-Reeves
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CAPITULQO 6
METODOS DE DIRECCIONTES FACTIBLES

Esta clasc de metodos resuelven problemas de programacion no lineal
moviendose en cada iteracion de un punto factible a un punto factible mejorado, mas
cercano a un punto optuno. La metodologia de los metodos de direcciones lactibles es:
Dado un punto factible x,, se determina una direccion d, tal que para A>0
suficientemente pequertio. las siguientes dos propiedades son verdaderas: (1) %, + Ad, es
factible, y (2) el valor objetivo en x; + Ad, es mejor que el valor objetivo en x,. Despues
que tal direccion es determinada, un problema de optimizacion uni-dimensional que
debe ser resuelto es determinar hasta donde continuar a lo largo de d,. Ests conduce a un
nuevo punto X, ¥ el proceso es repetido. Ya que la factibilidad primal es mantenida
durante el proceso de optimizacion, estos procedimientos son con frecuencia referidos
como “metodos primales”.

Metodos de este tipo consisten en como converger a soluciones que cumplen las

condiciones de Karush-Kuhn-Tucker o algunas veces a puntos que cumplen con las

condiciones de Fritz-John.

Metodo de Zoutendijk

Definicion: Considere el problema de minimizar f(x) sujeto a xes donde f:E,2E, v S es
un conjunto no vacio en E . Un vector d diferente de cero es llamado una direccion

factible en x s si existe un >0 tal que x-Ad € s para todo Ae(0, 3).

De otra manera, d es llamada una direccion mejorada en X € s si existe un 8>0 tal
que f(x+ad)<f(x) y x + Ad € s para todo A< (0. 8).

El metodo de Zoutendijk es aplicable para resolver el problema de optimizacion



83

Minimizar f{x) A D matriz m x n Ii:matriz 1 x n
sujctur - AX<Db b m-vector ¢ : l-vector
LEx- e

-1 metodo encuentra en cada iteracion una direccion lactible y un tamaiio de
avance (longitud de pase) en esa dircccion. 1al como en programacion no restringida, la
cual ticne dos propiedades:

a) l‘actibilidad: Consiste en que un avance en esa direccion no viola ninguna restriccion

by Uulidad: Un avance en csa dircecion mejora el valor de la funcion objetivo.

Procedimiento

Paso 0: Encontrar una solucion factible inicial x; con Ax;<b v Ex; —e. Seak 13y seguir
con ¢l paso 1

Paso 1- Dado x,. supongase que A' v b' son descompuestas en (A, A,) y (b b,)) tal que
A by Ay <bs;. Sea d, una solucion optima a el siguiente problema

Minimizar V{x)' d
sujeta a Ad <0
Ed=0
-l€d<lparaj—1l..n
Si VI(x,) dk = 0, parar; X, es un punfo que cumple con las condiciones de Karush-Kuhn-
Tucker. de otra manera. continuar con el paso 2.
Paso 2: Sea Ak una solucion optima a el siguiente problema de busqueda de linea.
Minimizar f(x, + Ad,)
sujeto a  O<A<hmax

donde

minimol{b, /d,:d, >0} sid <0

o0 sid<0

Ameax =
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con b =h; - A5 x,
d=A,d,
sea Xy, ., Xy t Adp, identificar ¢l nuevo conjunto de restricciones activas en Xy, ¥
obtener los nuevos valores de Ay y Aa.
Reemplazar k por k + 1 y repetir ¢l paso 1.
Ejemplo: Minimizar {x) — 2)(|2 +2x23 - 2Nx; - 4x - 6%y
sujeta a X+ x,<2
X+ 5% <5
-X <)
-X, =0
usando el metodo de Zoutendijk. partiendo del punto inicial
x; = (0. 0y
El vectar gradienie VI(x) es:
VI(x) = (4% - 2%, - 4. 4%, - 2x, - 6)'
Primera iteracion
En el punto x,. solamente las restricciones de no negatividad son activas, que se cumplen
como restricciones de igualdad, por lo cual I = {3, 4}. E1 problema para encontrar una
direccion factible es:
Minimizar -4d, - 6d,
sujeto a -d, <0
-d, £0
-1 <4, €1
-1<dy <1
E1 problema puede resolverse con 2l metodo simplex o con el metodo grafico, la
solucion optima es d, = (1 , 1) y el valor optimo para el problema de direccion factible es

igual a 10. La siguiente figura ilustra la iteracion 1.

d

~
I ~ ~ 1.1

G 117 N

IID_O] {1.¢

-

N

1—4. ~B1
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Ahora necesitamos encontrar el punto factible a lo largo de la direccion (1, 1), partiendo
del punto (0, 0y con un valor minimo de (xy - 92 ¢ 2x32 - 2xX; - 4%, - 6x;. Cualquicr
punto a lo larpo de esta direccion puede ser escrito como x; + 2d; = (A, A). Entonces f(x,
PRd) oAt 207

L:l valor maximo de A para el cual x; + Ad; es [acuble s¢ obtiene como sigue
_ (2 1 10 2
b= [s] _(1 5](0] _(5)
- {1 [y 2
d :(I 5][1) B 6J
2 5]_5

-l
=128 6

Entonces. para el nuevo punto x; + Ad), el valor de 4, se obtiene resolviendo el siguiente

problema de busqueda uni-dimensional
- . * -~ El
Minimizar -10A + 227
sujetaa 0 <A <7/

. o . .. . - A
Como la funcion objetivo es convexa y el minimo no restringido es /¢, de lo cual

0y s5(1
x:=Xl+}de: 0+gl =

Segunda iteracion

O Ol Ln

En el punto (‘:/(,‘ Sfﬁ)‘ se tiene que Vi(x,) —(- /4, 3 /3) , El conjunto de restricciones activas

en el punto x, es I = {2}. tal que la direccion factible es obtenida resolviendo el

problema
Minimizar -7/3 d, - 13/3 d,
sujetaad, +5d, <0
A1<d, <1

d<dy<d
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Usando el metodo grafico se llega a la solucion optima al problema lineal anterior que es
1 . . .. 22 . - .
d, = (1, -'/x)' v el valor de Ja funcion objetivo es -“*/;5. La siguicnte figura ilustra esta

ileracion.

G-

- )
-7 -u t, -1

Partiendo del punto xj, cualyuier punto en la direccion d, puede ser escrito como x; +

My Cly+ 13- ), de o cual fix, +2dy) — - - B 00~ B, 007
3 1
5(2]--[' 1}(?}:(‘)
\ 1 54, 0
A AT %]
d = =
W EH

como d, = 0, se tiene que Amax = min {]/3/4@}: Y
Par lo tanto 22 es la solucion optima al siguiente praoblema
Minimizar - >y =*/y5 . + 52/,
sujetaa <A< 5/,2
La solucion optima es A, = Ssltsﬁ, tal que x5 —x; + Ady = ('“f;l. :4;’3 O
Tercera iteracion
Enx;= (35/3,, 24/3,), tenemos que Vi{x,) = (-32f3], -“’0/3,)1.
El conjunto de restricciones activas en el punto x; es dada por I = {2}, tal que la
direccion factible se obtiene resolviendo:
Minimizar - /3,d, - '%%;,d,
sujetaad|+5d; <0
1<d, <1
-1<d <1
Usando nuevamente el metodo grafico, se tiene que dy= (l,-'/s), lo cual hace que f(x;+ ‘

d3) =" 2/ 5h + P\’ pues d, = d°.
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Asi mismo

AR HE
":[: 3( 1]2(5]

como d; — 0, A— minimo {°/3,/'/s}

H/,y. se liene ahora que Ay cs la solucion del
problcma
125, 12, - 6 2
DB o+ L =0

. 15
sujctaa 0 < 7. < g

. . . i3 24 t
que no tiene solucion, por lo tanto ¢l valor optimo es »y — (3, ~ /3;). La figura
siguiente ilustra cste proceso final.

a;

(— 32 -180
317 T

Metodo de Topkis-Veinott

El metodo de Zoutendijk tiene un variante, con el cual se puede resolver el problema
lineal

Minimizar f(x)

sujeta a g;(x) <0 t=L...,,m

donde todas o algunas de las restricciones son no lineales, pero el punto optimo que se

obtiene con el metodo puede no ser optimo sino aproximado, sin cumplir las condiciones
de Karush-Kuhn-Tucker.

El metodo de Topkis-Veinott garantiza la convergencia del punto optimo para

este problema, obteniendo un punto que cumple con las condiciones de Fritz-John de
optimalidad.
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Procedimiento.
Paso O: Llegiv un punto x al que g(x) <0 parat L...m. Seak 1y segutr con cl paso
l.
Paso 1: Sca (4. d;) una solucion optima a el siguiente problema de programacion lincal
Minimizar 2
sujctaa VE(x)'d - 7 <0
Va(x)'d - 7 <-gi(x)) parai=1,.., m
-Lod <l paraj =l,...,n
Si 7, - 0. parar; x, €s un punte Fritz-John. De lo contrario, si z,< 0 continuar con ¢l paso
2
Paso 2: Sea &, una solucion optima al problema de busqueda unidimensional
Mininizar f(x, ~ d; 1
sujeta a 0 € 7 £ 2max
donde zmax — sup {i:gix, + d) < 0 parai — l...m}. Sea x = X, = x, + Ad,.
reemplazar k por k-+l. y volver al paso |
Ejemplo: Minimizar 2x,2 +2xy" - 2XX; - 4% - 6%,

sujetaa x; + 3%, £ 5

2X| - Xa <0
-X; <0
-Na <0

partiendo del punto x, = (0.00. 0.75)"
El gradiente de la funcion objetivo es
VH(x) — (4%, -2x, - 4. 4%, - 2%, - 6)'
Los gradientes de las funciones restricciones son (1, 5), (4x,. -1)' (-1, 0)' v (0, -1)', los
cuales son utilizados para determinar la dircccion factible del problema en cada

iteracion.
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Iteracion 1
En x; = (0.0, 0.75) tenemos que VI(x,) = (-5.5, -3.0). Por lo tanto el problema de
direccion de busqueda es:
Minimizar 2
sujetaa -5.5d, - 3d, -7 <0
d, +5dy-2<125
-dy-z2<0.75
-d, -7<0

dy,-7 <)

-lg4d =1 paraj=1,2
[.a solucion optima a el problema anterior es d; = (0.7143. 03571 y z, — -0.7143,
usando el metodo simplex.
Evaluando la funcion en el punto x + 2d,. ¢ tiene que

f(x, + Ad) = 0.9727" - 4.036% ~ 3.375

El valor minimo de la funcion es 2, 0.84, entonces Amax= (.84 y este valor resuelve
el problema de minimizar f(x, + d;} sujeta a 0 < A < 0.84, con lo cual x, = ¥ + A\ d, =
(0.60, 0.72).
El proceso es repetido. La tabla siguiente resume los calculos para 5 iteraciones
obteniendose el punto (0.6348, 0.8575) con valor objetivo de -6.5590, muy cercano al
optimo (0.658872, 0.868226) obtenido con el paquete de computadora GINO, con valor

en la funcion objetivo -6.613086. E1 progreso del algoritmo se muestra en la siguiente

figura

x
1 Xg
*g

*y

X2
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Mctodao de proycecion de gradiente de Rosen

El metodo de proveccion del gradienie esta motivado por el metodo de ascenso-
descenso acelerado para problemas sin restricciones. 111 gradiente negativo se proyecta
sobre la superficie de trabajo para definir la dircecion de movimiento,

Con este metodo se resuelve el problema de la {orma:

Minimizar {(x)

sujelaa AX<b

Ex—e
Procedimiento
Paso 0. Elegir un punto x; con Axy < b v [~ e. Supongase que A' v b son
descompuestos en (A,l. A:l ) v (b, bzl ) tal que Ax; — b, v Ayx;< bs. Seak — | y seguir
con el paso 1.
Paso 1: Sea M' = (A'l. E’). Si M es vacio. parar si Vf(x) = 0. Sea d, — -Vf(x,), ¥
continuar con ¢l paso 2. De lo contrario sea P =1 - M{(MM'y'M y d, =-PVi(x,). Sidy #
0, seguir con el paso 2. Si d, =0, calcular w = -(MM')'MV{(x,) y sea w' = (u'.v"). Si u=0,
parar. X, es un punto que cumple con las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker. Si u } 0,
elegir un componente negativo de u, sea. v;. Actualizando A, eliminando la columna.
correspondiente a u; y repetir el paso 1.
Paso 2: Sea x, una solucion optima al siguiente problema de busqueda en un intervalo

Minimizar f(x, + Ad;)

sujetaa 0 < A < Amax
donde Amax se calcula igual que en el metodo de Zoutendijk.

Sea K. = X, + My, ¥ suponer que A' y b' son descompuestos en (A", A5' ) y (b’ ,b,) tal

que ANyy = by y AgXps < by
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Reemplazar k por k+1 y repetir ¢l paso |
Ejemplo: Resolver el siguiente problema con ¢l metodo de proveccion de gradiente de
Rosen, partiendo del punto (0, 0}
Minimizar 2x, + 2%5° - 2X,%5 - 4\ - 0%

suetaa x, +x; <2

X + 5)(2 <5
‘Xl SO
'X2 S.O

Primera iteracion: En x,=(0, 0), ¢! gradicnte
VEx) = (4, - 2%, - 4, 4%, - 2X; - 6)'
(-4.-6)

Solamente las restricciones de no negatividad son activas en x,. tal que, [ — (3. 4) , con
p [ -1 0 ] y {l I

o -1 RN
Entonces si esto ¢s verdadero, se tiene gue
P=1-A,(A4)) 4 :[0 0]

B | 1 1 0 0

y d, = -PV{{x)) - (0, 0). Calculando

w=u=(AA)AVEX) = (4, -6)

Eligiendo u, = -6 vy suprimiendo el gradiente de la cuarta restriccion, la matriz A, es

modificada dado A, = (-1. 0). La matriz de proyeccion modificada P que se obtiene es

t 1y-1 00
P:I_Al (AIAI) AI= 0 1

y la direceion de movimiento d, es dada por

dy = -PVi(x) = —(g ,OJ(:EJ B @
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Por otra parte, cualquicr punto x-» ¢n la direccion d; partiendo del punto x, puedc ser
eserito como x, X+ 2.d; (0. 62) y ol correspondiente valor objetivo es i{x,) = 7207 -

364, El valor maximo de & para ¢l cual N + 7, es factible es oblenide como sigue

s [ (042
3:%“‘“;K3_G3

Amax — minimo {7/, o) A
enlonces A; €s una solucion optima del problema

Minimizar 7247 - 362

sujetaa 0 <7 < 'f{,

La solucion optima es #, = '/(,, tal que

X, = x; +Ad, = (0. 1)
En el final de la tercera iteracion

u=-A, A" A VX)) — .20
Por lo tanto x; es el punto optimo para u, = q2/3,, VE(xy) + u,Vgy(x;) — 0
tal que x5 es un punto que cumple con las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker.

Los calculos para las tres iteraciones se resumen en la siguiente tabla.
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Metodo del gradiente reducido de Wolfe

Lste metodo resuelve  problemas  de  programacion no  lineal, sujetos a
restriceiones lineales, en forma matematica

Minimizar f(x)

sujcta a AX b

x >0

El algoritmo converge a un punto que cumple con las condiciones de Karush-
Kuhn-Tucker.
Procedimiento:
Paseo 0: Elegir'un punto x, que satisfaga Ax, =b, X, 2 0. Seak =1 y seguir con el paso 1.
Paso 1: Sea d; (dy. d\).Sidy 0. parar: x, es un punto que cumple con las condiciones
de Karush-Kuhn-Tucker. De lo contrario seguir con el paso 2.

[,: Conunto de indices de los m componentes mas grandes de x,

B=1{y jel; N={a;:jlei} (1)
e~ Vix,)' - Vuf(x)'B A (2)
-1 osiyegl, yr =0
a4 :{-xirj sij gy yr, >0 @)
dg =-B" Ndy (4)

Paso 2 :Resolver el siguiente problema lineal
Minimizar f(x, + Ad,)
sujera a 0 £ X < max

donde

minimo

-X

Amax = lﬁjin{—ik-:dj <0 }sidk >0
1k

00 Sidk >0

y Xp.. dy son los j-esimos componentes de Xy y dy, respectivamente.
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Sca 2 una solucion optima y sea X, | — ¢ + A d,.
Reemplazar k pork t 1y sepelir el paso 1.
Ejemplo: Resolver el siguiente problema usando ¢l metodo del gradiente reducido de
Wolfe, partiendo del punto x; (0,0, 2. 5)
Minimizar 2x° + 2%," - 2x,x, - -4x, - 6%
sujeta a X, X, +x3=2
Xp 5% + x4 =5
Xy X9, X3 Xy 2 0
Calculando ¢l vector gradiente
Vi(x,)) = (4%, - 2%, - 4, 4%, - 2%, - 6,0, 0)
Primera iteracion: I'n ¢l punto x, = (0. 0. 2. 5) tenemos que Vi(x) = (4. -6. 0. 0)". 1, —

3.4} tal que B |[3.4]. Il gradiente reducide es dado por la ecuacion (2)

1110
r' = (4.-6.0.0) - (0.0) [ = (—4,-6.0,0)

1501/

Y r; — O para.: & 1. La informacion en este punto se resume en la siguiente tabla

X, X3 X3 Xq
“solucion X 0 0 2 5
Vi(x,) -4 -0 0 0
0 X, 1 1 | 0

Voltx) = (0} X, 1 s 0 1
T -4 -6 0 0

Por la ecuacion (3) se tiene que dy = (dy, dy)' = (4, 6)' . Calculando dg con la formula (4
q N 1 U B )

1 14
dy ~ (dy, dg) = -B-1 Ndy = '(1 SJ(ﬁJ = (-10,-34)'

-1 . . .
BN es expresando bajo las variables correspondientes a N, a saber X, y x;.
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Entonces ¢l vector direccion es d; = (4, 6, -10, -34)' Ahora, partiendo de x, = (0, 0, 2. S).
se desea minimizar la funcion objetivo a lo largo de la direccion d; = (4, 6, -10. -34Y'

Hay que calcular ¢l maximo valor de A tal que x; + Ad, es factible

No e} ha

f(x, +Ad)) — 5617 - 522 tal que A, cs la solucion a el siguiente problema

bl
-

Amax  minimo {

Minimizar 567 - 52
suctaa 0 <4 < Sf'M
Claramente &, /34, 1al GUC X2 — 8, + ad, — (m/”, '5/”. 9/,7. 0)
Siguiendo cste mismo proceso. en la iteracion 3, de (3), dy, (d.dy) — (0.0) vded) 1,
(d;,d3)' — (0,0)'. Por lo tanto d = 0 y la solucion x; es optima. La tabla siguiente resume

los calculos

Tteracifn _ Diveritndehispedy ~ Direorién &e linea
A A fixy) L d, A Kiwt
0.0, 2

. 5) 0.0 (—4, —6.0,0) (4,6, —10, =38 £ .5 5.0
L) 6436 (0.0, ) (W i —me0) s Ghoa S
>, 0) 7.16 (0.0.0.3) (0. 0.0.0)

e b —
J—

LI

3 i 4
PR

b PRV
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CAPITULQ 7

MODELOS ESPECIALES DE PROGRAMACION NO LINEAL

Programacion Cuadratica

i1 problema de programacion cuadratica se define como la maximizacion o
minimizacion de una funcion cuadratica como funcion objetivo sujeta a restricciones
lineales. Para ¢l problema de maximizacion la funcion objetivo debe ser concava y debe

ser convexa para el problema de minimizacion. La representacion matematica de dicho

problema es

Maximizar (o minimizar) z — CX + X' DX

Sujeta a AX <P,
Xz0
donde
X —(X), Xpeoieiiomn xn)t
dI] alm\|
C (Cl | O C") A= T
aml amllJ
po (blv bze' bm)l

In

d Tt dl'il'l
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Como las restricciones se suponen lincales cn este caso, gal"anliza que la region
factible scea un conjunto convexo.

Cualquier punto que satisfaga las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker sera una
solucion de este problema de programacion cuadratica. En base a esto la solucion a este
problema se ascgura por la aplicacion directa de las condiciones de K.K.T. kI problema
puede escribirse para el caso de maximizacion como

Maximizar z= CX + X' DX

) ( A P
Sujeta a g{x) | X—(U]<U

Las condiciones de K.K.T. pueden combinarse como

X
(-zr) A‘—lo] A [C]
A 0 o1/ jullp

\S

Hix; — & =2;S; para toda i y toda

LU X.S20

El problema es equivalente a resolver un conjunte de ecuaciones lineales.
mientras se satisfacen las condiciones adicionales wx; = 0 = 4;S;. La solucion al sistema
anterior se obtiene utilizando la fase | del metodo de las dos fases. La unica restriccion
aqui es que dehe mantenerse siempre la condicion A;S; = 0 = A;x;. Esto quiere decir que
A; ¥ S; no puecen ser positivas al mismo tiempo asi como tambien 4, y X; no pueden ser
positivas simultaneamente. La fase 1 terminara en la forma usual con la suma de las
variables artificiales igual a cero unicamente si el problema tiene un espacio factible.
Esta tecnica descrita se conoce como ¢l metodo de Wolfe para programacion cuadratica.
Ejemplo: Maximizar 4x, + 6x; - 2x|2 - 2NN - 2)(22

Sujeta a X +2x, €2

X;..‘CJZO



100

seribiendo el problema en forma matricial

.. X -2 -1 X,
Maxunizar (4. 0) +{X,.X%, )
X5 b= 2)\x,

. x]
Sujetaa (1.2) <2

XX 20

ntonces las condiciones de K. K. T. son :

xl
421 -1 0 oY lxl (4
2420 -1 0f4|=|6
1200 o ul L2
S,/
4x]+2‘i+}"l_-“| —4
?.XI + 4)(2 + 2;_| =Ly =6
X, +2x, +5,=2

Introduciendo las variables artificiales R, y R, se tiene :
dx, +2x, Hi = -y + R, =4
2x, +4x, +2) -, R, =6
Xy +2x, +5,=12
Resolviendo este problema de programacion lineal restringido. formandose la siguiente
tabla :
Wmin =R, + R,
Cidelas Variable

VarBas Basica x, X, A H, K2 R, Ry Si A Ac
| R 4 2 1 -1 0 1 0 0 4 1---Sale
i R, 2 4 2 0 -1 0o L+ 0 6 3
0 S 1 2 0o 0 o o 0 1 2 2
Ci o o o0 0 o 1 1 0 Comop =0, puede
Sol. Bas. Fac. 6 0 0 0 0 4 6 2 entrarx alabase
8, 6 -6 -3 1 1 ¢ 0 0 secumplepx; O



C) de lag  Variable

Var Bas  Basica %, % A, TP VR R,

0 X, A 1 N
1 R 0 3 372 Vo -1 -2 ]
0 g, 632 V4 Y 0 14 0
Cj o6 0 0 0 0 l
Sol. Bas. Fac. | ] 0 0 0 0 q
4, 03 32 -2 1 3200
Llintra
{pdelas  Varable
VarBas Basica ¥, X, A Mi Mz Ry R,
1 X 1 0 173 -13 0 15 0
| R, o 0 2 o -1 0 I
0 Xn 0 1 -6 -16 O -l/6 0
Cj o 0 0 0 0 i 1
Sol. Bas. Fac. 23 23 0 0 0 0 2
B, o 0 -2 0 1 t 0
LEntra
Cjdelas Variable
VarBas Basica X, X» M Uy M. Ry R-
0 X 10 ¢ -3 U6 L3 -6
0 ! 0 0 1 o 12 0 Vi
0 X, o I 0 16 -1/12 -6 12
Cj 0 0o o o0 0o 0 1
Sol. Bas. Fac. /3 5/6 1 0 0 ¢ 0

A o o ¢ o 0 0 1

Solucion optima
x, = 1/3 X; = 5/6 =1
“.2 — 0 Rl = R: = 0
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A A,
Ll
T
4 43

1 e 1
Como (1. (). entrar
s @ la base

pua, 0

AI A,-fc,

I~
d
I

2 1 ---- >ale
23 4

Cuomo S, 0.
entrar A, a la base

vAS 0

ni =0
8, -0
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Programacion Scparable

Definicion : Un problema de programacion no lincal e« separable si puede ser expresado

de la siguiente forma
Maximizar {mimmizar) 1(x) Z f.(x))
y )
M
. D 8,(x,)<p, parai 1. ....m
Sujeta a Pl

x, >0 paraj 1. ... n

l:n programacion separable la funcion abjetiva v las restricciones deben
expresarse como sumas de funciones de una sola variable cada una,
Ejemplo: La funcion lineal

fy —ax +aps+ . ragN,
donde a,. a-. .. .. a,, son constantes separables.
Ejemplo: L.a funcion

h(x) — x,2 + x8en(x; + Xy) + X» eV
no es separable pues aparecen dos funciones (segundo y tercer sumando) en terminos de
mas de una vatiable.

Solucion aproximada al problema separahle

Una solucion aproximada para cualquier problema separable puede obtenerse con

el metodo Simplex de programacion lineal,
Supongase que f(x) ha de ser aproximada sobre el intervalo [a.b]. Definase aj,
siendo k=1....,.K como el k-esimo punto de separacion ¢n el eje X tal que a; < a, <..< a,.

Los puntos a, y a, coinciden con los puntos terminales a y b del intervalo en estudio. Por

lo tanto, f(x) s¢ aproxima como sigue

1)

f(x)=2f(ak)'k X= iaktk
h-1

ko1

donde t; es un peso no negativo asociado al punto k-esimao de separacion tal que
n
Z t, =1 Esta aproximacion es valida si:
ko
i) A lo mas dos {, son positivas

aa . .- - N * . *
i) Si g es positiva, unicamente se permite que una t, adyacentc (t 4 o bien t -I) sea
positiva.
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En el formato del metodo Simplex. la base restringida o conjunio de variables
basicas especitica que no mas de dos U positivas pueden aparecer en la base. Ademas dos
t," pucden ser positivas unicamente st son adyacentes. La condicion de optimalidad
estricta del metodo Simplex se uuliza para scleccionar la variable de entrada
unicamente si satisface las condiciones anteriores. El procedimiento se repite hasta que
la condicion de optimalidad se satisfuce o hasta que es imposible intreducir nuevas (; sin
violar la condicion de base restringida, lo que ocurra primero. En este punto, la ultima
tabla da la solucion optima aproximada al problema.

Ejemplo: Muximizar z = x; + xf
Sujetaa 3x, +2x, <9
X, Xy 2 0
Considerando las funciones separables

fiix)=x, g]|=3x

Fy(Xp) =%, g, =2x,

Las funciones .\(X)) ¥ g,](xl) quedan en su forma presente, dado que son lineales. En este
caso se trata x| como una de las variables. Considerando f5(x,) y g|2(xg), supongase que

existen cuatro puntos de separacion (K- — 4). Ya que el valor de x; no puede exceder de

3 {por el intervalo (0.3)), se deduce que

k 32L fi(a;") 21(a;")
1 0 0 0

2 1 1 2

3 2 16 8

4 3 81 18

De lo cual
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fx) ) e ) +5ha") + Gifia’y) +i(ah)
oty + 105y + routy) + 81ty
¢, + 16U + 811
aixa)  Uyg'm) + Caghi(a) + gl + he'ia’y)
25, + 810, + 181
1:1 problema de¢ aproximacion es:
Maximizar z  x, + tzz + 16t“'2 + 8]t42
sujcta a 3x; + 20, + 8t32 + l8t42 <9
tho v+, et
20  k=1234
20
Anadiendo una variable de holgura a la primera restriccion
3% + 2%, + 81, - 181, +§,=9
La tabla Simplex inicial. con las columnas reordenadas para dar una solucion de inicio s

la siguiente

Cjde las Variable

VarBas Basica x;, U, o, t § 1, A Ac,
0 S, 3 2 8 181 0 9 98
0 t, o !t 1 0 1 1 ]--Sale
Cj 11 16 81 0 1
Sol. Bas Fac 6 0 0 0 9 0
Y 11 16 81 0 1
LEntra

Si t*, es la vanable de entrada, la variable de salida es S,,estando en la base t]2 y t42, lo
que viola la condicion de factibilidad. Entonces la variable que debe salir es S; y no
puede entrar a la basc t42. Considerando t; como varniable de entrada, sale de la base t, ¥
se cumplen lfas condiciones de factibilidad.

La tabla de la primera iteracion del metodo Simplex aparece a continuacion.
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Cjdelas  Variable

Var Bas  Basica %, L T ] S LA Afe, ;
0 S 3 6 0 -8 | 17i0---Sale
16 th, L | N !
o 1 16 %1 0 Q@
Sol Bas Fac. O 0 1 I 0

Lt nitra

. E) .
La variable de entrada es t™,. y come ¢std en la base t32. entra en lugar de 5,.

Cjde las  Varuahble

Var Bas  Basica  x, 1y 1 iy 5 LY A,
81 . U0 60 0 1 110 -8/10  1/10
16 310 1610 1 0O  -110 181 910

0
Cj ] ] 6 8l 0 0
Sol. Bas. FFac. 0 0 910 110 0 ]

2 372 024 00 0 -132 0 36

i 2 . .
La tabla muestra que t'; y t, son candidatos a ser variable de entrada. Como t'; no es un
punto adyacente a t*, y t', basicas. no puede admitirse, '[22 no puede entrar a la base, dado

que si entra, sale de la base ', y quedan dos valores no adyacentes en la base. El proceso

termina en este punto.

Solucion
Optimax; = 0 tzz =0 t32 =9/10
th=110  §,-0 t',=1/10
Zmax = 0+ 0+ 16(9/10) + 81(1/10)
=225

Programacion Fraccional lincal

Ahora consideraremios un problema en el cual la funcion objetivo es el cociente
de dos funciones lineales y las restricciones lineales. Tales problemas son llamados

“problemas de programacion lineal fraccional” y pueden ser establecidos como sigue
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P'X+u
]

qx/f

Sujctaa Ax<h

x )

donde p y q son vectores con n componentes. b ¢s un veclor con m componentes, A ¢s

una matrizm s ny ¢ v {3 son escalares.

Lema: Sea f(x)— (p'x + «)/(q'x + ) y sea S un conjunto convexo tal que g'x + B # 0 bajo

S. Entonces, { ¢ tanio pscudoconvexa y pseudoconcava bajo S

Del lema antenor surgen algunas implicaciones para problemas de programacion

lineal fraccional

l.

12

Lad

Puesto que la funcion objetivo es pseudoconvexa y pseudoconcava bajo S entonces

tambien es cuasi-convexa, cuasi-concava, estrictamente cuasi-convexa y cuasi-

concava.

. Puesto que la funcion objetivo es pseudo-convexa y pseudoconcava. entonces, un

punto que satisface las condiciones de K.K.T. para un problema de minimizacion es
tambien un minimo global bajo la region factible. Igualmente, un punto que satisface
las condiciones de K.K.T. para un problema de maximizacion es tambien un maximo

global bajo la region factible.

. Como la funcion objetivo es estrictamente cuasi-convexa y estrictamente cuasi-

concava, entonces un minimo local es tambien un minimo global bajo la region
factible. Igualmente, un maximo local es tambien un maximo global bajo la region
facuble.

Como la funcion objetivo es cuasi-concava y cuasi-convexa, si la region factible es
acotada,(delimitada completamente su grafica) entonces, la funcion cbjetivo tiene un

minimo en an punto extremo de la region factible y tambien tiene un maximo en un

punto de la region factible
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Mectodo de Charnes y Coaper
l.ste metodo consste en convertir ¢l problema de programacion lineal fraccional
en un problema de programacion lineal que pueda ser resuelto con el metodo Simplex.
Considere ¢l siguiente problema
oL p'x+
Minimizar
qx+ /s
sujetaa Ax <b
x =0
Supongase que el conjunto § — X7 AXx £ b y x 2 0} ¢s compacte (acolado y
cerrado, que contiene sus puntos limites o puntos frontera) y supongase que g'x + p > 0
para cada x € $. Haciendo # 1/(g'x + B) v v = zx. e problema anterior puede reducirse
al siguiente programa lineal
Minimizar -p'y - uz
Sujetaa Ay -bz <0
-qy-z=1
yz=0
zz0
Ahora, si g'x + B < 0 para todo x € S, haciendo -z =1/(q'x + P) ¥ y = zx se tiene
que el nuevo problema es:
Minimizar -p'y -0z
Sujetaa Ay -bz <0
-qy-z=1
yz20
zz0
Finalmente, si existen x, ¥ x, € S tales que q'x; + B> 0 v g'x, + B < 0, entonces la

solucion optima al problema fraccional es no acotada
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Ejemplo: Mimmizar -2x + X, + 2
x+3x;, +4
Supctaa-x; +x, <4

2%, + %, <14
X £0
X, X220
L siguicnie {igura muestra la region factible.

X2

{2, 6) (4, 6)

{0, 4}

(0, 0) (7. 0)

Como el punto (0.0) es factible, y en este punto -x, + 3x, + 4 > 0. Por {o tanto, el
denominador es positivo bajo la region factible entera, se obtiene el siguiente problema
lineal
Minimizar -2y, + y, + 2z
Sujetaa-y, +y,-4z<0
2y +y,-142<0
y,-6z <0
y, +3y,+4z=1
Yi» Y222 0
Resolviendo este problema con el metodo Simplex. se tiene que la solucion optima es y,
=7/, y, — 0y z=1/11. La solucion optima al problema original es X, = y/zy= Ty x; —

y.+/z, = 0. El correspcndiente valor objetivo es -1.09.
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Programacion Geometrica
Una de las mas recientes tecnicas de optimizacion matematica ¢s la programacion

geometrica, que es mancjada para funciones y restricciones no lincales. descubierta por

R. Dulliny ¢ Zenner.

Desigualdad de la media aritmetica-media geometrica

Si Xp....X; son cualesquier numeros no negativos y %,. . . .. , A, ticnen la
propicdad

p

Z:‘A' 1

s 2, > Oparatodoj(j 1.2,...n), entonces
;}L:"‘: > E—lelAJ (1)

Existe una forma especial de esta desigualdad que puede ser usada en cicrtos
problemas de minimizacion, supongase que se tiene una funcion f de la forma
F-fx. . axd =y tyat. oty
donde
¥~ ¥ilXg, ..., %) 20, ji=1,....m
Esto es. cada termino v; esta en funcion de Xy,...,X, y f es la suma de tales terminos. Por
¥i ! Xn

otra parte si en la ecuacion (1) si A = I/n se tiene que
L) "
ﬁZlijZHxiﬁ 2
f=1 b

Ahora supongase que

” Y
My," = ©
donde ¢ es constante. De la ecuacion (2) se tiene que

ur

ZL >FI m
hy, 211y,
i
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Partiendo de esta definicion, considerando ¢l posinomio

i

"
. o, iree .
(X0 %) — Zc,x, "X, Z(. It
;1

t

aplicando la desigualdad (3) se obtiene

" l ;
;‘c,pJ 2 fﬂl(clp’ A

o tambien

" m

'l Lo . o) . warh '
z}h‘(,’x, N !_[,(Ar"rx: Lex
I

Se busca encontrar los valores de A,,........, A, que satisfagan las condiciones
aphy Faya ot ag Ay 0

apAtanta T tagn A =0

A Fayha T e, A,=0

ot Ayt ARy, = 1

LI SR V-

y asimismo, que pueda obtenerse el valor de la funcion objetive £

Ejemplo: Minimizar

f(X,X0X3) = ——— + BX %y + 4xX3= + 4xx;
XXX,

Examinando
@ 7 M (Bxxa)? (dxaxa)t (dxxg M

Para lograr que se eliminen las vanables al buscar el valor de la funcion objetivo,

tomando
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Por la ecuacion (3) la desigualdad se expresa como

Doy, = S x,) % mic ()

para todos los vectores (X,,...,X,).

2 — Av
Ejemplo: Para () 1 x'+20 +4x  x>0conm 3y y, - Ux' . y» 2x, y3=4x
Usando la relacion (3)

e
1 13 173 173
flly, "y Ty27y3

(1 x) 30x)
(8)' 2
Entonces. por (4) se tiene que
f(x) = mc = 3(2) =6, para x > (.
Resolucion de problemas de programacion geometrica no restringidos

Sean vi.3-.. . .Y, I NUMErOS ho negativos. entonces la desigualdad (1) puede ser

escrita como
Al n
MYp oo P A2 Yy "
Zl} =1y4, >0 para todo j
i=1

Si y; = Ajy,, entonces

Al A2 Ant
T SR - [i—ﬂ [yZ] ..... (;—] ...... (5)

m

La funcion general f puede considerarse compuesta de m terminos
y;(j =l....m ) tal que
Y, = cjxlaj' X x,
donde ¢; > 0 y para k = 1,2,...,n & es un numero real y X, €s una variable que solo toma

valores positivos, es llamada posinomio.
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)\.2—?\.3—'?\-4 I?.A.|

A
y con ZA’ =14, >0

II
se tiene que

Ay 5.0, oy kg U5
Dc lo cual

4
X\ XaXq) — 2/5(2/5 ] +1/5 (5-8%%,) + 1/5 (5-4xy%3) + 175 (5-4%X5)
X

NS X

5

v . :
25/4[— J (3-8%,%p) + (5:4%xx3)" > (5-4x%3)"

127
> (10)* '(40)' "0y T 20)'?
> (1600000 °

Los valores de las variables x,.X;.X; se obtlenen resolviendo las siguientes ecuaciones

ST
XXX
8x,x, = 40" °

dx,x, = 20"

4x,x: = 20'*
Solucion optima:

X, =390 X, = 3.50 X3 =0.13
Valor de la funcion objetivo: 104.5

En el ejemplo anterior se observa una caracteristica importante de la
programacion geometrica, que permite conocer acerca del valor de la funcion objetiva

antes que la combinacion optima de las variables.
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I:stos problemas de programacion geometrica restringida se resuelven mediante

su problema dual.

E1 problema de programacion geometrica restringida

min 1{x) ny(x)
[

]
sujctaa hx)= D3 (x)sl. i1,k

=p -}
donde v(x} oMM ™ 1 p
y ¢; >0, 1=1....p
con p, m P. — D- r,> Pi-l

F1 problema dual se expresa como

MAaN U2 Ay, . . .. A,) = max g(A)
I h L YRR e
=1 5 l] (APryn1 - - - FAD)
sujetaa A, .. .. gz 0
P
A =1

Ejemplo: Minimizar f{x;,X5.X3) = 3%%; + 1/9 %,
: 12 2, 2 a2
sujetaa 173 x; "Xy X3 73X Xpx; <1

El probiema dual es

Al A2 A3 a4
——3 —l /9 _l /3 3 A3d
Max gl1- Aar b A4) = [A) ( 1, ) [ A ) (Z] (a + &)

sujeta a Ay Ay =1

A+ V2h+ A -0

A 2h;+hy =0
Ay +17203-2%4 =0
?h|,?\.2,l},)&4 20
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L.a primera resiriccion se refiere a la suma de los A, 1 = 1,2, dado que son dos terminos en
la funcion objetivo. |.as otras tres restriceiones son referentes a los terminos que ticnen
las variables x|, x,, x;. respeclivamente con coeflicientes la potencia de cada termina. El

arreglo de coeficientes

11 0
0 12 =i
1 0 -2 1
0 172 =2

Para hallar los valores de A,, Aj, A4, calculando la matriz inversa del arreglo anterior, se

ticne
T —-7/9 -1 9 1/3
249 79 1 9 —1/3
273 23 -2 3 0
5/9 —-5/9 -2/9 -1/3
de lo cual
?\.l=7’rq ?\,3=2/9 }L3=2/3 )\.4:‘5/9

E1 valor optimo de los problemas dual y primal es:

. 27Y Y Y A e
g)= [7) U (3) (?7) [19‘1)
—5.032
Entonces, para minimizar X,.x;.X3, se obtiene la unica solucion resolviendo el siguiente
sistema de ecuaciones
3%, = 7/9 g(A")
1/9 x; = 2/9 g(1")

173 %, %575 % = 6711

3?{‘-‘ szq-z =5/11
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Los terminos del lado derccho de las dos ultimas igualdades sc obtienen dividiendo el A,
correspondiente 1 3.4 entre la sumade A, + A,
[.legando finalmente a la solucion optima

X| - I(J.OGS x2 4()78 ){1 - 0278

habiendo aplicado el siguiente teorema al ejemplo anterior.
Teorema: Si el problema primal tiene solucion. entonces para las soluciones optunas

. - - . . *
respectivas X, A, se tiene que fix ) —g(h ).
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CAPITULO 8
CONCLUSIGNES Y RECOMENDACIONES

La programacion no lineal tiene la limitante de la no existencia de un algoritmo
unico para cualyquicr problema no lineal, tal como ¢l metodo Simplex en programacion

lineal, lo que hace mas complicado su estudio.

Muchos de los problemas de programacion no Jineal requieren de software de
computadora. para alcanzar su solucion completa, tal como « pagucte GINQ, aunque,

entre mas pequeno sea el error permisible €. es mejor su aproxiinacion al punto optimo.

Los melodos de dualidad lagrangiana se basan en [ opimon de que son los
multiplicadores de Lagrange las incognitas fundamentales asociadas a un problema con
restricciones. una vez conocidos estos multiplicadores, la determinacion del punto solu-
cion (al menos en algunas ocasiones) es sencilla. Por lo tanto, los metodos duales no
tratan directamente el problema con restricciones original, sino que se aplican a un
problema alternativo, el problema dual, cuyas incognitas son los multiplicadores de

Lagrange.

Hay dos maneras diferentes, pero complenentarias, de caracterizar la solucion a
problemas de optimizacion sin restricciones. En el enfoque local se examina la relacion
de un punto dado con sus vecinos. Con esto se llega a la conclusion de que, en un punto
minimo relativo sin restricciones de una funcion continua. el gradiente de la funcion se
anula y el hessiano es definido positivo, ese punto es un minimo relativo. Esta
caracterizacion se amplia al enfoque global, donde la convexidad asegura que si el

gradiente se anula en un punto, ese punto es un minimo global.
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IE1 concepto de metodos de dircecion faclible es una ampliacion directa y logica
de los metodos usados para problemas sin resiricciones, pero da lugar a algunas
dificultades sutiles, como la falta de convergencia global en el valor optimo del
problema no lincal. Los problemas con restriceiones de desigualdad se pueden tratar con
una estrategia de conjunto activo. Con este enfuque, clertas restricciones se tratan como
activas, y las restantes ¢como inactivas. Se determina él conjunto correctlo de restriccionces

activas durante el proceso de busqueda anadiendo y eliminando restricciones del
conjunto de trabajo.

Los metodos de direccion facuible mas practicos son €] metodo de proyeccion de
gradiente de Rusen v ¢l metodo de gradiente reducido de Wolfe. Estos metodos basicos
pueden considerarse como el metodo de ascenso-descenso acelerado aplicado en la
superficie definida por las restricciones activas. De los dos metodos. ¢l del gradiente
reducido de Wolte es recomendado. pues converge en un menor numero de iteraciones

para la mayoria de los problemas que el metodo de proyeccion de gradiente de Rosen.

Por ultimo. los metodos de solucion de programacion no lineal se pueden
clasificar en terminos generales como procedimientos directos o indirectos. Ejemplos de
los metodos directos son los algoritmos de gradiente, donde el maximo{minimo) de un
problema se busca siguiendo la tasa de incremento(disminucion) mas rapida de la
funcion objetivo en un punto. En los metodos indirectos, €l problema original se
transforma primerc en un problema auxiliar del cual se determina el optimo. Algunos

ejemplos de estas situaciones son la programacion cuadratica, la programacion

separable, la programacion fraccional y la programacion geometrica.
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Obscrvemos que los problemas auxiliares en estos casos pueden producir una solucion
¢racta o aproximada del problema original. Por cjemplo. el uso de las condiciones de
Karush-Kuhn-Tucker con la programacion cuadratica produce una solucion exacta, en

tanlo gue la programacion scparable genera solo una solucion aproximada.
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GLOSARIO

Base: En el metodo Simplex. conjunto de variables basicas.

Biseccion: Tecnica que consiste en dividir repetitivamente a la mitad a los subintervalos
de [a.h]. y en cada paso, localizar la mitad que conticne a 7., punto optimo.

Conjunto acotado: Un conjunto es acotado si existe un numero k tal que x k para
cada x en el conjunto.

Conjunto cerrado: Un conjunto que contiene sus puntos frontera o puntos linute.
Conjunto compacto: Un conmunto acotado y cerrado.

Convergencia: E1 hecho que una sucesion de pasos o iteraciones tenga un limite,
Convenidad: Propiedad de los conjuntos convexos. aquellos conjuntos qgue para
cualesquier par de puntos en el conjunto, €l segmento que los une. debe pertenecer al

conjunta.

Direccion factible: Un vector cuyo movimiento a lo large del mismo ne viola ninguna
de las restricciones del problema.

Direcciones conjugadas: Las direcciones d,.d,,....d,, son conjugadas de la matriz
Hessiana si cumple d,tl—ldj =0i=j,i,j=0,..nlcond.d #0paratodaiyj.

Espacio euclidiano: Conjunto de todos los vectores de dimension n definidos sobre los
numeros reales.

Funcion bimodal: Aquella funcion que tiene dos optimos locales o relativos.

Funcion multimodal: Una funcion que tiene varios optimos locales o relativos.

Funcion unimodal: Una funcion que tiene solo un punto minimo o maximo global o
absoluto.

Gradiente : Vector que tiene como componentes las derivadas parciales de f con
respecto a las variables x,x,....X,.

Interpolacion: Tecnica que consiste en encontrar un valor optimo de una funcion

objetivo particndo de una nueva funcion.
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Iteraccion : [Un desarrollo de una serie de ctapas de las que consta un algoritmo.
Longitud dec paso : Magnitud de avance de un punto factible a otro mas cercano a la
solucion optima en una ileracion.

Matriz Hessiana : L.a matriz compucsta por las derivadas parciales de segundo orden
f(x)axx, - f(x)parai—1,....n )~ 1. ...

Matriz simetrica : Una matriz cuadrada que es 1gual a su transpuesta.

Medida de eficiencia : El numero de iteraciones de los metodos de busqueda, entre
menos 1teraciones se efectuen es mejor la medida de eficiencia de un metodo.

Metodos primales : Aquellos metodos en los que la factibilidad del problema primal es
mantenida durante el proceso de optimizacion,

Multiplicadores de Lagrange : Son las constantes que aparecen en el lagrangiano 4,
i=1,...m.

Problema lineal : Es un problema de minimizar o maximizar una funcion lineal en la
presencia de restricciones lineales del tipo de desigualdad. igualdad ¢ ambas.
Restricciones activas : Son aquellas restricciones de desigualdad que son validas como
igualdad.

Restricciones inactivas : Aquellas restricciones de desigualdad que no son validas
como igualdad. Son lo contrario a las restricciones activas.

Selucion Factible : Un vector perteneciente a un subconjunto del espacio euclidiano E,,
que satisface las restricciones.

Solucion oprima : Un punto x tal que f(x) < f(x) para el caso de maximizacion. Para el
caso de mimnuzacion f(x) > f(x).

Variable basica: En programacion lineal. en un sistema de m ecuaciones con n
variables (n > m) una solucion basica es aquella que se obtiene al fijar n - m variables del

sistema lguales a cero y resolviendo el sistema en funcion de las m restantes, llamadas

variables basicas.
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Veetor: Arreglo de n numcros escritos en una fila o una columna.

Vectores linealmente independientes: Aqucllos vectores ap.as..... a, de dimension n que

Zl,u, =0 implica que i =0 para j=I,. .. k.

[
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