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RESUMEN

Publicaciéon No.
Mario Alberto Lopez Vega, M. C. en Ingenieria Eléctrica

Universidad Auténoma de Nuevo Leon, 2010

Profesor Asesor: Dr. César Elizondo Gonzalez

La estabilidad robusta y el desempeno de los sistemas de control con incertidumbre paramétrica,

ha sido tema de interés en el drea de control automatico. Un buen procedimiento para resolver
el problema de estabilidad robusta paramétrica es mapear éste a un problema de positividad

robusta de una funcién multivariable polinémica.

En el presente trabajo, se determinan las cotas del pardametro del controlador, que estabi-
lizan un sistema LTI con incertidumbre paramétrica, de tal manera que la parte real de las
raices del polinomio caracteristico del sistema retroalimentado se encuentren en una region
predeterminada. Se propone un algoritmo basado en descomposicion de signo, herramienta
matematica capaz de determinar la positividad robusta en condiciones necesarias y suficientes
de funciones multivariables polinémicas. Este algoritmo utiliza un reciente teorema de estabili-
dad y un teorema de estabilidad relativa, se define una tolerancia y se parte de un valor nominal
de ganancia del controlador que satisface la estabilidad robusta relativa. El algoritmo genera

intervalos de ganancia del controlador para encontrar las cotas maxima y minima estimadas.

En el presente proyecto se incluyen tres ejemplos de aplicacion, en donde la incertidumbre
en los parametros del sistema en lazo cerrado es analizada considerando distintos valores de
tolerancia y obteniendo las cotas minima y méxima estimadas del pardmetro del controlador
que estabiliza el sistema para cada ejemplo. El primero de ellos se refiere a un servomecanismo

posicional, seguido de un intercambiador de calor y finalmente un miembro artificial.
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Capitulo 1

Introducciéon

1.1 Planteamiento del problema

La construccion del modelo matematico de un sistema real es en la mayoria de los casos compli-
cado, ya que es imposible obtener una identificaciéon exacta de los parametros fisicos del modelo
[20]. Otro problema es la incertidumbre paramétrica, ésta se refiere a la falta de conocimiento
del valor de los parametros del modelo, solamente se conocen sus cotas inferiores y sus cotas

superiores.

El problema de estabilidad robusta con incertidumbre paramétrica no es un problema nuevo,
existen varios enfoques que buscan mejorar el disefio de controladores robustos [3, 4, 6]. En el
enfoque polinomial, la estabilidad de los sistemas lineales invariantes en el tiempo se determina
a partir del polinomio caracteristico p(s,q), con coeficientes ¢;(q). De acuerdo al tipo de es-
tructura de los parametros del coeficiente ¢;(¢), los polinomios caracteristicos se clasifican en:
intervalo, afin, multilineal y polinémico. La mayoria de la literatura se concentra en el anélisis
de estabilidad para polinomios intervalo, esto debido a que el analisis de robustez para el caso

de polinomios con coeficientes intervalo y con coeficientes afin es relativamente facil comparado



con el caso multilineal y polinémico [1]. Algunos trabajos que muestran lo mencionado ante-
riormente son el criterio de Routh-Hurwitz [26], teorema de Kharitonov [24] con extensiones a

miultiples entradas y multiples salidas (MIMO) [7] y "Edge Theorem" [5].

Otro método en espacio de estados se desarrollé como alternativa a las pruebas de estabilidad
de Routh-Hurwitz o Nyquist |2, 10, 29]. En [29], el enfoque trata directamente con las raices
del polinomio caracteristico, la correlacion entre las incertidumbres paramétricas y la ubicacion
de los polos se usa para dar una representacion grafica de la estabilidad del sistema en el
espacio de pardmetros. Desafortunadamente al encontrarnos con sistemas de mayor orden e
incertidumbres en un mayor niimero de parametros, los coeficientes de la ecuacién caracteristica
que describe el sistema son de tipo polindémico, enfrentandonos nuevamente a un problema mas

complejo.

El diseno de sistemas de control robusto es una de las dreas mas importantes en aplica-
ciones de control industrial [18], por lo que ha sido tema de trabajo de diferentes investigadores
[3, 4, 6], sin embargo pocas son las herramientas que se han desarrollado para el caso en el
que los coeficientes del polinomio caracteristico son funciones multivariables polinémicas. En
[9] se presenta un algoritmo que calcula margenes de estabilidad para sistemas LTI con incer-
tidumbre polindémica en los coeficientes de su polinomio caracteristico, pero en la metodologia
de analisis utiliza una hiperesfera y no es lo més adecuado para la determinacién de cotas.
Ademés el algoritmo no es muy sistemaético ya que utiliza pasos heuristicos y no aclara el pro-
cedimiento con el que se obtienen los resultados. Existen varias contribuciones importantes que
abordan la problematica sobre diseno de controladores enfocandose principalmente en el tema

de estabilidad robusta paramétrica en [11, 12, 28, 33].

El principal problema en control robusto paramétrico es encontrar el maximo y minimo valor
de los pardmetros del controlador admisibles en un sistema con incertidumbre paramétrica sin

pérdida de estabilidad. El origen del problema de estabilidad robusta paramétrica se reduce a



resolver la positividad robusta de una funcién multivariable polinémica.

Existen varios trabajos sobre diseno de controladores robustos basados en la positividad
de una funcién polindomica f(¢q) donde ¢ € @, en [30, 32, 33|, se resuelve por el método de
expansion en polinomios de Bernstein y en [8, 22, 23| por la herramienta descomposicion de

signo, esta herramienta se puede encontrar en [13, 14].

En [17] se muestra que cuando una funcién multivariable polinomica no es muy sencilla,
descomposicion de signo presenta ciertas ventajas sobre polinomios de Bernstein. Por otra
parte, en este trabajo se utilizoé un reciente criterio de estabilidad [15] que presenta ventajas

sobre los criterios de Routh, Hurwitz y Liénard-Chipart.

1.2 Objetivo de la Tesis

e Determinar las cotas de los pardmetros del controlador que estabiliza un sistema lineal
invariante en el tiempo de tal manera que las raices del sistema retroalimentado queden
con su parte real acotada en valores predeterminados incluyendo el caso de sistemas
LTT con incertidumbre paramétrica desarrollando una metodologia de diseno basada en

descomposicién de signo y un reciente criterio de estabilidad.

e Desarrollar una herramienta matematica y /o computacional que permita obtener de man-

era mas facil y rapida los resultados que lleven a la solucién del problema.

1.3 Alcances

El alcance que se pretende en esta investigacion es lograr desarrollar un nuevo algoritmo que
utilice como base descomposicion de signo y un reciente criterio de estabilidad para encontrar

cotas estimadas del parametro del controlador para un sistema con incertidumbre paramétrica



del tipo polinémica. Un segundo alcance es dejar las bases listas para extender dicho algoritmo

a un mayor nimero de parametros ya que la complejidad del problema aumenta notablemente.

1.4 Estructura de la tesis

La estructura de la presente tesis es como sigue:

Capitulo dos. Preliminares matemdticos. Se exponen algunos criterios de estabilidad que
trasladan el problema de estabilidad robusta a uno de positividad robusta de una funciones
multivariable polinémicas, también es descrita la herramienta descomposicion de signo, que es
un método para probar la positividad robusta de dichas funciones obtenidas al aplicar estos

criterios.

Capitulo tres. Resultados principales. Se analiza la probleméatica sobre diseno de con-
troladores robustos y aplicando los preliminares matemaéticos descritos en el capitulo dos, se
propone un algoritmo capaz de determinar las cotas del parametro del controlador, que es-
tabilizan un sistema LTI con incertidumbre paramétrica, de tal manera que la parte real de
las raices del polinomio caracteristico del sistema retroalimentado se encuentren en una region

predeterminada.

Capitulo cuatro. Aplicaciones. En este capitulo se aplica el algoritmo, para determinar las
cotas del parametro del controlador en casos reales como lo son: un servomecanismo posicional,

un intercambiador de calor y un miembro artificial.

Capitulo cinco. Conclusiones y trabajo futuro. En este capitulo se analizan los resultados

obtenidos durante la investigacion y se presentan sugerencias para trabajos futuros.



Capitulo 2

Preliminares Matematicos

En este capitulo se presenta una breve descripcion de tres temas: sobre un reciente teorema de
estabilidad, estabilidad relativa y descomposiciéon de signo. En la combinacion de este conjunto

de teoremas y herramientas matemaéticas esta basado el desarrollo del presente trabajo.

2.1 Un reciente criterio de estabilidad (C. Elizondo 2001)

Este reciente criterio [15] presenta una tabla que determina el niimero de raices en el semiplano
derecho del plano complejo de un polinomio real. Dicha tabla se fundamenta en el principio
del argumento, indices de Cauchy, cadenas de Sturm y cadenas modificadas de Sturm. La
tabla presenta algunas ventajas: no requiere de divisiones, las operaciones numéricas se re-
ducen con respecto a otros criterios y los coeficientes son funciones multivariables polinomicas
cuya positividad robusta se obtiene en condiciones necesarias y suficientes utilizando descom-
posicion de signo [13, 14|. Determinando entonces, la estabilidad robusta para sistemas LTI
con incertidumbre paramétrica.

Teorema 2.1.1. [15/ Dado un polinomio p(s) = Cy + Cys + Cys? + - - -C,_15" 1 + C,,s" con
coeficientes reales, el ntimero de raices a la derecha del plano de los complejos es igual al nimero
de variaciones de signo en la columna o en el siguiente arreglo.



01 Cn Cn72 Cnf4
09 Cnfl CnfS Cn*5

03 €3,1 €3,2

04 €41 €(4,2)

O(n—1) | €(n—-1),1 | €(n—1),2

On €(n,1)

On+1 | €(n+1),1

;= (€i—11€i—2j41 — €i—21€i-1j41), V3 < i <n+1
€ij = Cpy1—i—2(j—1)V1 < 2

o; = Sign(e;1)Vi <2

. (i+1=m)/2 ‘
o; = Sign(e;1) Sign(em+2-1)),1)Vi > 3)
=1

J

m = 3 para ¢ par, m = 2 para ¢ non.

La metodologia de célculo del signo o; de un renglén es mucho mas sencilla que la expresion
matemaética que lo determina: el signo o; de un renglén se determina multiplicando el signo de
@)1 por el signo del elemento inmediato superior a éste, es decir el de e;_1);; y por los signos

de los elementos superiores de la misma columna e "brincando" de dos en dos. Por ejemplo:

o7 = sign(eem)1)sign(ee)1)sign(ew,1)sign(ew)1).-

En el caso de que un elemento e; ; sea cero, entonces se substituye el cero por un € > 0y se
continda el calculo de la tabla. En caso de todos los elementos e; ; de un renglon sean de valor

cero, entonces se substituye el renglon completo por la derivada del renglén superior.

Debe de notarse que cada uno de los elementos e; ; fueron elaborados sin utilizar la division

empleada en el criterio de Routh, por lo tanto los elementos e;; en el caso de incertidumbre



paramétrica son funciones multivariables polinémicas

2.2 Estabilidad Relativa

En la aplicacion industrial de la teoria de control, normalmente es necesario que el sistema
ademas de ser estable tenga un cierto desempeno, para esto es necesario que las raices de su
polinomio carateristico guarden cierta posicion en el plano de los complejos. Con esta finalidad
se muestra el siguiente teorema que determina si la parte real de la raices se encuentra contenida
en una region especifica de los reales, acotando asi la velocidad de respuesta del sistema.

Teorema 2.2.1. [16] Sea p(s) = ¢y + 18 + c28® + -+ + 5" el polinomio caracteristico con
coeficientes reales positivos correspondiente un sistema LTI, sean a y b dos miumeros reales
positivos. Entonces las raices de p(s) estan localizadas, en el plano de los complejos, a la
izquierda de —a y a la derecha de —b si y solo si los polinomios p(s — a) y p(—s — b) son
asintoticamente estables.

2.3 Breve descripcion de descomposicion de signo

En el area de control robuso paramétrico se manejan propiedades como: estabilidad robusta,
controlabilidad robusta y observabilidad robusta. El cumplimiento de cualquiera de estas
propiedades en un sistema LTT con incertidumbre paramétrica puede ser mapeado a un prob-
lema de positividad robusta de una funcién multivariable polinémica dependiente en un vector
de parametros ¢ = [q1q2 - - - qo]*, de cada parametro se conocen solamente las cotas inferior y
superior ge[q; ,q;] y el conjunto de todos los vectores g forman una caja de incertidumbre
paramétrica Q = {q = [q1q2- - q|" |qielq; , ¢ |Vi,i = 1,2,...,1}. Para resolver el problema
de positividad robusta de funciones multivariable polinémicas dependientes de un vector con

incertidumbre paramétrica ¢, fue desarrollado en [13| la siguiente herramienta matematica.

Descomposicion de signo [13], [14] es una herramienta matematica que mediante el analisis



de puntos extremos es capaz de determinar en condiciones necesarias y suficientes la positividad

robusta de una funcién multivariable polinémica.

Nota 2.3.1. Todas las demostraciones de lemas, teoremas y corolarios sobre descomposicion
de signo se encuentran en [13]

2.3.1 Definicién de la Operaciéon

Al analizar una funcién es comun la necesidad de descomponer ésta en sus partes que la con-
stituyen de acuerdo al caso, por ejemplo si se esta haciendo un anélisis de un polinomio p(s),
puede ser tutil descomponerlo en sus partes par e impar; si se esta haciendo el anélisis de un
polinomio en el dominio de la frecuencia p(jw), normalmente es util descomponerlo en sus
partes real e imaginaria, pero si se estd haciendo el analisis de la positividad de una funcion,

podemos pensar en descomponerla en sus partes positiva y negativa.

La determinacion de la positividad de una funcién real polinémica multivariable es un
problema dificil de resolver, desde un punto de vista computacional la positividad de un de-
terminante es un problema NP Hard [21, 27|, normalmente se le ve a la funciéon real como un
todo completo y posiblemente eso aumenta la dificultad del problema, en vez de ver la funcién
descompuesta en sus posibles partes que la constituyen. En este caso se propuso en [13, 14]
descomponer una funcién multivariable f : RY — R en sus partes positiva y negativa f,(-),
fa(+), para poder definir esta descomposicion, es necesario primeramente recordar el concepto

de cono convezo positivo P = {x € Rf|x; > 0} [19], asf como las siguientes definiciones:

Definicion 2.3.1. [19] Sea P un cono convezo positivo en un espacio vectorial RY, para z, y €
R se dice que x >y (xz > y) con respecto a P sixz —y € P (x —1y € P°, el interior de P ).

Definicion 2.3.2. [19] Sea f : R® — R una funcion continua y Q C P C R’ un sub-
conjunto convezo, se dice que f(-) es una funcion no-decreciente en Q si x > y implica

flx) > fly), Vz, ye Q.

Las funciones no-decrecientes presentan algunas propiedades interesantes respecto a las

operaciones de suma y multiplicaciéon como se muestran mas adelante.



Definicion 2.3.3. [13, 14/ Sea f : R® — R una funcion continua y sea Q C P C R® un sub-
conjunto convezo, se dice que f(-) tiene descomposicion de signo en ) si existen dos funciones
acotadas no-decrecientes fn(-) > 0, f,(-) > 0, tales que f(q) = f,(q) — fn(q) para toda q € Q.
Dichas funciones se llamardn: la parte positiva de la funcion f,(-) y la parte negativa de la

funcion f,(-).

flg) = hla) = 1ule) Yee@
Parte Positiva de f(-)

Parte Negativa de f(-)

1>

1>

fp(')

Nota 2.3.2. Los nombres “parte positiva” y “parte negativa”, son sélo por facilidad de expresion,
las dos son positivas o por lo menos no-negativas, pero una aparece sumando y la otra restando.

. ., . . / . .
Debe notarse que si una funciéon esta definida en Q@ C R’ que no estd contenida en un
cono convexo positivo, entonces se puede hacer una transformacién de coordenadas para que
la funciéon quede definida en Q C P C R como se muestra en el siguiente hecho.

Hecho 2.3.1. /13, 14/ Sea f : R* — R una funcion continua definida en Q C R’ que no estd
contenida en un cono convexo positivo, entonces siempre se puede hacer una transformacion de
coordenadas G = G; + (¢: — ¢; (@ — 6;)/(¢" — q;) tal que ¢ > ¢; > 0 para que la funcion
quede definida en Q C P C R’.

En caso de transformala a ¢; = 0 y ¢ = 1, que resulta muy cémodo, entonces g; =

G + (@ —a )
2.3.2 Representacion (f, , f,)

Cuando una funcién continua f : R® — R se descompone en @ C P C R’ en sus partes
positiva y negativa f,(-) y fu(+), realmente se estd haciendo una transformacion de R a R?
la representacion grafica de la funcién en un plano (f,, f,) es de utilidad para entender mas
facilmente las propiedades que poseen las partes positiva y negativa de la funciéon, para lo cual

se establece la siguiente proposicion.



10

Proposicion 2.3.1. [13, 14/ Toda funcién continua f : R® — R con descomposicion de signo
en el conjunto convezo Q C P C R’ se puede expresar como una transformacion de R® a
R? mediante sus partes positiva y negativa f,(-) y fu() con representacion grdfica en el plano

(s Jp)-
(Fn () ()

R’ S R?

Cuando una funcién con descomposicion de signo en () es igual a cero para todo ¢ elemento
de @, implica que f,(¢) = f.(q) Vg € Q y su representacion grafica en el plano (f,, f,) es
una linea recta a 45° que contiene al origen, a la cual nos referiremos como la recta a 45°, los
puntos arriba de ella corresponden a la representacion grafica de funciones con valor positivo y

obviamente los de abajo a negativo.

fp 3 4 5 o

fP(Q) R (e e

Figura 2.1: Plano (f,, fu)

2.3.3 Propiedades en la Representacion (f, , f,)

Las funciones que poseen descomposiciéon de signo presentan la propiedad de conservar la de-
scomposicion de signo en las operaciones de suma, resta y multiplicaciéon como se muestra en

el siguiente teorema.

Teorema 2.3.1. [13, 14] Sean f, g : R® — R dos funciones con descomposicion de signo en

Q; entonces: f(q) + 9(q), f(q) —g(q) v f(q)g(q) son funciones que tienen descomposicion de
signo en @ :
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f(@D9(@))n = (fo(@)gn(@) + ful@)gp(@),  (F(@)9(0)p = (fo(@)9p(q) + fr(@)gn(q))

La forma como se obtiene la resta de cualquier par de funciones en el teorema 2.3.1 asegura
que las expresiones de la parte positiva y negativa sean funciones no negativas y no-decrecientes,

pero existe el caso particular donde se pueden obtener expresiones mas simples.

Otras propiedades de las funciones que tienen descomposicién de signo, son las referentes
a las cotas de la funcién, para lo cual es necesario definir algunos conceptos antes de analizar

dichas propiedades.

Definicion 2.3.4. [13, 14] Se le llamard vértice minimo y mdximo Euclidiano v™", v™* q [os
vectores elementos de Q C P C RY con minima y mdrima norma Euclidiana respectivamente.

min

||U maXHQ

= r;ggllqﬂg, v = %16%(”(1“2

2

Lema 2.3.1. [13, 14/ Sea f : R* — R una funcién continua no-decreciente y sea Q C P C R*
una caja con vértices minimo y mdrimo Fuclidianos v™™, v™**, entonces:

min f(q) = f (v™"), max f(g) = f (")

La aplicacion del lema anterior 2.3.1 a las partes positiva y negativa de una funcién permite
obtener una propiedad del acotamiento de cada una de estas partes como se muestra en el

siguiente teorema.
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Teorema 2.3.2. [13, 14/ Sea f : R® — R una funcion con descomposicion de signo en Q,
sea Q@ C P C R una caja con vértices minimo y mdzimo Euclidianos v™™, v™* entonces las
partes positiva y negativa de la funcion estan acotadas como se muestra:

Fo(0™) < folg) € f(0™) Vg € Q,  fo(v™™) < fulg) £ fo(v™™) Vg € Q

El hecho de que las partes positiva y negativa de una funcion estén limitadas por sus valores
minimo y méaximo da lugar a poder obtener cotas de la funcién analizando solo sus partes
positiva y negativa en los vértices minimo y méaximo Euclidianos como aparece en el siguiente
teorema.

Teorema 2.3.3. [13, 1}/ (Teorema del Rectingulo) Sea f : R® — R una funcion continua
con descomposicion de signo en @ tal que Q C P C R’ es una caja con vértices minimo

y mdzimo FEuclidianos v™", v™*  entonces: a) f(q) estd acotada inferior y superiormente

por fp(v™™) — f,, (V™) y f,(v™*) — f (™) respectivamente, b) la representacion grdfica de
la funcion f(q), Yq € @Q en el plano (f,, f,) estd contenida en el rectingulo con vértices

(fa™®), Lo @™™), (fa0™), fo(0™)), (fa(0™), fo(0™) y (fa(™), fp(0™")), ¢) si el

vértice inferior derecho (f,(v™™), f,(v™")) estd arriba de la recta de 45° entonces la funcidn
flq) > 0Vq € Q, d) si el vértice superior izquierdo (f,(v™"), f,(v™*)) estd abajo de la recta
de 45° entonces la funcion f(q) <0 Vq € Q.

La positividad de la cota inferior del teorema anterior 2.3.3, es una condicién suficiente
de positividad de la funcién. Cuando la cota f,(v™™) — f, (™) es negativa no implica que
existan vectores ¢ en () para los cuales la funcién sea negativa. Esto es debido a que la
funcién no llena todo el rectangulo al ser evaluada en todos los vectores de @, la funcién
solamente cubre la zona que estd dibujada en oscuro dentro del rectangulo. Asi que cuando
la cota es negativa es necesario hacer una division de la caja Q@ C P C R’y definirla como
Q=lq, ¢ 1xlaz, ¢5]x---x[q;, q;], podemos dividir el intervalo de cada variable [¢;", ¢;] en

jJrl]’ .

k partes, generando k nuevos intervalos: [¢;, ¢/, [q}, ¢, ,[q, ¢ [¢¥7Y, ¢, podemos

llamarle [y;", ;"] a uno de los k nuevos intervalos de una de los ¢ parametros, dando lugar asi a
la generacion de k‘ nuevas cajas I, siendo una de ellas: ' = [y, %1% [v5, v | x- %[, v/ ]
Con lo anterior la caja original queda expresada como @ = |JI'¥ y tomando g™, ™ € I

)

como los vértices minimo y maximo Euclidianos de I'* se puede establecer el siguiente teorema.
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Jr L 45°
fp(vnfa.r) I L
fp(q) ____________________________ -

fp(vmin) m

Folv™) = il
£ = fuly™

Fav") Fulg) Ful™™)

Figura 2.2: Rectangulo que contiene a la funcion en el plano (f,, f)

Lema 2.3.2. [13, 1}/.Sea f : R® — R una funcion continua con descomposicion de signo en

Q tal que Q C P C R’ es una caja con vértices minimo y mdzrimo Fuclidianos v™®, ™,

Entonces la funcion f(q) es positiva (negativa) en Q si y sdlo si existe un conjunto de cajas T’
tal que Q@ =T y Cota inf > ¢ > 0 para cada caja T (Cota sup < ¢ < 0 para cada caja T'*).

El determinar la positividad o negatividad de una funcién en todo su dominio, no es un
problema facil, de tal forma que no es raro que de las cotas obtenidas de la caja original no
se pueda determinar el signo de la funciéon en todo su dominio, necesitandose asi hacer uso de
la division de cada variable ¢; en k partes, que puede tomarse como k = 2 y dividir en dos
partes iguales. De esta manera se generan 2¢ nuevas cajas I', si en cada una de las nuevas cajas
no existe algin valor de f(u™") o f(u™®) que demuestre la pérdida de condicién de signo
que se estd determinando, entonces a la caja I'* que no cumpla la condicién de positividad
fp (™) — £ (™) > 0 o de negatividad f, (™) — fn (™) < 0, si es lo que se esté analizando,
se le vuelve a aplicar el proceso de dividir cada variable ¢; en dos partes iguales y verificar la

condicion de signo que se desea determinar en cada una de las 2¢ nuevas cajas de I'.
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Para una funcién con descomposicion de signo en (), se puede determinar el signo en todo su
dominio aplicando el lema anterior 4.5, inicialmente con k£ = 2, dividiendo cada variable en dos
partes iguales, generando 2¢ cajas I'. Mediante aplicaciones sucesivas del proceso de divisiéon en
dos partes iguales a cada variable ¢; solo en la caja que asi lo requiera se genera el conjunto de
cajas I', “cerrandose” los puntos de analisis solo donde se necesita y hasta donde se necesita, ya

que la divisiéon de variables se aplica solo en las nuevas cajas que lo requieran.

2.3.4 Representacion (a , )

La facilidad para resolver un problema depende de las coordenadas en que se este analizando,
existe por lo menos un sistema de coordenadas ademas de (f,, f,), que llamaremos (o, [3)
y estan giradas 45° con respecto a las (f,, f,), por esa razon el rectangulo que contiene a la
funcién aparece como se observa en la figura 3.5. Estas coordenadas presentan ventajas tanto
en algunas operaciones mateméaticas como en la interpretacion gréfica.

Definicion 2.3.5. [13, 14] Sean f,.(q) y f,(q) las componentes de una funcion f(q) con descom-
posicion de signo en Q. Sea T la transformacion lineal descrita tal que existe T ~', entonces
se le llamard una representacion de la funcion f(q) en coordenadas (o, B) a la transformacion
lineal (a(q), B(q)) = T(fu(q), fo(q)) y la transformacion lineal inversa de una representacion
(a(q), B(q)) serd una representacion (fn(q), f,(q)) de la funcion.

o E R )

il - el 56 - 160
alg) = fpla) + fula), fp(Q):%(a(Q)Jrﬁ(Q))
Bla) = frla) — fala), fn(q)Z%(a(@—B(Q))

Debe notarse que como a(g) es una suma de funciones no-decrecientes y no negativas en-
tonces a(q) es no-decreciente; 5(q) = f(q), y a(q) > B(q) para toda funcion f(q) y para todo

vector q € Q).
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2.3.5 Propiedades en la Representacion (« , [3)

Las operaciones de suma, resta y el producto de funciones que tienen descomposicion de signo,
se puede efectuar en la representacion (v, [3) y el producto se efectua con mayor facilidad que
en (fp, fn), para obtener estas propiedades son necesarios los siguientes lemas y coroloario:

Lema 2.3.3. [13, 14/ Sean fi1, f» : R® — R dos funciones con descomposicion de signo en
Q, entonces la suma, resta y multiplicacion de las funciones f1(q), fo(q) queda expresada en la
representacion (« , B) por:

Suma  f1(q) + f2(q) a(q) = a1(q) + aa(q), B(q) = Bi(q) + B2(q)
Resta  f1(q) — f2(q) a(q) = ai(q) + aa(q), B(q) = Pi(q) — Ba(q)
Producto  f1(q) f2(q) a(q) = ai(q)az(q),  Blg) = Bi(q)B2(q)

Las transformaciones de la definicion 2.3.5 permiten trasladar los resultados del teorema del
rectangulo 2.3.3 de (f.(q), f,(q)) a (a(q), 5(g)) como se expresa en el corolario siguiente, de

acuerdo a la figura 2.3.

B

Cota superior del rectangulo

3 superior
— Cota superior del poligono
3derec‘ha
\ Cota inferior del poligono
3mrem - Cota inferior del rectdangulo

izquierda superior inferior derecha

0 0 (04

Figura 2.3: Rectangulo en el plano (o, )

Corolario 2.3.1. /13, 14/ (Corolario del Rectdngulo) Sea f : R® — R una funcion continua con
descomposicion de signo en Q tal que Q C P C RY es una caja con vértices minimo y mdximo
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Euclidianos v™™, v™a entonces: a q) estd acotada inferior y superiormente por = (o(v™™)+
Yy 2

Bv™m) — a(v™™) + B(v™)) y 3 ((v™™) + S(0™) — a(v™®) + S(v™™)) respectivamente, b)
la representacion grifica de la funcion f(q), Yq € Q en el plano («, B) estd contenida en el
rectangulo con vértices: a1 = a(v™n), B4 = B(v™in); adr = q(v™x), Bl = B(vmax); olnf =
bo(um) +0(um) — (3(um) — H0m), 57 = L(30mn) £ 30)) (o) —a(u )
4 = Ha(u™)+ a(v™9) + HF(™) = ), 5 = L3 + 5(07) + Halo™) -
a(v™m): ¢) si el vértice inferior (o™, B estd arriba del eje a en el plano (a, ) entonces la
funcion f(q) >0 Vq € Q, d) si el vértice superior (a®'P, [5'P) estd abajo del eje v en el plano
(ar, B) entonces la funcion f(q) <0 Vq € Q.

2.3.6 Partes Lineal, No-lineal e Independiente

Al analizar la positividad de una funciéon f(g) con descomposicion de signo en @) con ¢; €
[qj_, q;r] para todo ¢ € (), es muy comun la necesidad de hacer dicho anélisis en un conjunto
de cajas T tal que @ = [JIY. En cada una de las cajas [V con vértices minimo y méximo

max

Euclidianos g™, y™* cada componente de g se puede expresar como ¢; = ™™ + §; donde

0; €10, omax] | jmax — jmax min - antonces se puede considerar la existencia de una caja A

) ) ) ) 7 7 )

con vértices minimo vy maximo Euclidianos: 0 y ™ donde este ultimo es §™a* = jmax _ min
y

yA={0=1[00...6]T | §; € [0, omex], fmax = pymax _ yminy - P RE de esta manera se

puede expresar g = ™" + 5 V6 € A, Vg e T.

Es muy conocido que una funcién puede tener una parte lineal y otra no-lineal, entonces la

funcion f(q)| . = f(™™ + &) debe contener estas partes que deben ser funcién de § ya que

qel

©™™ es una constante en la caja I'V.

Una manera facil de encontrar la parte lineal y otra no-lineal es considerando que ellas no
contienen términos independientes de 9, y por lo tanto son nulas al evaluarlas en 6 = 0, de tal
forma que si se evalia la funciéon en 6 = 0 se obtiene f(u™™® + 0) = f(u™"), siendo también
esta ultima una parte de la funcion f(q) que es la parte independiente de d. Esto concuerda

con la serie de Taylor de f(q) donde ¢ = p™" +§ :
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5 + @(9)

i

Se puede ver que la funcién esta compuesta de tres partes: un término independiente de § que
es f(p™n), otra parte lineal que es el gradiente de la funcion f(q) evaluado en ™" y multiplicado
por el vector § y la funcion ®(d) que representa los términos de orden superior en §. La parte
no-lineal ®(9) puede ser dificil de obtener y se puede despejar restando de f(q)|,cp = f(u™"49)
la parte f(u™™") y la parte lineal, dando lugar asf a la siguiente proposicion.

Proposicién 2.3.2. [13, 14] Sea f : R® — R una funcion continua en Q C P C R’ sea
[ una caja contenida en Q con un conjunto de vértices {u'} con vértices minimo y mdzimo
Euclidianos p™®, y™ sea A = {5 | §; € [0, dmax], fmax = ymax _ mink = O P C R con un
conjunto de vértices {6'} con vértices minimo y mdrimo Euclidianos Q y 0™ = ymax — ymin,
y sea ¢ € T tal que ¢ = pu™™ + & donde & € A, entonces la funcion f(q) se puede expresar
mediante sus partes lineal, no-lineal e independiente en su minima expresion, para toda q € T'.

fla)=f™"+ fL(®) + fn(d) |6 €A VgeTl
fmn = Parte Independiente = f(u™™)
fr(6) = Parte Lineal = Vf(q)| mm -6 Vo €A
fn(8) = Parte No — lineal = f(u™" +0) — f™® — f1(§) Vée€ A
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w i

Figura 2.4: Cajas I'

La expresion de la parte no lineal se puede lograr desarrollando f(u™™" + §), obteniendo
asi una expresion algebraica de fy(d), si esto resulta muy complicado para alguna funciéon
en particular entonces la aplicaciéon es so6lo numérica obteniendo asi sélo el valor de la parte
no-lineal en el punto deseado. Como un ejemplo mucho muy simple de esta descomposicién,

min min 2

podemos tomar la funcién f(q) = 3+ 2q; — 4g2 + ¢2, entonces f™" = 3 4 2" — 4510  gnin2,
f2(0) = 20y — 40 + 2uPm6; y fn(0) = 6.

2.3.7 Propiedades Basicas de las Partes Lineal y No-lineal

De acuerdo a la proposicion 2.3.2, las partes: negativa, positiva, alfa y beta de una funciéon
se pueden descomponer en sus partes lineal, no-lineal e independiente, asi también las partes
lineal, no-lineal e independiente de una funcion, se pueden descomponer en sus partes negativa,

positiva, alfa y beta.
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Al hacer un analisis de positividad de una funcion que es resultado de la operaciéon matemaética
de otras funciones, entonces se presenta la necesidad de obtener las partes lineal, no-lineal e
independiente de la suma, resta o producto de funciones, que se pueden obtener mediante el
siguiente hecho.

Hecho 2.3.2. [13] Sean fi(q) y f2(q) dos funciones con descomposicion de signo en Q, sea
I' € Q una caja para el cual fi(q) = fi"™ + fir(0) + fin(0) y fala) = f5" + for(6) + fan(9)
Vq € T, entonces la representacion alfa, beta de la suma f1(q) + f2(q), resta fi(q) — f2(q) y
producto f1(q)f2(q) Yq € T de las funciones estd dado por a = o™ + ap(d) + an(d), B =
M+ B (8) 4+ By () de acuerdo a lo siguiente:

Suma
amin — arlnin + aglin’ 5min — inin + ﬁénin
ar(6) = on(6) + o (6),  Br(6) = Bin(d) + B2r(0)
an(6) = ain(6) + aan(6),  Bn(6) = Bin(d) + Pan(0)

Resta

min __ , min min min __ Qmin min
a”l =ap tay prt = gt — By

ap(0) = a1r(0) + azr(6),  Br(d) = B1.(d) — B21.(9)
ay(0) = arn(9) + aan(d), By (0) = Bin(6) — Ban(0)

Producto
min __ , min . min
[0 = Q7 "y

O[L((S) = OéininOéQL((S) + OzIQninO./lL((S)

OéN(é) = OéllninOégN((S) + alL(é)(QfQL(d) + OCQN((S)) + OllN((S)(OéIQmH + OégL(é) + OCQN((S))

grmin = gpin ggnin
BL(6) = B Bar, (8) + B3 B11(6)
Bn(6) = B Ban (8) 4+ L1 (8)(B2n.(0) + Bon(9)) + Bin (6) (8™ + Bar(8) + Ban(d))
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2.3.8 Limites de la Funcién

En la proposicion 2.3.2, la funcion se expresa como f(q) = f™* + f7(6) + fx(0) para todaq € T
y para toda § € A, donde f™" es el valor constante de la funcién evaluada en el vértice minimo
de I, f1(9) es la parte lineal de la funcién f(gq) que tiene su méximo y minimo en los puntos
extremos de A y fy () es la parte no-lineal de la funcién, dado que A C Q C P C R, se le
puede aplicar descomposicion de signo obteniendo sus cotas de valor maximo y minimo, dando
lugar asf al siguiente resultado.

Teorema 2.3.4. [13, 1] (Teorema del Poligono) Sea f : R® — R una funcion con descom-
posicion de signo en Q, sean: q, 0, I' y A de acuerdo a la proposicion 2.3.2. Entonces, a) la
funcion f(q) estd acotada inferior y superiormente por: Cota inf = f™ + f; 0 — fnn(6702)
y Cota sup = f™" + f1 a + fnp(0™) Vg € Q, b) las cotas del inciso “a” estdn contenidas
en el intervalo que definen las cotas del teorema del rectangulo 2.3.8 f,(u™™) — fn(u™>) <
Cota inf < Cota sup < f,(u™>) — fo(u™), ¢) la representacion grdfica de la funcion f(q),
Vg € T en el plano (f,, f,), estd dentro del poligono que se define intersectando el rectdngulo
del teorema 2.3.3 con el espacio entre las rectas a 45° separadas del origen por la cota minima
0 4 Fomin — fon(07), y la cota mazima f7 + e + frp(07).

Ip
fp (V™)
fp(q)

fp ™)

Cota Inferior

Cota Superior

o),

Figura 2.5: Teorema del poligono
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La serie de Taylor de f(q) donde ¢ = p™™ + §, que fundamenta a la proposicion 2.3.2 es
la suma de: una parte independiente de & que es f(u™™®), la parte lineal V f(q)] min 0y la
funcion ®(5) que contiene los términos de orden superior en §. Es facil ver que si § tiende a
cero, entonces ®(J) tiende a cero, y la parte lineal V f(q)| min -0 es mucho mayor que ®(d). Por
otra parte, cuando se aplica la division de variables en k partes iguales, cada componente del
vector 0 se obtiene mediante J; € [0, q?%], de tal manera que klgg@ 0; = 0, implicando, asi que
klgg@ f(q) = f™n + fr(5). Descomponiendo f(q), f™™ y fr(§) en sus partes negativa y positiva,
y reagrupando cada una con su semejante se concluye: klgrolo falq) = [0t fr,(0) y klgg() fo(q) =

4 frp(0) Vg e T, VI C Q quedando demostrado el siguiente hecho.

Hecho 2.3.3. [13/ Sea f : R® — R una funcion con descomposicion de signo en Q. Sean: q,
0, I' de acuerdo a la proposicion 2.3.2, donde I' es generado por division de cada variable en k

partes iguales. Entonces: lim f(q) = [ + fp(3), lim fu(q) = fi™ + fin(0) y lim fo(q) =
o0 —0 —00
frin 4 frp(6), Vg € T, VT C Q.

El resultado del lema 4.5 es mejorado si se emplean las cotas inferior y superior del teorema

del poligono 2.3.4 como se muestra en la siguiente seccion.

2.4 Teorema de Determinacién de Signo mediante Parti-
ci6on de Cajas.

Teorema 2.4.1. [13, 14/ Sea f : R® — R una funcién continua con descomposicion de signo
en Q tal que Q C P C R es una caja con vértices minimo y mdzimo Euclidianos v™®, v™,
Entonces la funcion f(q) es positiva (negativa) en Q) si y sdlo si existe un conjunto de cajas I’
tal que Q = JT y Cota inf > ¢ > 0 para cada caja T (Cota sup < ¢ < 0 para cada caja T*).

La tendencia de la funcion f(g) a una funcién lineal al aumentar k£ como se muestra en el
hecho 2.3.3, explica por qué el teorema de determinaciéon de signo mediante particion de Cajas
2.4.1, tiene ventaja sobre el lema 4.5 en la determinacién de signo de una funcion; ya que las
cotas del teorema 2.4.1 estdn mas cercanas del minimo y méximo de la funcién, permitiendo

asi obtener un resultado con un nimero menor de cajas I' que el necesario en el lema 4.5.
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Dada la conveniencia de trabajar en la representacion en («, [(3), entonces es de utilidad
expresar las cotas minima y maxima del teorema del poligono 2.3.4 y del teorema de determi-
nacion de signo mediante particion de cajas 2.4.1 en esta representacion como se muestra en el
siguiente hecho.

Hecho 2.4.1. [13, 14] La representacion en (a, () de las cotas minima y mdzima del teorema
del poligono 2.3.4 estdn dadas por:

i 1
Qeota min = ™" + Qpmin + 5 (an(0™) — By (0™))

2
min 1 max max
6cota min — 6 + ﬁLmin — §(QN(5 ) _ BN((; ))
i 1
Qcota max = a™” + Q& max + §(QN(5maX) + ﬁN(CsmaX))

- 1
Beota max = B + Brmax + 5 (an(8™™) + B (9™))



Capitulo 3

Resultados Principales

3.1 Motivacion al estudio del caso

Muchos de los problemas en el drea de control robusto son generados debido a la incertidumbre
de los pardametros. Una de las principales preocupaciones es el desempeno de sistemas reales,
cuando los sistemas de control son basados en modelos en los que no se ha tomado en cuenta
la incertidumbre que presentan los parametros fisicos de dicho sistema, el comportamiento del
sistema real puede ser completamente diferente del comportamiento previsto por el modelo

matemaético sin incertidumbre.

Para ilustrar la idea anterior, imaginemos la dinamica del sistema de un vehiculo que ha
sido disenado con un determinado valor de masa m = 1300kg. El principal problema es que m
puede cambiar dependiendo del ntimero de pasajeros o si el vehiculo tiene carga. Supongamos
que este parametro puede cambiar +20%, entonces la masa real se encuentra entre 1040kg. y
1560kg. y la pregunta inmediata es si el desempeno del sistema sera satisfactorio sabiendo que

el diseno se realizo para una masa de m = 1300kg.

La incertidumbre la podemos encontrar en la teoria de control debido a factores como

dindmicas no-modeladas, retardos y no linealidades. Y en general se considera més de un

23
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parametro incierto.

Cuando un sistema tiene algin tipo de incertidumbre, se convierte en una familia de sis-
temas. El control robusto paramétrico es el area de la teoria de control que para el caso de
sintesis, determina el controlador que garantice el desempeno adecuado de todos los elementos
de la familia en algin aspecto particular. Volviendo al ejemplo de la dinamica del vehiculo men-
cionado, cada valor de m que se encuentre entre 1040kg. y 1560kg. define un sistema diferente,

por lo tanto ahora tenemos una familia de sistemas en vez de un sistema fijo.

Para explicar el tipo de problema que se resuelve con esta tesis es necesario mencionar que
las incertidumbres que surgen en aplicaciones reales y tipicas, la mayoria de las veces son mas
complejas en su estructura, esto es porque la expresion de los coeficientes ¢;(¢) del polinomio
caracteristico son de tipo multilineal y polinémico. Al hacer el anélisis de estabilidad con este
tipo de coeficientes se encuentran pocas soluciones. Para el caso afin y multilineal, algunas de
ellas son con el método "overbounding" que aunque es facil de usar solo se obtienen resultados

excesivamente conservadores; es decir, solo se obtienen condiciones suficientes de robustez.

Al concentrarnos en problemas de robustez para sistemas LTI, no se descartan soluciones que
tengan que ver con control no-lineal o incertidumbres que contengan no-linealidades dentro del
modelo. Es decir que aunque el modelo matemaético de la planta incluya un sistema "nominal"
el cual es lineal e invariante en el tiempo no se descarta la posibilidad de que las incertidumbres

entren de manera no-lineal dentro de la planta.

3.2 Introduccion al Diseno de Controladores Robustos

En muchas aplicaciones el desempeno de sistemas reales es de vital importancia; algunos casos
requieren que el sistema actué de manera lenta mientras que algunos otros requieren lo contrario,

que el sistema actué en forma rapida. Por ejemplo, el sistema usado para obtener una tomografia
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es el llamado tomografo, un equipo clinico que obtiene la imagen de una secciéon de la exposicion.
Este proceso, por razones clinicas requiere de un desplazamiento lento del sistema para que las
estructuras en el plano focal aparezcan nitidas, mientras que las estructuras de los otros planos
aparecen borrosas. Un avion es un ejemplo de sistema en el que se requiere que se actué en
forma rapida; ya que la velocidad asi como algunas maniobras requieren de una mayor velocidad
de respuesta. De aqui la importancia del desempeno de los sistemas reales en términos de la
posicion de los eigenvalores. Un sistema (o su polinomio caracteristico) es llamado estable en

"Gamma", si todos los eigenvalores se encuentran en una region especifica I' del plano complejo.

La pregunta béasica sobre andlisis de robustez es: jLa familia de polinomios P(s, Q) es
estable (o I' — estable) ? Las pruebas de estabilidad clasicas se enfocan principalmente en un
polinomio especifico p(s, ¢') es decir ¢ = ¢'. Uno puede pensar en repetir la prueba muchas
veces para un vector de puntos ¢‘°cQ. Pero de esta forma nunca se estaré realmente seguro que
no existe un punto inestable dentro de Q. El analisis de robustez es relativamente sencillo para
coeficientes intervalo y para el caso afin. Es mucho més complicado para el caso multilineal y

polinémico.

Como se menciono anteriormente para el caso de sintesis, es necesario determinar un valor
del controlador k o un segmento de valores k € [k~, k™| que garantice el desempeno adecuado
de todos los elementos de la familia en algtin aspecto particular dentro de una region especifica
I'. Conceptualmente, se busca el conjunto de todos los valores de k que estabilizan el sistema

en I es decir:

Kr = {k| P(s,Q,k) es robustamente I" — estable}

La figura 3.1 ilustra el problema de robustez en cuanto al disefio para una situacién en

donde solo se tiene un parametro incierto g y ganancia k libre.
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A
k inestable
estable
Kr'
l- L] + »
q q q
L —

Figura 3.1: Region que muestra los valores de k que estabilizan el sistema en una regiéon I' para
todo vector paramétrico ge(@.

La region de estabilidad T en el plano (g, k) es no convexo. Por lo tanto no basta encontrar
simultaneamente el valor de k que estabiliza el sistema en I para ¢~ y ¢*, en la figura 3.1, Kr
puede verse graficamente. Sin embargo, la figura 3.2 muestra una situacion en la que no existe

una k que estabilice el sistema en una region I, es decir Kt esta vacia.

Nota 3.2.1. En 3.1 se observa que es posible ampliar el intervalo de ¢ matemdticamente, sin
embargo en muchos sistemas fisicamente es imposible hacerlo.

A

k
estable
’ inejtable
} }
- +
q q 1
I

Figura 3.2: No existe un punto k que estabilice el sistema para toda ge().
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Es sencillo ilustrar el problema cuando solo se tiene un parametro con incertidumbre, pero
si el sistema a controlar tiene un mayor ntimero de parametros con incertidumbre, es dificil
ver graficamente el problema y mucho méas encontrar las cotas de los parametros que den una

solucion que satisfaga cierto desempeno.

Desde el punto de vista matemético, el problema de sintesis es bien planteado pero atn sin
resolver; ya que no hay condiciones necesarias y suficientes para la existencia de un controlador
robustamente estable dentro de una region I'. Ademas el problema adquiere un grado de

complejidad atin mayor cuando aumenta el nimero de parametros con incertidumbre.

Actualmente existen trabajos que enfrentan la problematica descrita, en [22] el polinomio
caracteristico que describe el comportamiento del sistema en lazo cerrado contiene coeficientes
de forma polinomial (el caso méas complejo), que dependen de parametros inciertos de la planta.
En [22| es utilizada la herramienta descomposicion de signo, para desarrollar una prueba de
estabilidad de 4-polinomios, utilizando asi el Teorema de Kharitonov. En [22]| es desarrollado
un algoritmo para la sintesis de un controlador multivariable de orden fijo, que a pesar de
ser un buen resultado el cual da pie a futuras investigaciones, da solo condiciones suficientes
para la estabilidad de la familia de sistemas en lazo cerrado y no provee un valor de cotas
de los pardmetros del controlador que satisfagan cierto desempeno mostrando asi resultados

conservadores.

En la siguiente secciéon se muestra la principal aportacion a el problema descrito anteri-
ormente haciendo uso de la herramienta descomposiciéon de signo y un reciente teorema de
estabilidad, dando condiciones necesarias y suficientes para obtener cotas de la ganancia del
controlador que den estabilidad robusta relativa, entendiendose por estabilidad relativa a la

ubicacion de las raices del polinomio caracteristico en una regiéon determinada.
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3.3 Algoritmo

En esta seccion se presenta la principal aportacion de este trabajo, es un algoritmo que dada una
tolerancia, es capaz de determinar las cotas inferior y superior de la ganancia del controlador
que dara estabilidad relativa robusta al sistema, es decir que la parte real de las raices del
polinomio caracteristico del lazo cerrado se encuentren ubicadas en una regiéon determinada.

Por el momento se obtiene este resultado tomando en cuenta solo un parametro del controlador.

Obviamente el valor de la cota minima estimada K,,. y el limite inferior K,,;,, asi como
el valor de la cota maxima estimada K. y el limite superior K,,.., estan relacionados de la

siguiente manera: K, < Kpe vV Kye < Kppaz, como se puede ver en la figura 3.3.

0— —O
Kmin Kme K.Me K-Mm:

Figura 3.3: Relacion entre K., Kye con Ko, K-

El algoritmo garantiza que si la ganancia del controlador satisface K,,. < K < K. entonces
la parte real de las raices del polinomio caracteristico del lazo cerrado de un sistema LTI con
incertidumbre paramétrica estaran ubicadas en una region determinada preestablecida, como

se observa en la figura 3.4.
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Figura 3.4: Cotas minima y maxima estimadas que estabilizan al sistema en una region del
plano s.

El algoritmo requiere de un valor inicial de ganancia K* para el cual el sistema es robus-
tamente estable Vqe(), asi también es requerido definir la tolerancia € con la que el algoritmo
detiene su proceso de busqueda de los intervalos de ganancia con los que se alcanzarén las cotas
minima o méaxima. El algoritmo se compone de dos partes:

I. Se obtiene el intervalo [K™*, K]

II. Se obtiene el intervalo [K,., K*].

La parte I donde se obtiene la cota maxima estimada tiene dos etapas, la primera la es una
bisqueda creciente de intervalo de ganancia y la parte Ib es una busqueda decreciente de in-
tervalo de ganancia. En la parte creciente la se emplea un valor n > 1 y el primer segmento
de ganancia para analizar estabilidad relativa robusta es [K* nK*], en caso que este primer
segmento satisfaga la estabilidad relativa robusta del sistema, la cota momentanea maxima K;
sera Ky = nK* ya que ¢ es igual a uno por se la primera iteracion. El siguiente segmento
serd [nK*, n?K*] y asi sucesivamente hasta llegar a un segmento [n? K*, n?™ K*] en donde no
satisface estabilidad relativa robusta, debe de notarse que el valor de cota momentanea maxima

en este punto es el iltimo valor logrado que sera K; = n? K*. Entonces el siguiente segmento de

n? + nptt
2

donde fue obtenido, si éste satisface estabilidad relativa robusta entonces el siguiente segmento

ganancia a analizar es [nP K™, K*] que realmente es la mitad inferior del segmento de

a analizar es la mitad superior del segmento [n? K*, n?™ K*] de lo contrario el segmento inferior
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es dividido de la misma manera en un segmento inferior y un segmento superior aplicandoles
el mismo criterio. Este procedimiento se sigue aplicando en forma sucesiva hasta llegar a el
punto donde el segmento de ganancia a analizar es menor que la tolerancia preestablecida, en
este punto el algoritmo detiene la bisqueda de la cota méxima estimada tomando ésta el valor

mas alto de la cota momentanea maxima logrado.

El procedimiento anterior puede ser ejemplicado de la siguiente manera: Supongamos que
la tolerancia estipulada es ¢ = 0.25. y el valor de n = 2, se tiene un valor inicial de ganancia
K* = 2 para el cual el sistema es robustamente estable en cierta regiéon predeterminada. Se
inicia la busqueda de la cota méxima estimada K. en el intervalo [2,4] supongamos que
se satisface estabilidad robusta, por lo que K; = K; = 4 el siguiente intervalo a analizar es
[4, 8], supongamos que no satisface estabilidad; entonces el siguiente intervalo a analizar es de
[4, 6], suponiendo que satisface estabilidad robusta la K; = 6 y ahora el siguiente intervalo a
analizar es [6, 8], supongamos que no satisface estabilidad; entonces ahora el siguiente intervalo
a analizar es [6,7]. Cuando el segmento a analizar es més pequenio que el £ dado, ya no tiene

caso continuar con la bisqueda de la cota maxima estimada.

La parte II donde se obtiene la cota minima estimada es una bisqueda decreciente de
intervalo de ganancia, en la cual se emplea un valor de n = 0.5, el primer segmento de ganancia
para analizar estabilidad relativa robusta es [0, K*], si se satisface estabilidad relativa robusta
el algoritmo termina y K, = 0, de lo contrario el siguiente segmento a analizar es [n(0 +
K*), K*], por simplicidad n(0 + K*) se anotarda como nK*, supongamos que si se satisface
estabilidad relativa robusta entonces la cota momentanea minima K; = Ky = nK* donde
i = 2 ya que es la segunda iteracion y el siguiente segmento a analizar es [n?K* nK*|, si se
satisface estabilidad relativa robusta entonces la cota momentanea minima K; = K3 = n?K*
donde 7 = 3 ya que es la tercera iteracion y el siguiente segmento a analizar es [n3K*, n?K*],

supongamos que no se satisface estabilidad relativa robusta entonces el siguiente segmento a
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n3 +n?
analizar es [TK * n?K*| y asi sucesivamente hasta llegar a un segmento a analizar menor
a una tolerancia preestablecida, tomando como cota minima estimada K,e la ultima cota

momentanea minima ;.

Para ejemplicar lo explicado arriba es conveniente continuar con el ejemplo anterior: Se inicia
la busqueda de la cota minima estimada K. en el intervalo [0, 2] supongamos que no se satisface
estabilidad robusta, por lo que el siguiente segmento a analizar es [1, 2], ahora supongamos que
si se satisface esabilidad relativa robusta, entonces la cota momentanea minima es K; = Ky =1
y el nuevo intervalo a analizar es [0.5, 1], suponiendo que no se satisface estabilidad relativa
robusta, el nuevo intervalo a analizar es [0.75, 1] y asi sucesivamente hasta que el segmento a
analizar sea mas pequeno que el £ dado y la cota minima estimada seré igual a la dltima cota

momentanea minima calculada.

3.3.1 Diagrama de flujo

La descripcion anterior es manejada de forma esquematica de acuerdo a la logica del diagrama

de flujo mostrado en la figura 3.5.



Definir la
tolerancia ¢

Definir el valor
inicial de
ganancia K

Ki=K y definir
un factorn

Condicion
1

x=Kme
KMe={Kme+Ki)/2

!

Condicion

=KMe
Kme=(x+Ki)/2

Condicién
2

Condicién
2

Inicia
calculo Kme

Condicion

3

x=Kme

Kme=(Ki+Kme)/2 Condicién
5

Condicion
4

Ki=Kme
Kme=(x+Kme)/2

Kme y Kmeson
calculados

Figura 3.5: Diagrama de Flujo del Algoritmo
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Donde:

e Condicién 1. Se prueba si el sistema es robustamente estable.

Condicion 2. Magnitud del segmento a analizar < ¢

Condicion 3. Se prueba si el sistema es robustamente estable para el segmento de [0, K]

Condiciéon 4. Se prueba si el sistema es robustamente estable para el nuevo segmento a

analizar.

Condicién 5. Magnitud del segmento a analizar < e



Capitulo 4

Aplicaciones

La intencion de este capitulo es tomar algunos sistemas fisicos, los cuales presenten incertidum-
bre paramétrica en su modelo matematico y encontrar las cotas del parametro del controlador

que satisfacen estabilidad relativa robusta aplicando los resultados obtenidos en esta tesis.

En la primera parte se presenta el caso de un servomecanismo posicional, enseguida se
presenta el caso de un intercambiador de calor y finalmente se presenta un caso de un miembro

artifical.

4.1 Servomecanismo Posicional

4.1.1 Planteamiento del problema

Para ilustrar la implementacion del algoritmo propuesto que determina las cotas de los paramet-
ros del controlador que satisfacen estabilidad relativa robusta, es presentado un ejemplo mod-
ificado de [25] (desafortunadamente este interesante ejemplo no aparece en ediciones mas re-
cientes). El ejemplo original trata de un servomecanismo posicional que incluye un amplificador
con ganancia de 10 que recibe el error entre posicion deseada y posicion real y entrega el voltaje

de campo del motor. En el ejemplo propuesto la ganancia del amplificador es la ganancia del

34
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controlador del cual se encontraran sus cotas inferior y superior, el resto de los parametros son
tomados ahora con una incertidumbre de + 5 %. La ganancia en lazo cerrado del sistema queda

de la siguiente manera [25]:

B K, K\ K,n
C TiT,s3 + (T + Thn) 82+ s + K1 K Kpn

G(s)

Donde los parametros del sistema son propuestos como sigue:

K, € [1.1875, 1.3125[rad/volt - seg, Ki € [7.257465405, 8.021409131] volts/rad, Ty €
[0.0475, 0.0525] seg, T,, € [0.19, 0.21] seg. ademas la relacion de engranes estd dada por
n=20.1.

En este ejemplo se trata de encontrar las cotas estimadas con una tolerancia de 0.01 de
la ganancia del controlador K, de tal manera que la parte real de las raices del polinomio

caracteristico de lazo cerrado se encuentren dentro de una regiéon determinada por el segmento

[—25, —1].

4.1.2 Solucién del problema

En la nomenclatura de control robusto paramétrico se acostumbra identificar los parametros
fisicos por ¢; asi que: 1 = K, @2 = K1, ¢ = Ty, a = T, y @5 = K. De tal forma que el
polinomio caracteristico en lazo cerrado del caso a resolver queda de la siguiente manera:

p(s,q) = C5(q)s* + C2(§)s* + C1(§)s + Co(q), donde:

Dado que el problema se resolvera mediante teorema de estabilidad relativa [16] mostrado
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en secciones anteriores, en donde tiene que analizarse la estabilidad robusta de los polinomios
p(s —a) y p(—s —b) donde a = 1 y b = 25, esto significa que la parte real de las raices se
encuentre en el segmento [—25, —1]. Entonces la estabilidad robusta de cada polinomio p(s—a)
y p(—s — b) sera analizado mediante el teorema 1 [15] aplicando descomposicion de signo para
probar la positividad robusta de los elementos e;; ya que si cada uno de los elementos e;; es
robustamente positivo, entonces toda la columna o sera positiva y el sistema del polinomio

analizado sera robustamente estable.

im

L_a—fﬁ:l re

b=2g a=1

Figura 4.1: Region de estabilidad preestablecida

En la aplicaciéon de descomposicion de signo es necesario normalizar los pardmetros ¢; de
tal manera que toda ¢; sea no negativa y es mucho mas cémodo si se convierte en un nuevo

parametro ¢; € [0,1]. Tomando en cuenta que

K € [K,,, K}]rad/volt-seg, K, € [K, K Jvolts/rad, Ty € [T, T{ |seg, T € [T,,,, T;f]seg.
Donde el signo "menos" indica el limite inferior del parametro fisico y el signo "mas" indica el

limite superior del parametro fisico. Entonces la conversion se realiza de la siguiente manera:

T, + q(T;} — T, ), obteniéndose asi:
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p(s —a,q) = C3(q)s® + Ca(q)s® + C1(q)s + Co(q), donde:
C3 = 0.00095¢3 + 0.00095¢4 + 0.0001g3q4 + 9.025 x 1073
Cy = 0.00215¢5 4 0.01715g4 — 0.0003¢5q4 + 0. 21043
C1 = 0.0003g3q, — 0.03715g4 — 0.00715¢3 + 0. 55208
Cy = 0.00405¢5 + 0.01905¢, + 0. 86182¢5 — 0. 0001¢3q4
+9.0718 x 107 2¢1¢5 + 9. 0718 x 10 2¢aq5

+9.5493 x 103q1¢oq5 — 0. 77153

p(—s —b,q) = C3(q)s* + Ca(q)s*> + C1(q)s + Co(q) donde:

C3 = 0.00095¢3 + 0.00095¢4 + 0.0001g3q4 + 9.02510~°

Cy = 0.06625¢3 + 0.05125¢4 + 0. 0075¢3q4 + 0. 43938

C) = 1.5313¢3 + 0. 78125¢q4 + 0. 1875¢3q4 + 6. 0469

Co = 11.719¢3 + 2. 3438¢4 — 0. 86182¢5 + 1. 5625¢3¢4
—9.071810 2¢1¢5 — 9. 071810 2¢2q5

—9.549310%q1qaq5 + 17. 578

Para aplicar el algoritmo propuesto, primeramente se encuentra un valor de g5 que hace
robustamente estables a los polinomios p(s — a,q) y p(—s — b,q), que en este caso g5 = 3
satisface esta necesidad. Posteriormente se define la tolerancia explicada en la seccion III, en
este caso se tomara una tolerancia de 0.01 y n = 2 se obtienen los resultados mostrados en la

tablas I y II.
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p(-a) b(s-a)

Cota méxima estimada ¢ Cota minima estimada g
No. g5 E.R. No. ds E.R.
1|36 v 1 0-3 X
2 | 6-12 X 2 1.5-3 v
3 |69 v 3 0.75-1.5 X
4 1 9-10.5 v 4 1.125-1.5 v
6 | 10.5-10.875 X 6 | 0.8438-0.9375 X
7 | 10.5-10.687 v 7 1 0.8906-0.9375 X
8 | 10.68-10.78 X 8 | 0.9141-0.9375 v
9 | 10.68-10.73 v 9 |0.9023-0.9141 v
10| 10.734-10.757 X 10 | 0.8965-0.9023 v
11} 10.734-10.746 v 11 | 0.8936-0.8965 v
12 10.746-10.752 v

13| 10.752-10.754 X

Tabla 4.1: Calculo de cota minima y maxima estimada de la ganancia del controlador para
p(s-a) de un servomecanismo posicional.

Donde la columna F.R. significa Estabilidad Relativa, e indica si todos los coeficientes de la
columna o de la tabla son robustamente positivos en el rango de g5 que se especifica. El simbolo
"v'"" indica que en ese intervalo de ganancia el sistema es robustamente estable y el simbolo

"z" indica que para ese intervalo de ganancia no se satistface estabilidad relativa robusta.

Finalmente el rango de g5 que estabiliza el sistema para p(s —a) es: 0.8965 < g5 < 10. 7520



p(-s-b) p(-s-b)
Cota maxima estimada del Cota minima estimada del
controlador g7 controlador ¢z

No. g5 E.R. No. | g5 E.R.
11|36 v 1 ]0-3 v
2 1 6-12 v

3| 12-24 v

4 | 24-48 X

5 | 24-36 X

6 | 24-30 X

7 | 24-27 X

8 | 24-25.5 X

9 | 24-24.75 X

10| 24-24.375 X

11| 24-24.1875 X

12| 24-24.0938 X

13| 24-24.0496 X

14| 24-24.0234 X

15| 24-24.0117 X

16| 24-24.0059 X
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Tabla 4.2: Calculo de cota minima y maxima estimada de la ganancia del controlador para
p(-s-b) de un servomecanismo posicional.

Donde la columna FE.R. significa Estabilidad Relativa, e indica si todos los coeficientes de la

columna o de la tabla son robustamente positivos en el rango de g5 que se especifica. Y como

se explico anteriormente, el simbolo "v'" indica que en ese intervalo de ganancia el sistema es

robustamente estable y el simbolo "x" indica que para ese intervalo de ganancia no se satistface

estabilidad relativa robusta.
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Finalmente el rango de g5 que estabiliza el sistema para p(—s — b) es: 0 < g5 < 24

Las cotas del pardmetro g5 que hacen que el sistema en lazo cerrado sea robustamente estable

manteniendo las raices en el segmento [—25, —1] estan contenidas en g5 € [0.8965 , 10.7520]

4.2 Intercambiador de Calor

4.2.1 Planteamiento del problema

El modelo del intercambiador de calor es tomado de [31] y el objetivo es mantener la temperatura
de salida de fluido que se procesa, T,(t), en el valor que se desea o punto de control, T/%°(t), en
presencia de variaciones en el flujo del fluido que se procesa, F(t) y la temperatura de entrada,
T;(t). La variable que se puede ajustar para controlar la temperatura de salida es el flujo de
vapor, Fi(t), ya que determina la cantidad de energia que se suministra al proceso del fluido. El
proceso y plan de control por retroalimentacion trabaja como sigue: la temperatura de salida o
variable controlada se mide con un sensor y transmisor (TT42) que genera una senal de salida
o variable manipulada, m(t), con base en el error o diferencia entre la medicion y el punto de
control. La senal de salida del controlador se conecta entonces al actuador de la valvula de
control de vapor, mediante un transductor de corriente a presion (I/P), esto se debe a que en
el presente ejemplo el transmisor y el controlador generan senales de corriente eléctrica, pero el
actuador de la valvula se debe operar mediante presion de aire. La funcién del actuador de la
valvula es posicionar la valvula en proporcion con la senal de salida del controlador ; entonces,

el flujo de vapor es una funciéon de posicion de la véalvula.
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Figura 4.2: Esquema de control de temperatura en un intercambiador de calor.

El desempeno del circuito de control se puede analizar mejor si se dibuja el diagrama de

K, MO G,(s) LEG),] Gy(s) Tl

H(s)

bloques del circuito completo:

s E(s)

A 4

A

Figura 4.3: Diagrama de bloques del circuito de control de temperatura para el intercambiador
de calor.

Donde las funciones de transferencia de los diferentes elementos del circuito de control de
temperatura son como sigue:
Intercambiador
La respuesta del intercambiador de calor al flujo de vapor tiene una ganancia de 50°C/(kg/s)

y una constante de tiempo de 30s:
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50 Q@
C/(k -
/(kg/s) G511

Sensor-transmisor

El sensor transmisor tiene una escala calibrada de 50 a 150°C' y una constante de tiempo de

10s.
100%
o =————=10%/C
ganancia (150 — 50)C %/
1.0 03
H — =
()= 0571 = 711

Nota: En este ejemplo utilizamos el "porcentaje de rango" (%) como unidades de senales
de transmisor y el controlador.Cuando la senal de intrumentaciéon es corriente, normalmente

ie[4,20]mA asi que para seniales electronicas se toma 100% = 16mA.

Valvula de control
La valvula de control tiene una capacidad maxima de 1.6kgS de vapor, caracteristicas lineales

y constantes de tiempo en 3s.

- 16(kg/s)
ganancia = — 1o = 0.016(kg/s)/%
0016 &
Gv(s) - 38+1(kg/5)/%_ q/\65+]—

Controlador
El controlador es proporcional y se encontraran las cotas superior e inferior de la ganancia del

controlador, el resto de los pardametros son tomados ahora con una incertidumbre de + 5 %.
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La funcién transferencia en lazo cerrado del sistema queda de la siguiente manera:

0135G7 (qas + 1)

001365 + (201 + @236 + 41Gs) s> + (2 + qa + G6) s + (1030507

Donde los pardmetros del sistema son como sigue:

@ € [47.5,52.5),% € [28.5,31.5], & € [0.95,1.05], ¢1 € [9.5,10.5], ¢ € [0.0152,0.0168] y G
€ [2.85,3.15).

Las cotas inferior y superior maximas de la ganancia del controlador sin tomar en cuenta la

incertidumbre son K, = [0, 23.8].

En aplicaciones industriales, normalmente es necesario que el sistema tenga un cierto de-
sempeno, para esto es necesario que las raices de su polinomio caracteristico guarden cierta
posicion en el plano de los complejos. Con la finalidad de mostrar lo anterior en este ejemplo
se trata de encontrar las cotas estimadas de la ganancia del controlador K, de tal manera que
la parte real de las raices del polinomio caracteristico en lazo cerrado se encuentren dentro de

una region determinada por el segmento [—1,0]. con una tolerancia de 0.02.

4.2.2 Solucién del problema

El polinomio caracteristico en lazo cerrado del caso a resolver queda de la siguiente forma:

p(s,q) = C5(q)s* + C2(§)s* + C1(§)s + Co(q), donde:

Haciendo uso nuevamente del teorema de estabilidad relativa [16], se quiere que la parte real
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de las raices se encuentre en el segmento [—1,0] por lo que es necesario analizar la estabilidad

robusta de los polinomios p(s —a) y p(—s —b) dondea=0y b=1

La estabilidad robusta de cada polinomio p(s — a) y p(—s — b) es analizada mediante el
teorema 1 [15], aplicando descomposicion de signo para probar la positividad robusta de los
elementos e;; ya que si cada uno de los elementos e;; es robustamente positivo, entonces toda

la columna o seréa positiva y el sistema del polinomio analizado sera robustamente estable.

im

L_fﬁ:::::q re

b=2g a=1

Figura 4.4: Region de estabilidad preestablecida

Hay que normalizar los pardametros ¢; en un nuevo parametro ¢; € [0, 1] de tal manera que

toda ¢; sea no negativa; ya que es necesario para aplicar descomposicion de signo.
Sabemos que:

@€l a2 €ler,a) a3 €1a5.63), a1 € lar. a1, a5 € [a5 .45, 46 € 45,94 )-

Donde el signo "menos" indica el limite inferior del parametro fisico y el signo "méas" indica

el limite superior del pardametro fisico. Entonces la conversion se realiza de la siguiente manera:

G=¢ +a(@ =), =6 +@(@ —6), =0 +a(is —a), @=q; +alag —aq),

G=0q +a¢( —a ), @6 =q +qlgs — qs ), obteniendo asf:
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p(s —a,q) = C3(q)s* + Cx(q)s* + Ci(q)s + Co(q), donde :
C3 = 81.225¢, + 81.225q4 + 81.225¢s + 8. 55¢2q4 + 8. 55q2qs + 8. 55q4qs + 0.9¢2q4qs
+ 771.64
C5 = 37.05qgs + 31.35q4 + 11.4qs + 3.0g2q4 + 0.9¢2qg6 + 0.3q4q6 + 379. 05
C1 = 3.0g2 + q4 + 0.3gs + 40. 85
Co = 0.6859¢q; + 0.072 2g7q1 + 0.072 2¢g7q3 + 0.072 2¢7q5 + 0.007 6g7q1q3 + 0.007 6¢7q1 g5

+ 0.007 GQ7(]3(]5 + 0.000 8Q7Q1Q3Q5 +1

p(—s—b,q) = C3(q)s” + Cy(q)s* + C1(q)s + Cy(q), donde :

Cy = 81.225¢5 + 81.225¢ + 81.225¢s + 8. 55¢aq + 8. 55¢2¢s + 8. 55¢4qs + 0.9¢2¢44s
+ 771.64

Cy = 206.63¢2 + 212. 33q4 + 232. 28¢s + 22. 65¢2q4 + 24. 75G2qs + 25. 35q4qs + 2. 7424496
+1935.9

C1 = 172.58¢y + 181. 98¢, + 221. 18¢s + 19. 65¢2q4 + 23. 85¢2qs + 25. 05q4qs + 2. Tq2qaqs
+ 1597.7

Cy = 47. 175q5 — 0.685 9g7 + 50. 875q, + 70. 825¢s — 0.072 2¢7q1 — 0.072 2¢=s
—0.0722¢7q95 + 5. 55q2q4 + 7. 65¢2q6 + 8. 25q4g¢ — 0.007 6¢7¢1q3

— 0.007 6(]7Q1(]5 —0.007 GQ7(]3Q5 + O.QQQQ4C]6 — 0.000 8(]7(]1Q3C]5 + 429. 59

Se inicia con un valor de g7 = 8 que hace robustamente estables a los polinomios p(s — a, q)
y p(—s—b, q), la tolerancia propuesta para este caso es de 0.02 y n = 2. Aplicando el algoritmo

se obtienen los siguientes resultados mostrados en la tablas I y II.
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p(-a) b(-a)
Cota maxima estimada del controlador ¢ Cota minima estimada del controlador ¢,
No. q7 E.R No. | q7 E.R

1 8-16 v 1 |08 v

2 16-32 X

3 16-24 X

4 16-20 X

5 16-18 v

6 18-19 v

7 19-19.5 X

8 | 19-19.25 v

9 | 19-19.125 X

Tabla 4.3: Calculo de cota minima y maxima estimada de la ganancia del controlador para
p(s-a) de un intercambiador de calor.

Donde la columna FE.R. significa Estabilidad Relativa, e indica si todos los coeficientes de
la columna o de la tabla son robustamente positivos en el rango de ¢; que se especifica.
El simbolo "v'" indica que en ese intervalo de ganancia el sistema es robustamente estable.
El simbolo z indica que para ese intervalo de ganancia no se satistface estabilidad relativa

robusta.

Finalmente el rango de ¢; que estabiliza el sistema para p(s —a) es: 0 < g7 < 19.25

p(-s-b) p(-s-b)
Cota maxima estimada del controlador ¢7 Cota minima estimada del controlador g¢;
No. q7 E.R No. | q7 E.R
1 8-16 v 1 |08 v
2 | 16-32 v
3 | 32-64 v
4 | 64-100 v

Tabla 4.4: Calculo de cota minima y méxima estimada de la ganancia del controlador para
p(-s-b) de un intercambiador de calor.

Se establecié un valor limite para la ganancia méxima del controlador que en este caso es
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100; ya que no es necesario realizar un mayor nimero de iteraciones. Finalmente el rango de

q7 que estabiliza el sistema para p(—s — b) es: 0 < g7 < 100

Las cotas del parametro ¢; que hacen que el sistema en lazo cerrado sea robustamente

estable manteniendo las raices en el segmento [—1, 0] estan contenidas en g7 € [0 , 19.25].

4.3 Miembro Artificial

4.3.1 Planteamiento del problema

El desarrollo de la protética (miembros artificiales) ha progresado paralelamente a las guerras
y calamidades naturales. En la actualidad las protesis en las personas son vistas como algo
normal y tangible. Las protesis son aparatos inertes conectados a lo que restaba del miembro
mutilado. Los aparatos para el brazo inferior exigieron que el usuario tuviera una articulacion
en el codo, y para el extremo inferior de la pierna, una articulacion utilizable en la rodilla. El
brazo "Boston" fue uno de los primeros de tales miembros artificiales, el cual comprendia un
par motor y retroalimentacion de velocidad. El cuerpo humano tiene un tiempo natural de
retraso entre las decisiones del cerebro y la recepcion de senales por los misculos, de manera
que deben fijarse limites razonables en la capacidad de un miembro artificial automético. Si el
aparato es muy firme y sensible podria funcionar demasiado rapido, como para que el cuerpo
y el cerebro pudiesen ejercer control, convirtiendo al binomio humano-méquina en un robot
biénico. Por otra parte, muy poca sensibilidad podria producir una estatua biénica. Entre

estos dos extremos se encuentran los disenos satisfactorios.

Por simplicidad, el movimiento del brazo biénico se considera solo unidireccional. El cerebro
vigila la posicion deseada y la posicion percibida, generando una senal de error para el sistema
nervioso. Sensores especiales recogen los impulsos eléctricos musculares (sefiales mioeléctricas)

y un amplificador produce un voltaje que excita a un motor de control de CD. El circuito motriz
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comprende retroalimentacién tacométrica, como se muestra. La salida del circuito motriz es la

velocidad del miembro en una direccién que, cuando se integra, es la posicion del miembro.

En la figura 4.5 se muestra un modelo simplificado de tal sistema. La accion del cerebro se

aproxima por la funcién transferencia:

lo cual implica consideraciones tanto del error de posicion como de su integral. El sistema

nervioso se modela por medio del sistema de primer orden que tiene la siguiente funcion de

transferencia:
esead M) ) .
+ G(s)=1+0.1 Gfs)=_4 Gauls) — 5 1
—( )% e e g > = a0 s [T
Kr

Figura 4.5: Modelo simplificado del sistema.

Sl=

GN(S) =

S

+
Ll

donde T' = %, la constante de tiempo, es aproximadamente el tiempo de retardo neuromus-
cular. La senal mioeléctrica se detecta y amplifica con una ganancia K para formar el voltaje
amplificado m(t). El amplificador de potencia, el motor de control y la carga mecanica tienen
una funcién de transferencia de segundo orden, que relaciona el voltaje del motor de control

m(t) con la velocidad del brazo, cuyo modelo es:

5 5

Gu(s) = 2+ 135s+30 (s +3)(s+10)
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Este bloque presenta constantes de tiempo de % segundo, asociadas con la inercia mecénica,
y de % segundo atribuido principalmente al motor. El tacémetro, con funcién de transferencia
K, proporciona retroalimentacion para el motor y brazo, y la funcion de transferencia en lazo

cerrado entre K7 y Gp(s) esta dada por:

Gu(s)

Gr(s) =1 + KrGuy(s) 2+ 13s+ (30 4+ 5K7)

El sistema completo se ilustra en la figura 4.6

Geseada M(s) SX) X
+ G(s)=1+0.1 Gfs)=_4 Grls) - — 5 1 |
- —>| % s [P A s+2 [P R P O = 135, Gosko | s [T

Figura 4.6: Sistema completo.

Obtenga las cotas estimadas de la ganancia Kp si se desea que las raices del polinomio

caracteristico se encuentren en el intervalo [-10,0], cuando la ganancia del tacometro tiene una

incertidumbre del +5%.
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4.3.2 Solucién del problema

En la nomenclatura de control robusto paramétrico se acostumbra identificar los parametros

con incertidumbre por ¢; asi que:

GB(S) =1 + E
Gv(s) = 1T

5)
Culs) = gy 10)
Kr(s)=q
KB(S) :é\g

La funcién de transferencia de todo el sistema en lazo cerrado queda de la siguiente forma:

qg(lOs + 1)
357 4+ 8.5s% + (2.5¢1 +41.0) s + (10.0¢; + 60.0) s> 4 10.0¢2s + 1.0

T(s) =

De tal forma que el polinomio caracteristico en lazo cerrado del caso a resolver queda de la
siguiente manera:

p(s,4) = C5(q)s* + Cu(@)s* + C3(q)s® + C2(q)s® + C1(@)s + Co(q), donde:

C5(q) =0.5
Ci(q) =8.5
C5(q) = (2.5¢1 + 41.0)
Cs(q) = (10.0¢1 + 60.0)
C1(q) = 10.0¢2

(

Co(q

1.0¢>

Dado que el problema se resolvera mediante teorema de estabilidad relativa [16] mostrado
en secciones anteriores, en donde tiene que analizarse la estabilidad robusta de los polinomios

p(s —a) y p(—s —b) donde a = 0 y b = 10, esto significa que la parte real de las raices se
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encuentre en el segmento [—10,0]. Entonces la estabilidad robusta de cada polinomio p(s — a)
y p(—s — b) sera analizado mediante el teorema 1 [15], aplicando descomposicion de signo para
probar la positividad robusta de los elementos e; 1(¢) ya que si cada uno de los elementos ¢; 1(q)
es robustamente positivo, entonces toda la columna o sera positiva y el sistema del polinomio

caracteristico analizado serd robustamente estable.

En la aplicaciéon de descomposicion de signo es necesario normalizar los pardmetros ¢; de
tal manera que toda ¢; sea no negativa y es mucho mas cémodo si se convierte en un nuevo

parametro ¢; € [0,1]. Tomando en cuenta que
Kt S [Kt_u K:_]a

Donde el signo "menos" indica el limite inferior del pardmetro fisico y el signo "mas" indica

el limite superior del parametro fisico. Entonces la conversion se realiza de la siguiente manera:

@1 = K; +q(K;" — K;), obteniéndose asi:

p(s = a,q) = Cs(q)s° + Ca(q)s" + Cs(q)s” + Ca(q)s” + Ci(q)s + Co(q), donde :
Cs(q) = 0.5
Cy(q) = 8.5
Cs(q) = 9.618 8¢ + 42.013
Cy(q) = 38.475¢; + 64.05
Ci(q) = 10.0¢o

CO(Q) =42
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p(—s —b,q) = C5(q)s” + Cy(q)s* + C3(q)s® + Ca(q)s* + C1(q)s + Cy(q), donde :
Cs(q) = 0.5
Ci(q) = —6.0
Cs(q) = 9. 618 8¢, + 13.013
Cy(g) = 15.99 — 9.619¢,
Ci(q) = 10gs — 48.094¢; — 33.56

Colq) = 9z — 28.856¢; — 30.037

Para aplicar el algoritmo propuesto, primeramente se encuentra un valor de ¢ que hace
robustamente estables a los polinomios p(s — a,q) y p(—s — b,q), que en este caso ¢ = 20
satisface esta necesidad. Posteriormente se define la tolerancia explicada en la seccion III, en
este caso se tomara una tolerancia de 0.1 y n = 2 se obtienen los resultados mostrados en la

tablas I y II.

Asi pues la columna F.R. significa Estabilidad Relativa, y me indica si todos los coeficientes
de la columna o de la tabla son robustamente positivos en el rango de ¢, que se establece. El
simbolo "v'" indica que para ese intervalo de ganancia el sistema es robustamente estable y
el simbolo x indica que para este intervalo de ganancia la estabilidad relativa robusta no se

satistface .

Finalmente el rango de ¢ que estabiliza el sistema para p(s — a) es: 0 < g7 < 49.6875
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p(s-a) b(s-a)
Cota maxima estimada ¢ Cota minima estimada qs
No. 2 No. | q2 E.R.
20-40 1 10-20 v
40-80
40-60
40-50
40-45
45-47.5
47.5-48.75
48.75-49.375
49.375-49.6875
49.6875-49.8437
49.6875-49.76562

&3]

IR R RN EIEIEIRN =

O 00| | O U | W DN —

—| =
el )

Tabla 4.5: Calculo de cota minima y méxima estimada de la ganancia del controlador para
p(s-a) de un miembro artificial.

p(-s-b) p(-s-b)
Cota méaxima estimada qs Cota minima estimada qs
No. 2 E.R. No. | q2 E.R.
1 20-40 v 1 020 v
2 40-80 v
3 80-160 v
4 160-320 X
5 160-240 X
6 160-200 X
7 160-180 v
8 180-190 v
9 190-195 v
10 195-197.5 X
11 195-196.5 v
12 196.5-196.875 v
13 | 196.875-197.1875 | x
14 | 196.875-197.0312 | x
15 | 196.875-196.9531 | v

Tabla 4.6: Calculo de cota minima y méxima estimada de la ganancia del controlador para
p(-s-b) de un miembro artificial.
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Donde la columna FE.R. significa Estabilidad Relativa, e indica si todos los coeficientes de
la columna o de la tabla son robustamente positivos en el rango de gs que se especifica. Como
se menciond anteriormente:

El sfimbolo "v'" indica que en ese intervalo de ganancia el sistema es robustamente estable.
El simbolo z indica que para ese intervalo de ganancia no se satistface estabilidad relativa

robusta.
Finalmente el rango de ¢» que estabiliza el sistema para p(—s — b) es: 0 < g5 < 196.9531

Las cotas del parametro ¢o que hacen que el sistema en lazo cerrado sea robustamente

estable manteniendo las raices en el segmento [—10, 0] estan contenidas en qo € [0 , 49.6875]



Capitulo 5

Conclusiones y trabajo futuro

5.1 Conclusiones

En este trabajo se presentd un algoritmo que calcula las cotas estimadas de la ganancia del
controlador, para estabilizar un sistema LTI con incertidumbre paramétrica y que resultan
efectivos para resolver problemas abiertos en el control robusto paramétrico, obteniéndose asi
un sistema robustamente estable, de tal manera que la parte real de las raices se encuentre en un
segmento preestablecido. La aplicacion del algoritmo no esta limitada al grado del polinomio,
al tipo de incertidumbre, ni al nimero de parametros fisicos del sistema a analizar. En el
procedimiento de calculo es aplicado un reciente criterio de estabilidad que no utiliza la divisién
a diferencia del de Routh, generandose asi, funciones multivariable polinémicas cuya positividad

robusta es analizada en condiciones necesarias y suficientes mediante descomposicién de signo.

Es importante mencionar que a mayor nimero de parametros con incertidumbre, mayor seré
el tiempo de célculo; asi también aumenta el tiempo de calculo al aumentar la complejidad de la
estructura de los coeficientes del polinomio caracteristico. Para la implementacion del algoritmo
en las aplicaciones mostradas se utiliz6 una computadora con 4 nicleos de procesamiento y

4GB de memoria RAM, el tiempo de calculo para el intercambiador de calor (aplicacién con 6

%)
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parametros inciertos) fue de 14hrs, el tiempo de calculo para el miembro artificial (aplicacion

cuyo polinomio caracteristicon en lazo ceerrado es de orden 5) fue de mas de 3 dias.

5.2 'Trabajo Futuro y recomendaciones

Como trabajo a futuro a partir del analisis efectuado en este trabajo de Tesis se proponen los

siguientes puntos:

e El desarrollo de una plataforma de trabajo en Matlab usando GUI (Grafical User Inter-
face), que permita al usuario un céomodo acceso y facilidad de uso, adquiriendo asi un
sentido mas practico. Actualmente el algoritmo no exige dicha plataforma simplemente

es un complemento que darfa una mejor disposicion del trabajo desarrollado en esta tesis.

e Se propone la extension del algoritmo para un mayor ntimero de parametros del contro-

lador; debido a que la probleméatica aumenta considerablemente

e Las computadoras modernas poseen una gran capacidad de célculo que permiten crear
y trabajar con programas que facilitan la interactividad y el nivel de comprension en
los procesos, sin embargo para obtener los resultados esperados, el algoritmo propuesto
incrementa el nimero de operaciones cuando la tolerancia toma valores muy pequenos,
obviamente esto se incrementa con un mayor niimero de pardmetros con incertidumbre,
a mayor complejidad en la estructura de sus coeficientes y mayor grado del polinomio
caracteristico en lazo cerrado por lo que se recomienda utilizar una computadora adecuada

a la complejidad del caso.
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