INTRODUCCION

El objetivo de este trabajo es la solucién de algunas ecuaciones diferenciales
utilizando métodos numéricos. Para determinar que método numerico utilizar tomando en
cuenta la geometria del problema, las condiciones iniciales y las condiciones de frontera,
los criterios que se deben de tomar para la exactitud de la solucion de la ecuacion
diferencial.

Los métodos numéricos a utilizar son el método del elemento finito y el método de
diferencias finitas.

Virtualmente cualquier fenémeno en la naturaleza puede ser descrito con la ayuda de
leyes fisicas, en términos de ecuaciones algebraicas, o de ecuaciones diferenciales.

La mayoria de los ingenieros y cientificos estudian los fenémenos fisicos de dos
maneras.

a) Formulacion del proceso fisico.

b) Analisis numérico del modelo matematico.

La formulacion matematica de un proceso fisico requiere conocimientos relacionados
a las leyes fisicas y a menudo, herramientas matematicas.

Desarrollar el modelo matemético de un proceso es logrado a traves de las
suposiciones de como trabaja el proceso. En una solucién numérica, usamos un método
numérico y una computadora para evaluar el modelo matematico y estimar las

caracteristicas del proceso.



Mientras que la obtencidn de la ecuacién que gobierna la mayoria de los procesos no
es complicada, su solucién por el método exacto de analisis es muy dificil. En tales casos,
métodos de andlisis aproximados proporcionan alternativas mas féciles para encontrar las
soluciones. Entre estos, el método de diferencias finitas y los métodos variacionales como
el método de Rayleigh-Ritz y Galerkin son los mas frecuentemente usados en la literatura.

En la aproximacion por diferencias finitas de una ecuacion diferencial, las derivadas
son remplazadas por funciones en expansion de serie de Taylor.

En la aproximacion por método variacional, la ecuacion diferencial es puesta en su

forma equivalente (Integral Pesada) y entonces la solucién aproximada sobre el dominio
se supone ser una combinacion lineal (ZJ cP J.) de funciones de aproximacién

(#,) y coeficientes indeterminados, (¢, ). Los coeficientes ( ¢, ) son determinados tal que
la integral declarada equivalente a la ecuacién diferencial es satisfecha.

El método del elemento finito supera la desventaja de los métodos variacionales
tradicionales porque proporciona un procedimiento sistematico para la derivacién de las
funciones de aproximacién sobre una subregion del dominio . El método cuenta con tres

caracteristicas que la hacen superior sobre los demas métodos.

Primero. Un dominio con una geometria compleja es representado como una

coleccion de subdominios de geometria simple, llamados elementos finitos.

Segundo. Sobré cada elemento finito las funciones de aproximacion son derivadas
usando la idea basica de que cualquier funcién continua puede ser representada por una

combinaci6n lineal de polinomios algebraicos.

Tercero. Las relaciones algebraicas entre los coeficientes indeterminados (valores
nodales) son obtenidas satisfaciendo la ecuacion gobernante, a menudo en forma de

integral pesada sobre cada elemento.

Las funciones de aproximacion son derivadas usando conceptos de teoria de

interpolacion, y son por lo tanto llamadas funciones de interpolacion.



CAPITULO 1

METODO DE ELEMENTO FINITO
1.1) PASOS BASICOS DEL ANALISIS DE ELEMENTO FINITO

1) Discretizacién (representacién) del dominio dado en una coleccion de elementos
finitos. (Este paso puede ser pospuesto hasta que la formulacién de la ecuacién del
elemento finito este completa).

a) Construir la malla de los elementos finitos preseleccionados.

b) Numerar los nodos y elementos.

c) Generar las propiedades de la geometria (e.g., coordenadas y 4rea de seccidn

Transversal) necesarios para el problema.

2) Derivacién de las ecuaciones del elemento para todos los elementos tipicos
en la malla.
a) Construir la formulacion variacional de la ecuacion diferencial sobre un tipico

elemento.
n

b) Suponer que una variable dependiente () de la forma (u =Zu,-l//,-) y sustituirla
i=l

en ¢l paso (2 a) para obtener la ecuacion del elemento de la forma

[k fu j= 7}



c) Seleccione la funcidn de interpolacion para el elemento (¥,) y calcule los elementos de

la matriz,

3) Ensamble las ecuaciones de cada uno de los elementos para obtener las ecuaciones del
problema completo.

a) Identificar las condiciones de continuidad entre los elementos también las variables
primarias (relaciones entre los grados de libertad locales, grados de libertad globales y
conectividad de los elementos) para relacionar los nodos del elemento a los nodos
globales.

b) Identificar las condiciones de equilibrio entre las variables secundarias

(relaciones entre las fuentes locales 0 componentes de fuerzas y las

componentes de fuentes globalmente especificadas).

c) Ensamble las ecuaciones de los elementos usando los pasos (3a) y (3 b).

4) Imposicion de las condiciones frontera del problema.
a) Identificar los grados de libertad de la variable primaria globalmente.
b) Identificar los grados de libertad de la variable secundaria globalmente.

5) Solucién de las ecuaciones ensambladas.

6) Postprocesamiento de los resultados.

a) Calcule el gradiente de la solucion o otras cantidades descadas de los grados de
libertad de la variable primaria calculada en el paso (5).

b) Represente los resultados en forma tabular o en forma grafica.



1.2) PROBLEMA MODELO CON VALORES EN LA FRONTERA

Considere el problema de encontrar la funciébn z(x) que satisface la ecuacién
diferencial.

d{ du _ -
_E(adx)“"_q_o Q=(0,L) (1.1

y las condiciones frontera:

w(0)=uy, (a du)

) Qo (1.2)

x=L

donde a =a(x), ¢ = c(x), g = q(x), 45y son los datos del problema.

La ecuacion (1.2) puede representar una descripcion analitica de algunos procesos
fisicos. Por ejemplo transferencia de calor por conduccién y conveccién en una pared
plana o aleta (transferencia de calor 1-D), flujo a traves de canales y tubos, defeccién
transversal de cables, deformacion axial de barras y otros procesos fisicos descritos por la
tabla (1.1).

q(x)
5= —» —r —> —»

ARLANY
»

f L -]

u=u, =0 du
0 Qo=(ﬂdx)x=L

Figura 1.1 Elemento finito dominio en una dimensi6n



PASO 1: DISCRETIZACION

Representacién del dominio dado en una coleccién de elementos finitos

preseleccionados.
< e "
X, h,
4" gn g
A o B
f—b x x
x=0 X = he
X=x- X4

x = Coordenadas globales del elemento
x = Coordenadas locales del elemento

u(x)=ui  u(xg)=u;
e_  du »> O6—0 > ., du
Q"—_(adx)x=x,4 ! © 2 Qz_(adx)x=x3

u = Variable primaria del elemento

O = Variable secundaria del elemento



PASO 2: DERIVACION DE LAS ECUACIONES DEL ELEMENTO

La derivacion de las ecuaciones del elemento finito, son ecuaciones algebraicas que
relacionan la variable primaria con la variable secundaria en los nodos del elemento,

involucra tres pasos.
a) Construir la forma débil.
b) Suponer la forma de la solucién aproximada sobre el elemento finito.

¢) Derivar las ecuaciones del elemento finito para sustituir la solucion aproximada en la
forma débil.

a) Construccion de la forma débil
d{ du
0= ["w- a— |+cu- 1.3a
L“{ dx( dx) q}i’ (-9
0= fa“{dx(adx]]dx-l- _[Aw[cu ghix (1.3b)
Integrando por partes la primera integral de la ecuacién (1.3 b).
EB d [du] du
- — =wag—
4 | dx\dx dx

Sustituimos el resultado de la integral en la ecuacién (1.3 b) para obtener la forma
débil de la ecuacién diferencial (1.1).

o [fea Gl (o]

X3

_fa dua‘wdx

a
x, T4 dxoadx

(1.4)

Xg
X4



Nota:
Los coeficientes de la funcién de peso ( w ) son llamadas variables secundarias, y sus

especificaciones constituyen condiciones de frontera natural (a% =Q).

La variable dependiente en las condiciones de frontera son llamadas variables

primarias, sus especificaciones constituyen las condiciones de frontera esencial (u ).

5|  du dw du du
0= E{ |:a de de +cuw—wq]dx—|i»{agjx8—u{adrjyj| (1.5)

8| du dw
0=EA[GEE"‘UW—WQ}L\'—W(-"B)QB—W(xA)QA (1.6)

b) Suponer la forma de la solucion aproximada.

1) La solucion aproximada debe ser continua sobre ¢l elemento, y diferenciable, como es
requerido por la forma débil.

2) Debe ser un polinomio completo, que incluya los términos desde el menor orden hasta
¢l de mayor orden.

3) Debe ser una funcién de interpolacién de la variable primaria en los nodos del

elemento finito.

I) Aproximacién Lineal
U =a+bx (1.7)

donde a y b son constantes.
U®(xq)=uf

(1.8)
U(xp)=u}



UA
Ut =a+bx
u3
e
“y e
& —>

|‘_xA_:|<_ he_’lB
— x5 —

Figura 1.2 Elemento lineal una dimensién

Expresando la ecuacion (1.8) en términos de () y (u3)

uf =a+bx,
u; =a+bxg
o en forma matricial,

MR

invirtiendo la matriz (1.9 b), obtenemos

a= ;e (ufxB —ugx,,)
1

b= (u3-1)
e

donde h, =x, —xp. Sustituimos (1.9 ¢) en (1.7)

Ue=|*8 7% e[ %8 |,
( he : he :

10

(1.9 a)

(1.9 b)

(1.9 ¢)

(1.9d)



11

La ecuacién (1.9 d) es una forma estandar del elemento finito. Los valores nodales
son multiplicados por funciones lineales de (x ), que son [lamadas funciones de forma o

funciones de interpolacién. Estas funciones son denotadas por (,) con un subindice que
indica el nodo donde es especificada la funcién de forma. Las funciones de forma en
(1.9 d) son denotadas por (yy,¥3).

e Xpg—X e X—Xp
= = 1.10
Wl(heJYWz(heJ (1.10 a)

s (x)
11 : 1
X
X 4 Xp

Figura 1.3 Funciones de forma lineales

il
o~
=
R
——
-

La aproximacion lineal expresadas en coordenadas locales

X=X—-X4

Ul =[1-" luf 4| F s :
( he}l] [he}lz (1.10b)

donde las funciones de forma serdn:

h
wg(x)z(Z} (1.10 ¢)
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Figura 1.4 Funciones de interpolacién lineales en coordenadas locales

Sustituyendo las funciones de interpolacién en la ecuacién (1.7)

obtenemos la forma que tendra la aproximacion lineal.

Ue =il +yi(cus

Ut =Y @ (1.10 dy



11 ) Aproximacion Cuadratica.

U =a+bx+cx?

Donde g, b y ¢ son constantes.
Ut(x{)=uy
U®(x§)=uf

Ut(x3)=u;3

1 2 3
® ® ®
l: b —]
x
(@)
y1(X)
1
"
w2(X)
i
NG
X
w3 (x)
B
SN »x
(b)

Figura 1.5 Elemento cuadrético asociade con funciones de interpolacién (a),(b).
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1.11)

(1.12)



Expresando la ecuacién (1.11) en términos de (uy ),(13) ¥ (45)

uf = a+bxf +e(xf)?
u§ = a+bxf +c(x5)?
u§ = a+bxf +c(xf)?

o en forma matricial,

uf| |1 xf (xf)*|(a
upp=|1 x5 (5)° Kb
u3 1 x3 (x:‘f)2 ¢

solucionando el sistema de ecuaciones para a,b,c.

3 3
a= le Y afuf donde of = Jt';f(mrz)—x}:(xf-)2 y D*=)af
D" 5 i=1

1 3
b= v Y. Biuf donde Bf =(x5)" —(xf)
i=l

3
c= ;e nyuf donde y;=—(x]—x;)
i=

La ecuacion (1.11) toma la forma

U®(x) =wi (x)uj + w5 (x5 +y3 (xu;

3
Us(x) = vl (o
J=l

donde las ] son las funciones de interpolacion de lagrange cuadraticas.

i
vie= G@f +px+yix®),  i=123

14

(1.13 a)

(1.13 b)

(1.14 a)

(1.14 b)

(1.14 ¢)

(1.15)

(1.16)
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Los subindices usados en las ecuaciones (1.14) permutan en orden natural.
si i=1 entonces j=2 y k=3
si i=2 entonces j=3 y k=1 (1.17)

si i=3 entonces j=1y k=2

Las funciones de interpolacion cuadréticas pueden ser expresadas en términos de
coordenadas locales ( x ), con ¢l origen fijo en el nodo (1). Las coordenadas globales

(x) estén relacionadas con las coordenadas locales ( x ) por la relacidn ( x = x{ +x)

donde (x; = x 4) que es la coordenada global del primer nodo del elemento (Q°).

Para un elemento cuadrético con el nodo interior, nodo (2), localizado en (x = ah, ),

(x5 = x{ +ah,), para (a =",), cuando el nodo (2) esta localizado a la mitad del

elemento, las funciones de interpolacién seran.

¢ X x
x)= 1- 1.18
riw=s, (-, Y
e X 2x
X)=- 1-
y3(x) he( heJ
Propiedades de las funciones de interpolacion:
0 si i#j
M v/ (x)=90,= (1.19 a)
1 si i=j

n n d
@ Ywiw=1, Y g (L19b)
j=l
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C) Derivar las ecuaciones del elemento finito para sustituir la solucion aproximada
en la forma débil.

La sustitucién de (1.10 d) o (1.15) en (1.6) deberd dar las ecuaciones algebraicas
necesarias para los valores nodales () y ( Q) del elemento (Q°). Para formular el
modelo del elemento finito basado en la forma débil (1.6), no es necesario decidir a

priori el grado de aproximacién de (U*). El modelo puede ser desarrollado para un
grado arbitrario de funcién de interpolacién:

usU® Zujw,(x) (1.20)

Donde ! son las funciones de interpolacion de Lagrange de grado (n-1). Cuando

{n>2), la forma débil en (1.6) debe ser modificada para incluir una variable secundaria

no CEro.

0—[[ WD v -y PR (1.21)

donde (x{) es la coordenada global del nodo (i) del elemento (Q°). Si los nodos (1) y
(n) son los puntos finales del elemento entonces (O} ) y ( ;) representan los puntos

fuentes desconocidos, y todas las otras (Q') son siempre conocidas.

Siguiendo el procedimiento de Rayleigh-Ritz sustituimos (1.20) por () y

(w0 ), (w3 ). )por (w) en la forma débil (1.21) para obtener las (n) ecuaciones

algebraicas.

dy , n
0= f: a dxl Uzlu ]+cw, [Z;u,wj(x)]—wlq dx—zlwf(xj)gj
= j= Jj=

n

|- d n ]
0= [* a—% Zu ]+cw§[zu, -(x)}—wiq i - 3 w3 (5)0;

\Jj=1 j= =1
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-4

efn aw® n n
0=f’ad”’" s ) +W§[Zu§w}(x)}-wﬁq SYviEheE (1219
1 o* & jA 1

j=l

Las ecuaciones algebraicas pueden escribirse como
0= ZK,JuJ (i=12,..,n) (1.21 b)

donde:

dy? dy;
K§=f:[a ;'x' 5 tevi %Jﬂ=3(wf,w§-)

= [Pavfax=10)

(121 ¢)

note que la propiedad (1) de las funciones de interpolacién (1.19 a) es usada para

escribir,

DwiGH0f =0f (1.22)

=

Las ecuaciones (1.21 a) pueden ser expresadas en términos de los coeficientes

(K;,f,',Qf)como:
[ 4 € _.¢e
Kiui +Kpuz +. . .+ Kjup = ff+0f

Ky +K5us +. . .+ K5up=f3 +05
(1.23 a)

e e e e e € e 4
K,,lul +K,,2u2 +. . .+K,,,,u,, =f" +Qﬂ
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En notacion matricial, las ecuaciones lincales algebraicas (1.21 a) pueden ser escrita

comao.

he}= i+ ) (123)

La matriz [K ‘] es llamada matriz de coeficientes, en aplicaciones de mecéanica

estructural. El vector columna {f ‘} es el vector fuente, o vector fuerza en problemas de
mecénica estructural. Note que (1.23) contiene (27 ) incognitas: (uf,u5,. . .,u;)y

(07,05, . .,0F), llamadas variables primarias y secundarias del elemento grados de

libertad nodal; por lo tanto, no pueden ser resucltas sin tener adicionalmente (#)

condiciones. Algunas de estas provienen de las condiciones frontera y el resto por
balance de las variables secundarias (Q;') en los nodos comunes a varios elementos. Este

balance puede ser implementado poniendo los elementos juntos (ensamblando las
ecuaciones de los elementos ). Ensamblando y imponiendo las condiciones frontera,
debemos de obtener exactamente ¢l mismo numero de ecuaciones algebraicas que €1

numero de variables primarias y secundarias desconocidas.

La matriz de coeficientes [K "] es simétrica, y el vector fuente {f "’} puede ser

evaluado para un elemento dado y datos (a,¢, ¥ ¢).Para un elemento con valores

constantes de (a,c, y ¢) los coeficientes de [K ;J y {f ‘} pueden ser evaluados para un

elemento tipico.



Ejemplo: Determinar la matriz [K* | y el vector {f* ] de la ecuacion (1.23 b).
a) Elemento Lineal.
Para una malla con elementos lineales en coordenadas locales, la matriz de
coeficientes [K "] y el vector fuente {f "} se calculan de la siguiente manera.

% —

Xy

he
A B

o|  dyf dy;
K= ﬁ' (ae ey

¢(x)=1->2 , ¢xy= "
¥ (%) h w5 (x) h
dyi _ 1 dy; _ 1
dx h,°~ dx h,
1 1 X X
K& = K’ -——1- +e,|1-=— | 1- X
" [ae( heJ( heJ e( J( e]}j
a
Klel = he + Cehe
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para (¢, ) constante €l vector fuente total (g,4, ) se distribuye igualmente en los dos

nodos.

Los coeficientes de la matriz y el vector columna son:

e]-{ K6 2]

K3 K3

1 -1 ¢h |2 1
Ke|=Z e :
] he[—l 1]+ 6 [1 2] (1.242)

{re)- gehe {:} (124 )
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Ejemplo: Determinar la matriz [K ‘] y el vector {f ’} de la ecuacién (1.23 b)
b) Elemento Cuadritico.

Para una malla con elementos cuadraticos en coordenadas locales, la matriz de

coeficientes [K ’] y el vector fuente {f ’} se calculan de la siguiente manera.

8 —
X, h

7 A B C

I_’x Ly x

Las funciones de interpolacién de Lagrange para un elemento cuadrético y; (x) para
(i=12,3 )son:

eon |1 X _2x
ol

ws(x)=:"[l—ﬂ

4 €

V==~ [I—ZEJ

[4



Las derivadas de las funciones de interpolacion.

dyi __3 &
dx h, hez

dyi 4 8%
dx h, p?

dy; 1 4x
dx h, n2

Los coeficientes de la matriz de rigidez.

- Ta, 2
K]l‘F(e - — +e lelfff)dx=3h:+]5cehe

dy{ dy; - 8.a 1
Kuf)’! TV e wtutdr=="(%)+ ch
12 (ae dx dx Ce¥ WZ) 3(he) 15 elte

a 1
K13 g ( 4 - +ceW1 ¥s3 )dx— (he)_3ocehe
e

5d —~ 16 a
K= [@ M WE ey tysan="8 )

c,h
h," 60 °°

w5 dy; - 8.a 1
k5= @ " 5s FevIdT== G+ e,

2
K33 = ﬁl‘(e = f+¢eV’3W3)d ( )+Bceh
e




ki, K Kf
[Ke]= K3 K5 K3
K3 K3 Kj

-8 1
ke]=2|-8 16 8|+
Pel1 -8 7

1
f3e = fW?qedx= 6the

1

)=

1

c.h

3

4
2
-1

2 -1
16 2

23

(1.25 a)

(1.25 b)



PASO 3: CONECTIVIDAD DE LOS ELEMENTOS

En el manejo de las ecuaciones del elemento, aislamos un elemento tipico (¢) de la

malla y formulamos el problema variacional ( forma débil de la ecuacion diferencial ) y
se desarrolla el modelo del elemento finito, para resolver el problema completo debe
regresar el elemento a su posicién original e imponer las condiciones frontera.

En el ensamble de los elementos se deben de imponer las siguientes dos condiciones.
1) Continuidad de la variable primaria en los elementos a conectar
Ut =yt (1.26 a)
2) Balance de la variable secundaria en los nodos a conectar

0 si no se aplican fuentes externas
0, =0f" = (126 b)
Oo si una fuente externa es aplicada
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1 2 1
—> @ Z 2> > @ o>
0f of ot etl 05!

(%)

Figura 1.6 Ensamble de dos elementos lineales:

Continvidad de la variable primaria (@), Balance de la variable secundaria (5) .

e+l

La continuidad de la variable primaria (u5 =% )y el balance de la variable

secundaria (03 + Qf“) para una malla con elementos lineales como se muestra en la

(fig. 1.6) Se realiza de la siguiente manera:
La continuidad entre los elementos de la variable primaria es impuesta para

renombrar las dos variables (u5)y (u{”’l) en (x = x, ) como uno y el mismo,

normalmente el valor de () en el nodo global (N ):

ul =uft =Uy (1.27)
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Donde N =(n-1)e+1 esélnumero del nodo global que corresponde al nodo ()

del elemento (£2°) y el nodo (1) del elemento (£2°*). Por ejemplo para una malla con
dos elementos lineales (fig. 1.6).

u =Uj
uy =ul =U, (1.28)
u% =uf =U3

El balance de las variables secundarias puede ser interpretado como la continuidad de

[
(aj:) no de(a d.g; ) en ¢l punto comiin al elemento (2°) y (.Qe+] ) cuando no hay

cambios en (a 2 ) impuestos externamente. Por ¢jemplo para una malla con dos

elementos lineales (fig. 1.6).

e e+l
(ad") =(ad"J (1.29 2)
dx ),

La ecuacion anterior también se puede escribir como:
du e du e+l
() o) -
dx dx
0 +0fM =0 (1.29 b)

El signo menos en el segundo termino de la ecuaci6n anterior es deacuerdo a los

cosenos directores.
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Para una malla con dos elementos lineales:
Elemento (1)

KZU +KQU, = 2+ 0
K)U + KUy = f3 +0;
(1.30 a)
Elemento (2)

KU, +KhUs = 2+ 0}

2 2 2, 2
KU, + KpUs = fy +05

Las ecuaciones anteriores son llamadas ecuaciones ensambladas. Estas contienen la
suma de los coeficientes y términos fuente en los nodos comunes a los dos elementos.

Las ecuaciones (1.30 a) pueden expresarse en forma de matriz.

i) ki, 0 (|U; I 0!
K31 K121+K52) K RUst=1/ + 2 +1{05 + O} (1.30 b)
0 K3 K |Us 13 03

PASO 4: IMPOSICION DE LAS CONDICIONES FRONTERA
Imponer las condiciones frontera, ambas esencial y natural, en las ecuaciones
ensambladas. Un problema particular difiere de otros en la especificacion de los datos y

en las condiciones de frontera.



PASO 5: SOLUCION DE LAS ECUACIONES

Resolver las ecuaciones para los valores nodales desconocidos.

PASO 6: POSTPROCESAMIENTO DE LAS SOLUCIONES
La solucién de las ecuaciones del elemento finito da el valor nodal de la variable
primaria que se desconoce. ( Desplazamiento, velocidad, o temperatura).

Postprocesamiento de los resultados incluye uno o més de lo siguiente.

1) Calculo de cualquier variable secundaria (el gradiente de la solucion)

2) Interpretacion de los resultados para comprobar que la solucion tenga sentido (un
entendimiento de los procesos fisicos y experiencias son las guias cuando otras
soluciones no son disponibles para comparar).

3) Tabular y o presentacion grafica de los resultados.

28
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CAPITULO 2

PROBLEMAS EN ESTADO ESTABLE UTILIZANDO EL METODO
DE ELEMENTO FINITO

Ejemplo 2.1a. Considere una aleta rectangular como lo muestra Ia figura.
Determine la distribucién de temperaturas y el flujo de calor usando:

I) Dos elementos lineales

Figura 2.1 Aleta rectangular
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Datos:
T, = Temperatura en la base de la aleta = 250°C
T,, = Temperatura del medio hambiente = 75°C

t = Espesor de la aleta = 0.254x10 2 m

k = Conductividad térmica del material de la aleta = 207.6 “’0
m— ¢
B =Coeficiente de pelicula =283.9 2w
m-=%c

p =Perimetro de la aleta

A = Area de seccidn transversal
2 Br
=—=1076.79
Sy
L =Longitud de la aleta = 1.524x10 7% m
h=Espacio entre nodos

h= g =0.00762m

Ecuacién diferencial de una aleta rectangular.

2
_dT pP

T (T-T,)=0  2=(0,1)

Las condiciones frontera de la ecuacidon diferencial.

T(0)=T, k1T

=0
dr x=1L

Haciendo un cambio de variable:

9=T—Tuo 90 =T0_Tao
2 _ PP

m =

kA



La ecuacion diferencial y las condiciones de frontera toman la forma

d 2

—F‘Fm =0 .Q=(0',L)
do
8(0) =6, ‘&FL:O
PASO 1: DISCRETIZACION
— 7 —
X 4 he
A ® ® B

PASO 2: DERIVACION DE LAS ECUACIONES DEL ELEMENTO

Construccion de la forma débil.
s | d¥ 5
O—[Au{—dr2+m 0 ax

Resolviendo la integral e integrando por partes

[ dw do 2 do xp
0= [* +m*wl ldx -
L_dxdx o wdxxA

_ e awdo ~ de dé
O'L_wccu“" w9:|dr w(xB)d”B w(xA)d”A

(dwdf - 2
0= [: e gy HWO —Ew(x;)gj @)

3



Suponer la forma de la solucién aproximada sobre un elemento finito.

1) Aproximacién Lineal.
2
6° =Y 0iwi(x) (b)
j=1

Donde (6} ) son los pardmetros a ser determinados, w;(x) son las funciones de
aproximacion.

Sustituyendo (b) por (6) y (w) por (i) en ()

2
0= K;6-0f (i=12)
j=

donde:
dy?t dy;
Kj = ff[ dy’x‘ g TV = BOTy))

2
2ViG0; =0f

J=1

En notacién matricial, las ecuaciones lineales algebraicas anteriores pueden ser

escrita como:

)

Para una malla con elementos lineales en coordenadas locales, la matriz de

coeficientes [K e] se calcula de la siguicnte manera.

32
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— x — X
wi)=1- ", wil) =
e €
dyf _ 1 dy; _ 1
dx  h,°~ dx h,

e [
K3 Ky

o[ 5]

1 -1 2
[K"]=l o B2 1
h -1 1 6 [1 2



PASO 3: CONECTIVIDAD DE LOS ELEMEMTOS

Para dos clementos lineales.

1 2 1 2
> @ l @ —Dl' _’2 ® o>
ol e & G *2 0;
Elemento(1)

K6} + K265 =0

K30l + K8, = 0}
Elemento(2)

K6l + K507 =-0f

K361 + K363 =0}

Balance de la variable primaria.

6! =6,
911; =9]2 =92
922 =93

Las ecuaciones anteriores son llamadas ecuaciones ensambladas. Estas contienen la
suma de los coeficientes y términos fuente en los nodos comunes a los dos elementos.

Las ecuaciones pueden expresarse en forma de matricial.
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K} kl, 0 (|6 -0
Kl (k2 +xl) k2 lo,t=10d)+0b)
0 K3 k% |16, 0}

En ¢l balance de la variable secundaria en los nodos a conectar ecuacién (1.21 b)

se obtiene como resultado;

l3)+E-0?)=0

o ki, 0 |16 -0
Ky (Klzl +K3) Kb Ré0=1 0
0 K3 k3 |16 02

PASO 4. IMPOSICION DE LAS CONDICIONES FRONTERA

9] =T0 -Tm

2 _df _
Z dc x=1L

K K o (6] |-of
K3 K121+K%2) KhK6,0={ 0
0 K3 k% |6, 0

13396 -12986 0 (6,) [-0Of
~129.86 267.96 -12986[(@,4=1 0
0 -129.86 133.96 |8, 0



PASO 5: SOLUCION DE LAS ECUACIONES

Solucién del sistema de ecuaciones para (8,),(6;) ¥ @)

02 = 091 391

Ty =T, =0913(Ty - T,)

03 = 088691

T, - T, = 0.886(T, - T.,)

36

T, =234.77°C T; =230.5°C
TABLA 2.1a
Comparacién de resultados elemento finito solucion exacta
Distancia Temperatura Temperatura
Dos elementos lineales Solucién exacta
xm r°c rec
0 250 250
0.00762 234.77 234.95
0.01524 230.05 230.05

PASO 5: POSTPROCESAMIENTO DE LAS SOLUCIONES

Qll = Flujo de calor en la basé de la aleta.

dr

1 _ — °c
Q== | _ =296
ol =T =1420.87 i

xXx=

Comparacion de resultados para la variable secundaria elemento finito solucién exacta

Flujo de calor Flujo de calor
Dos elementos lineales Soluci6én exacta
Q wis Q s
m m
1420.87 1399.3
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Ejemplo 2.1b. Considere una aleta rectangular como lo muestra la (fig. 2.1).
Determine la distribucion de temperaturas y el flujo de calor usando:

II) Un elemento cuadrético

PASO 1: DISCRETIZACION

PASO 2: DERIVACION DE LAS ECUACIONES DEL ELEMENTO

Construccion de la forma débil.
0= f u{ + m28:|

Resolviendo la integral e integrando por partes

0= f[dwdé? +m*wé —wc;fx‘g
X4

[ dw do de do
0=[? 200 kix - _
fA_dxcix+mw }k W8) Gexg T el

| dwdod z
0= I‘A_dx PR wa]dx—jz:;w(x;f)gj (@)
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Suponer la forma de la solucién aproximada sobre un elemento finito.
Aproximacion Cuadratica.

9° =3 6,v,(x) )

=1
Donde (6'}) son los pardmetros a ser determinados, (wjf (x)) son las funciones de
aproximacion.

Sustituyendo (b) por (6} y (w) por (¥ ) en (a)
3
0= K;0; -0f (i=12,3)
J=1

donde:
€

B dW? dW_; 2
Kj = L{ dx‘ =" wiv; =By .v)

3
D wixH0; =0f
=

En notacién matricial, las ecuaciones lineales algebraicas anteriores pueden ser

escrita como:

-

Para una malla con elementos cuadriticos en coordenadas locales, la matriz de

coeficientes [K ‘] se calcula de la siguiente manera.



dy; 3 4
- ===+

dx  h, (h)

dy, _4 8

dx h, ()

dy; __l_ 4x

dx  h, (h)

Kl;:.[v.[(_ 3 N 4x I4
b, (h) Ak,

8 1
K =—— +m?h

e

Ki= I:( 3
h, (h) h,

1,1
_m?h
3 )

¢

e —
K]S -

8x J
- +
(h,)?

@)

S G A =

SN 5 P (| &

39



e _ pe
K2l -KIZ

4 8x 1 4x
K¢ = B -
2= Hk (h.,)zJ( h ()

e

8 24 o1
hi{—

K;! = Kle.’.

ng = K?ﬁ;

. 1 4 Y
Ky = r[(-h‘—(hjz

. 7 2
Ky = +m2he(15)

3h

K Ki K
el ks ke ks
Ky Ky K5

b
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7 -8 1] [4 2 -1
[K’]=3}1’ -8 16 -8 +"'30' 2 16 2
‘11 -8 7 12 4

PASO 3: CONECTIVIDAD DE LOS ELEMEMTOS

Como nada mas es un elemento cuadratico no se tiene conectividad.

1 2 3
> @ *~—=0._,
ol e-1 0,

Elemento(1)
Kllloll + K1129‘.} + K::;g:: = _Qll
K, 8 +K,0, +K,0, =0

K6y + K50, + Ky = 0

Balance de la variable primaria
o =6,
0=6! =46,
0} =@,

Las ecuaciones pueden expresarse en forma matricial.
i 1 1 1
K1 Kip Kji3||6 -
I 1 1
Ky Ky Ky [byp=4 0
1 1 1 1
K3 K3 K36 A

PASO 4:IMPOSICION DE LAS CONDICIONES FRONTERA

(_de

91='T0—Tm Q3 dxx:L=0



1
K\ ki Kiul|(a)] |-a
1 1 1

Ky Ky KpuRbyr=7 0
1

K3, K3 K3 |65 0

Solucion del sistema de ecuaciones para (&2),(83) Y ah

42

92 = .9149[ 93 = 0.886901
T, =234.95°C T3 =230.2°C
TABLA 2.1b
Comparacion de resultados elemento finito solucién exacta
Temperatura Temperatura
Distancia Un elemento cuadrético Solucién exacta
x m T°C T°C
0 250 250
0.00762 234.95 234.95
0.01524 230.2 230.05

PASO 5: POSTPROCESAMIENTO DE LAS SOLUCIONES

Ol = Flujo de calor en la basé de la aleta.

dr 0

i — C

=— =2670.9

o d&x x=0 m

ol T =1408.5 ¥
dex=0 m

Comparacion de resultados para la variable secundaria elemento fiito solucién exacta

Flujo de calor Flujo de calor
Un elemento cuadratico Solucién exacta
Q w’::s Q w:s
1408.5 1399.3
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Ejemplo 2.2 a. Considere conduccién de calor en estado estable en un alambre de
seccion transversal circular con una fuente de calor eléctrica. Supdn que el radio del

alambre es ( R, ), este tiene una conductividad eléctrica, este transporta una corriente
eléctrica de densidad (/) amp ¢m™2 . Durante la transmision de una corriente eléctrica,
algo de energia eléctrica es convertida en energia térmica. La rapidez de producciéon de
calor por unidad de volumen es dada por (g = ﬁ ). Suponga que la temperatura
alcanzada en ¢l alambre es suficientemente pequeifia que la dependencia de la

conductividad eléctrica o térmica en la temperatura puede ser despreciada.

Determine la distribuciéon de temperaturas en el alambre.

Datos
T3 =Temperatura en la superficie del conductor =60°c
R, =Radio del conductor =2cm

i =Corriente por el conductor = 300amp

R =Resistencia del conductor =0.010402
L =Longitud del conductor =10cm

: 2
R=pL k=1 1= 1 g=1
A P 7(R,) k
£ =0.0132-cm 1=2387amp—cm™
k=765Q"-cm™ g = 7.448wrts —cm™

La ecuacidn diferencial que gobierna el problema es:

_ld(rkgz):q OSI'SR,,



Las condiciones de frontera.

dr
["’dr){ =0 T(R)=T,

r=0

I) Para dos elementos lineales

PASO 1: DISCRETIZACION

—

L’“‘ L :,

r
PASO 2: DERIVACION DE LAS ECUACIONES DEL ELEMENTO

Construccion de la forma débil.

0=Iu{-li[r‘k§)—q }drd&iz
o=[[" Iw{— rk— }drdaiz

0= 21:[ [ wla'——wk%—wqr:ldr

rp

A B, dwdT dT
O—ZELkrdrd dr — 2x[wqrdr{2wm’cr 1

T4
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g

_ B deT B E — E
O—Zkar i dr—27erqrdr ~|:w(r8)[2mb' er w(rA)(Zmb' dr)

0= 2;r[kr——-—dr 2 [uqrdr-Zw(r,?)Qf @
j=i

Suponer la forma de la solucién aproximada sobre un elemento finito.

Aproximacion Lineal.

2
= 2T ©

/=

Donde (T} ) son los pardmetros a ser determinados, (' (x) ) son las funciones de

aproximacién. Sustituyendo la ecuacion (b) por (T ) y (w) por ( w!) en la forma débil

ecuacion (a).

0=2x [krd”" [ZT" "'J}fr ~2x "y iqrdr - Zy;, 08

J=1

Las ecuaciones algebraicas pueden escribirse como

0= ZK,, H (i=12)
donde:

. dy ;
Ky =22 [P Vi Y g
4 dr dr



1t =2m [y grdr
4

2
0f = SwirHes
J=l

En notacién matricial, las ecuaciones lineales algebraicas anteriores pueden ser
escritas como.

k)b

Para una maila con elementos lineales en coordenadas locales, la matriz de

coeficiente [K e] se calcula de la siguiente manera.

cdy;
kg =2x [ 201 VI 4
4 dr ar

e =1_L e_ T
4] h, L ] ,
dyi 1 dy; _ 1
dr h, dr h,

dyi dyi - ’ 1 1. -
Ky =2k [ (g ey XYY =2 [ (410 W) 7



27k h,
K =
i1 h (ry + 2)

e €
Ko =2kl am®1dvs o e o 11
12 E(A r) dr dr dr Zﬁf (ry +r)X he)(he)dr

2k h
Ky -—h—("A + e)

€

€ __ e
K31 =Kp

, dys dy5 - L1101, -
K3 =2k +r) 22 gr =
=2 [0 12 VR 2nk [y X X

2nk h
K3 = + ¢
o) h, (ry 2)

K K¢
[Ke]= |:KL1 Klez]
2 Kn

k) s e)[ ! _11]

ff=2m E" wi(ry+rydr

- - h
ff=2m L\e(l—hL)(rA +r)Ydr= 2;:2 € (3ry+h,)
(]

r - 2mh
15 =2m [ Xeg +r)dr == Gry + 2he)
e



fe =2_mghe 3rA +h€
! 6 3?'A +2he

k] ”k[—l 1 _11]

{re)- mq(;ze)z {;}

PASO 3: CONECTIVIDAD DE LOS ELEMEMTOS

Para una malla con dos elementos lineales

> — o>

’ el Ql

N 2
Elemento (1)

K\ +k,1 = £ -0}

K3 + KT} = f; + 0

Elemento (2)
KAT? + KLTE = /L ~0f

2 2 2, 2
K}T + KRTE = f} + 03

> @ o>

48



49

Balance de la variable primaria
T =T,
Ty =T =T,

T; =T, =Ty

Las ecuaciones anteriores son llamadas ecuaciones ensambladas. Estas contienen la
suma de los coeficientes y términos fuente en los nodos comunes a los dos elementos.

Las ecuaciones pueden expresarse en forma de matricial.

Ky ki 0 IR £ -0
K] (K2+K') KL BT ={f + 2+ (Q‘)+ —Qz)
21 i1 22 12 2 2 1 2 1

0 k3, k3T 3 03

En ¢l balance de la variable secundaria en los nodos a conectar ecuacién (1.21 b)

se obtiene como resultado:

loi)+(-at)=o0

K}y Kl 0 ||T; £ -0
Kl (k2+kh) kB Un =1 +52U o
0 K3  Kkh|nh 7 || o

PASO 4: IMPOSICION DE LAS CONDICIONES FRONTERA

T(R)=T, 0! =2mkr‘g )

r=0

L < 0 ([T, A [
K3 (Klzl"‘K;z) KL Kkni=1f+R11 0
0 K3 k4 || T 17 03



& -z 0](T
-mk 2k —mk [T,
0 -z = ||T,

111 @

2
=ﬂq(Ro) 3 0
2) |03

PASO 5: SOLUCION DE LAS ECUACIONES

50

Solucion del sistema de ecuaciones para (73) , (T3) y (sz )

T, =60.162°C T, =60.129°C
TABLA 2.2a
Comparacion de resultados elemento finito solucion exacta
Temperatura Temperatura
Radio Dos elementos lineales Solucién exacta
rem TC T°C
0 60.162 60.09
1 60.129 60.07
2 60 60

PASO 6: POSTPROCESAMIENTO DE LAS SOLUCIONES

2 dT
-0y =2aRk
Q3 ok o ip

(e}

=46.56 ¥
cm

Q =Flujo de calor disipado por el conductor en la superficie

_ dar
-0 =Ry L)k iR

o

=465.6 wits

Comparacion de resultados para la variable secundaria elemento finito soluciéon exacta

Flujo de calor Flujo de calor
Dos elementos lineales Solucién exacta
Q wits Q wits
465.6 935.9
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Ejemplo 2.2 b. Determine la distribucion de temperaturas en el alambre ejemplo (2.2 a).

Usando un elemento cuadratico.

II) Elemento Cuadratico

PASO 1: DISCRETIZACION

PASO 2: DERIVACION DE LAS ECUACIONES DEL ELEMENTO
Construccion de la forma débil.

0= Iw{—::"(rkﬁ)—q }»drdedz
0= gf[»{ e L }vdrdwz

0= 27r[|: wkr———wk%—wqr]dr

Tp
dw dT 5 dT
0=2x [kr drdr—2:r‘['wqrdr~(2wnkr§;

T4
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|

B aw dTl B drl dar
= ——dr - <| 2 — | -
0=2x L kr dr -2x L wqrdr w(rB)( 17‘3 w(r, )(27&1‘ )

0=2ﬂ:L jrwgdr 27:[wqm’r Zw(r )08 (a)

Suponer la forma de la solucién aproximada sobre un elemento finito.

Aproximacion Cuadratica.
3 e e
= Z Tiy;i(r) (b)
J=l

Donde (T ;-") son los pardmetros a ser determinados, (;yj,E (x)) son las funciones de

aproximacién. Sustituyendo la ecuacién (b) por (T) y (w) por (7 ) en la forma débil

ecuacion (a).

0=2r [k avi iT‘:’ Wi 21 [wiqrar- iw”(r’f’)Q‘f
4 dr j=l"dr A j=1111

Las ecuaciones algebraicas pueden escribirse como

0= ZKU He (i=123)
Jj=l

donde:

. dy;
K =27:_[Bkr%—:r—’dr
A



1 =2m [Pysrar
A

O =2 wir)Qs
j=1

En notacién matricial, las ecuaciones lineales algebraicas anteriores pueden ser

escritas como.

[ frej={re e o)

Para una malla con elementos lineales en coordenadas locales, la matriz de

coeficiente [K e] se calcula de la siguiente manera.

 dy;
K,;—=2::[Bkr%—ﬁdr
4 dr dr

r=rA +;

dy; dy ;
kS =2;rE'k(rA Vil gy

5

|
~—

i
R

—

I
< ¥
b
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dyy _ 3 4r
— +
r b (1)

dy; _4 _ &
dr h, (he)2
dys 1 4

e e 2
Kfl=2nkf‘(rA+r)d"{‘ i d;-:%f(r,, O D L PR
dr dr he  (h,)?

e dyi dys 3 4 4 8
Ki=2mk |“(ry+r)—L2dr=2ak [(ry+r) -~ + ~ dr
b= {0 TLT fean he  (h): \he (k)

K = 2::1{— 8 _ 2]
h, 3

e dyy dy; 3 3 4 1 4r
K{ =21k +) L3 g = om +r) -2+ -+
A ar dr feasn he BN B S

Kg =27k| T4 4!
3h, " 6

K5 =K},



55

_ 32
dy; dys El, 4 8
K5 =2 — = i dr=2mk " (ry+r) —— dr
22 Iﬁf(r}‘ +P‘) dr dr r (A he (he)z

Ky = 27&[1:”‘ + 2]
e

. dy; dy3 4 & 1 4
Ke =27k c 22 dr= Zjd( + _ - + r
23 f (ry+r) i _E"(r,g r) b o\ h

Kfy=2n) 04 2
3h

(4
4 [ 4
K3 = Ky3

e 4
K3 =Ky

2
Et dy3 dys Eve 1 4r
K$ =2k |° + _3 dr =27k Fe+rl ——+ dar
33 ra+r) ar dr & £ h, (h,)?

Tr 11
K& =27 4+
»? {3’% 6]

K Ky K
[Ke]= K3 K3, K5
K35 K5 K5

Para (r, = 0) la matriz de coeficientes se representa de la siguiente manera
-4 1
[ke]= 2’:‘ -4 16 -12
1 =12 11



£ =2m [yt G+ Prar

5 =271qf'(1-—h;

e

}(1 - ﬂ(m +7)dr = 2@[19’2”4 +0]

€

2
5 =2mf':~'[l—ﬂ(m +r)dF = 2@[2"“" # e) J

] 3 3
e e rf, 2 o Ay k)
f3 —27zq£| h [] _th(rA +r)dr —2711:][ 86 +—6—

fle
fret=1 51

f;;e

Para(r, =0) y (h, = R,)

{re)= 2@(6&)2 g
1

PASO 3: CONECTIVIDAD DE LOS ELEMEMTQS

Como solamente es un elemento cuadratico no se tiene conectividad.

3
0 —»e ® o> O

[ 5, —
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Elemento(1)
1
Khr +KhT = £ -0
KLT) + KuT) = £ +0

KTy + KTy = f +05

Continuidad de 1a variable primaria

T =T,

Las ecuaciones pueden expresarse en forma de matricial.

Klll Kllz K:: Tl flI - 1I
Ky Ky KupRTp=3fi+f71+3 0
K, K K;||G s ;

PASO 4: IMPOSICION DE LAS CONDICIONES FRONTERA

dr
T(R) =T ' = 2k =
(R,)=T, O N 0
Klll Kll2 KIIS Tl f;l 0

57



PASO 5: SOLUCION DE LAS ECUACIONES

Soluci6n del sistema de ecuaciones para (77) ,(T3) ¥ (Q?l,)

58

T, =60.09°C T, =60.07°C
TABLA 2.2b
Comparacion de resultados elemento finito solucién exacta
Radio Temperatura Temperatura
Un elemento cuadrético Solucién exacta

rem T°C T°C
0 60.09 60.09
1 60.07 60.07
2 60 60

PASO 6: POSTPROCESAMIENTO DE LAS SOLUCIONES

_0l=2 de
O ’fRﬁdeo

=91.28 ‘zf

Q =Flujo de calor disipado por el conductor en la superficie

dr

-0 =QRyL)k =912.8 wit
Q=(Q27RoL) i Ry s

Comparacion de resultados para la variable secundaria elemento finito solucion exacta

Flujo de calor Flujo de calor
Un elemento cuadratico Solucidn exacta
Q wits O wits
912.8 935.9
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Ejemplo 2.3 Determine la distribucién de temperatura en la aleta que muestra la
figura 2.3. Suponga que la temperatura en la base de la aleta es (T, =250°F ) la

conductividad térmica (k =120Bru b} fil°F -1 ), y el coeficiente de pelicula

(B =15Btu hr™' i2°F71), Ia temperatura del medio hambiente es (T, =75°F ).

Arx b

Figura 2.3a Aleta triangular

Anélisis de un diferencial de volumen.

9 conv

\

R

qCOrW

‘
B

Figura 2.3b Balance de energia



Balance de energias para obtener la ecuacion diferencial de la aleta,

0= 9x = 9x+ax —9cony

dar

dT

x+kAcandEx+Ax_ﬁ4conv(T_Tm)

dT dT
0=—kd(r)— +kd() L-'_Ax—ﬂ%;dx(T—Tw)

d dT
0= kdx(A(x)EJ—Zﬂ;(T—Tm)

La variacion de la seccion transversal de la aleta al variar (x) es,

0.125in

A(x)=2yb= i (3-xX0.125)

di{?2 dT
O_kdx(3 (3—xX0.125b)dx)—2ﬁb(T—Tm)



2
G- x) T dT 24ﬂT+24ﬂTw=0

k k
_248
"%
G- x)ﬂ—dT—mT+mTw =0

Condiciones frontera de la ecuacion diferencial.

TO)=T, =0

PASO 1: DISCRETIZACION

——)
<L

X

PASO 2: DERIVACION DE LAS ECUACIONES DEL ELEMENTO

Construccion de la forma débil.

0= f u{(3— d T-Q-mnmr de

Q2=(0,1)

61
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Integrando por partes ¢l termino de segundo orden.

Xp

dw dT dr
0= E [—(3—x)dx & -MWT+MWTQ:|6£¥+W(3—I)E %

0= I'B [-(3—::)2:‘g—mwT+mwTw:|dx+{n{(3-x)Z:HxB —»{(3—x)fx’}~x }
4 A

B aw dT ey e
0= L[_(S_x)dx dx—mT+nanw]aﬁx+jz=;w(xj)Qj (a)

Suponer la forma de la solucién aproximada sobre un elemento finito.

Aproximacion Lineal

2
T¢ =Y Tiyi(x) ()
Jj=l

Donde (7 ) son los pardmetros a ser determinados, (v (x)) son las funciones de

aproximacién. Sustituyendo la ecuacién (b) por (T) y (w) por (w{) en la forma débil

Ecuacion (a).

0= f:[@—x) ‘;:’% +mwT -mwTw]dx-ZW(xf)Qf

j=

B dyy | < edy/;‘f eﬁ:r?w‘? —mT y; _any,e(x‘—’.)ge,
0=["6-0" 1 |27 [+myi PR 1 (x5)0]

j=1 i=l
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Las ecuaciones algebraicas pueden escribirse como

2
0= KiTj - ff -0 (i=12)
i=l

donde:

dyf dy;
Kj = [j[(s_,,) e YT = B0

ff=mT, [Pyias
A

La propiedad (1) de las funciones de interpolacién (1.19) es usada para escribir

2O =0f
j=1

En notacién matricial, las ecuaciones lincales algebraicas anteriores pueden ser

k)=l

Para una malla con elementos lineales en coordenadas locales, la matriz de

coeficientes [K ¢ ] se calcula de la siguiente manera.

dyt dy;
K= [:[(3—1:) d';: cttj +myiy;



pi@=1-", {6
1 h y2(x) .
dyi __1 dys 1
dx h, ’ dx —he

K{, =K5, por simetria



[Ke]z[xf. Kfz]

K3 K35

Para elemento (1) x, =0

Kl = 1(3_he)+mhe

B\ 2)7 3
e o )om
U 2)7 6
Ki; =K}
Ky = : [3—he)+’nhe
R 2)" 3

Paraelemento (2) x4 =4,

K2 = 1 [3_3he)+mhe

h, 2 3
Kh=- 1 (3—3heJ+Mhe
h, 2 6
K> =K221

1 3h mh
Kz = 3—__¢ |4 €
2" ( 2 ] 3
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Para elemento (3) x, =2h,

Ki';l_:l 3_5he +mhe
h 2 3

€

K3 =- ] [ _SheJ+mhe
h, 2) 6

K3 = | (3_She}+ mh,




PASO 3: CONECTIVIDAD DE LOS ELEMEMTOS

Para una malla con tres elementos lineales.

Elemento(1)
KW +KipTo = fi -0l

KTy +KT3 = £+ 03
Elemento(2)

KT +KBT3 = £ -0F

KT+ K31 = 7 +03
Elemento(3)

K131Tls + K132T23 = f13 - Q]3

KT +K4LT3 = f7 + 03

Continuidad de la variable primaria

Ty =Ty
T =T =T,
T =T} =T,

T5 =T

>0—o>

o}

e-3

03
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Las ecuaciones anteriores son llamadas ecuaciones ensambladas. Estas contienen la
suma de los coeficientes y términos fuente en los nodos comunes a los dos elementos.

Las ecuaciones pueden expresarse en forma matricial.

Tr ~ r b h'

(&, Kb 0 0 |(To A1 -a
Ky (Kn+Kiy) K 0 U |_|h+ A >_|_‘Q%—Q12 |
0 Ky Kn+Kh) KR\ |Z2+A| |03-0

R 0 0 K;l K%z_ ~T3J L f23 J L Qg

En el balance de la variable secundaria ¢n los nodos a conectar ecuacién (1.21 b)

se obtiene como resultado:

o)+ 02)-0
l3)+(-03)=0

0

0

K\ Kl
Ky (Kp+K{)
0 K}
| 0 0

K% 0

<

2 3 3
(K3 + K1) K2
Al

3
K3

-

b’

1A +F

.f]l

2, .3
2+ h
3

> 4 <

2 )

PASO 4: IMPOSICION DE LAS CONDICIONES FRONTERA

To - 250°C

Q§=(3—x)‘g

Xp

=0

1

Q3
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b i b
&}, K 02 0 ||%o f -0
K}y (Kn+kKf)  Kp 0O NN _JA+A2(,] 0|
0 K3 K&H+KY) K ||| |2+ F 0
3 3 3
K 0 K3 Knl]lBzs) | f2 ] | O]
PASO 5: SOLUCION DE LAS ECUACIONES
m= ﬁ =0.249in”"!
k
h, = Longitud del elemento finito
h, =" =1i
e 3 in
2583 -2458 0 0 T(250] [933) [-o!]
—2458 4166 -1.458 0 * T 18.67 [, 0
> = < >
0 -1458 2166 -0458|| T, 18.67 0
0 0 -0.458 0583 || T3] (933 | 0 |
Solucién del sistema de ecuaciones para (7}),(73),(T3) ¥ (Q]1 ).
T, =218.85°F T, =191.07°F T; =166.18°F
TABLA 2.3
Comparacidn de resultados elemento finito solucién exacta
Temperatura Temperatura
Distancia desde la base Tres elementos lineales Solucién exacta
x in T°F T°F
0 250 250
1 218.85 218.75
2 191.07 191.12
3 166.18 166.72
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PASO 5: POSTPROCESAMIENTO DE LAS SOLUCIONES

1 ar _ °F
~gl =(3- = 94.49°F
O =G-x) s %, n

Q =Flujo de calor en la base de la aleta
-Q-= k(b:)iT =(120 BTV 0.25 in)(32.83°F)
dxx=0 hr- f-°F in

-0 =984.9 2T

Comparacién de resultados para la variablesecundaria elemento finito solucion exacta

Flujo de calor Flujo de calor
Tres elementos lineales Solucion exacta
0 i 0

984.9 985




Ejemplo 2.4 a. Considere flujo estable laminar de dos fluidos inmisibles e

71

incompresibles en una regién de dos placas paralelas estacionarias bajo la influencia de

un gradiante de presion.

Las velocidades en el fluido son ajustadas tal que la parte media inferior de la regi6n

esta llena con el fluido ( #; ) (fluido mas denso y mas viscoso) y la parte media superior

esta llena con el fluido (,) (fluido menos denso y menos viscoso), como lo muestra la

figura.2.4. Queremos determinar la distribucién de velocidades en cada regién usando el

método de elemento finito.
Las ecuaciones gobernantes para cada fluido son

du
—H dyzl =f0 ] — M3
donde f0=[P°_PL

u(-b)=0, uy(b)=0,  u;(0) =u,(0)

Solucionar el problema usando.

I) Cuatro elementos lineales
)y

k“f’gf"f" > IIH f ST
Y — b
L My
B S——

PEPELLP LS L LEILES LIS LI L LS P

— .

Figura 2.4 Fluidos en una tuberia

J es el gradiente de presion. Las condiciones frontera son



PASO 1: DISCRETIZACION

¥

Y

T T

he € _T;
¥ —*— A
YA ?

j)"

PASO 2: DERIVACION DE LAS ECUACIONES DEL ELEMENTO

Construccién de la forma débil.

Para el fluido mas viscoso.

0= fjw{— #

-]
o-

-1,

j?—ﬁ

dy

-

.

ay — i

w dul

p=

dy y

b o

dy =3 w(y)Q;

g
A

ﬂ dul
" dy

1 ~wy, )[m
Vs

du
dy

Suponer la forma de la solucién aproximada sobre un elemento finito.

Aproximacion Lineal.

€ 2 e e
w| =Yy uiwi(y)
J=l

1)



Sustituir la solucién aproximada en la forma débil.

)
dve( 2 dyt 2
0= [ W 2us | ~wify - Xw 505
JC =R 1
- .-
0= [ “TH us I |-vise - Dws000;
A At Y =

Las ecuaciones algebraicas pueden escribirse como:

2
0= Kjuj~ £ ~0f
j=l

donde

(i=12)

73

vdyf W]
« dy dy

=5 f:Wf@

Ki=m

e 2 € e 4

0F =D w05
=

Las ecuaciones anteriores pueden expresarse en términos de los

coeficientes (K, i, 0F ).

e e
Kfju i + K 5= N+of

e e
K3u 1+K§2"1 5 =f; +O;



En notacion matricial.

fof}-r i)

Para una malla con elementos lineales, la matriz de coeficientes [K e] y

el vector {f "’} se calculan de la siguiente manera.

Y dy d
y dy

ed'lfed e 7
Kfl=ﬂ1f d—l ;?dy=h'

€

ed e B
KS =i dyy dy; dy=_H
dy dy he
K3 =K},
d ed e B
Ky =m g du;jzdy=;:]

kL



f2=to[rutdy

€ e e J. he
S =f0f'/’1d}'=f02

fohe
2

fi=fo[rusdy=

PASO 3: CONECTIVIDAD DE LOS ELEMENTOS

Para cuatro elementos lineales.

[
——=0 ——0r 30— —»—0»
R
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Elemento(1)
% IK‘ 1 a4
11"11"' l2u12‘fl -Q
£l IK' | O R
241, + 22"12-f2 +0;
Elemento(2)
K|+ K- = 72 -0
i1, 12“12-f1 -0
X2 le | P
2%+ 22“12—f2 +05
Elemento(3)
Ku 1+K3 1= 3o}
1), + Kigug h -G
L L
K21u21+K22u2 z—fz +Q
Elemento(4)
Khul + Kbu 1=f4—Q4
| + Kk, =h —t
s, U 4 |1 4, 4
K21"21+K22"22—f2 +0,
1
wm =U
=%
| 2
p— :U
“12 “11 2
2 3
Uy, =2, =Us
3 4
Uy, =tz =Us
4
“22:U5

76



Las ecuaciones pueden expresarse en forma matricial.

v

-+

+ 9

A
0} +0f
0% +0}
03 +0f

4

0,

[}, X% 0 0 0o (U £l
Kn (Kh+Kf) Kb 0 0 ||Uz| |A+A4
0 K}  KL+K) K 0 RUsr=1/Z+£
0 0 K3y (Kn+kY) KL ||Us| | +A
| 0 0 0 K;l K;Z_J ».USJ f24
PASO 4: IMPOSICION DE LAS CONDICIONES FRONTERA
Uy(-b6)=0
Uy(b)=0
U (0)=U,(0)
K, Kb 0 0 olfo] [ A
K} (K +KD) Kb 0 0 ||U2| |A+A2
0 K3 (Kh+K) Kiy 0 RUst=3/2+ £
0 0 K3 (KL +Kh) Kb ||Us| |5 +A
| 0 0 0 K3 k3|10 /7
PASO 5: SOLUCION DE LAS ECUACIONES
Datos:
b=05m h,=025m
Py =200 kPa P, =190 kPa L=5000 m
P,—P N
fo=2—1 =2—
L m
4 =001 Pg-s 5.2 =0.86 (petroleo crudo a T =10°c)

Uy =0.00035 Pa-s

5.8, =0.68 (gasolina a T =10°¢)

"
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[ 0.04 -004 0 0 0 (0] 1] [-0!]
-004 008 -0.04 0 0 U, 2 0
0 -004 00414 -0.0014 0 Uy p=025 42¢+4 0 ¢
0 0 -00014 00028 -0.0014||U, 2 0
0 0 0 -0.0014 0.0014 || O 1) Qg
Solucién del sistema de ecuaciones para (U),(U3),(Us) (1) y(03)
U, =30.48 s’:g U, =48.30 s’:g Uy =202.72 s’:g
TABLA 2.4a
Comparacion de resultados elemento finito solucion exacta
Velocidad Velocidad
Distancia Cuatro elementos lineales Solucién exacta
ym U U
-0.50 0.0 0.0
-0.25 30.48 30.40
0.00 48.30 48.28
0.25 202.72 202.67
0.50 0.0 0.0

PASOQ 5: POSTPROCESAMOENTO DE LAS SOLUCIONES

N

Ol =1.469
m

N
m

01 =-0.533
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Ejemplo 2.4 b. Determine la distribucién de velocidades en cada region ejemplo (2.4 a),

usando dos elementos cuadraticos

1) Para dos elementos cuadraticos
Suponer la forma de 1a solucién aproximada sobre un elemento finito

Aproximacién Cuadritica
€ 3 e e
u =) uwi()
J=

Sustituir la solucién aproximada en la forma débil.

( e
d e 3 dv/, 3 .
0=£B H ;’1 > uf dyj —wifo -2 wi (V)05
al \Jj= y A
I \
0=f” Hy :;f > uj cb»j —vifo -2 v (05
‘L el J -l
[ 4 e\
d el 3 dW 3
0= "0 | 25 i - 2wi0ong;
A_ dy =l dy y J=1

0=2 Kiui - ff -0f (i=123)



donde

ff=h _E:Wf@

3
of = 2Wi010;

J=l

Las ecuaciones anteriores pueden expresarse en términos de los

coeficientes (K, (/' ). (7).

e
= S0t

e e
e [ e
Ky 1+K12"1 2+K13“1

e e e
K3 i K 2+K§3“| 3~ i+

e e e € e e
K3y 1+K§2“1 2+K33u, - 53 +0;

En notacién matricial.

Para una malla con elementos cuadraticos, la matriz de coeficientes [K "’] y

el vector {fe} se calculan de la siguiente manera,

80
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2
dyi dyi f -3 4y ]d
e _ a4, + y
Ky =p y=u h, (he)z

K ] - 4 4 8y f
. dyi dys f, 3 y I ]
: l J J 1 he (he)2 he (he)

- 4y 4y 1
cdyf dy§ -3, . }4}:

8y 4 8y
edys dys el 4 4 z},y
K3, =ﬂ|£' dy dy dy l-‘lf h, (he)2 h, (h,)

3 4 8y 4y 1
W3NSy Bl - J{ )=, |4y
K§3 = #I d} dj’ Yy ﬂl hg (he)z (he) he



-8 1
[Ke]=ﬂ -8 16 -8
el1 —g 7

ff=rH|vidy

e o e y 2y
fl“’=fofw1dy=fof(l—é](1—hﬂdy

- fﬂhe
6

£ =fo[rvsdy=1o ﬁ(;y}(l—:]d}

- 2f; {)he
3

_ . v 27 —
55 =1 ftiffgdy=fof (—:Il—hy}*’y

- fohe
6

jie

i

.]('38

0.5

{fe}zf(lhe 2
3 0.5



PASO 3: CONECTIVIDAD DE LOS ELEMENTOS

Para una malla con dos elementos cuadriticos.

t o
3
2 e-2
1
t o
t o
3
2 e—1
1
t o
Elemento(1)
1 1 1 1 1 l 1 1
Kyl + Kpuy + Ky = fi -G
1 2 3
1 1 i 1 1
Kl + K} + Ky _ =
ath + Kppwy  + Kas )
1 1 1
K;IIJ]1+K;2U|2+K§3u|3=ﬁl+gf}

83



Elemento(2)

2 2 2
2
K|+ Khu |+ K| = 2 -0F
1 2 3
2 2 2
2 2 2
Ky : + Kjuy )t Kjyu 3= 5
2 2 2
2
K3 o KiHu 2+K§3u| 3 = f{ +0?
Continuidad de la variable primaria
1
"11=Ul
1
uy =U
1,=U2
1 2 U
U =uy =
13=4%2, =05
2
Uy, =Us
2
"23=U5

Las ecuaciones pueden expresarse en forma matricial.

-

—

Ky

K},

K}, Kl 0 o

K3 Kl 0 0

Kh (Kh+K]) Kb Kb
0 K3 Ky K3
0 K KH K%

o

fil

f
i+

17

> 4 <




PASO 4: IMPOSICION DE LAS CONDICIONES FRONTERA

Uy(-b)=0
U,(b)=0
U (0)=U,(0)

Kl Kb Kl 0 o (0]
Ky Kn K} 0 0 ||U;
K}, Kl (Kh+kh) Kb K QU
0 0 K K3 K3 ||Us
0 0 ¢ Kk, k4|0

PASO 5: SOLUCION DE LAS ECUACIONES

Datos: Son los mismos que los del ejemplo 2.4 a

h,=b=0.5m

[ 0.0466 —0.0533 0.0066 0 0

—0.0533 0.1066 -0.0533 0 0
0.0066 —0.0533 0.0482 -0.0018 0.0002 {
0 0 -0.0018 0.0037 -0.0018
0 0 0.0002 -0.0018 0.0016 |

£ [-a

1 0
=iA A O
2 0
)18

0] [0.5)
U, 2
U, t=0333 { 1
U, 2
10 0.5




Solucién del sistema de ecuaciones para (U3 ),(U3),(Uy) o Ql] )y (Qg)

U, =30.19s’;'g U, =47.883:'g Uy =203.29 s:‘g
TABLA 2.4b
Comparaci6n de resultados elemento finito solucion exacta
Velocidad Velocidad
Distancia Dos elementos cuadriticos Solucién exacta
ym U et seg
-0.50 0.0 0.0
-0.25 30.19 30.40
0.00 47.88 48.28
0.25 203.29 202.67
0.50 0.0 0.0

PASQ 5: POSTPROCESAMOENTO DE LAS SOLUCIONES

I _ N
Ol =145 X

0; = ~0.522.%



ECUACION DE CUARTO ORDEN EN UNA DIMENSION

FLEXION DE VIGAS

Se analizara la formulacién del elemento finito en una dimensién de la ecuacién
diferencial de cuarto orden usando la teoria de Euler-Bernoulli.

En la teoria de Euler-Bernoulli, la flexién transversal (w) de la viga es
gobernada por una ecuacidn diferencial de cuarto orden.

d*(,dw) _ _
a?[b - ] = f(x) Q=(0,1)

Donde b=5b(x) y f = f(x) son funciones dadas de (x) (datos), y (w)esla
variable dependiente. La funcion (b = EI) es el producto del module de elasticidad ( E)
y el momento de inercia ( I ) de la viga, ( f) es la carga transversal.

PROBLEMA MODELO

f() 4

/ e
— . —

Figura 2.5 Flexién de viga




d?( d*w d*w

E(”?ﬁ]” @ M=b

y oM v _s
x &

PASO 1: DISCRETIZACION DEL DOMINIO

El dominio de la estructura (longitud de la viga) es dividido en un conjunto de

elementos, cada elemento tiene almenos dos nodos.
02 ¢ ¢ ¢ oMM

Figura 2.6a

Discretizacién de una viga

PASO 2: DERIVACION DE LAS ECUACIONES DEL ELEMENTO

En este paso se aisla un elemento tipico £2° =(x,,x,,;)

Variables

u u;
. Primarias
o ‘ﬁ -ﬁ uy (desplazamientos)

NRLE

Z
é o Ap 0 «tj Variables

Secundarias

oy Q;  (fuerzas)
— i
—

Figura 2.6b
Desplazamientos generalizados y fuerzas generalizadas



a) Construccion de la forma débil

d? [b dzw)=f(x) @.1)

i [ 3
_pen| dvd d*w d.d*w)ix.a
S G SO O

e

e[ AP dPw df,d*w) av( d*w

donde v(x) es la funcién de peso que es dos veces diferenciable con respecto a (x).

X
e+l (2.2)
xe

Introduciremos la siguiente notacion:

e | df,d*w e [, d*w
Ql "[‘ﬁ[bgy]:lxe Q2 "[b de ]xe

. | df,d*w . d*w
= e b = b—"_
o {m[ dx? )X Os dx? Xetl

Donde (QF ) y (03 ) representan las fuerzas de corte, (03) y (0} ) representan los

2.3)

momentos flexionantes (fig.2.6b). Las cantidades (Qf ) contienen momentos
flexionantes, que pueden también ser vistos como “fuerzas flexionantes,” €l conjunto
bf 03,03 ,QZ} es a menudo referido como las fuerzas generalizadas

Los correspondientes desplazamientos y rotaciones son llamados desplazamientos

generalizados .



| . d2v d? . a . . ( dv .
0=,[: [b&?ExTw" ]dx-v(xe)Ql -(—‘k]xegz—"(xeﬂ)Qs —(—dx]mett

0= B(v,w)-I(v) (2.4)

b) Suponer la forma de la solucién aproximada sobre un elemento finito.

4
W’ = Zlu}qb} (2.5
J=

Las funciones de interpolacién (®f ) (interpolacién cubica de hermite) pueden ser
expresadas en términos de las coordenadas locales (x ):

2.7)




91

dx 2 dx ?
2 gne -~
d @42 __ 2 (3 x "IJ 2.8)
dx he he
dof 12

dx * (k)
P56
dx > (k)
Po; 12
dx ° &)
o] 6
dx *  (h)?

MODELO DEL ELEMENTO FINITO. El modelo del elemento finito de la viga Euler-
Bernoulli es obtenida sustituyendo las funciones de interpolacién por w y las @ ; por las

funciones de peso v en la forma débil.

J=1

¢+| d¢e d2 e et g e
0= Z[[ 2 dxz }J’_L D; fdx-Q; (2.9 a)

Z “=Ff=0 (29b)
Jj=



donde
X - "'bdz(b‘g d* @
y= 2 7 &
dx“ dx

Ff = [0 fi+ 0f

(2.10)

Note que los coeficientes ( K} ) son simétricos (X i=K ;,- ). En notaci6n matricial,

pueden escribirse como.

Kii
K3
K3
| K&

Kiy
K34
K3

K

] (of]

=218 @2.11)
il |9
) |04)

Para el caso en el que (& = EI) y ( f) son constantes sobre un elemento, los

elementos de la matriz de rigidez [K ¢ ] y €l vector fuerza {F e} tienen las siguientes

formas especificas (ver figura 2.5).
6 -3h -6
[K" _2b|-3h 241 3k
BPl-6 3n 6
-3h K* 3k

(6] [Q))

{Fe}=fh "h>+‘Qz ,

12] 6 Oy

LB ) Q)

-3h

3k
2h?

2.12)



PASO 3: CONECTIVIDAD DE LOS ELEMENTOS

Para una malla con dos elementos

BN

4

)

4

0|

¢
Elemento 1 QEJ/

0}

u? "
R
* ¢

Qﬂ Elemento 2 QE‘J/
o 03

Figura 2.7 Ensamble de dos elementos

Balance de la variable primaria

u =U,

(2.13)
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[ 6 -3n -6 -3h 0o o |y
—3h 2n?  3h h? 0 0 ||U,
2EI| -6 3k 6+6 3h-3h -6 -3h||U,
W (-3 kB 3h-3n 2m¥+20° 30 B ||U,

0 0 -6 3h 6 3n||Us
0 0 -3 R 3h 20 ||Ug)
(6] | o
—h 0;
6+6 l +0?
SAOTANGTAL o1
12 |h~h{ |04+05
6 o
LA ) o

PASO 4: IMPOSICION DE LAS CONDICIONES FRONTERA

U1=0 U2=0
2.15)
0l +0f =0 0; +0} =0
(6 -3» -6 -3x 0 0](0) (6] [qg]
~3h 2h* 3K K 0O 0 |0 -h{ | o}
2EI| -6 3k 12 0 -6 -3r||Us| m|12 0
Bl-m » 0o a? 3 o, 12)o[")] o | (2.16)
0 0 -6 3 6 3h|Us 6 F
0 o0 -3n K 3k 27 )|lUg] | n) |-M,

Solucién del sistema de ecuaciones para (Qf ,Q;,U 3,Us,Us).



Ejemplo 2.5. Para el problema de la viga mostrada en la (figura. 2.8) determine
a) Las variables primarias desconocidas (desplazamientos generalizados)
b) Las variables secundarias desconocidas(fuerzas generalizadas)

AN\

ANAANNAN

le——— L —l

Figura 2.8 Viga empotrada en los extremos

La ecuacion diferencial que gobierna el problema es:

at (. d*w
@ {”a‘f}f"

b= EIl =cte.

fo =cte.

Datos:
L=10m
E=200x10" & 1=20x10"%m* fo=400%
m m

PASO 1: DISCRETIZACION DEL DOMINIO

| 1{ 2+ + t__j +N}N+l
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PASO 2: DERIVACION DE LAS ECUACIONES DEL ELEMENTO

En este paso se aisla un elemento tipico £2° = (x,,x,.)

Q;‘p Q:‘P Variables

. . Secundarias
Q 1 QJ (fuerzas)

s, i
F—

a) Construccion de la forma débil

2 2
dx2 dx2

o] , d d*w e dv ¢ 3 & i
e 2o (2],

b) Suponer la forma de la solucién aproximada sobre un elemento finito

4

e _ €p®

14 -Zlujd)}
j:

MODELO DEL ELEMENTO FINITO. El modelo del elemento finito de la viga Euler-
Bernoulli es obtenida sustituyendo las funciones de interpolacién por (w) y las (@ ;) por
las funciones de peso (v) en la forma débil.



j=l
4
S Kju§ - Ff =
j=1
donde:
e d2d>‘
B s P T

PASO 3: CONECTIVIDAD DE LOS ELEMENTOS

1) Malla con dos elementos =5 m

Jo
2] Elemento 1 Elemento2 [
.
-~
d h -— h -




Elemento(1)
Kyl + Khub + Kisus + Kygug = £l + Q)
Kju! + Klul + Kuy + Kyquh = f3 + 0}
Ky + Khub + Kjul + Ky =fl+0}
K] + Kjpuh + Kyl + Kb = f1+ 0}
Elemento(2)

Kiu? + Ku} + KEu? + K22 = 02
K3 + K5ud + K2l + K2} = 0F
Kiw? + Kjud + Kul + K2l = 02

2 2 2.2 2.2 2.2 2
K4]1J +K42u2 +K43u3 +K44u4 =Q4

Continuidad de la variable primaria

u1]=U1 ui=u%=U4
u;=U2 u§=U5
u;=u12=U3 u£=U6
- -, P r l'\ r ]
Kly K Kis Ky 0 0 ||t (A Qll
Kn Kn K K4 0 0|0 fzi 3
K Kn (Kn+Kih) (Ki+Kb) Ky KnlUsl_ |7 |oj+ol
Ki Ky (Ki+K3) (Kiu+Kn) K3 K3 ||Us| |7d[ |0k+02
0 0 K3 K3 K K3 ||Us 0 03
00 Ka ¢ K kiL|WUs) (0] | 0F
[ 6 -3k -6 —3h] (6] [Q
[e]- 22|30 2% 3 B ) —foh )l o]
K| -6 31 6 3 12 |6 |o
-3h K 3 2K A

.l




[ 6 -3n -6 -3» 0 0 ][U,) (6] o}
~3n 2k 3 K 0 o0 |lu, —h ol
261 -6 3h 12 0 -6 -3h||\U;| -fk) 61 105+0F|
Bl-3n n 0 4n® 3n R jlu[ 12 || |0}+02
0 0 -6 3 6 3hn|Us 0 0}
0 0 -3h K 3k 2K ||Ug 0] | ¢}
PASO 4: IMPOSICION DE LAS CONDICIONES FRONTERA
Ul=0 U2=0 U5=0 U6=0
Qs +0f =0 0 +0} =0
6 -3k -6 -3k 0 0 ](0)] (6] (o]
-3k 2% 3 K 0 0|0 -h| |o}
2611 -6 3h 12 0 -6 -3h|[Us| —foh|6] 0]
Wl-3k B o 4n* 30 K ||lU| 12 |h 0
0 0 -6 3k 6 3h]|O 0| |g?
(0 0 -3r K* 3n 2n* ]| O [0} |@F]
PASO 5: SOLUCION DE LAS ECUACIONES
Solucién del sistema de ecuaciones para (@], 03,U3,U,, 07 0D
TABLA 2.5a Comparacion de resultados elemento finito solucién exacta.
Solucién aproximada
Para dos elementos. Solucién exacta.
Us m -0.0013 -0.00129
U, rad 0.0001302 -0.0001300
N 1624 1625.31
0! N 374.4 374.69
O} Nom 2289.33 2293.22
0} N-m 1456 1040.12




2) Malla con cuatro elementos h=2.5 m

100

u) u) ul ul us u; us ug
=y PER IR P
1 2 4
01 0+ 0 0 +1 o 0} <10 1 O
4
o0 o o o o 0 & 04
Balance de la variable primaria
u =U; =0 u;—ulz—Ua u2=ug=U5 u;=0
u =U; =0 ug=uz =U, u} =uj =Uy ug =0
u; =uj =Us uz =uy = Uy
En la siguiente matriz solo se calcularan las variables primarias
. 2 2 2 171 (2
Ki+Kiy Ki+Kph K Kis 0 0 Us| [a
KL+k} kL+KL K3 K3 0 0 Ud b
K3 K  Kh+Ky Ki+Kip  Kj Ki  ||Us | _]c
K3 Kh  Kh+K3 Kiu+K)h o K K3 ||Us| |4
0 0 K3y K  Kh+K\y Ki+Kh||U7| |0
0 0 K3 K,  Ki+K3 KL+K3|\Us) |0
a=f3+ £ b=fi+f} e=fi  e=fi
TABLA 2.5b Comparacién de resultados elemento finito solucién exacta
Solucién aproximada Solucién exacta
Uy m -0.0009 -0.00089
U, rad -0.0004 -0.00035
Usm -0.0013 -0.00128
Ug rad -0.0001 -0.00013
Us m -0.0006 20.00054
Us rad 0.0004 0.000424




Ejemplo 2.6. Para ¢l problema de la viga mostrada en la (figura. 2.9) determine.

a) Las variables primarias desconocidas (desplazamientos generalizados).
b) Las variables secundarias desconocidas(fuerzas generalizadas).

200005
4 6 .
; N | > x
f—n —>t—n —t+—n —

Figura 2.9 Viga empotrada de seccion variable

La ecuacion diferencial que gobierna el problema es

2 2
d [bd wJ=0
x| di?

b= EI=cte.

Datos

Ib
h=20 in  E=30x10° =L
n
d1=4 in d2 =3 in d3 =2 in

1,=12566 in*  1,=3.976 in* I; =0.785 in*
PASO 1: DISCRETIZACION DEL DOMINIO

SR R BE B K L

lee— h:’l

101
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PASO 2: DERIVACION DE LAS ECUACIONES DEL ELEMENTO
En este paso se aisla un elemento tipico 2° = (x,,X,,)

Variables
Primarias

uy u3 (desplazamientos)
"5$1 ﬁu;
/[ 1 2
e
el eb Vil

or (0 (fuerzas)

T
—

a) Construccion de la forma débil

d2
P ("dxz}:“

o+ dz dz dV e e dv 1]
o=[ '(b—‘f_]dx Wz )0f ( dx]erz—V(xeﬂ)Qr'(‘ dx]xe+lg4

b) Suponer Ia forma de la solucién aproximada sobre un elemento finito

4
N
= Z"J ?;

j
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MODELO DEL ELEMENTO FINITO. El modelo del elemento finito de la viga Euler-
Bernoulli es obtenida sustituyendo las funciones de interpolacién por (w) y las (&) por

las funciones de peso (v) en la forma débil

4 » 2¢e qj
0= z[r b= dx};—ef

J=l

4
> Kfuj - Ff =0

j=l

donde:
2 pe d2¢e
[ﬁl d‘z E
d?  dx?
R =08

PASO 3: CONECTIVIDAD DE LOS ELEMENTOS

Para una malla con cuatro elementos.

“ll u; "12 u;" 1

1 1 2 2 3 4 3 4

TN ¥ M “ "2““\ “N

LR IR EX IR EX

2 2 W% )/

3 3

) ol Q3 Q4 03 < Qle
1 1 2 2
A O3 O O3




Elemento(1)
Kl + Kjzuh + Ky + Klgul = 0}
Koy + Kjpuy + Kjgu} + Kyul = 0}
K;Iu{ +K§2u; +K;3u; +K§4u1 = Q;

1. 1 1.1 1.1 1 1 1
K4]1«l| +K42u2 +K43u3 +K44u4 = Q4

Elemento(2)
2.2 2
Kll"l +K u2 +K|3u3 +K14u4 —Q]
K2]u1 +K22u2 +K u3 +K24u4 _QZ
2
Ky + KHul + Koud + Kl = 0]

2. 2.2 2. 52 2 2.2 A2
Kawi + Kjpui + Kjzuy + Kyug =0}

Elemento(3)
K + Kiyu3 + Ky + Kiyul = 0
K3 + K3u3 + K33 + K = 03
K3 + K33 + K33 + K3y = 03

Kglui; +K uz +K43u3 +K44u4 = Q4



oo o

k<]

KIIS K1l4 0
K%3 K;4 0
(K33 +KD) (Kh+KE) K3
(Kis +K3) (Kl +KD) K%
K3 k%
K} I ¢
0 0 K3
0 0 k3
[ o
o)
03 +0f
_loi+0i|
0} +0;
03 +03
—2000
| o |
[ 6 -3h -6 -3h]
_XED|-3h 2h* 3n K
T | -6 3m 6 3k
-3k K 3h 2K%]

0
0
ki
K3y

(KH+K) (K4 +KD)
(Kh+K3) (Ki+K3)

3
K3

3
K3
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PASO 4: IMPOSICION DE LAS CONDICIONES FRONTERA

K
1
K

(K33 +KD) (K +KD)
(Ki3 +K3) (Kl + k)

K
K3
0
0

1
Kia

1
Koy

K3
Ki
0
0

o
o
0;+0l =0
Qi +03 =0
0} +07 =0
Qi +0; =0
03 =-2000
Q; =0

0

0

K,}

K33

(K +K)) (K +Ky)
(K3 +K3) (Ki+K3)

3
K3

3
K4

0
0
Ky
K}

3

Ky
3

K
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PASO 5: SOLUCION DE LAS ECUACIONES
Solucién del sistema de ecuaciones para (Qf ,02,U3,U4.Us,Us,U7,Us)
(6 -3k -6 -34]
[K|]=2EI| ~3n 20 3n K
Bl-6 3% 6 3n
-3h B 3h 2K%]

6 -3k -6 -3h]
[K2]=21312 —3h 21 3K K

B |-6 3k 6 3h
-3n B 3k 2K%]

-

6 -3h -6 -3k
[K3]=21313 -3k 2K* 3n K

W |-6 3% 6 3h
-3 K 3K 2K

TABLA 2.6
Comparacion de resultados elemento finito solucién exacta
Solucién aproximada
Tres elementos Soluci6n exacta
U; in -0.0566 -0.070
Uy rad 0.0053 0.0085
Us in -0.27448 -0.226
Ug rad 0.0153 0.0180
Uy in -0.8082 -0.4524
Ug rad 0.0323 0.0349
Qll L bf 2035.6 2000
le Lbs —in -120256.6 -120000




Ejemplo 2.7, Para el problema de la viga mostrada en la (fig. 2.10) determine.
a) Las variables primarias desconocidas (desplazamientos generalizados).
b) Las variables secundarias desconocidas (fuerzas generalizadas).

@

x
f(x)=f.,sen( L]

. —]

Figura 2.10 Viga simplemente apoyada con carga senoidal

a” (b i‘;"}=f(x)

@t
b= El =cte.
()= f:,-sen[’fJ

PASO 1: DISCRETIZACION DEL DOMINIO

1+ 2+ + t——j +N +N+1
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PASO 2: DERIVACION DE LAS ECUACIONES DEL ELEMENTO

En este paso se afsla un elemento tipico £2° = (x,,Xg41)

Uy u3 Variables
Primarias
uif\ T\ ¢ (desplazamientos)
Uy
1 2

5.V o b Variales
of 05 (fuerzas)

a) Construccion de la forma débil.

d*{ d*w
dxz[”ﬁ]”
e+ d2 dzw
o= [ b o e
0= o+l d2Vd2W e dv € € dv 4
=i b?;?* —-v(x, )0} — _a‘x %, Q7 —v(xe)03 - —dx J%HQ:#

b) Suponer la forma de la solucién aproximada sobre un elemento finito.

4
w® = Zujd’j
J=1
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MODELO DEL ELEMENTO FINITO. El modelo del elemento finito de la viga Euler-
Bernoulli es obtenida sustituyendo las funciones de interpolacién por w y las @; por las

funciones de peso v en la forma débil.

4 2p¢ dip
0= Z[ mbd(z dx} rﬂl@jefdx"gf

j=l i’
4
S Kiu§ ~ f =0
j=1
donde
2
K- (o
dc° dx

F‘e= fﬁld)lefdx-l_gf

PASO 3: CONECTIVIDAD DE LOS ELEMENTOS

Para una malla con un elemento.
&,

- d
f(x)—foSCH(LJ

i r

ot —




e-1

Elemento(1)

Ll wl d vl d ol o al
Ky + Kjpuy + Kjquz + Kjgug = f; +0)

S IR T I D R |
Ky + Kppuy + Kyzuz + Koyuy = f + 0

Lol ol gl 1, el 1 oAl
Kijup + Kjjuy + Kyzug + Kyguy = f3 + O3

IR IR I B D I S PR |
Kty + Kgpuy + Kgyuz + Kgquiy = f5 +04

Continuidad de 1a variable primaria
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L2

f 1

Kh Kb Ky Ky ||U2|_|Al |0}
1 1
K3, K, Kl ki, ||Us il A
K Kb K k4|04 (A o]

-

[ 6 -3h -6 -3K

wBl-6 3 6 3
~3h B 3n 242

| ax), 3@ 26 |,
.fl Ffﬂ Sen[ L )|: (he)Z + (he)3 *

=\ 2 3
]___ e H — z(x) _ (x) d
fa= ffosen(L) x+ h, (he)z] x

L

V3?2 2x)°
1__ [ zx - d
g f"""?'"[u_(he)2 #y? ]

3 2



PASO 4: IMPOSICION DE LAS CONDICIONES FRONTERA

Ul=0
U3=0

0} =

0

kb kh[0) [A] (o]
Kl K2'4*U2_={f2‘}+4 0{
Ky KL||0] |A| |6
Kis Kiu|WUs ) o]

PASO 5: SOLUCION DE LAS ECUACIONES

Solucién del sistema de ecuaciones para (U,,U 4,Q]' ,Q;)

113

Datos:
fo =30000%¥ E=200x10° £ I=3x10"m"*
m
b=El L=10m
[ 7200 36000 -7200 -36000]( 0] (-9549633) (o]
~36000 240000 36000 120000 ||U 193531.6 0
+ <
-7200 36000 7200 36000 || 0 954896 [ ol *
|-36000 120000 36000 240000 J(U,| | -193498 | | o
TABLA 2.7
Comparacion de resultados elemento finito solucién exacta
Solucién aproximada
Un elemento Solucitén exacta
U, rad 1.61 1.58
U, rad -1.61 -1.58
ol N 95496.3 95492.6
ol N 95496.3 95492.6
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CAPITULO 3

PROBLEMAS EN ESTADO TRANSITORIO UTILIZANDO EL
METODO DE ELEMENTO FINITO

3.1 Introduccién
En este capitulo se desarrollaran los modelos de problemas del elemento finito en una
dimension en estado transitorio y esquemas para describir las aproximaciones en el

tiempo para convertir ecuaciones diferenciales ordinarias en ecuaciones algebraicas.
Consideraremos modelos de elementos finitos que incluyen segundo orden (en el
espacio) parabdlico (primera derivada en el tiempo) y hiperbélico (segunda derivada en

el tiempo) y de cuarto orden ecuacién hiperbdlica en conexién con la flexién de la viga.

Las ecuaciones de segundo orden parabélicas aparecen en transferencia de calor y en
mecanica de fluidos.

La formulacion del elemento finito en problemas dependiendo del tiempo se
compone de dos pasos.

1. Aproximacion Espacial . Donde la solucién u de la ecuacion bajo consideracion es

aproximada por la expresion de la forma.

u(x, ) sU*(x,0) = Y ui(Oyj(x) 3.1)
=1
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El modelo espacial del elemento finito de la ecuacién se desarrolla usando problemas
en ¢stado estable, mientras que se transportan todos los términos dependientes del
tiempo en la formulacién. Cuando la solucién es separable en funciones solo de tiempo y
solo de espacio, u(x,f) =T ()X (x), la aproximacion (3.1) se justifica, cuando la
solucién no sea separable, (3.1) puede representar una buena aproximacion de Ia

solucién, proporcionando incrementos de tiempo muy pequefios.

2. Aproximacion en el tiempo. Cuando el sistema de ecuaciones diferenciales es
aproximado en el tiempo, a menudo usando familias de diferencias finitas para las

derivadas del tiempo. Este paso permite la conversion del sistema de ecuaciones
diferenciales en un conjunto de ecuaciones algebraicas entre () a tiempo

to1 = (s +1)Af ,donde (Ar) es el incremento del tiempo y (5 ) es un entero.

Todos los esquemas de aproximacién en el tiempo para encontrar () en el tiempo
(1541) usando los valores conocidos de (u; ) de tiempos anteriores:

Asi, al final de los dos pasos, uno tiene una solucion espacial continua en intervalos de
tiempo discretos.

U(xt5) =D ui(ts Wi (x) (s=0]L...)
j=l1

Ecuacion diferencial modelo;
o ou. 9% o R
5@ a0 o ® o) oo +c2a—;‘=f(x,:) (3:2a)
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Las condiciones de frontera son de la forma

o & 0%
X )+ — b—

u(x,1) 0 @ o (x,0) ( )

y
2

%'x‘—(x,r) 0 b Zx;‘ en x=0,L (3.2 b)
y las condiciones iniciales.

cou(x,0) y cau(x,0) + c u(x,0) (32¢)

3.2 Modelos del elemento finito
La formulacién involucra la variacién espacial de la variable dependiente, en el que

se siguen los mismos pasos que se describieron en €l capitulo (2).

Construccion de la forma débil de la ecuacion (3.2 a)

0= [»{—( ——(562 2 8 +e, u+cl%+c2%j—u—f]

0= I[ axax Z:Z:+%W+C1WZ+02W;—2;‘*W]¢

-0y w(x4)— O3w(xg)—Or (- Z:)x,, —QA—‘Z)xB (33a)
donde

Ql=[—a%:—+i(b3:;‘) , Qz=(b2:;‘)

X 4 X4
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ou 0 o%y 82
Q;={*aax+&(bax2) =0 (3.3b)
Xp Xxp

sustituimos w = ¥;(x) ¥ (3.1) en (3.3 a), para obtener

d'/, L dy/ d2 .n dzw
B i J v
0= L[a Q. —=D+p= (jz=luj —h

dx 5 dx dx dx?
z 2 du; n d2y
rewi QU rawi YLy e, —Lv)-wif ]dx
= = = at
dy; dy;
- AX 4)— . - — - .
O (%4) - Oswi(xp) - O ( pe )xA Ou( & )xs
L P S ;o du;
0=,-Z=1 (K, + K+ M+ My —L + M — |- F (.4)
En forma matricial, tenemos
[K]{u}+[M‘]{u}+ [M"-]{a} ={F} (3.53)
donde
[x]=[k!]+[k2]+[m°] (3.5b)
0
Mif = rjco'/,iy’jdx
2 B
M,;I; = :clu/,-v/jdx, M = ff:%'ﬂ;dx
K!.=£'B dy; 4¥) 4 K3=["‘bd“"' Wi g (3.5¢)
AT a a  w a & '

Fi= [Py, i+ 0,
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3.3 Aproximaciones en el tiempo

Como casos especiales de la ecuacién (3.5 b) ecuacion parabdlica si ( [M2 ]-—- [0] )y
ecuacion hiperbotica s  [M]= [0] ). La aproximacion en el tiempo de (3.5 b) para estos
dos casos deberé ser considerada separadamente: en el Caso (1), ¢; =0; en él
Caso (2), ¢, =0.

Caso (1): Ecuacion Parabdlica.
| ia) + [k Jiu} = {F} (3.62)

Sujeta a las condiciones iniciales donde {u},

fdo = fuo} (3.6b)

donde {u},es el valor de Ia cantidad u en el tiempo ¢ = 0, mientras {u,} denota la

columna de valores # ;g .

E! método cominmente usado de resolver (3.4 a) es la familia de aproximacion «,

a =0, ( Diferencias hacia adelante, Euler ); orden de exactitud; O(4f), cond.est.

a = ; , ( Crank-Nicolson ), orden de exactitud; O((4f)?), estable.

a= —§  ( Metodo Galerkin ), orden de exactitud; O((4r)2), estable.
a =1, ( Diferencias hacia atras ), orden de exactitud = O(4¢) ,estable.

El sistema de ecuaciones (3.5 a) se transforma en un sistema de ecuaciones
algebraicas

[K ]s+1 {u}sﬂ = [K ]s {u]s + {F }.r.s+l (3.7a)
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donde
L., = b’ll]"‘ adt (K],
8], =] a-ayae,.a k], (3.7b)
{Plos = alafF o + 1-a){F),]

Estabilidad y Exactitud.

Exactitud de un esquema numérico es una medida de la cercania entre la solucién
aproximada y la solucién exacta, mientras que estabilidad de la solucién es una medida
de la relacién de la solucién aproximada con el tiempo.

Un esquema numérico puede ser condicionalmente estable si es estable solo cuando

ciertas restricciones en los incrementos de tiempo son satisfechas. Para todos los

esquemas numeéricos en el que (@ < %), la familia de aproximacidn es estable solo si

los incrementos de tiempo satisfacen la siguiente condicién de estabilidad.

2

A < M, =
(1-2a)d

(3.8)

Donde (4) es el mayor eigenvalor de la ecuacién de elemento finito (3.6). Note que
la misma malla que se uso para el anilisis transitorio debe ser usada para calcular los

eigenvalores.

Caso (2): Ecuaciones Hiperb6licas

M2 fu}+ [k = {F) (3.9)

Hay varios métodos para integrar ecuaciones de segundo orden. Algunos de estos
son, la familia Newmark de esquemas de integradores de tiempo es muy usada en
din4mica estructural. Otros métodos, como el de Wilson y el de Houbolt, pueden ser



120

usados para desarrollar 138 ecuaciones algebraicas de la ecuacion diferencial de segundo
orden (3.9).
En el método de Newmark () ¥ (8) son parimetros que determinan la estabilidad y

exactitud del esquema.

a=1, y=2B8=1],Método de aceleracion promedio constante (estable)
a=), r=28= %, Método de aceleracion lineal (condicionalmente estable)
a= % , y=28=0,Método de diferencias central(condicionalmente estable)
a=3, y=28= g , Método de Galerkin (estable) (3.10)
a=3, y=28=2,Método de diferencias hacia atrs ( estable )

Para todos los esquemas en los que (y¥{a) y (a 2 % ), los requerimientos de
estabilidad

n <, <[l ok @7 3.1)

donde w,,,, es la maxima frecuencia natural del sistema (3.9).

El sistema de ecuaciones (3.9) se transforma en un sistema de ecuaciones algebraicas

usando el método de Newmark:

(Rl fube = Fhesn (3.12a)

donde

[K ]s+l = [K ]m +a; [M ]s+l
Flosn = 1Fhen + ML (asful, +asfal, +aslal,) (3.12b)
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2
04 =—,
yAt /4
Note que los calculos de [K ] y {F} requieren las condiciones iniciales {u},, {a},.y

{#1}o- En la practica, no se conoce {1} Como una aproximacién, se puede calcular de

(3.9) ( se puede suponer que las fuerzas aplicadas sonceroen t =0 ):

fuly = [Alle({F}o ‘[K]{"}o) (3.13)

Al final de cada incremento de tiempo, el nuevo vector velocidad {n}.,, y el vector

aceleracion {},,, son calculados usando las ecuaciones

{ahor = a1 Qulyy — fu},) - ay 10} - a5
ko = 8}, + a2y {0}, +ay (3.14)
a; = aAt, ay =(1-a)M
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Ejemplo 3.1 Una barra delgada a una temperatura inicial de (6, ), aislada por todos
lados, menos por uno de sus extremos, que se somete a la temperatura de (6,), que es la

temperatura ambiente. La barra tiene una longitud ( L ), determine la distribucién de
temperaturas.

Ecuacién diferencial del problema

8’9 o8
$ o2 = ] 0(x{L
k
g =
pc
@ = Temperatura
& = Difusividad térmica
t = Tiempo
Condiciones de frontera
6(x,0) =6, O{x(L
9(03 t) = 00 4 )0
00(L,t) ~0 0
ox
7
8(x,0) =6, g
=
. —
é(0,¢) =8, M =0

Ox
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Normalizando

- t
r=9-% 2! x=*
& -6

La ecuacién diferencial y las condiciones de frontera del problema se transforma en

T or
o o (X (3.15)

T(X,0) =1
T(0,7)=0

e _, 0
ax

0( X<l
0

IR IPIP PP PP IR EP LIPS ITIT IR I I I I I PR TIP PRI I TP F I LTS /
s it e st i ?
TgX 0)=1 A
PEPFPLTLI IS ITIIPTFIT I ISP PRI T II R IP P I F I RS S A TR P A PP PP 2 i
G i i L e L L L L L

x ’
fe———  x-1 —

T(0,7)=0 A0

=0
ax
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El problema que se tiene es un caso especial de la ecuacién (3.2 a) con a =1,
b=0,co =0,6'2 =0, y f=0.

El modelo de elemento finito para (3.15) es dado por (3.6 a):

[M']{}}+[K]{T}={F} (3.62)
donde

I) Para el caso de un elemento lineal

1

SRR

i

2
e—-1
e oT(1,7)
T(0,7)=0 F) o
0,7) X
_ X Y
e(X) =1~ £(X) =
vy (X) e w2 (X) h
dyy _ 1 dy; 1

dX &, dX h
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Con las funciones de interpolacin y sus derivadas sé calcular (M) y (K ) después
se sustituyen en la ecuacion (3.6 a).

h,,[z 1]7.‘1+L[1 11 _[@
6127:2 k(-1 1]|] |0,

Usando la familia () de aproximaci6n (3.7)

(e Jo arale oL = e |- aea- ol e} + aealor ) +a-alpth)

h, +aAr h, aAr h, (-a)4r h_e+(l—a)Ar
3 h, 6 & {Tl} |3 h, 6 h, n) , .4
h, _adr h_e+aAr nJ ., h_e+ (-a)ar h, (-a)dr||T, ] 0>
6 h 3 b 6 h, 3 h,
donde

0; =a(Q])su +(1-a)Q));
Condiciones de frontera

M), =0 porque T(0,r)=0

1 oTr{,7) oT

=0 I que =0 =(g—- =
(3R por q ax O (aaX%XB 0

Condiciones iniciales

T)e=l, (=1 e  1=0
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h, + adr h, adr h, (1-a)Ar h, +(l-a)Ar
3 h 6 n |[0] |3 h, 6  h |[4],,[O
hy _adr h, eadz|n) . |k (-@)4r h _(-a)4r||T,] 0
6 h 3 b 6 A 3 B

1 Aar 1 ar

(3 h, +a h, XT2) s =[3 h, —(1-a) h, ](TZ).: (A)

para los incrementos de tiempo critico Az, se obtiene primero el 4, asociado con:

-4 [MJr}+[Kfr}=0

ol afabaly

-AhT. -
eZ_T_2=0 11:_62
6 h, (h,)

ﬂ_E:o A=

A =z— @ =
T 120 Ay 3

Por lo tanto ( Az, =0.6667) para que la solucién de la ecuacion de diferencias hacia

adelante (A) sea estable, los incrementos de tiempo deben de ser menores que
(4r,, =0.6667), de otra manera la solucion serd inestable.



Solucidn de la ecuacién (A) para A, =1

1 At 1
(3 h ta h, XT3) 41 =[3

TABLA 3.1a

ar
h —-(1-
. —( a)h

€

](TZ).!

(A)

Comparacién de 1a solucién del elemento finito con la solucién analitica de una

ecuacion parab6lica para un elemento lineal
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Tiempo T, T, T, T,
Solucion
At a=0 a=1 a=0.5 exacta
0 1 1 1 1
0.05 0.85 0.8696 0.8605 0.9969
0.10 0.7225 0.7561 0.7404 0.9493
0.15 0.6141 0.6575 0.6371 0.8642
0.20 0.5220 0.5718 0.5482 0.7723
0.25 0.4437 0.4972 0.4717 0.6854
0.30 0.3771 0.4323 0.4059 0.6068
0.35 0.3206 0.3759 0.3492 0.5367
0.40 0.2724 0.3269 0.3004 0.4745
0.45 0.2315 0.2843 0.2584 0.4119
0.50 0.1967 0.2472 0.2223 0.3708




II) Para el caso de un elemento cuadratico (Ejemplo 3.1)

b i+t~ o)
Mj = ﬁfw,-w,-d’f

K& = [Bd_“'iiﬂdx
y 4 dX dX

» I\\‘\\.\\\\

[y
o
Lol

|
|

T0,7)=0 o7 _,
ax
- X, 2X dyf 3 4X
fFX)=01-")1-== ="y
wi (X)=( he)(l he) ix = n
. 4X X dyt 4 8X
$(X)=""(- 2= "=
wZ( ) he( he) dx he hez
e X . 2X dvi 1 4X
=2 q-°= bad o BRI R il

128

(3.6 2)
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Con las funciones de interpolacién y sus derivadas se calculan { M} i)y (K : )} después

se sustituyen en la ecuacién(3.6 a).
, -1 7 -8 1
pre]=F1 2 16 2 [ee]- 2 |-8 16 -8
-1 2 4 ‘Lr -8 7
[«

h42—1’{117—81T, 0,

‘{2 16 2 ﬁT2>+§-}-'— -8 16 -8[Thp=1{0,

-1 2 4flr;] L1 -8 7B |o

Usando la familia @ de aproximacién (3.7)

(lMe]+ Ale"b{Te }M = ([M‘ ]— Ar(l - a)[K"b{:r“ }5 + Ar(a{Q‘ }H, +(1- a){Qe }, )

4h"+7aAr Zk“’—sadr —h"+laAr

30 " 3k, 30 3k, 30" 3h, T1

8 . M0 16 2 8 N

30 34 30 3A, 30 “3p0 ||

— 3

e +—LMT &—iwjr 4k, ey 7 adr SH
ERE 30 3k 30 " 35, % |
) N i

4, (1 a)Ar Zh (1 a)Ar (1-a)4ar

30 3h, 30 7 3h, 30 3h r o
2, 8 16h, 16 %, 8

e 3 a—ar % (1-aya + 5 (-a)ar liT

30 3h d-aar 5 3h A=a)dr g+ g, (-0)7 K +ar gz
—h, 2, ah, 1 3, )

1-a e 1-a)4

30 3h T 30 " am, ,, d-adr ~ap, 1747
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donde
0; =a(Q])syy +(1-aX0}),
Condiciones frontera.

U, =0 porque u(0,7)=0
0, =0
03 = a(Q}) sy +(1-2)(Q));

oT- oT-
0, =a{(-i) } +(1—a){(~3—) } =0
ox e §+1 ex e L4
Condiciones iniciales.

(T3 =1, (I3)g=1 en =0

Yoy T oae e 8 R 1
30 3k, 30 3, 30 3h, 0
ZL S S S C I S I |
30 3}1 30 3h, 30 3h, T
- 3
he+ l ar &—iadr 4k, +Ladr ™
| 30 3h, 30 34, 30 3h, |
[ 4h, 2h, ~h, 1 ]
71 A ¢+ —(l-a)dr ¢ - -a)A
o 3h (l-a)ar 30 *an, ( -a) 30 3h (1-a)ar A o
2h, 16k, 16 2h,
1-a)A ——+—(-a)Ar KT.
30 +3he( DA o T, 30 3h( -@)ar - ta g
~h, 1 2h, , 8 an, 7 3l
-——(-a)4 -a)Ar - -a)d
30 3, OO 50 Tap, OO 50 Ty, 009 i




Simplificando el sistema de ecuaciones
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16h, 16 . 2 _8
30  3h, 30 3h, Tz} )
%___8__ 4h¢+ 7 adr T3 s+l
|30 3, 30 3h,
16k, 16 2h, 8
- T (-a)ar S+ ———(1-
30 ~3p, 1T 5o Ty @M
2h, 8 ah, 7 T
+ —-a)At - l-a)Ar [\3
| 30 3»8(1 ) TR
Para b, =1, =05, Ar=0.05

06666 0 |[T2] _
0 0.1916)|73),,, 01333

TABLA 3.1b

04

0.1333](T;
0.7499 |1, |

Comparacion de la solucion del elemento finito con la solucién analitica de una

ecuacién parabdlica para un elemento cuadrético.

Tiempo T, T; Ty
At a=0.5 a=05 Solucién
exacta
0 1 | 1
0.05 0.8000 1.087 0.9969
0.10 0.6972 0.9819 0.9493
0.15 0.6146 0.8692 0.8642
0.20 0.5425 0.7676 0.7723
0.25 0.4789 0.6777 0.6854
0.30 0.4228 0.5983 0.6068
0.35 0.3732 0.5282 0.5367
0.40 0.3295 0.4663 0.4745
0.45 0.2909 0.4116 0.4119
0.50 0.2568 0.3634 0.3708
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1IT) Para el caso de dos elemento cuadratico (Ejemplo 3.1).

[pae }{f‘}+ ke ry=oe} (3.69)

M = [Py o

e _ dWl dv’.f
K= ™

ij

— X, 2X dyi 3 4X
E(X)=(1- - _1=.._+__
5 44X . X dy; 4 8X
€ X=—(1-— ko A Sl

X, 2X dy; 1 4X
Vi) =-2(1-22) avs __ 3

h, b, dX h, p?



