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Con las funciones de interpolacién y sus derivadas se calculan (M}) y (Kj;) después

se sustituyen en (3.6 a).
) -1
[Me]=33 2 16 2
-1 2 4
-8 1
ke]-1]-8 16 -8
3k,
1 -8 7
r-l’
- Tl - !
) 4 2 -1)|, , 7 -8 1] |G
{2 16 2 .T‘2.+§h— -8 16 -8RTy1={0}
-1 2 4zt T¢[1 -8 7]|n) |0k
[ )

Ensamble de elementos.(Balance de la variable primaria)

~ e ] ~ e ~je
n 1 I I
~3le ~] e e M
- - 3

[

-3 e

L¥3 ]

~Je
LR
!
o
tn
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(e |+ azalke hirel,,, = v |- sea-alie e} + actalor ), +a-alot))

2
-1
0

0

2 -1
16 2
2 8
0 2
0 1

0
0
2

0"|
0
-1

16 2

2

4

Usando la familia (&) de aproximacién (3.7)

1 0
-8 0
14 -8
-8 16

1 -8 7,

0|

5
0

1. 2
O3 + 0
2

B o

J
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0 =a(Q7)sn + (1 —-aXQi)s
Condiciones frontera.

(R)s=0  0,=0, g; =0, 0, =0, 05 =0
Condiciones iniciales.

(M)o=1, (D=1, To=l  (Ts)=1
Sustituimos las condiciones frontera y las condiciones iniciales en el sistema de

ecuaciones algebraicas para (h, =0.5, a=0.5, A4r=0.05).

[0.533 -01 0 0 (7] 0 0166 0 0 (1]
-01 0366 -01 0 <T3} _|0166 -01 0.166 —0.0334T3r
0 =01 0533 -0.1]|T, 0 0166 0 0.166 ||T,
| 0 0 -01 0183|\T5),,, [ 0 -0033 0166 -0.05]|Ts),

TABLA 3.1¢
Comparacion de la solucién del elemento finito con la solucién analitica de una

ecuacién parabolica para dos elementos cuadréticos.

Solucion
Tiempo Exacta
Ar T, T Ty T Ts
0 1 1 1 1 1

0.05 0.4903 0.9488 0.9891 0.9941 0.9969

0.1 0.4256 0.6889 0.9151 0.9547 0.9493
0.15 0.3361 0.6445 0.7998 0.8825 0.8642
0.20 0.3025 0.5395 0.7212 0.7626 0.7723
0.25 0.2607 0.4914 0.6287 0.6925 0.6854
0.30 0.2330 0.4241 0.5618 0.5998 0.6068
0.35 0.2039 0.3810 0.4923 0.5385 0.5367
0.40 0.1813 0.3324 0.4377 0.4701 0.4745
0.45 0.1594 0.2964 0.3849 0.4192 0.4194
0.50 0.1414 0.2601 0.3413 0.3678 0.3708
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Ejemplo 3.2 Una barra delgada a una temperatura inicial de (8,), aislada por todos
lados, menos por uno de sus extremos, por el que intercambia calor con el medio

hambiente. La barra tiene una longitud (L ), determine la distribucion de temperaturas.

Datos:
6, = Temperatura inicial =100°F

6,, = Temperatura del media hambiente = 1600° F

Bty
hr- 2 —°F

B = Coeficiente de transferencia de calor por conveccion = 5

Bru
hr-fi-°F

k = Coeficiente de transferencia de calor por conduccién = 0.54

28{:4

C, = Calor especifico = 0 16, °F

p=Densidad=144%'
L =Longitudde labarra=1 f

k
¢ = Difusividad térmica = —
pC

t = Tiempo

Ecuacién diferencial del problema

£ 8%0 _ bl 0¢x(L
& o

Condiciones de frontera

B(x,0) =, O(x(L

280,1) _, £0

ox
26(L,1)
o

-k = p0-6,) da
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WW/%WZ‘WW

b/

g 8(x,0) =6,

Z

”WWW#/ A
.
e ——]

36(0,¢1) o(L,1)
—7=0 -k——==5(0-6
e e PO -6,)
Normalizando
- !
6, -6, I? L

La ecuacion diferencial y las condiciones de frontera del problema se transforma en.

2
6_721 _or (0.4
ax*- or
T(X,0)=1 (X1
TED )0
ax
oT(L,7)
—k—-22=0T(,7 )0
X AT(l,7) )
L
g T(X,0)=1
Z
U R IR
=
— x=1 ——
o0 _,q RALD_ g

T T ax
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El problema que se tiene es un caso especial de la ecuacion (3.2 a) con a=1,b=0,
c,=0,¢c5 =0, f =0. El modelo de elemento finito para(3.15) es dado por (3.6 a):

[M' }{T} +k¥r}={F} (3.6 8)

donde

sdy; dwf
R e

I) Para el caso de un elemento lineal (Ejemplo 3.2)

1‘1\\\\\\\*

—
)
|
(S
o

|
l

ar(l,z7) _

8T (0,7) —k BT
={
- X X
wi(X)=1->— y3(X)=
h, h,
dyi _ 1 dy; 1
dX  h, dX b,

Con las funciones de interpolacién y sus derivadas sé calcular (M) y (K ) después

se sustituyen en la ecuacion (3.6 a)

L -



Usando la familia (o) de aproximacion (3.7)

(e [+ aralie Yrel,., = bt |- aza-apfice e, + Aralp | +1-2)pt )

he
3
h,

6

adr
+
h

e

adr
h,

—

donde

h

¢

6
he
3

_ aAt
he
adr

ke

{

4
4

|

s+l

O\t\a-mn}'

Qi = a(Q;] Jsn +(1- a)(Qil)s

Condiciones frontera.

O = (05 +(1-aXQ);

Q= a{(—a

0, =a(0});1 +(1-aX0h);

or
Q2 =a{_(_aaX)XB }S-H +(l—a —(—a Z;)XB}

+

(1-a)ar
h,
(l1-a)ar
k,

oT oTr
% }M +( —a){(—a aX)xA}

O, =a(=F13) s +(1-a)-BTy),

Condiciones iniciales.

(Ti)o =1,

(T3)p =1

n

=0

h

e
6

ke
3

5

(1-a)Ar

+
he

B (1-a)ar

he

=0

s

{T

1
/4

}s anf

Sustituimos las condiciones frontera y las condiciones iniciales en el sistema de

ecuaciones algebraicas.

O
Oy
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-+
S

N
=

N ¥ w|,€-‘"

he

h, asr
6 & (T
h_e+adr T,
3 b

-+l

h, (1-a)dr
37 p,

l:; + (1-a)4ar

he

a)Para h, =1, a=0.5, Ar=0.01875

ATQZ = —00468(T2 )5.+| - 0.0468(T2 )s

0.3427 0.1572|| 1}
0.1572 0.3895

TABLA 3.2a

T

}s+1

|

0.3239 0.1760
0.1760 0.2771

h, N (1-a)Ar
6 h,
h, _(-a)dr
3k

44

T
I
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o

Comparacién de la solucion del elemento finito con la solucién analitica de una

ecuacion parabélica para un elemento lineal

Solucién Solucion
Tiempo exacta exacta
ar I I 1y T,

0 1 1 1 1
0.01875 1.1353 0.7051 1.0210 0.3500
0.03750 1.1900 0.5343 1.0082 0.2798
0.05625 1.2000 0.4300 1.0034 0.2379
0.07500 1.1865 0.3719 0.9950 0.2102
0.09375 1.1598 0.3326 0.9810 0.19504
0.11250 1.1266 0.3060 0.9616 0.1753
0.13125 1.0505 0.2867 0.9384 0.1633
0.15000 1.0533 0.2716 0.9127 0.1534
0.16875 1.0160 0.2590 0.8853 0.1450
0.18750 0.9797 0.2481 0.8572 0.1377
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b)Para h, =1, @=05, Ar=0.0375

A0y =—0.09375(T,),,1 —0.09375(T;),

03520 0.1479](T;| _[0.3145 0.1854](T;
0.1479 0.4457|7, ), |0.1854 0.2208||T; ],

Tabla 3.2aa

Comparacion de la solucion del elemento finito con la solucién analitica de una

ecuacioén parabdlica para un elemento lineal

Solucién Solucién

Tiempo Exacta Exacta

4r (i I 4 n

0 1 1 1 1
0.03750 1.2053 0.5114 1.0082 0.2798
0.07500 1.1959 0.3579 0.9950 0.2102
0.11250 1.1312 0.2994 0.9616 0.1753
0.15000 1.055 0.2686 0.9127 0.1534
0.18750 0.9809 0.2466 0.8572 0.1377
0.22500 0.9105 0.2281 0.8005 0.1255
0.26250 0.8448 0.2114 0.7452 0.1152
0.30000 0.7838 0.1961 0.6904 0.1049
0.33750 0.7271 0.1819 0.6356 0.0946
0.3750 0.6745 0.1687 0.5808 0.0843
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IT) Para ¢l caso de un elemento cuadrético (Ejemplo 3.2)

[M‘ }{T} +[k¥r}= {0} (3.6 2)

.}\\\\‘\\\\

1 2 3
e—1
— & —
or(0,7) oT(l,1)
bl Nt AP B Dol A A
oX k oX z
X 2X dwe 3 4x
fX)=(1-=)1-== L= Ty 2
w (X)) =( he)( he) ax " h
- 4X X dv, 4 8X
X =2(-= v _ % _ 24
W2( ) he( he) dx he he2
- X, 22X dys 1 4Xx
] X === __i=__ it
Vi) =—1-0=35) ax ~h

Con las funciones de interpolacién y sus derivadas se calculan (M[) y (K;;) después

se sustituyen en (3.6 a).
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L4 2 - -8 1
lael=el 2 16 2 ke]=11-8 16 -8

30 3h

-1 2 4 ‘L1 -8 7

4 2 -1)|N 7 -8 1n) (@
<12 16 2 , - - -
30 172 *ah 8 16 -8KT,}1=10,

-1 2 4|z, 1 -8 7|6 |os

|

Usando la familia ¢ de aproximacién (3.7)

(ote |+ asalke fired.,, = Qve - aca-alke Jre), + acalor),,, +a- o },)

4h, T . 2h 8 b 1
30 3h, 30 3A,
2

he _ 8 aAr 16k, + 16 adr -z—hi—iadr Ty =
30 3k, 30 3k, 30 3, ;

- 3
‘ + : T 2h, _ 8 aAr i‘—hi+ 7 adr
30 3k 30 3h, 30 3K,

(4, 7 B, 8 h 1 ]

- 1-a)A €+ 1-a)Ar € _ 1-a)Ar

W T T T O
2h, 8 e

+—(1-a)4 £ -—(1-a)dr + l-a)dr KT, +At
30 309 F TR ¥ E;f;e( ) : gj
h, 1 , 8 ’ s

- (11— —r —(1-a)4a -—((1-a)A

(l-a)4 0 +—(-a)dAr 30 3he( a)Ar




donde

0i =a(0 )51 +(1-a)@D),

Condiciones de frontera.

O = a(Q]) o +(1-a)OD),

a7, aT,
O =a{(-a a{‘: )xs}m +(1—a){(—aa—“1) X }s =0

0, =0

0s = (04,4 +(1 -@)O),

oT. oT.
Q3 = a{(—aEXl)Xﬂ} o + (1 -a'){(—a i)XB}

s

0 =af- fT3},,, +(1-a){- B3},

Condiciones iniciales.
M) =1, (Ty)e =1, (TG)y =1 en

s

7=0

Sustituir las condiciones frontera y las condiciones iniciales en el sistema de

ecuaciones algebraicas.

dhe T a2
30  3h, 30
2h _ 8 . 16k,
30  3h, 30
~h 1. 2,
| 30 3n, 30

...3_};

16
+
3h,

_ 8 s

3h,

h, 1
-+ ——ad
30 3,0
2h, 8
30 3h,

4k, +LaAr

aAr

30 3K,
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4h 2;, -h, 7
(1 —-a)Ar
16h, 16 2h 8
¢+ ——(1 a)Ar - (-
30 3h ) 0 34, (1-a)ar 30 3h (1-a)dr KT, +4r QO
~h, 2h, , 8 4h, I !
—(-a)ar —a)Ar - d
ED 3h M4 30 *ap, 0 DA o j Q- oac
a)Para h, =1, a=0.5, Ar=0.01875
470, =—0.0468(T,),,; ~0.0468(T,),
0.1552 0.0416 -0.0302|[T; 0.1114 0.0916 -0.0364|[T;
0.0416 05833 0.0416 [T, = 0.0916 0.4833 0.0916 [T,
—0.0302 0.0416 02020 ||T3),,, |-0.0364 0.0916 -0.0646|(T; s
TABLA 3.2b
Comparacion de la solucion del elemento finito con la solucién analitica de una
ecuacion parabdlica para un clemento cuadratico
Solucién [Solucidn | Solucion
Tiempo exacta exacta exacta
ar I I I h I 5
0 1 1 1 1 1 1
0.01875 0.8932 1.0425 0.5117 1.0210 1.0040 0.3500
0.03750 0.9524 0.9869 0.4143 1.0082 0.9702 0.2798
0.05625 0.9886 0.9359 0.3633 1.0034 0.9636 0.2379
0.07500 1.0012 "0.8930 0.3280 0.9950 0.8761 0.2102
0.09375 0.9980 0.8559 0.3021 0.9810 0.8326 0.5812
0.11250 0.9850 0.8230 0.2824 0.9616 0.7932 0.1753
0.13125 0.9658 0.7930 0.2669 0.9384 0.7575 0.1636
0.15000 0.9429 0.7653 0.2541 0.9127 0.7248 0.1534
0.16875 0.9180 0.7392 0.2431 0.8853 0.6947 0.1450
0.18750 0.8920 0.7146 0.2335 0.8572 0.6666 0.1377




b)Para p =1,

=05, Ar=00375

ArQ = =0.0937(1;),,, - 0.0937(T;),

0.17708 0.01666 -0.0270](7;
0.01666 0.63330 0.01666 KT
—-0.02708 0.01666 0.27070 ||T,

TABLA 3.2bb

5+l

0.08958 0.11666
=| 0.11666 0.43333
—-0.03958 0.11666

147

~0.0395](7;
0.11666 [{ T,
~0.0041] |73 ]

Comparacion de 1a solucion del elemento finito con la solucién analitica de una

ecuaciéon parabdlica para un elemento cuadratico

Solucion | Solucién | Solucion

Tiempo exacta exacta exacta

ar T T, } i T T

0 1 1 1 1 1 1
0.0375 0.8903 1.0212 0.2955 1.0082 0.9702 0.2798
0.07500 1.0280 0.8807 0.3539 0.9950 0.8761 0.2102
0.11250 0.9853 0.8240 0.2714 0.9616 0.7932 0.1753
0.15000 0.9477 0.7635 0.2545 0.9127 0.7248 0.1534
0.18750 0.8938 0.7141 0.2319 0.8572 0.6666 0.1377
0.22500 0.8410 0.6680 0.2164 0.8005 0.6155 0.1255
0.26250 0.7892 0.6257 0.2019 0.7452 0.5694 0.1152
0.30000 0.7401 0.5861 0.1890 0.6904 0.5233 0.1049
0.33750 0.6937 0.5492 0.1770 0.6356 0.4772 0.0946
0.3750 0.6501 0.5146 0.1658 0.5808 0.4311 0.0843
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IIT) Para dos elementos cuadraticos (Ejemplo 3.2)

[M' ]{T} +[k¥r} =10} (3.6 a)

M{}: = E:W:Wjdx

dw. d
K§= 8dY; Wde
AdX dX

N

SPBNN
l

1 2 3 4 5
o B ——p— R —
Q) _, _ Ty _ T
ax )¢
- X, 2X dyf 3 4X
e X =[]- 1-— —_— st ———
vi (X)=( he)( he) ax " n e
X X dy; 4 8X
3(X)y= " (- = -
WZ( ) he( he) dX he hez
- X 02X dvs 1 4X
(X)) =-=(-= — =y
w3 (X) he( he) ax " w2

Con las funciones de interpolacion y sus derivadas se calculan (M) y ( Kj;) después

se sustituyen en la ecuacién (3.6 a).



-1

el 2 16 2

1
[K"]=31 -8 16 -8

-1 2 4 ‘11 -8 7
o )
T} '
4 2 -1 7 -8 1](7 8
3(") 2 16 2 <T;»+3’l’ -8 16 -8KT,;= Q;
-1 2 4 }.; ‘11 -8 7||n ol
X J
Ensamble de elementos (Balance de la variable primaria)
T1=T T!=1;
T3=T7}=T; T2=T4
T§=T5
4 2 -1 0 o]|T 7 -8 1 0 o]R o)
h216200T21—816—800T2 ;
33 -1 2 8 2 —1<}3»+;h— 1 -8 14 -8 1 (TGr={0l+Q?
0 0 2 16 2;,4 ‘10 0 -8 16 -8{|7, 032
LO 0 "‘1 2 4_ ].‘5 L.O 0 1 —8 7-|LTSJ Q32

Usando la familia & de aproximacién (3.7).

Qe |+ acalke e = e |- ara-alke e, + artelo o + -0t

149
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donde

Q;' =a(Qf)s+l +(l_a)(Qie)s

Condiciones frontera.

0=0, O,=0, {gy=0, g,=0

o =a{—(—-a g;)m} +(1"“){-(ag)xd}

ax

5+l
Os = at- fs}, +(1-a)f- AT},

Condiciones iniciales.

(T])o =1, (Tz)o =1, (Ts)o =1, (T4)o =],

a)Para p, =0.5, =05, Ar=0.01875
AQs = —0.0468(T5) .,y —0.0468(T5),

5+l

(Ts)o =1

[ 0.1552  0.0416 —0.0302 0 0 ()
0.0416 05833 00416 0 0 T,
-0.0320 0.0416 03104 0.0416 —0.0302K7T;¢
0 0 0.0416 0.5833 0.0416 ||T,
|0 0 ~00320 00416 0.2020 |75
[ 0.1114  0.0916 -0.0364 0 0 (R[]
00916 04833 00916 0 0 T,
-0.0364 0.0916 0.2229 00916 -0.0364(T;¢ + Az
0 0 00916 04833 0.0916 ||T,
0 0 —0.0364 0.0916 0.0646 ||T5]
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TABLA 3.2¢

Comparacion de 1a solucién del elemento finito con 1a solucion analitica de una

ecuacion parabélica para dos elementos cuadriticos.

152

Tiempe

At

0

0.01875

0.9880

1.0047

0.9464

1.0381

0.5205

0.03750

1.0031

0.9950

0.9763

0.9917

0.4082

0.9702

0.05625

1.0056

0.9926

0.9950

0.9426

0.3587

0.9916

0.9236

0.07500

1.0024

0.9937

1.0011

0.8989

0.3272

0.9734

0.8761

0.09375

0.9985

0.9955

0.9992

0.8604

0.3038

0.9501

0.8326

0.1125

0.9955

0.9968

0.9926

0.8264

0.2852

0.9238

0.7932

0.13125

0.9938

0.9971

0.9830

0.7960

0.2699

0.8959

0.7575

0.15000

0.9929

0.9965

0.9717

0.7687

0.2569

0.3672

0.7248

0.16875

0.9926

0.9958

0.9593

0.7439

0.2456

0.8383

0.6947

0.1875

0.9925

0.9926

0.9464

0.7213

0.2357

0.8095

0.6666




b)Para b, =0.5, @=05, Ar=0.0375
4105 =-0.09375(T5) 4 ~0.09375(T5),

TABLA 3.2cc

[ 0.1541 —0.0666 —0.0041 0 0 (&)
-0.0666 0.4666 -0.0666 0 0 |7,
~0.0041 —-0.0666 03083 —0.0666 —-0.00413T3: =
0 0 -00666 04666 -—0.0666(\T,
0 0  -00041 -00666 0.2478 ||T5],,,
[ -0.0208 0.1333 -0.02916 © 0 5
0.1333  0.0666 0.1333 0 0 ||I
-0.02916 0.1333 —0.04166 0.1333 —0.0291 K73 ¢ + At
0 0 0.1333  0.0666 0.1333 ||T,
0 0 -0.02916 0.1333 -0.1145){T;]

153

Comparacion de la solucion del elemento finito con la solucion analitica de una

ecuacion parabblica para dos elementos cuadraticos

Solucidn
Tiempo exacia

At Tl T2 T3 T4 TS Tl

0.0375 [0.9958 |0.9935 10.9615 10.8815 |0.2113 |1.0082

0.0750 10.9900 |0.9765 |0.9397 |0.6603 |0.4566 |0.9950

0.9734

0.1125 10.9618 10.9423 {0.8014 |0.6388 (0.2187 }0.9616

0.9238

0.1500 10.9368 |0.8884 |0.7879 |0.5388 |0.3063 ] 0.9127

0.8672

0.1875 |0.8726 |0.8434 |0.7602 |0.5190 ]0.2068 |0.8572

0.8095

0.2250 |0.8369 |0.7857 (0.6768 |0.4636 |0.2372 | 0.8005

0.7535

0.2625 [0.7763 [0.7433 [0.6163 |[0.4423 |0.1894 |0.7452

0.7002

0.3000 [0.7367 [0.6930 [0.5879 |0.4053 |0.1967 |0.6904

0.6469

0.3375 10.6852 |0.6526 |0.5426 |0.3837 [0.1702 |0.6356

0.5936

0.3750 [0.6463 [0.6094 |0.5133 |0.3557 |0.1681 |0.5808

0.5403
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CAPITULO 4

PROBLEMAS EN DOS DIMENSIONES METODO DE ELEMENTO
FINITO

4.1 Introduccion

El anélisis del elemento finito de problemas en dos dimensiones involucra los
mismos pasos basicos que se describieron para problemas en una dimension en €l
capitulo (2).

El anilisis es algo complicado porque los problemas en dos dimensiones
son descritos por ecuaciones diferenciales parciales sobre regiones de geometrias
complejas.

La frontera (I") de un dominio en dos dimensiones (2) es, en general, una curva.

Las mallas del elemento finito consisten de elementos en dos dimensiones, tales
como tridngulos, rectangulos y o cuadrilateros.

La posibilidad para representar dominios con geometrias irregulares por una
coleccion de elementos finitos hace del método una herramienta practica para la
solucién de problemas de valores en la frontera, valor inicial, y eigenvalor en varios
campos de la ingenieria.
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4.2 Problemas con valores en la frontera

4.2.1 Ecuacién modelo
Considere el problema de encontrar la solucién ( u ) de la ecuacién diferencial parcial
de segundo orden.
—aax—(a“?;+au zj—aay[GZIZ"Fan 2‘]+amu-f=0 (4.1)

4.2.2 Discretizacion del elemento finito

La representacién de una region dada por un conjunto de elementos ( discretizacion o
generacion de malla ) es un paso importante en el anilisis del elemento finito. La
eleccién del tipo de elemento, numero de elementos, y la densidad de elementos
dependen del dominio de la geometria.

Figura 4.1

Discretizacion de un dominio por elementos

triangulares y cuadrilateros.
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4.2.3 Forma débil
Para desarrollar la forma débil, se considera un elemento tipico arbitrario. Considere

que (Q°) es dicho elemento, triangular o cuadrilitero.

/
0=Le ow a"au+alzau +3W a216u+azzau +000W-“f
ox ox o) x|\ T oy

\
- n, a“au+auau +n azlau+a226u (4.2 9)
ox o ) Y ax 17

q, =[nx[a" Z + a4, g]'l‘ ny(021 Z +dy Z)‘J] 4.2 b)

Por definicion, (g, ) es positivo hacia fuera de la superficie cuando nos movemos en

contra de las manecillas del reloj a lo largo de la frontera (I'®). La variable secundaria

(g, ) es de interés fisico en muchos de los problemas. Por ejemplo, en el caso de
transferencia de calor en un medio anisotropico, (a; ) son la conductividad del medio, y
(g,) es el flujo de calor normal a la frontera del elemento.

La forma débil ( también llamado problema variacional ) en (4.2 a) forma la base del
modelo del elemento finito.

4.2.4 Modcelo del elemento finito
La forma débil (4.2) requiere que la aproximacién que se escoja para (u ) debe ser al
menos lineal en ambas ( x, y ) de tal manera que ningun termino en la ecuacion (4.2) sea

CEro.
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u(x, ) s Ul (x,5) = D ufw (%) 4.3)
=

Sustituimos la aproximacion del elemento finito (4.3) Por (1) en 1a forma débil (4.2),
y (w;) por (w).

n
Y Kiub=f+0f (4.4 2)
j=t
oy oy, 0w\ owif ow; O
Kf—]:’,[ &:[an o T2 ayj + ay' az1 axj "'"22‘671 +agyy ; dxdy
ff=d piady,  0f ={.q,ufds (“44b)
En notacién matricial

e Jued= e+ o (449)

4.2.5 Funciones de interpolacién

La aproximacion del elemento finitoU® (x, y) de u(x,y) sobre un elemento (Q¢)

debe satisfacer las siguientes condiciones para que la solucién aproximada converja:

1. U*® debe ser diferenciable, como es requerido en la forma débil del problema.

2. El polinomio usado para representar {/¢ debe ser completo.
3. Todos los términos en el polinomio deben ser linealmente independientes.
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a) Elemento lineal triangular

ja—

Figura 4.2a

Elemento finito en dos dimensiones elemento con tres nodos

Ub(x,y)=c| +cax+c3y (4.5)
a; =XV — X Vi

Bi=yi—-wn (4.6)
yi=—(x; —x;)

donde i# j#k; y i,j y k permutan en orden natural

3
Ut (x,y) =2 ufwi(xy) 4.7)
i=1
1 .
vi =, , @ +hixtyiy) (=123 “48)
A,
A, es el area del triangulo.

A, =a+ay +as
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b) Elemento lineal rectangular

y

!

HEB

o o

X

X

Figura 4.2b

Elemento finito en dos dimensiones elemento con cuatro nodos

US(x,9) =c; +CaX + 3 +CyXP 4.9

4
U(z,7)= Y ufwi (4.10)

i=l

vi="2, vi =(1—x]y (4.10 a)
ab b
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4.2.6 Evaluacién de los elementos de la matriz, y vectores

La evaluacion exacta de los elementos de las matrices [K ’] y {f "’} en (4.4 b) son
dificil en general. Cuando (ay ), (@gg), y (/) son constantes, es posible evaluar las
integrales exactamente con elementos triangulares y rectangulares. La integral en la

frontera {0° | de (4.4 b) puedc ser evaluada siempre que (g,,) sea conocida

[K"]= am[s"“]+ au[S"]+ au[S]2]+ a.Z,[S”]r + 022[.922] @11
S = [wia¥) pdedy (4.12)
oy,

con y; 4 Ea » X} =X,Y X3 =y; ¥; o =¥;. Todas las matrices en (4.11) y

a

funciones de interpolacion (4.12) deben ser definidas sobre un elemento.

ELEMENTOS DE MATRICES PARA UN ELEMENTO TRIANGULAR LINEAL

Ipy=A4 (érea del tridngulo)

3 3
Loy=4t,  2=33x%, Ily=4, 9=}y
=1

AL AlE 2 o2 AfE 2 402
1“=12 D oxy +9% |, 120=12 D xf +92° |, 102=12 Y yi+99% | (413)
i=l

=l i=l

n_ 1 12 _ 1 n_1
Sy =4Aﬂiﬁj’sy' —4Aﬁi7j=sfj =447

5§ = 41A {ue, +@B;+a; 82+ @By +a, 85+
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+%[Izoﬁiﬁj +1u(ib; +7.fﬁi)+1027;‘7j] } (4.14)

£ =114, (4.15)

Por ejemplo, cuando (412), (221),y (agy) son cero, y (ay;), (a,7) son constantes
s¢ tiene.

ke 1

P =44, (af\ B B} +a57iv%) (4.16)

ELEMENTOS DE MATRICES PARA UN ELEMENTO RECTANGULAR LINEAL.

(2 -2 -1 1] 1 1 -1 -1

pl-2 2 1 - -1 -1 1 1
[S”]=€5 11 2 -2) [Slz]=4 -1 -1 1 1

1 -1 -2 2] 1 1 -1 -1
(2 1 -1 <2] (4 2 1 2]
»n]l all 2 -2 -~ w] abl2 4 2 1
= - 3 =— 4.1
[S]6b—1—221 [S]361242 .17
-2 -1 1 2] 21 2 4
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EVALUACION DE LAS INTEGRALES DE FRONTERA
Aqui se analizara la evaluacién de las integrales del tipo
0f ={.aowis)ds (4.18)

donde (g;) es una funcién conocida de Ia distancia (s) a lo largo de la frontera (I'¢).

No necesariamente se calculan dichas integrales cuando una porcién de (I'*) no
coincide con la frontera (I") del dominio total (Q). La evaluacién de (Qf ) involucra el

uso de funciones de interpolacion (1-D) y variaciones conocidas de (g; ) en la frontera:

Figura 4.3
Elemento triangular lineal en coordenadas
globales (x, ) y en coordenadas locales (5,7).

0 = [ Vi, (s + [ wi($)an(s)ds+ [ v;()q, (s)ds

Of =03+ +05 4.19)

por ejemplo

of ={.gwi(s)ds = Lz(%)l-z wds +0+ L, (9n)3-1¥1ds
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La contribucién del lado (2-3) es cero, porque (y;) es cero en el lado (2-3) de un
elemento triangular.

Para un elemento rectangular, (Of ) tiene contribuciones de los lados (1-2) y( 4-1),
porque () es cero en los lados (2-3) y (3-4).

Ejemplos. Considere la evaluacion de la integral de frontera (QF)

Caso 1. ¢(s) = ¢y = constante; elemento lineal:

s he
2
90
3 1
0f = [ wis)ds (i=123)
donde
5 5
= 1— s = ’ = 0
¥ h, ] h, V3

s 1
Of =qo |"(1- " dds=_qqh
! f B 27F

O =00

e e 8 1
= ds‘—' h
Q2 qOK(he) 2q0 €

Q; = Qfl
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Caso II g(s) = ¢, : como lo muestra la figura; elemento lineal:

€

s
3
q
1 2 §
do
0f = [ ,wis)ds+ | wi(s)q,(s)ds (i=123)
o = 7o _Fz'/ff-?d?'f'?l ru'l’id’
oY)
donde
s s
=1- , = , =0
4] h, \ ) h, 3

dy 2 ) 1
or = f (- " )sds=qohysy
hyy hi> 6

o =00

€ d0 2, 8 5 1 1
= sds + 1- ds = hy + h
o5 iy f (he) ?1]:"( h23) 3 J0h2 + ) dibn

0 =0n+0n

s 1
035 =q l:ﬂ h23dS= 291”23

05 =05
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4,2.7 Ensamble de las ecuaciones del elemento
El ensamble de las ecuaciones de los elementos esta basada en los mismos dos

principios que fueron usados en los problemas en una dimension:

1. Continuidad de las variables primarias
2. Balance de las variables secundarias

Se ilustrara el procedimiento considerando una malla con dos elementos uno
triangular y el otro cuadrilitero.

Lado3

Figlll‘a 404

Ensamble de los coeficientes de las matrices del elemento finito:

ensamble de dos elementos.

Las ecuaciones de los dos elementos son escritas primero. Para el problema modelo a
la mano, este tiene solo un grado de libertad por nodo.

Para el elemento triangular, las ecuaciones del elemento son de la forma.

1, ol I

Kl + Kpuy + Kyuy = f] + Q)

Kl 1 Kl | KI 1_ 1 1 4.20
20U + Kpuz +Kasuz = fo, + 0y (420 a)

Ll ol 1wl d_ .l
Kiuy + Kypupy + Kquz = f5 + 05

Para el elemento rectangular, las ecuaciones del elemento son dadas.
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22, 2.2 522 $2.2 ;2. A2
Kjju + Kjpuy + Kjzuz + Kjqug = fi° + Qf
2 2. 22 2. 2.2 2.2 2. 3
Ky +Kpus + Kqus + Kyug = 5+ 05
2.2 . 522 . 2.2 2.2 2. 2
K3juj + K3pus + Kjuy + Kjyug = f7+ 03 (4.20 b)

2.2 52 2.2 2. 42 .2 2 A2
Kagui +Kpuy + Kpus + Kyuy = fi + Q5

Continuidad de la variable primaria

Las ecuaciones ensambladas

Kl K K3 o o |(u] [ A i

K}y (Kn+Ki) (Kp+kk) kb k& ||U2| |A+£| |0)+0?

Ky (Kh+Kd) (Ki+Kiy) Kph KL Usp=1f1+/21+{0)+0?}
2 2

0 k3 K% K3y K3 ||Us 13 07
2 )

| 0 & K3 K33 K??4J Us)] | 13 ] L @

se sustituyen las condiciones frontera y después se soluciona el sistema de ecuaciones

Para las variables primarias (U;) y las variables secundarias ( Q7).
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Ejemplo 4.1. Escriba la aproximacién por elemento finito y la solucion de la ecuacién
de Poisson, para la geometria que se muestra en la figura 4.5.

_[62u o%u

ax2+@2]=f° en (2

Las condiciones frontera del problema son.

u=0 en r

I). SOLUCIN POR ELEMENTOS TRIANGULARES LINEALES

u=0 u=90

u=10 u=0

Figura 4.5
Dominio rectangular para la aplicacién de L2 ecuacion de poisson

Un problema posee simetria de la solucién a trabes de una linea solo cuando hay
simetria de.

a) La geometria,

b) Las propiedades del material.

¢) La variacion de la fuente.

d) Las condiciones de frontera atrabes de la linea.

El analisis del problema (4.1) solo se hara en el tridngulo de 1a figura (4.5)



¥y Linea de
4 u=0 /simelria
1.0
cu 6u=0
=0 on
ox u=0
> x
0.0 6u=0 1.0
3y
(@)

Figura 4.6

Subdominio rectangular para la aplicacién de la ecuacién de poisson
(8) Geometria y dominio computacional,

(b) Malla de elementos finitos lineales triangulares.
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Considere el elemento uno, con su sistema de coordenadas locales (¥, ), suponemos

que la longitud y la altura, son a y b, respectivamente.

Las coordenadas de los nodos del elemento son.

(‘f]’yl)=(090)3 (x29y2)=(a’0)’ (x3sy3)=(asb)

Los parametros a; ,f;, ¥ ¥; son dados por la ecuacion (4.6).
a; =Xx;yg ~Xedi

Bi=yi-¥ (4.6)

yi=—(x; =%)
ay=ab, f=-b 7=0

az =0, ﬁz =b, Y2=-q

a;=0, B3=0, 73=a

Los coeficientes (K;) ¥ (/%) son dados por las ecuaciones (4.15) y (4.16)

£ =114, (4.15)
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1

Kj= 4, @OBIB] +asarir)) 4.16)
pr  —p?
] 1 2 2, ;2 2
[K]=2b—b a‘+b° -a
da.
0 -a? a?

Para la malla mostrada en la figura 4.6 (b), tenemos.
S N S S S S e A A
Si(a=b= %), los coeficientes de las matrices toman la forma.

1 -1

0 1
[ke]l=i-1 2 -1 {re}=To g
lo -1 1 2h

Para los elementos triangulares, las ecuaciones para cada un son de la forma.

Elemento(1)
11,1 1. gl 1_ .l
Ky + Kpuy + Kz = f1 + Q4
Ll el . pl d_ ol onl
Ky + Kypuy + Kpguz = fo +Q5

1.1 1 .1 1.1 1 1
K3y + Kyouy + K3zuz = f3 + (3



Elemento(2)
2.2, .2 2
Kiiui +Kiyu3 + KSu? = 2 + 0}
2.2, 52 2.2 2 1 0
Kyui + Kpuy + Kyui = f5 + 03

2.2 22 2.2 .2 .2 .
K3ui + K3uy + Kjquy = £ + 03

Elemento(3)
3.3 .33, 3.3 3 3
Kiyui + Kipuy + Kjqus = f7° +Qj
3.3 .83 3. 3.3 3. 3
Kyui + Kpuy + Koyuz = f5 + O

3.3.23.3. 3.3 3. .3
K3up + Kpuy +K33u3 = f3 + 03

Elemento(4)
4.4, 4 4. a4 4 4 4
Ky + Kjpuy +Kjqug = fi7 + )
4.4, 4 4, L4 4 .4 4
Koy + Kypuy + Kpsus = fo' + 0

3.3 .23 3. 3.3 _ 23, 3
K3ui + Kpus + Kjquz = f3 + 03

Continuidad de la variable primaria

u; =U,
u; =u§ =u|3 =U,
u? =u; =u§ =U;
u§=U4

uy =uj =u3 =Us

uj =Ug
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Ensamble del sistema de ecuaciones.

Kl
(K3 + K33+ Ki))
(K} +K3)
K3
(K +K3)
0
(1 -1 0
-1 4 -2
1o -2 4
200 -1 o0
0 0 -2
(0 0 0

K} 0 0
(K +KH) K (Kh+KD)
(K3 +Kh+K) 0 (KH+Kkh)
0 K3, K3,
(K +K3) K (Kh+KhZ+KY) K
K3 0 K3
fi o)
H+fR+f] |0 +02+0f
B+ R 10+ 08+ 0 |
f? 03
A+ +7 |0t +03+03
A oF
0 0 0]y M [ o 1
-1 0 0|0, 3| |01 +02+0f
0 -2 0|jUs|_£ 3| |oi+0i+0t|
2 -1 o||uf 24 03
-1 4 -1}|U; 3| |Q2+Q3+0f
0 -1 1 U] U G S

0
0

4
K3 |

0

4
Ky3

La suma de las variables secundarias en los nodos globales (2),(3), y (5) son

0y +03+ Q) =0y
Q:}+Q22+Ql4 =Qs
oL +03 +03 = 0;
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en los nodos (1),(4), y (6), tenemos (@} =), (03 =0,), y (0 = 0s)-

(1 -1 0 0o 0 Oy 1] (9]
-1 4 -2 -1 0 0|, 31 |0,
10 -2 4 0 -2 0|[Us| £ ]3| 0|
210 -t 0 2 -1 0fU 241 |O,
0 0 -2 -1 4 -1||Us 31 |05
0 0 0 0 -1 1 [Us 1) Q)

Las condiciones de frontera especificadas en los grados de libertad de la variable
primaria son.

U4 =U5 =U6 =0

Los grados de libertad especificados en la variable secundaria son ( todos por
simetria).

Ql=os Q2=0’ Q3=0

1 -1 0 0 0 o0](U;] (1] (0]
-1 4 -2 -1 0 o]||U, 3l |0

110 -2 4 0 -2 o||Us| £, 13 )0
¥ > = 4 44 >

200 -t 0 2 -1 olflo[ 24]1| |0,
0 0 -2 -1 4 -1ilo 3| 105

0 0 0o 0 -1 1]0) URRS

Usando los valores numéricos de los coeficientes (K;‘ )Y () con (fy=1),

escribimos las ecuaciones condensadas para (Uy), (U3 ) ¥ (U3 ) como:
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0.5 -05

-0.5

Uy

~1.0RU, =% 3

0 -10 20|U,

U, =0.31250 Uy =0.22917 Us; =0.17708
TABLA 4.1a
Comparacion de resultados elemento finito solucién por series
Solucién Solucién
Coordenadas Aproximada Por series
(x,y) U u
(0,0) 0.31250 0.2947
(0.5,0) 0.22917 0.2284
(0.5,0.5) 0.17708 0.1801
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Las variables secundarias desconocidas (0, ), (Qs), y (O ) pueden ser calculadas ya

sea por las ecuaciones de equilibrio

04 , 0 -05 0]y
Qs b=——143:+l0 0 -15U,
Q6 0 0 0 U3
Q. =-0.19717 Os =-0.30208

o por la definicion (4.19)
Of = [ wi)an()ds+ | _wi(sMn(s)ds+ [ vils)an(s)ds

Of =00 +0h+05

05 = -0.04166

(4.19)
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IT) SOLUCION POR ELEMENTOS RECTANGULARES LINEALES

Note que no podemos explotar la simetria a lo largo de la diagonal x = y cuando
usamos una malla rectangular.

u=0
& 9
e3 o4
@ .
el e-2 w=0
® 9
(a)
u=0
7 8 9
4 374 3
1 211 2
ou
‘5;:0 4929 27 6 u=0
4 3|4 3
1 2 3
au=0
oy
®)

Figura 4.7
Discretizacion del dominio para elementos
lineales rectangulares (&), (b) .
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Como todos los elementos en la malla son idénticos, podemos calcular las matrices
del elemento solo para uno, para el elemento(1).

y; =(-2x)1-2yp), y,=2x(1-2y)

w3 =429, y,=(1-2%)2y (4.109)

k= [ 7| Wi Vi (4.4 b)
g x & oy oy >

£ f:’s f’s Sovidxdy (44 b)

Evaluando estas integrales, obtenemos ( ver (4.11): [K"]= a”[S“]+ 022[5'22] )

2 -2 -1 1
[S“]=b -2 2 1 -l
6al-1 1 2 -2
(1 -1 -2 2]

.17
(2 1 -1 -2]

1 2 -2 -1
22| @
[ ] 6b} -1 -2 2 1
-2 -1 1 2

a“=022=1

a:b:;

Jo =1
4 -1 -2 -1]
1|-1 4 -1 -2

Ke|=

] 6|-2 -1 4 -1
-1 -2 -1 4
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{f‘}=if0ab{l 11

2

ju—

]
LS
Il
o =
A
[ 'y
v

,
L

’11 rQle-n
{Fe}=—1—<1r+<Q§>
161" | ot

- od)

donde

of = Plevien] g+ i) o

+ Ekﬁw,- (%, J?)]def + Jj:h,‘iw,- (x,,v)]Haﬁf

La matriz de coeficientes de las ecuaciones condensadas para las variables primarias
desconocidas puede ser directamente ensamblada.

Elemento(1)
Kl +Kjyup + Kizus + Kjqug = i +0|
KL ul + Koul + Kaquh + Kyqul = £1 + 0}
Kyl + Klyuy + Kju} + Kjquy = f3 + 03

I T I R PR
Kyt + Koty + Kgguz + Kgqug = f4 + Oy
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Elemento(2)
Kl + Kjul + Kizud + Kuj = f2+0F
Kyui + K5u} + K3l + Koui=f}+03
Kjjui + Khu} + Khu? + K3l = f+0}

2.2, 02 2, 52.2. 2.3 2 2
Knui + Kuy + Kguz + Kgquy = fi +0;

Elemento(3)
K131"13 +K|32"g +K133“g +K134u2 =f|3 +Q13
K} + Kpud + K3 + Kyl = £3 + 03
K3 + Kpu3 + K3l + K3gud = f3 + 03

3.3 .3 3. 233 3.3 3 A3
Kaui + Kgquy + Kgquy + Kgquy = fi + 03

Elemento(4)
Kiy + Kiyus + K + Kigug = £ +0f
Ko +Kpus + K33 + K3ug = f3 + 03
K3 + Ksyus + K33 + Ksqug = 3+ 0F

4 4 4 4 b 4. 4 4 4 Al
Ky + Kguy + Kgauy + Kgquy = fy + 0y

Donde (K; ) y (F;) son los coeficientes globales.

Ky +Kij =Kp
Kis+ Ky =K
KL+ KL + K+ Ky = Kss

KL +K3 =Kg
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K3+ Ky = Kyg
K3+ Ky =Kps
Kia+ Ky = Kas
K+ Kjy =Ksg

3 4
K3 +Kjy =K

Continuidad de la variable primaria

Uy =y

U, -—-u; ="12

U3=u§

U, =u3,=u|3

U5=u§ =u§ =u%=uf =uf
Ug =u§ =u§

U, =u2 =u13

Us-ug =uf



A

% ,, & ,
JO+ {0 gf+ &
149, &f
yO+ ;0 o+ S
JO+ O+ 0+0 +{ Y+ H+ 1+ 1=
f0+10 F 1/
0 f
0+ {0 M+
0 I 4 )
[ ¥ "y 0 Ey y 0 0 0 0
By (Tx+8x) Yy oy (Py+%x) E 0 0 0
0 'S Yty 0 oy Py 0 0 0
<y Ty 0 (Bx+tHy) ("t + tEy) 0 %y Hy 0
(&Y Cly+%y) o Oy+%y) Uy+Zy+Ty+8y) (Ey+¥y) Ty (Ey+i%y) Uy
0 9y vy 0 Uy + £ y) x+vy) o ' Ity
0 0 0 gy "y 0 2y Ty 0
0 0 0 2y Py +Ey) "y dy (Qy+%y) "ty
0 0 0 0 Uy "y 0 Ay Hy

"SOUOIOENOD 9P BUIS)SIS [P J[qUILSU]
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(4 -1 0 -1 -2 0 0 0 o]U, 1] (@]
-1 8 -1 -2-2-290 0 o]y 2| |0,
0 -1 4 0 -2 -1 0 0 ollu, 1| |0,
1-1 -2 0 8 -2 0 -1 -2 o|lU, 2| |0
8_2 -2 -2 -2 16 -2 0 -2 -24U,»=11644»+4Q5>
0 -2 -1 0 -2 8 0 -2 -1||u,g 2l |0
0 0 0 -1 -2 0 4 -1 o|U, 1| |&,
0 0 0 -2 -2 -2 -1 8 -1||Usg 2] |0
[0 0 0 0 -2 -1 0 -1 4]|U,) 1 O]
Condiciones de frontera.

U3=0, U6'—'0, U7=0, U3=0, U9=0
=0, 0,=0, 0,=0, 05=0

[4 -1 -1 =2](y;) 1)
1—18-2—24U2 12
6|-1 -2 8 -=2||lu,| 16]2
-2 -2 -2 16 ||Us) 4

U, =0.31071 U, =0.24107
Uy =0.24107 Us =0.19286
TABLA 4.1b
Comparacion de resultados elemento finito solucioén por series
Solucién Solucién
Coordenadas Aproximada Por series
(x,») U U
0,0) 0.31071 0.2947
(0.5,0) 0.24107 0.2284
(0,0.05) 0.24107 0.2293
(0.5,0.5) 0.19286 0.1801




10-10—2? 11 0,

—0-20-2<U’!»=l62+g6

0 0 o -2f* 1 |G,
Us |

La solucion de las variables secundarias es.
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0, =-0.16687 0 =—0.26964 0y =-0.12679
TABLA 4.1c
Comparacién elemento finito solucidn por series
Para 4 elementos Para 4 elementos Solucién
Coordenadas Triangulares Rectangulares Por series
(x,y) U U U

(0,0) 0.31250 0.31071 0.2947

(0.5,0) 0.22917 0.24107 0.2284

(0,0.5) 0.23022* 0.24107 0.2293
(0.5,0.5) 0.17708 0.19286 0.1801*

* Valores interpolados
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CAPITULO 5

EL METODO DE DIFERENCIAS FINITAS

El método de diferencias finitas obtiene un sistema de ecuaciones finito de una
ecuacion diferencial ordinaria o parcial discretizando el dominio; los valores de Ia
solucién aproximada son encontrados solo para un conjunto finito de puntos,

La diferenciacion numérica, o aproximacién por diferencias, se utiliza para evaluar las
derivadas de una funcién por medio de sus valores dados en los puntos de una reticula.

Aproximacion por diferencias centrales para la primera segunda y tercera derivada.

v S = fia
fi=Tm .1)
f;_ﬂ= fi'l-l _if; +j}—1 (5.2)
f;"= f:‘+2 _2ﬁ+l + zf}—l - «fi—z (5.3)

25



Ejemplo 2.1 Considere una aleta rectangular como lo muestra la figura 2.1.
Determine la distribucion de temperaturas.

Figura 2.1 Aleta rectangular
Datos

Ty = Temperatura en la base de la aleta = 250°C
T, = Temperatura del medio hambiente = 75°C
t = Espesor de la aleta = 0.254x102m

k = Conductividad térmica del material de la aleta = 207.6 “’o
m—c
B =Coeficiente de pelicula = 283.9 zwa
m—-cC

P =Perimetro de la aleta
A = Area de seccidn transversal

2=ﬁp

m =1076.79

L = Longitud de la aleta = 1.524x10"2m
h =Espacio entre los puntos de la reticula

h= §=o.oo762 m
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Ecuacion diferencial de una aleta rectangular.

d’r Bp
——;i“+—E(T-Tm)=0 .Q=(0,L)

Las condiciones frontera de la ecuacién diferencial

TO)=T, (k4 ) =0
haciendo un cambio de variable:
0=T~-T,

0, =Ty -T,

2ﬂP
m="_——
kA

La ecuaci6n diferencial y las condiciones de frontera toman la forma siguiente.

d?e
—?+m26’=0 Q=(0,1)
Condiciones frontera.
6(0) = 6, @9 =0
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Aplicamos la aproximacion por diferencias centrales (5.2) al primer termino de la

ecuacion diferencial, con lo que obtenemos la ecuacidn en diferencias.

=6 +i‘;"t ~bu12 +m?6, =0

—6y+(2+m*h)8, -6, =0 i =1, hasta N-1

*—=>
!
&~}
*—,
=)

x=0 1h 2h
i=0 1 2
Para(i=1)
—0y+(2+m*h¥)8, -0, =0 (1)

Para (i =2 ) Condicién de frontera derecha.

Utilizamos la aproximacién por diferencias hacia delante con base en un intervalo de

longitud ( ? ) de Ia ecuacién de la aleta en (x = L)-

Q'(L)-6'(L-")
_[ ; 2 ]+ m*o(L) =0 (A)

Por diferencias centrales
9 (L)=0 (B)
3,(L_g)=9(L)-0(L-h)= 6, -6, (8))

h h



sustituimos (B) y (C) en (A).
-20, +(2+m*h*)0, =0

Solucionando el sistema de ecuaciones .

(2)
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2+m*h?) {91}= {90}
-2 Q+m*rh||l8) |0
0] = 160.205 92 = 155374
6 =T -T, 0, =T,-T,
T, =2352°C T, =23037°C
TABLA 5.1
Comparacion de resultados diferencias finitas solucién exacta
Temperatura Temperatura
Distancia Solucién aproximada Solucién exacta
xm TC T'C
0 250 250
0.00762 235.20 234.95
0.01524 230.37 230.05
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Ejemplo 2.2 Considere conduccién de calor en estado estable en un alambre de seccién
transversal circular con una fuente de calor eléctrica. Supén que el radio del alambre es

(R, ), este tiene una conductividad eléctrica, este transporta una corriente

eléctrica de densidad (1) amp cm™2. Durante la transmisién de una corriente eléctrica,
algo de energia eléctrica es convertida en energia térmica. La rapidez de produccién de

calor por unidad de volumen es dada por (¢ = f ). Suponga que 1a temperatura

alcanzada en el alambre es suficientemente pequefia que la dependencia de la
conductividad eléctrica o térmica en la temperatura puede ser despreciada.
Determine la distribucion de temperaturas en el alambre.

Datos
T, = Temperatura en la superficie del conductor = 60°¢c
R, =Radio del conductor =2¢cm

i = Corriente por el conductor =300amp

R =Resistencia del conductor = 0.010402
L =Longitud del conductor =10cm

: 2

R = p£ k = l I = d 2 q — .{__

4 p z(R,) k
p=.01302—cm I=23.87amp—cm™

k=76502"—cm™ g =7448wits —cm™
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La ecuacidn diferencial que gobierna ¢l problema es:

1 d(rde)=q 0<r<R,
rdr dr

(kr "T] =0 T(R)=T,

dr
r=0
Reescribimos la ecuacion diferencial en la forma.

d*T kdT

B LR
dart radr

Aplicamos la aproximacién por diferencias centrales al primero y segundo termino

del lado izquierdo de la ecuaci6n diferencial.

Ty =2T+T 1 k[T -T.
—k i N . i+l A=l :I = : _
[ i } r,-[ TR =12
T'0)=0 TR, =T,
. . ¢
~h r=0 h 2h
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Para(i=1)

k k
- L (H-25+Ty)- IL,-Ty)=
hz( 2—2N +Tp) 2hr,( 2-Tp)=¢

La condicion de la frontera izquierda, es equivalente a una condicién simétrica en la
frontera lamada condicion adiabatica en la frontera en el caso de la transferencia de

calor (7 =T3).

2k 2k
CHT~( )T =4

Para(i=2)

k k
_r -+~ ¥ @ -1)-=
h2(3 2t1h) 2hr2(3 1)=9

- 2:r2 i+ G = +£)T3 =g
El conjunto de ecuaciones se escribe en forma conjunta como.
2k 2k
S {Tl}zl Lok
G ‘ﬁ’ il U VRN
T; =60.1721'C T, =60.1234 C
TABLA 5.2
Comparacién diferencias finitas solucién exacta
Temperatura Temperatura
Radio Solucidén aproximada Solucién exacta
rem T'C TC
0 60.1721 60.09
1 60.1234 60.07
2 60 60
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Ejemplo 2.3 Encuentre la distribucion de temperatura en la aleta que muestra la fig.2.3.
Suponga que Ia temperatura €0 Ia base de Ia aleta es(7, = 250°F ) la conductividad

térmica es( k = 120Btu — hr~" = fi)="F "), y el coeficiente de pelicula

(8 =15Btu—hr~) - fi2-°F~"). La temperatura del medio hambiente es (T, = 75°F ).

Ty

/i
=
L=3in
Figura 2,3 Alets friangular

I,

m= % =0.249in7!

h =Espacio entre los puntos de la reticula

=£=1in
3

La ecuaci6n diferencial y las condiciones frontera para esta aleta triangular son.

d’T dT
(3-—::)0&2 —E—mT+me =0
T(0)=T, ar =0
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Haciendo un cambio de variable la ecuacién diferencial y las condiciones de frontera
toman la forma.

8=T-T,

(B-x)0"-0'-mh =0
8(0) = 8, 8'(L)=0

La ecuacion diferencial también puede tomar esta forma.

[G-x)¢T -mo=0

8(0)=6,=0 0'(L)=0
iy X; h; X1 M
‘ T . I — *
x=0 a h b 2h 3h
i=0 1 2 3

El método de integracién es una forma natural para obtener ecuaciones en

diferencias con coeficientes constantes por partes. En este método, integramos la
ecuacion desde (a ) hasta (b).

[G-noyd~ [ made=0 @A)
Para el primer termino de la ecuacion (A).

b
f((s—-x)a')'ca=((3—x)e')a

f((s -98)dr = 3-8’ ~(3-x)0

a



[G-nova=c-20, -G08,

2

Aproximamos las derivadas mediante diferencias hacia atrds.

3-00', -(3— ) ‘*‘ b

G-»6],_,=0- x,_o( b =00y
2 :—1

Sustituimos (C)y (D) en (B).

f«g,_xm,dx:[(3:,--.)]9‘_' [(zhx) 3- x,_|)]€ [(3 %)
. .

i

Para el segundo termino de la ecuacién (A).
fm&ix = ; m(h;_y + h; )6,

Sustituimos las ecuaciones (E) y (F) en (A)

(B)

©

D)

(B)
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I:(3—xi_l):|91-l [(3 % ) (3 x-l):lgl [(3 % ):lg - M(h:—l +hf)9 =(
hl'—] h; hf—-

la ecuacioén anterior se aplica para i =1,.2,...,N -1



(3-xo)"00 [G-x) +(3‘x°)]a, +[(3-x,) 1

hy L A hy hy
:(3 ;:“):90 - i(3 ;:1) + G ;:") + ;M(ho + h)]ﬂl +[(3 ;:‘)
Para (i =2)
:(3 ;I"’):el - :(3 Zl) +8 ;I"l)]ez +[(3 ;:2)].93 —;m(hl +hy)0, =0
:Q;;—I’i):a] - :(3 ;:2) +8 ;Ix‘) + %M(h] + hz)]oz + [(3 ;:2)]9 =0 (2)

Para ¢l caso del punto frontera derecho

8'(L)=0
h, (L)
a b
X2 X3

Para el primer termino de la ecuacion (A)

f((s —x)0Ydx = (G- x)H'){z

f((s _x)0')dx = (3—x)9"3 ~G-0'y_y

2—2’"("0 +hy)6, =0

]92 =0 (1)
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" 6,-0
[@-08Yd=0-G-x)" %) @)
hy
Para ¢l segundo termino de la ecuacién (A).
fmétlx = ;mh393 (H)
Sustituimos (G) y (H) en (A).
~(3-x3) (05-6) _1 mhyf; =0
) 2
(3-x3) B-x) 1
8, — + _mhy |9;=0 3
[ m |2 K 272? ©)
En resumen, las ecuaciones en diferencias (1),(2) ¥ (3) en notacién matricial son:
TN, m(ho+h.)] 3-x) T
_[h]+"uo+ 2 A 0 6] [D
G-1) _ P—ﬁl + 80 m("l""’z)] (3-x2) g, 4=10
" " (3’ll ) ’ 3 ;Q (") 02 0
=X _[ =Xy n ]
} 0 by by +7 | 3
D= —(3;,:0 )2
~525 2 0 (&) (-525
2 -325 1 Het={ 0
0 1 -1125||6 0
Solucion del sistema de ecuaciones:
6, =147.64 8, =125 8; =111.16
T, =222.64'F T,=200'F T, =186 F
TABLA 5.3 Comparacion de resultados diferencias finitas solucion exacta
Distancia desde la base Solucién aproximada Solucién exacta
x in TF TF

250 250

222.64 218.75

0
1
2 200 191.12
3 186 166.72
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Ejemplo 2.4 Considere flujo estable laminar de dos fluidos inmisibles e incompresibles
en una regién de dos placas paralelas estacionarias bajo la influencia de un gradiente de
presion.

Las velocidades en el fluido son ajustadas tal que la parte media inferior de la regién
esta llena con el fluido £ (fluido mas denso y més viscoso) y la parte media superior

esta llena con el fluido 4, (fluido menos denso y menos viscoso), como lo muestra la

figura.
Queremos determinar la distribucién de velocidades en cada regién usando el método

de diferencias finitas.

rl"/lf’f’ffllff/ff’f}flffff/’f’fd
Y ’ b
L Hy
x 1

EI”/I,I;llffiff/!’!”ll’!?f?#l!f

Figura 2.4 Flujo en una tuberia

Las ecuaciones gobernantes para cada fluido son:

d*u d’u
—ﬂldy—zl=f0, = H dy22=f0
Las condiciones frontera son:
u(-b) =0, u(0) =uy(0), uy(b)=0
Fy=-P . ]
donde f, = es el gradiente de presion.
Datos
h =Espacio entre los puntos de la reticula= 0.25m
b=2h
L =5000m Fy =200kPa P, =190kPa

4 =001Pa-s Hy =0.00035Pa -5



Ecuacion diferencial del problema.

d*u
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La ecuacion diferencial también puede tomar esta forma.

—-(u’Y = fy
u(0) =uy =0 u(2b) =1, =0
l ey X B Xy By Xua B
x=0 a p b 2k 3h 4h
i=0 1 2 3 4

El método de integracién es una forma natural para obtener ecuaciones en

diferencias con coeficientes constantes por partes. En este método, integramos la

ecuacion desde (a) hasta ().
- [ wyie= [ foae )
Para el primer termino de Ia ecuacion (A).
- Py’
ARl 7L SRS A
- Lo wyae= —:p,- (“*'*'h'_""' )] ¥ [p,--l("*' ; _’f“ )]
S Lt Pl 28 el 8 4 L




Para el segundo termino de la ecuacién (A).

ffdx 20 (s + 1)

Sustituimos las ecuaciones (B) y (C) en (A).

Hiy B Bi By Jo
- L+ + - L= . .
[ hy ]u:—l [ n Ry :Iu: [ B ]":+l 2 (hiy +H;)

La ecuacion anterior se aplica para i =1,2,....,N -1

Para (i=1)

Labolniep - 2owem
_|:ﬂl:|ul+I:ﬂZ +ﬂ1:|"2 [”Z]u __fO (hl'l'hZ)
hy hy hy hy

Para (i =3)

Hr Hy | My 43 Jo
- + + =""(hy+h
[hz ]uz ["3 hy ]u3 [”3 }u (ot hs)
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©

(1)

@)

G)

En resumen, las ecuaciones en diferencias (1),(2) y (3) en notacién matricial son:

M M 0

h h u| (24
A At B 1
h h A ] o

0 _ Hs _Z_El U3 2hf 0
h h




0.08 -0.04
-0.04 0.0414

~0.0014 Ru,

¥ 0.5
0.5

0 -00014 00028 |(u;] (05

Solucionando el sistema de ecuaciones:
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uy =304" uy =48.3" uy =202.127
s s
TABLA 5.4
Comparacion de resultados diferencias finitas solucion exacta
Velocidad Velocidad
Distancia Solucién aproximada Solucion exacta
m m m
Y u = u )
0 0 0
0.25 30.40 30.40
0.50 48.30 48.28
0.75 202.72 202.67
1.0 0 0




Ejemplo 2.5a, Para el problema de la viga mostrada en la figura 2.5a determine.

Las variables primarias desconocidas (desplazamientos generalizados)

ANNANANY
AN

T
e—— ; —

Figura 2.5a Flexion de una viga empotrada en los extremos

La ecuacidn diferencial que gobierna el problema es:
d? [ d*w
) {b 5 ] =/
dx dx
b= EIl = cte.

Datos:
L=10m

— N
fo=400%

E =200x10° X

1=20x10"%m*
h =Espacio entre los puntos de la reticula = 5m

200



d4
EI dxi" =f

Las condiciones frontera para este problema son:

Para la frontera izquierda.
y(0)=y, =0
y'(©0)=y;=0

Para la frontera derecha.
WL)=y, =0
Y'(L)=y; =0
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La derivada ( y*") de la ecuaci6n diferencial del problema se evaliia numéricamente

mediante la aproximacion por diferencias centrales.

El
Bt [ica = 4710 + 631 = 4yi0 + yia2 | = F(5)
x=0 x=L
° ? ® ¢
i=-1 0 1 2
Para(i=1)
El

4 [y_1 -4y +631 =4y, +¥3]= F(x)

i=,N-1



Condiciones de frontera izquierda.

%[7_)*1—4322 +y3]=F(x) 1)

Condicién de frontera derecha.
y2=0

r _ V3N
= =0
Y2 h

y3=yn=90 2)

Solucionando el sistema de ecuaciones.

() (&) {y1}= {f(xl)}
-1 1 |3 0

7(6400) (6400) ||y, | _ [-400
-1 1 l»s) |0

Y1 =—0.0078m y3 =~0.0078m

202

TABLA 5.5a
Comparacién de resultados diferencias finitas solucion exacta
Distancia Deflexiéon Deflexion
xm Solucion apréximada Solucién exacta

ym ym

5 -0.0078 -0.00128
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Ejemplo 2.5b. Para el problema de la viga mostrada en la fig.2.5b, determine.
Las variables primarias desconocidas (desplazamientos generalizados)

L

e

L

M

ANARAANY

Figura 2.5b Flexién de una viga empotrada en los extremos

h =Espacio entre los puntos de la reticula =2.5m

Las condiciones frontera para este problema son:

Para la frontera izquierda.
W0)=yy =0
Y'(0)=yp=0

Para la frontera derecha.
WL)=, =0
Y'(L)y=yy =0
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La derivada (y"") de Ia ecuacién diferencial del problema se evaltia numéricamente
mediante la aproximacién por diferencias centrales.

EI
pt [)’3_2 — 4y +6Yy; —4y;y +J’i+2]= J(x;) i=L,N-1

e
|
¢

K

e

0

Para (i =1)

El
4 [y-1 =4y +631 =432 + y3]= f(x7)

Condiciones de frontera izquierda.

¥ =0

’ =X
= = 0

Yo o

N =ra

El

-4y, +ys]=1x) )
Para(i=2)

%b’o—@. +6y, —4y3 +y4]= f(x2) )
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Para(i=3)
EI
o =4y, +6y; -4y, + y5]= f(xy) ®)
h
Condicion de frontera derecha.
Y4(L)=y4=0
r r Ys—)3
LDy=y; = =0
ya(L)=y4 2h
ys—y3=0 4)
Solucionando el sistema de ecuaciones.
B qr 3 b
78 4B H gy (-f
El El  _aEl -
45 65 -4l 02| _|-S|
1 -4 6 1)|» 0
| 0 0 -1 1) L O]
¥ =—0.0020m ¥y2 =—0.0029m
y3 =-0.0014m ys =—0.0014m
TABLA 5.5b
Comparacion de resultados diferencias finitas solucién exacta
Deflexion Deflexién
Distancia Soluci6n apréximada Solucién exacta
xm ym ym
2.5 -0.0020 -0.00089
5.0 -0.0029 -0.00128
1.5 -0.0014 -0.00054




Ejemplo 2.5¢. Para el problema de la viga mostrada en la fig.2.5c¢., determine.
Las variables primarias desconocidas (desplazamientos generalizados)

i

h|h|h|h|h|h|h|h

e ; —

ANANANAY
AV

Figura 2.5¢ Flexién de una viga empotrada en los extremos

Ecuacion diferencial del problema
a* y
EI ;ﬁ( = fo

Las condiciones frontera son:

Para la frontera izquierda.
y(0)=y, =0 Y0 =y;=0
Para la frontera derecha.

y(L)=yg=0 y)=yz =0

La derivada ( y*") de la ecuacién diferencial del problema se evalia numéricamente

mediante la aproximacion por diferencias centrales.

El .
o 12 =4V +63; =4V + Yia = S(x) i=,N-1

h =Espacio entre los puntos de la reticula =1.25m
0 x

*—6—0—0—0—0—o
i=-1 0 1 2 3 4 5

X

e
~e
had SN[
Ce



Para (i=1)
EI

LA ~4yy +6y1 —4yy + y3]= f(x)

Condiciones de frontera izquierda.

Yo =0

r N7V g
Yo 2
N =Ya

%[73’1 ~4y, +y3)= f(x)

Para(i=2)

El
F[«VO —4p, +6y, —4y3 + y,4]= f(x)

Para(i=3)
EI
X
Para(i=4)

[y —4y; + 633 —4y4 + y5]= 7 (x3)

EI

4 [v2 —4y3 +6y4 ~4ys +y]= f(xs)
Para (i = 5)

EI

4 [y —4p4 +6y5 - 4yg + y7]=0

Para (i =6)

EI
F —4ys+6y5 —4y; +y3]=0
Para(i=7)

EI

P —4ye +6y; -4y +y9]=0

(0

@

€)

@)

&)

(6)

()

207
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Condicién de frontera derecha.
y(L)=y3 =0

' P Yo —Y7
D=ye =2 =1 =(
ys( ) Vs o
Yo —y7=0 (8)

Solucié del sistema de ecuaciones:

-

(78 4B E 9 0 0 0 0|y (-4
4B 6H 48 E o 0 0 Oyn| [-f
R L B A LN ]
A AL A Sl
o 0 1 -4 6 -4 1 of¥»| (O
6 0 0 1t -4 6 -4ofl| |©
0 0 0 0 1 -4 6 1]%7 0
0 o o o o o -11]| O]

¥y, =—0.0005m y3 =—0.0018m ys =—0.0014m y7 =-0.0003m
y2 =-0.0012m y4 =—0.0018m yﬁ‘ = —0.0008m yg =—0.0003m

TABLA 5.5¢ Comparacion de resultados diferencias finitas solucion exacta

Deflexion Deflexién
Distancia Sohucién apréximada Solucién exacta

xm ym ym
1.25 -0.0005 -0.000324
2.50 -0.0012 -0.00089
3.75 -0.0018 -0.00388
5.00 -0.0018 -0.00128
6.25 -0.0014 -0.000986
7.50 -0.0008 -0.000542
8.75 -0.0003 -0.000138




Ejemplo 2.6a. Para el problema de la viga mostrada en la fig.2.6a, determine.

Las variables primarias desconocidas (despiazamientos generalizados).

i 2000Lb,

e >t —p —>t—n —

Figura 2.6a Viga de seccidn variable empotrada en un extremo

La ecuacion diferencial que gobierna el problema es:
2 2
d [EI Q] =0
| @
Condicién de frontera izquierda.
»0)=0
y'(0)=0

Condicion de frontera derecha.

M
"(Ly=" =0
¥'(L) El

N 4
Y=

Datos:

h = Espacio entre los puntos de la reticula =20 in

Lb
E=30x10° "/
inz

d] =4in d2 =3in d3 =2in
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Derivando la ecuacién diferencial del problema.
ELy{% 2EI}y}"+ EIly;=0 (1)

Las derivadas y**,y" y y se evaliian numéricamente mediante las aproximaciones

por diferencias centrales.
V' = (Vig = 4Vi +63; 4y + ) 1
Y7 = (=Pip + 291 = 2¥ia1 + Vi) 1 20

Y = =2 + Vi) R

Los términos I} e I} se calculan mediante la aproximacién por diferencias finitas

como sigue: para i =1,2,..,N -1

Ly -1,
Iir= I+12h1ll
I,_-’i+|‘2-’:‘+1i—1
[ hz

La aproximacion por diferencias hacia atrds; para N
_ 3IN "'4IN—-1 +1N—2
2h
_ ZIN -SIN—I +4IN—2 _IN—3
= P 3

Iy

Iy

Sustituir las ecuaciones anteriores en la ecuacion (1) para obtener las ecuaciones en

diferencias.

@Yz +0 Vi +cy; +di Vi +€, Y4, =0 i=12.,N
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donde
a; =EL/h* -ED /1
b; =—4EL /h* + 2E1; I K + EI*/ 12
¢; =6EIL /h* - 2EI7 1 B2
d; =—4EL [h* - 211K} + EI' | 12

e; = EL/h* + EIl 1

Para(i=1)

@y +byytey+dyy, +tey; =0

Condiciones de frontera izquierda.
¥0) =y =0

Y11=V =0

O) = yh =
Y=y h

Y =ra
(@ +c)y +diyr +ey3 =0 )

Para(i=2)

ayyo +bay +eayy +dayy +€ys =0

byyy +Coyg +dpy3 +€y4 =0 )



Para(i=3)

a3y1 +b3yy +e3y3 +dyys +eyys =0

Condicién de frontera derecha.

w M =2+
y(L)= 27Nty

EI nt

Y2-2y;+y,=0

- V. =y +2y, -2y, 4+
y™(L) = = Y1742 ) YatJs
EL 2h

El

2}3 =3 +2py = 2y4 + 5=V

()

4)

)

Solucion del sistema de ecuaciones para los siguientes valores.

I) Para los siguientes radios:

h =Espacio entre los puntos de Ia reticula =20 in

~ f
- )
o =2 in n =175 in r =125 in " =1in

I, =12.566 in*
I, =17366 in® I} =-0.266 in’

I,=1917 in*  Iy=-01645 in’

I} = 0.00062 in®

15 =0.01079 in*
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I; =0.785 in*

a) =30078 Lb; /in*

¢; =132960 Lb, /in®

I, =0.0513 in®

by =-29637 Lb, /in®

¢y =28032 Lb, /in*

dy=-12618 Lb,/in®  dy=-9897 Lb,/in*

ey =14118 Lb /in®

(@) +¢) d) ¢
by ¢ d
a b g
e 0 1 =2
3
-1 2 0
L2h3(
Yy = 03774 in
y4 =-63625 in

ey =816 Lb /in®

34
Y2

o

»

o
c oo o

Ya
ZI A

-2 1

=~

yy =-1.6235 in

ys =—8.4966 in
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I5 =0.0222 in®

a3 =816 Lb,/in”
by =318 Lb,/in®
cy =810 Lb, /in?
dy =-5838 Lb/in®

e3 =3894 Lb, /in®

y; =-3.3993 in

TABLA 5.6a Comparacion de resultados diferencias finitas solucion exacta

Deflexién Deflexién
Distancia Solucién apréximada Solucién exacta
x in yin y in
20 -0.3774 -0.0700
40 -1.6235 -0.2260
60 -3.3993 -0.4524
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IT) Para los siguientes radios:

h =Espacio entre los puntos de la reticula =20 in

2000/b
d\
_ " g
I » x
; I
e—h —te—h —t—n —
rp=2in r; =1.668 in r, =1.336 in r=1in

I, =12566 in*
I, =6.079 in* I[=-02516 in® I} =0.00727 in’
I, =2.502 in* Iy =-01323 in® 15 =0.00465 in’

I, =0785 in*  I3=-00393 in® I5=0.00202 in®

ay=25785 Lb,/in® by =-36615 Lb,/in® a3 =3534 Lbs/in®
¢, =105060 Lb,/in® ¢, =42318 Lb,/in? by =-11172 Lb, /in?
dy=-55671 Lb,/in®  dy=-20139 Lbs/in®  c3=12918 Lb,/in®
e; =10689 Lb /in* ey =3549 Lb, /in® dy =—6456 Lby /in®

e3=1176 Lby /in®
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[(ay +¢y) d ¢ 0 0] ) (o)
b2 Cz dz 82 0 J’z 0
a; by ¢ d, e; ty b=lol
0 1 -2 1 o
EIS Y4 0
-1 2 0 -2
| 243 |l U]
¥ =-0.1976 in Y2 =-0.7980 in y3==-17377 in
¥4 =-2.6773 in Y5 =-2.5976 in
TABLA 5.6b
Comparacién de resultados diferencias finitas solucién exacta
Deflexion Deflexion
Distancia Solucién apréximada Solucién exacta
x in y in yin
20 -0.1976 -0.0700
40 -0.7980 -0.2260
60 -1.7377 -0.4524




Ejemplo 2.6b Para el problema de la viga mostrada en la fig.2.6b, determine.

Las variables primarias desconocidas (desplazamientos generalizados).

P e i, .
v

Figura 2.6b Viga de seccién variable empotrada en un extremo

La ecuaci6n diferencial que gobierna el problema es:
2 2

d [EI a’y ] =0

&t | dx?
Condicién de frontera izquierda.

»0)=0

y'(0)=0
Condicién de frontera derecha.

M
HL =_"‘=O
v El

I
y(L)—EI

Datos:

Lb
E =30x10° —
n

dy =4 in d) =3.668 in dy =3.336 in

dy=2672in  ds=234 in d =1 in

200015 ;

d3 =3 in

216



217

Derivando la ecuacién diferencial del problema.

ELy!+2ERy+ EIly; =0 ¢y

@ Vi +byi g+ +diyi €Y =0 i=12._ N

donde
a, = EI./n* -EL 1K
b; =~4EI; /h* + 2EI} 1 h* + EI{/ h?
¢; =6EI,/h* - 2EIT I h?
d; =—4El, /h* - 2EL! I 1 + EI]/ *

e; = EI,/h* + EIl |

h = Espacio entre los puntos de la reticula =10 in

Para(i=1)
ay | +hyo+ay +diy: +ey; =0



218

Condiciones de frontera izquierda.
¥W0)=yo =0

’ D 4 Rl A
0 = =——_=0
Y(©0)=y, >

N =Ya
(g +e)n +diy, +€y3=0 1)

Para(i=2)
@Yo +byy) +c3y; +dyy3 +eyyy =0

bayi + €2y +dyyy +eyy =0 2)

Para(i=3)

@y +hyy, +esys +dyy,+esys =0 (3)

Para(i=4)

84yy +b4y3+eyyy +dyys+e4ys =0 4)

Para(i=35)

asyy +bsyy +csys +dsyg +esy; =0 &)

Para (i=6)
agyy +bgys +cgyg+dgy, +egyy =0 ©6)

Condicién de frontera derecha.

M  ys-2ys+y1
'L =_=_-_..H_——=0
¥ EI B

ys=2y4+y; =0 M



" V. =Y4+2ps -2y, +
Y= = AT

EI,

2n}

EI
5;5["?4 +2y5=2yy +y3]=V

Solucién del sistema de ecuaciones:

ry =2 in

ry =1.336 in rs =1.17 in

I, =12.566 in®
I, =8.885 in*
I, =6.079 in
I, =3.997 i
I, =2502 in*
I5=1471 in®

I =0.785 in®

a =36384 Lb/in®
¢, =—123453 Lby/in*
dy =--84537 Lb; /in®

e =16926 Lb, /in’

n=1834 in

I} =~0.3243 in®
I =-02444 in®
I} =—0.1788 in®
I =-0.1263 in’
14 =-0.0858 in’

I =—0.05135 in’

by =-85440 Lb, /in*
¢, =105078 Lb /in®
dy=-56112 Lby lin’

ey =10905 Lby /in®

n= 1.668 in

re=1in
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@)

r =1.502 in

I7 = 0.00875 in?
15 =0.00724 in’
15 =0.00587 in®
15 =0.00464 in’
17 =0.00345 in®

I =0.00226 in®

ay =17355 Lb tin®
by =—56931 Lb/in®
c3 = 68424 Lb, /in?
dy =-35475 Lb /in®

e3 =6627 Lb,/in®



ay =11295 Lby/in® as =6987 Lb /in*

by =-36210 Lbs/in*  bs=-21765 Lb,/in’
cy =—42252 Lb,lin®  c5=24408 Lb,/in*
dy=-21054 Lb/in"  ds=-11469 Lb,/in*

ey =3717 Lbs/in® es=1839 Lb, /in®
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ag =3895 Lb, /in®

bg =—11823 Lb, /in®
cg =—12774 Lb;/in*
d6 =-5661 Lbf/iﬂz

es =815 Lb,/in’

h

[(ay+8) d| ¢ 0 0 0 0 0]y 0 ]
bz Cr dz € 0 ( 0 0 ¥y 0
as b3 C3 d3 €3 0 0 0 ¥ 0
0 a, b4 Cy d4 €4 0 0 ) 7 _ ) 0 i
0 0 as b5 05 d5 35 0 ¥s (= 0
0 0 0 ag by ¢g dg e ||y 0
000 0 121 0fyl o

i 0 0 O e -1 2 0 -2 1 s |2000]

vy =-0.0092 in ¥, =-00402 in  y; =-0.0969 in

74 =-01836 in  ys=-03031in  yg =—0.4521 in

Yy = -0.6010 in W= —.6096 in

TABLA 5.6c Comparacién de resultados diferencias finitas solucién exacta

Deflexion Deflexion
Distancia Solucion apréximada Solucion exacta
x in y in y in
10 -0.0092 -0.0080*
20 -0.0402 ~0.0700
30 -0.0969 -0.1480*
40 -0.1836 -0.2260
50 -0.3031 -0.3392*
60 -0.4521 -0.4524

* Valores interpolados.




221

Ejemplo 3.1 Una barra delgada a una temperatura inicial de (8, ), aislada, menos por
uno de sus extremos, que se somete a la temperatura de (8 ), que es la temperatura
ambiente. La barra tiene una longitud ( L), determine la distribucién de temperaturas,

Ecuacion diferencial del problema

%0 o6
(74 &2 = —a—t- O<X(L

@ = Temperatura
a = Difusividad térmica

¢t = Tiempo

Condiciones de frontera

8(x,0) =9, O(x{L
8(0,) =8, 10
30(L.1) _ 50
&
%
Z
Z
S s s bbb ssssi

— . —

o06(L,ty
ox

0



Normalizando

- 0-0,
8- 8,

222

at
T=— X:x
) i L

La ecuaci6n diferencial y las condiciones de frontera del problema se transforma en

T(X.0) =1
T(0,7)=0

or(,r) _
X

0

KX
X
) 70
)0
AN ANty
T(X,0)=1 7
Z
R, &
> X
f— x=1 —
T(0,7)=0 oIl _,

7). ¢
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Solucién de la ecuacién diferencial parcial parabdlica.
Método implicito.

or _d°T

ot ax?

Se utiliza Euler hacia atrés con respecto al dominio del tiempo vy él termino de la
segunda derivada de la ecuacion mediante la aproximacién por diferencias centrales.

2}n+l _Tin _ T:-]H __21-}n+l +T':';1
At Ax?

I =y TG + @y + D10 -y TGP i=12,.N -1

1) Malla con dos nodos
AX =1

T0,7)=T,=0 T'0,7)=T, =0

i=0 1 2



Para (i =1)
Tln = _7 TO(PHJ) +(2y +1)Tl(ﬂ+l) _ }’Tg(nﬂ)

Condicién de frontera derecha
! T2 -T
T, = =0
Ay

+1) _ ()
To(ﬂ = Tzﬂ

224

[y + 00 = b + 2y T (1)
y= ﬁ% - ((’1;’25 =005
Solucion de la ecuacién (1)
TABLA 5.7a Comparacion de resultados diferencias finitas solucién exacta
Solucién

Tiempo Exacta

n T Ty n T,

0 0 0 1 1

1 0.05 0 0.909 0.9969

2 0.10 0 0.826 0.9493

3 0.15 0 0.751 0.8642

4 0.20 0 0.682 0.7723

5 0.25 0 0.620 0.6854

6 0.30 0 0.564 0.6068

7 0.35 0 0.512 0.5367

8 0.40 0 0.465 0.4745

9 0.45 0 0.422 0.4119

10 0.50 0 0.383 0.3708




2) Malla con tres nodos
AX =0.5
T0=0 T':O
® o— &
i=0 1 2
Para (i=1)

T]n = T0(n+l) +(27 +1)T](n+1) _ ﬂ-z(nﬂ)

Para(i=2)

Condicion de frontera derecha
! T3 "TI.
Y) ¢
Ta(n+l) - Tl(n+l)

T2 =0

T =2y T 4 2y + 11"

225

)

(3)



Solucion de las ecuaciones (2) y (3)

|

TABLA 5.7b Comparacion de resultados diferencias finitas solucién exacta

2y +1)

0.05
(0.5)%

=y
(24 +1)

J

0.2

Tl(""'l)
Tz(lH' )

}=

|

T-Iﬂ
7y

|

Soluci6n
Tiempo Exacta
n T To 1, T, T,
0 0 0 1 1 1
1 0.05 0 0.8510 0.9574 0.9969
2 0.10 0 0.7355 0.8940 0.9493
3 0.15 0 0.6428 0.8222 0.8642
4 0.20 0 0.5666 0.7490 0.7723
5 0.25 0 0.5016 0.6783 0.6854
6 0.30 0 0.4456 0.6118 0.6068
7 0.35 0 0.3969 0.5504 0.5367
8 0.40 0 0.3541 0.4943 0.4745
9 0.45 0 0.3162 0.4434 0.4119
10 0.50 0 0.2826 0.3974 0.3708




3) Malla con cinco nodos

AX =0.25

Para(i=3)

Para(i=4)

Condicion de frontera derecha
b BT
2AX

(n+) _ mi(n
Tsn )—Ts(n)

TP =-2y T + 2y + 7M™ Q)



Solucion de las ecuaciones (4) , (3) , (6) ¥ (7)

228

_ 4t _ 0.05 —08
ax?t  (0.25)?2
@+ -y 0 0 [0 (7]
—y Q@+l -7 0 (™| _Jrp|
0 —y @) -y ||T] 7y
0 0 =2y @rjr™h|  (1¢)
TABLA 5.7¢
Comparacién de resultados diferencias finitas solucion exacta
Solucién
Tiempo Exacta
n 4 T T, T, I Ty Ty
0 0 0 1 1 1 1 1
1 0.05 0 0.6554 | 0.8799 | 09544 | 09720 | 0.9969
2 0.10 0 0.4858 | 0.7596 | 0.8830 | 0.9172 | 0.9493
3 0.15 0 0.3897 | 0.6591 0.8031 0.8470 | 0.8642
4 0.20 0 0.3274 | 0.5769 | 0.7236 | 0.7711 | 0.7723
5 0.25 0 0.2823 | 0.5084 | 0.6489 | 0.6959 | 0.6854
6 0.30 0 0.2471 | 0.4501 | 0.5803 | 0.6247 | 0.6068
7 0.35 0 0.2180 | 0.3997 | 0.5182 | 0.5592 | 0.5367
8 0.40 0 0.1932 | 03554 | 0.4624 | 0.4996 | 0.4745
9 0.45 0 01717 | 03164 | 04124 | 04460 | 0.4194
10 0.50 0 0.1528 | 0.2819 | 0.3678 | 0.3979 | 0.3708




Ejemplo 3.2 Una barra delgada a una temperatura inicial de (8, ), aislada, menos por

uno de sus extremos, por el que intercambia calor con el medio hambiente. La barra
tiene una longitud ( L ), determine la distribucién de temperaturas.

W/W»WW
7
7z G(I,O) = 9]

RN

A A A A

I
— L =

Datos:
6, = Temperatura inicial =100°F

@,, = Temperatura del media hambiente = 1600°F

5 Btu
B = Coeficiente de transferencia de calor por conveccion = —————
hr - ft*-°F
0.54 Bru
k = Coeficiente de transferencia de calor por conducciéon = ———
hr - fi-°F
C. = Cal i 0.2 Btu
= Calor especifico =
P Lb,~°F
144 Lb,,

p = Densidad =

ﬁ3

L =Longitud de labarra=1 ft
o s . k

a = Difusividad térmica= —

pC

t = Tiempo



Ecuacion diferencial del problema

Condiciones de frontera
6(x,0)=6,
08(0,1) ~0
ox

_ 98L1)

P B6-6,)

WA

Kx(L

Kx(L

£0

)0

AL e
0(x,0) =6,

e

e

|4___

20(0,1)

=0

Normalizando

_0-0, at

T T
6,-6, I?

=

e e e

—

_ 98

Ox

= B0 -6)

230
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La ecuacién diferencial y las condiciones de frontera del problema se transforma en.

°T or
a? or xxd
T(X,0)=1 0¢X <1
T _ 0
) ¢
L) _
k T AT 7)0

WWWW:

7 -
.»é T(X,0)=1
/,
’éZWW/}W/WW,
X
DE— x=1 —
BT(O,T)=0 _kaT(L,T) =m"
aX aX

Solucién de la ecuacion diferencial parcial parabélica.
Meétodo implicito.

or _ 3T

or  ax?

Se utiliza Euler hacia atrés con respecto al dominio del tiempo y él termino de la
segunda derivada de la ecuacién mediante la aproximacién por diferencias centrales.



17 =y TG + @r + 01 -y TGP

i+l

1) Malla con dos nodos
AX =1
TOD=0 TLr)=-
@ oorviirireranne P P Sy —
i=-1 0 1
Para (i=0)

T¢ =—y TP 4.2y + DT — D

Condici6n de frontera izquierda
v L-T,
T =0k

Tl(n+l) — T_(;Hl)

=0

17 = Qr +r{™0 -2y 7,

BT,
k

i=01.N

(M

232



233

Para(i=1)
T =~y Tg™ + 2y + DD ylw+d
Condicién de frontera derecha.
! -T
R L
24X k
T - -221Xﬂ T 4 7m0
=2 Iy + [(2r+1)+r( axp )] 7, @
Solucién de las ecuaciones (1) ¥ (2)
2y +1) -2y (n+1) n
24X 7 _ T
=2y |@raD+rC | [HP]\FT
y= 47 003D _o01875
at
TABLA 5.8a Comparacion de los resultados diferencias finitas solucion exacta
Solucién Solucion
Tiempo Exacta Exacta
n T To T'l To Tl
0 0 1 1 1 1
1 0.01875 0.9909 0.7490 1.0210 0.3500
2 0.03750 0.9747 0.5673 1.0082 0.2798
3 0.05620 0.9552 0.4355 1.0034 0.2379
4 0.07500 0.9329 0.3397 0.9950 0.2102
5 0.09375 0.9089 0.2699 0.9810 0.1904
6 0.11250 0.8839 0.2188 0.9616 0.1753
7 0.13125 0.8585 0.1812 0.9384 0.1633
8 0.15000 0.8330 0.1534 0.9127 0.1534
9 0.16875 0.8076 0.1326 0.8853 0.1450
10 0.18750 0.7826 0.1169 0.8572 0.1377




2) Malla con tres nodos
AX =0.5

Para(i=0)
Ton =—y Tf;&l) + (2?, +1)T0(n+l) ‘?’Tl(nﬂ)

Condicién de frontera izquierda.

' T-T.
o= oux O

+H) _ +1)
Tl(" )_T_(l"

Iy =@y + DI -2 ©

Para(i=1)
Tln =—y Tém]) +(2y + l)Tl(nH) —Jsz(nH) )

Para (i=2)
Tzn =y Tl(n+l) + (2}' + l)T2(n+]) _yTs(nH)

Condicion de frontera derecha

Tz' _L-h__5;

24X k2

T -~ Z;IX;B T{mD | 7meD)
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T§ =2y T 4 [(27 ++p(* 2 )]Tz("“)

&)
Solucion de las ecuaciones (3) , (4) y (5)
Qy+l) -2 0 et I b e
-7 @7+ -7 L=
0 - [(Zy +1)+ 7(%)] ™ |
y = A‘; - %‘53)-55 -02
TABLA 5.8b Comparacion de resultados diferencias finitas solucion exacta
Tiempo Solucién | Solucién | Solucion
n T T, T, T, Exacta Exacta Exacta
Ty L I,
0 0 1 1 1 1 1 1
1 0.01875 | 0.9967 | 09751 | 0.6216 | 1.0210 1.0040 | 0.3500
2 0.03750 | 09892 | 0.9393 | 0.4135 | 1.0082 | 09702 | 0.2798
3 0.05625 | 0.9775 | 0.8999 | 0.2974 | 1.0034 | 0.9636 | 0.2379
4 0.07500 | 0.9622 | 0.8603 | 0.2312 | 0.9950 | 0.8761 | 0.2102
5 0.09375 | 0.9439 | 0.8221 | 0.1922 | 0.9810 | 0.8326 | 0.5812
6 0.11250 | 0.9233 | 0.7860 | 0.1681 | 0.9616 | 0.7932 | 0.1753
7 0.13125 | 09009 | 0.7521 | 0.1523 | 09384 | 0.7575 | 0.1636
8 0.15000 | 0.8773 | 07204 | 0.1411 | 0.9127 | 0.7248 | 0.1534
9 0.16875 | 0.8529 | 0.6907 | 0.1327 | 0.8853 | 0.6947 | 0.1450
10 0.1875 | 0.8280 | 0.6628 | 0.1258 | 0.8572 | 0.6667 | 0.1377




3) Malla con cinco nodos
AX =0.25

Para (i =0)

Condicion de frontera izquierda
A
24X

(n+l |
T‘n+)=T-(:|+)

T3 = 2y + DT 2, (Y 6)
Para (i =1)
Para(i=2)

T3 =-y ™ +@r+ DI —y1™d ®)
Para (i =3)

T ==y T{™ + @+ DI -1 )



Para (i=4)

Condicidn de frontera derecha

TS -T3 ______ﬁT

Tl'
YT

1) _ —24XB (ns1) , 7 ()
Ts(’H' ) = k T4('n+ ) +T3

24%,
1§ =2y T + [(27 1)+ r(—ki)]T 0

Solucién de las ecuaciones (6) - (7} , (8) , (9) y (10)

[(2y +1)
=Y

0

0

-2

@r +1)

—Y
0

0
-Y
Qy+D
-7

0
0
—y
2r+1

0
Y

0 0 0

-2y [(2r+l)+r(

Ar 001875

= =03
ax? (025

2AXP

k

r "+1 h'
To(( )
Tl(m'l)

T("“")

2( 1)
n+
I

|

(1)
L T4 J

TABLA 5.8¢ Comparacion de resultados diferencias finitas solucion exacta

(10)
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g

Tiempo
r

Iy | 4 I, | & T

I

0 1 1 1 1 1 | 1

0.01875(0.9986 [0.9963 |0.9817 10.9059 |0.5166

1.0040

0.0375010.9944 |0.9873 |0.9500 [0.8071 (0.3350

0.9702

0.0562510.9863 10.9729 0.91190|0.7237 (0.2574

0.9236

0.07500 | 0.9743 |0.9543 |0.8720 | 0.6567 |(0.2180

0.8761

0.0937510.9586 |[0.9323 |0.8328 |0.6030 |0.1940

0.8326

0.11250 (0.9396 |0.9081 [0.7956 |0.5593 |0.1772

0.7932

0.1312510.9181 |0.8823 |0.7608 |0.5230 |0.1643

0.7575

0.15000 | 0.8947 |0.8558 (0.7282 |0.4923 |0.1538

0.7248

0.1687510.8700 |0.8288 [0.6979 {0.4657 |0.1450

0.6947

0.187500.8445 |0.8019 |0.6695 |0.4423 [0.1374

0.6667

T* Solucion exacta




Ejemplo 4.1 Escriba la aproximacion por diferencias y la solucion de la ecuacién de
Poisson, para la geometria que se muestra en la figura 5.1,

Ecuacién diferencial del problema.(EDP eliptica)
-V*T(x,y)= fo

o't a'r

—(Bx—z"‘ 6y2)=f0

Geometria del problema y condiciones de frontera.

T=0
—
Ay
T=0 T=0
Ax
T=0
(a) (b)

Figura 5.1 Dominio del problema (a), y reticula de andlisis (b)

Condiciones de frontera de la raticula de anlisis.

Frontera izquierda %Z- =0 ( Tipo Neuman )
Fronteraderecha 7T =0 ( Tipo Dirichlet )
Frontera inferior or =0

Frontera superior T =0
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Condiciones de frontera de la reticula de andlisis

T=0
3
A P4
‘f' p
: :
rd
Ty 7 T=0 5 7
Z Z
7 . Z
g J=13
'}ff/f/fl/ff/ffijjff/f/f/ LIESEETSTIIL LSS ETETTISS
oT i=1
C2
2 2
8 T &r
( —)=\ (D

a.v

La ecuacién en diferencias para un punto (7, j ) de la reticula situado dentro de la

frontera. Si aplicamos la aproximacidn por diferencias centrales, aproximamos el primer

termino de la ecuacién (1) por

T Ty -2 ;+Ty,

axz = sz (2)
De manera analoga, la aproximacion por diferencias del segundo termino es
O Tija-2T i +T 3
R ©
Sustituimos (2) y (3) en (1)
T +2T;,j—T;'+l,j +_T;'.j-l+2T;j Tijs _ . @)
Ax Ay “

La ecuacion (4) se aplica a todos los puntos de la reticula excepto los de la frontera.



La frontera inferior, ecuacién en diferencias para un punto.

(I1<i<ipg, y j=1)

2r Glua—Gu
( &7 )1 = &
2
oT Tin-Ti)
( oy )i,1+; = Ay
(g),.,1 =0 ( Condicién de frontera inferior )
Sustituimos (b) y (c) en (a)
(62_1").[ _ 20, -2
PR P
Sustituimos (5) y (2) en (1)

—Tiy;+2T1; ;- Ty, N —2ia + T4y _
A A

0ia

La ecuacién (6) se aplica para cualquier punto en la frontera inferior.

La frontera izquierda, ecuacién en diferencias para un punto.

(I<j<Jmax ¥ J=1)

oT oT
a'r. Gt~y
(_a?)" j= o
2
Ay, - h;-T,
ox 1ty Ax
(E)" ;=0 ( Condicién de frontera izquierda )

(a)

(b)

©

()

(6)

(d)

(e)

®

240



Sustituimos () ¥ (f) en (d)
o't  2h;-2L;
&2 1j - sz
Sustituimos (7) ¥ (3) en (1)

( M

20 =202 =N+ T _

La ecuacion (8) se aplica para cualquier punto en la frontera izquierda.

(8)

Ecuacién en diferencias para el punto de la esquina (i = j =1).
Sustituimos (5) y (7) en (1)

2Ny -2 |, 2y -2N,

fo,, 9
0 4 (4 &)

Aplicamos las ecuaciones (4) , (6) , (8) ¥ (9) para la solucion de Ia reticula del

problema. (4x = 4y)

Para(i=j=1)

4Ty, 2Ty - 2T, = & fo (10)
Para (i=2,/=1)

Ty, +4Ty) - 20y, = 457N (1)
Para (i=1,j=2)

Ty, +4T, - 2Ty, = &5 S0 12
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Para(i=2,j= 2)
~Iy-Tip+Thy =&’ (13)
Soluci6n de las ecuaciones (10) , (1), (12), y (13)
- T N f .
4 -2 -2 o]{n, Ax2 fo
-1 4 2T 2
1 0 . Ll M=y
- 4 -2 Tn| (A,
L 0 -1 -1 4 i ~T2,2‘ \szfOJ
Para(fy =1)y (dc = Ay =0.5)
TABLA 5.9
Comparacion de resultados diferencias finitas solucién por series
Coordenadas Solucién aproximada Solucién por series
(i, 1) T r
(LD 0.2812 0.2947
2D 0.2187 0.2284
(1,2) 0.2188 0.2293
(2,2) 0.1719 0.1801*

Valor interpolado *
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CAPITULO 6

COMPARACION DE RESULTADOS.

GRAFICA 6.1

Comparacion de los métodos elemento finito y diferencias finitas con la solucién

analitica para la distribucién de temperaturas en una aleta rectangular (Ejemplo 2.1)
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Comparacion de los métodos elemento finito y diferencias finitas con la sofucion
analitica para la distribucién de temperaturas en un conductor eléctrico (Ejemplo 2.2)

GRAFICA 6.2
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GRAFICA 6.3

Comparacion de los métodos elemento finito y diferencias finitas con la solucién
analitica para la distribucién de temperaturas en una aleta triangular (Ejemplo 2.3)
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GRAFICA 6.4

Comparacion de los métodos elemento finito y diferencias finitas con la solucién

analitica para la distribucién de velocidades en un fluido (Ejemplo 2.4)
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GRAFICA 6.5

Comparacién de los métodos elemento finito y diferencias finitas con la solucién

analitica para la flexn de una viga empotrada en los extremos (Ejemplo 2.5)
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GRAFICA 6.6

Comparacion de los métodos elemento finito y diferencias finitas con la solucién

analitica para la flexién de una viga de seccién variable empotrada en el extremo

izquierdo y con una carga concentrada en el extremo derecho ( Ejemplo 2.6 )
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GRAFICA 6.7

Comparacion de los métodos elemento finito y diferencias finitas con la solucion

analitica para la distribucién de temperaturas en estado transitorio en una barra aislada

en un extremo. ( Ejemplo 3.1)
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GRAFICA 6.8

Comparacion de los métodos elemento finito y diferencias finitas con la sohicién

analitica para la distribucién de temperaturas en estado transitorio en una barra aislada

en el extremo izquierdo y que intercambia calor por el extremo derecho. ( Ejemplo 3.2 )
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GRAFICA 6.9

Comparacion de los métodos elemento finito y diferencias finitas con la solucién

analitica para la distribucion de temperaturas en estado estable dos dimensiones en una

placa rectangular. ( Ejemplo 4.1 )

0.35 =

- ---—‘-----T---.--'-----r----..-----r----.'-----'---- .1'

e e n - - —-

P DINY S SR, .

gias fini
:
0.3

[ ripigiisety-inpuiniip o Yt SR
Soluciép analitica xx

Diferen

L

.

0.05}----
0

0.4

06

05
Oy

8.2

0.1



252

CAPITULO 7

CONCLUSIONES

Las conclusiones que se originaron de mi investigacion se apoyan en las graficas del
capitulo anterior y son las siguientes: para el método del elemento finito, se obtiene los
mismos resultados cuando se utilizan dos elementos lineales que cuando se utiliza un
elemento cuadritico; sin embargo cuando se hace muy fina la malla de elementos finitos
no s¢ mejora la aproximacién a la solucién analitica solo se obtiene mas informacion de
la maya.

Las aplicaciones mas fuertes del elemento finito son para geometrias complejas; es
decir para todo lo que no sea cuadrado en problemas de estado estable. Lo interesante de
este método es que proporciona ademds informaci6n de las variables secundarias del
problema que pueden ser: el flujo de calor, las reacciones en vigas, los momentos etc.

Otro de los puntos importantes de mi investigacion es el método de las diferencias
finitas, en este punto quiero sefialar las siguientes conclusiones: es muy importante que
las distancias entre los puntos de la reticula sean muy pequefias para que se tenga una

mejor aproximacion a la solucién analitica, por otra parte quiero mencionar que no
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recomiendo el método para problemas de vigas o de estructuras porque no sé obtendrian
las variables secundarias solo s¢ obtendria la flexion si la geometria es sencilla; lo que
me pareci6é muy interesante del método son: Las aplicaciones a problemas de valor

inicial para problemas que tengan geometria sencillas; es decir cuadrados o recténgulos.
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