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PROLOGO

La importancia de los métodos numéricos ha aumentado en la ensefianza de la
ingenieria y la ciencia, lo cual refleja el uso actual y sin precedentes de las
computadoras. Al aprender los métodos numéricos, nos volvemos aptos para:

1) Entender esquemas numéricos a fin de resolver problemas matematicos.
2) Deducir esquemas numéricos basicos

3) Escribir programas y resolverlos en una computadora.

4) Usar correctamente el software existente para dichos métodos.

El aprendizaje de los métodos numéricos no solo aumenta nuestra habilidad para el
uso de computadoras, también amplia la pericia matematica y la comprension de los
principios cientificos basicos.

En esta tesis se analizaran basicamente dos técnicas numeéricas, el método de
elemento finito y el método de diferencias finitas.

Entre los objetivos de la tesis est4n los siguientes puntos:

1) Dependiendo del tipo de problema: en estado estable, en estado transitorio en dos
dimensiones, que método numérico proporciona una mejor aproximacion a la solucion
analitica.

2) Que criterios se deben de tomar para mejorar la aproximacion a la solucién analitica.
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SINTESIS

La tesis se escribid considerando un orden légico, para que cualquier persona que
incursione en el estudio de los métodos del elemento finito y las diferencias finitas, no
tenga problemas en el entendimiento y comprension de los diferentes aspectos que se
tratan en esta. Asi teniendo los conocimientos obtenidos al consultar esta tesis podran
ahondar en el estudio de los métodos antes mencionados.

Los resultados que se obtuvieron al solucionar cada uno de los ejemplos son
presentados en cada uno de los capitulos de la tesis.

En seguida se da una breve descripcién del contenido de cada uno de los capitulos.

CAPITULO 1.- En este capitulo se describen los pasos bésicos para la solucion de
problemas utilizando el método de elemento finito.

CAPITULO 2.- En este capitulo se resuelven algunos ejemplos en estado estable en
una dimension utilizando el método de elemento finito.

CAPITULO 3.- En este capitulo se resuelven algunos ejemplos en estado transitorio
en una dimension utilizando el método de elemento finito.

CAPITULO 4.- En este capitulo se resuelven algunos ejemplos en estado estable en
dos dimensiones.

CAPITULO $.- En este capitulo se resuelven todos los ejemplos de los capitulos
anteriores utilizando el método de diferencias finitas.

CAPITULO 6.- En este capitulo se comparan los resultados obtenidos al utilizar los
métodos de elemento finito y diferencias finitas.

CAPITULO 7.- En este capitulo se especifica el método a utilizar diferencias finitas o
elemento finito dependiendo del tipo de problema.
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INTRODUCCION

El objetivo de este trabajo es la solucién de algunas ecuaciones diferenciales
utilizando métodos numéricos. Para determinar que método numerico utilizar tomando en
cuenta la geometria del problema, las condiciones iniciales y las condiciones de frontera,
los criterios que se deben de tomar para la exactitud de la solucion de la ecuacion
diferencial.

Los métodos numéricos a utilizar son ¢l método del elemento finito y ¢l método de
diferencias finitas.

Virtualmente cualquier fendmeno en la naturaleza puede ser descrito con la ayuda de
leyes fisicas, en términos de ecuaciones algebraicas, o de ecuaciones diferenciales.

La mayoria de los ingenieros y cientificos estudian los fenémenos fisicos de dos

maneras.
a) Formulacién del proceso fisico.

b) Anélisis numérico del modelo matematico.

La formulacién matematica de un proceso fisico requiere conocimientos relacionados
a las leyes fisicas y a menudo, herramientas matematicas.

Desarrollar el modelo matematico de un proceso es logrado a traves de las
suposiciones de como trabaja el proceso. En una solucién numérica, usamos un método

numérico y una computadora para evaluar el modelo matematico y estimar las

caracteristicas del proceso.



Mientras que la obtencion de la ecuacién que gobierna la mayoria de los procesos no
es complicada, su solucidn por el método exacto de analisis es muy dificil. En tales casos,
métodos de anilisis aproximados proporcionan alternativas més féciles para encontrar las
soluciones. Entre estos, el método de diferencias finitas y los métodos variacionales como
el método de Rayleigh-Ritz y Galerkin son los mas frecuentemente usados en la literatura.

En la aproximacion por diferencias finitas de una ecuacién diferencial, las derivadas
son remplazadas por funciones en expansion de serie de Taylor.

En la aproximacién por método variacional, la ecuacion diferencial es puesta en su

forma equivalente (Integral Pesada) y entonces la solucién aproximada sobre el dominio
se supone ser una combinaci6n lineal (Z, ¢ j) de funciones de aproximacién

(#,) y coeficientes indeterminados, (¢, ). Los coeficientes (¢, ) son determinados tal que
la integral declarada equivalente a la ecuacién diferencial es satisfecha.

El método del elemento finito supera la desventaja de los métodos variacionales
tradicionales porque proporciona un procedimiento sistematico para la derivacion de las
funciones de aproximacién sobre una subregion del dominio . El método cuenta con tres

caracteristicas que la hacen superior sobre los demés métodos.

Primero. Un dominio con una geometria compleja es representado como una

coleccion de subdominios de geometria simple, llamados elementos finitos.

Segundo. Sobré cada elemento finito las funciones de aproximacion son derivadas
usando la idea basica de que cualquier funcién continua puede ser representada por una

combinacion lincal de polinomios algebraicos.

Tercero. Las relaciones algebraicas entre los coeficientes indeterminados (valores
nodales) son obtenidas satisfaciendo la ecuacion gobernante, a menudo en forma de

integral pesada sobre cada elemento.

Las funciones de aproximacion son derivadas usando conceptos de teoria de

interpolacion, y son por lo tanto llamadas funciones de interpolacion.



CAPITULO 1

METODO DE ELEMENTO FINITO
1.1) PASOS BASICOS DEL ANALISIS DE ELEMENTO FINITO

1) Discretizacion (representacién) del dominio dado en una coleccidn de elementos
finitos. (Este paso puede ser pospuesto hasta que la formulacién de la ecuacién del
elemento finito este completa).

a) Construir la malla de los elementos finitos preseleccionados.

b) Numerar los nodos y elementos.

¢) Generar las propiedades de la geometria (e.g., coordenadas y 4rea de seccion

Transversal) necesarios para el problema.

2) Derivacidn de las ecuaciones del elemento para todos los elementos tipicos
en la malla.
a) Construir la formulacién variacional de la ecuacion diferencial sobre un tipico

elemento.

n
b) Suponer que una variable dependiente (u ) de la forma (u =Z u;;) y sustituirla
i=l

en el paso (2 a) para obtener la ecuacidn del elemento de la forma

[ o=



c) Seleccione la funcion de interpolacion para el elemento (,) y calcule los elementos de

la matriz.

3) Ensamble las ecuaciones de cada uno de los elementos para obtener las ecuaciones del
problema completo.

a) Identificar las condiciones de continuidad entre los elementos también las variables
primarias (relaciones entre los grados de libertad locales, grados de libertad globales y
conectividad de los elementos) para relacionar los nodos del elemento a los nodos
globales.

b) Identificar las condiciones de equilibrio entre las variables secundarias

(relaciones entre las fuentes locales o componentes de fuerzas y las

componentes de fuentes globalmente especificadas).

c) Ensamble las ecuaciones de los elementos usando los pasos (3a) y (3 b).

4) Imposicion de las condiciones frontera del problema.
a) Identificar los grados de libertad de la variable primaria globalmente.
b) Identificar los grados de libertad de la variable secundaria globalmente.

5) Solucion de las ecuaciones ensambladas.

6) Postprocesamiento de los resultados.

a) Calcule el gradiente de la solucién o otras cantidades deseadas de los grados de
libertad de la variable primaria calculada en el paso (5).

b) Represente los resultados en forma tabular o en forma gréfica.



1.2) PROBLEMA MODELO CON VALORES EN LA FRONTERA

Considere el problema de encontrar la funcién #(x) que satisface la ecuacion

diferencial.

d( du
— —_ = 0 Q - 0’ L 1'1
dx(a dx)m« q 0,L) (1.1)
y las condiciones frontera:
du
0)=uy, = 1.2
u(0) =y (“ d ) . Oy (1.2)

donde a = a(x), ¢ = c(x), ¢ = q(x), ¥y ¥, son los datos del problema.

La ecuacion (1.2) puede representar una descripcion analitica de algunos procesos
fisicos. Por ejemplo transferencia de calor por conduccién y conveccién en una pared
plana o aleta (transferencia de calor 1-D), flujo a traves de canales y tubos, defecciéon
transversal de cables, deformacion axial de barras y otros procesos fisicos descritos por la
tabla (1.1).

q(x)
,—> —> — — —»

NN

LAY
N

o L -

u=uy=0 au
Y Qoz(adx)x=[.

Figura 1.1 Elemento finito dominio en una dimensién



PASO 1: DISCRETIZACION

Representacién del dominio dado en una coleccién de elementos finitos

preseleccionados.
< o -
xA ha
4‘ -t g
A o B
f—b x X
=0 X= he
X=x- X4

x =Coordenadas globales del elemento
x = Coordenadas locales del elemento

0f =™ e T g™

' x=x, X=Xp

u = Variable primaria del elemento

O = Variable secundaria del elemento



PASO 2: DERIVACION DE LAS ECUACIONES DEL ELEMENTO

La derivacidn de las ecuaciones del elemento finito, son ecuaciones algebraicas que

relacionan la variable primaria con la variable secundaria en los nodos del elemento,

involucra tres pasos.
a) Construir la forma débil.
b) Suponer la forma de la solucién aproximada sobre el elemento finito.

c) Derivar las ecuaciones del elemento finito para sustituir la solucion aproximada en la
forma débil.

a) Construccion de la forma débil

0= J::w{- i(a%)+cu-q}dx (1.3 a)
_ e [d( br

0= Lw[dx(adx)}dx+f‘w[cu q}lx (1.3 b)

Integrando por partes la primera integral de la ecuacién (1.3 b).

[3 d (du) du
4 | dx\dx dx

Sustituimos el resultado de la integral en la ecuacién (1.3 b) para obtener la forma
débil de la ecuacion diferencial (1.1).

o [fed el {e2]

x
B_ Badudwdx
xy T4 dx dx

(1.4)

XB
X4



Nota:
Los coeficientes de la funcién de peso ( w ) son llamadas variables secundarias, y sus

especificaciones constituyen condiciones de frontera natural (a % =Q0).

La variable dependiente en las condiciones de frontera son llamadas variables

primarias, sus especificaciones constituyen las condiciones de frontera esencial (u ).

0= f: [a ‘;: ‘2: + cuw — wq]dx —|:w(a %)’xa— w(a 3:1“] (L.5)

5| du dw
0= [A[aag+m—wq}d-—w(xa )0y —W(x4)Q4 (16)

b) Suponer la forma de la solucién aproximada.

1) La solucién aproximada debe ser continua sobre ¢l elemento, y diferenciable, como ¢s
requerido por la forma débil.

2) Debe ser un polinomio completo, que inchrya los términos desde el menor orden hasta
¢l de mayor orden.

3) Debe ser una funcién de interpolacion de la variable primaria en los nodos del

elemento finito.

I ) Aproximacién Lineal
U =a+bx (1.7)

donde a y b son constantes.
Ut (x4 )=uf

(1.8)
Uf(xp)=us



A
Ul =a+bx
f
u;
Hl & 4
& -—>

I‘_xA_:}‘_ he_'IB
—

Figura 1.2 Elemento lineal una dimension

Expresando la ecuacién (1.8) en términos de (uf) y (u3)

uf =a+bx,
u5 =a+bxyg

o en forma matricial,

RSN

invirtiendo la matriz (1.9 b), obtenemos

1
a= (ufxg —ung)
he

1
b=he (u3 —up)

donde h, =x, —xp. Sustituimos (1.9 ¢) en (1.7)

Ue = Xp —X e . X—Xp | e
(he ] h, 2

10

(1.9a)

(1.9b)

(1.9¢)

(1.94d)
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La ecuaci6n (1.9 d) es una forma estandar del elemento finito. Los valores nodales
son multiplicados por funciones lineales de (x ), que son llamadas funciones de forma o

funciones de interpolacion. Estas funciones son denotadas por (,) con un subindice que
indica el nodo donde es especificada la funcién de forma. Las funciones de forma en
(1.9 d) son denotadas por (w{,y3).

wf=(xi_x] y w§=(x_x3] (1.10 a)
(-4 he

B
P
=
e

~

>

l‘: 1
X
X 4 XB

X
X4 Xp

Figura 1.3 Funciones de forma lineales
La aproximacion lineal expresadas en coordenadas locales

X=X—Xy4

- X
Ul=|1-" luf + 3 :
( he Jul (he ]uz (l 10 b)
donde las funciones de forma serdn:

eyl ¥
Wy (x) b %]

wﬂn=[:] (1.10¢)

&
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/"\l S .
/ * \-\‘ Pe \\.
/\/. e-.lL e =4_ h, — etl e:2 ¢
|
|" X, ' |I
L

Figura 1.4 Funciones de interpolacién lineales en coordenadas locales

Sustituyendo las funciones de interpolacién en la ecuacién (1.7)

obtenemos la forma que tendra la aproximacion lineal.

U =y (o +ys (xhs

2 i
Us=>wiu (1.10.d)
7=l



IT ) Aproximacién Cuadratica.

U®=a+bx+cx?

Donde a, b y ¢ son constantes.
Ue(xf) =uy
Ut (x3)=uj

Ut (x3)=u3

1 2 3
@ & &
I: h, —]
x
(a)
y1(X)
1
>
e
wa(X)
i
W\,
X
p3(x)
L
< »x
(b)

Figura 1.5 Elemento cuadritico asociade con funciones de interpolacion (a),(b).

13

(1.11)

(1.12)



Expresando la ecuacién (1.11) en términos de (f ),(5) y (3)

uf =a+bxf +e(xf)?
u§ = a+bxf +c(x5)?
u§ =a+bxf +e(x)?

0 en forma matricial,

uf| |1 xf () |[a
ugp=|1 x5 (x5)* Kb
wi| |1 x5 (x5)?||e
solucionando el sistema de ecuaciones para a,b,c.

3 3
Y afui donde af=xj(xi)—xf(x;)2 y D°=Yaf

1
a_D" ;

i=l i=l

1 3
b=DeZﬁ‘fuf donde ff =(x5)* —(xf)

i=1

3
g ;e > yiuj donde yf=—(x;-x;)

i=1
La ecuacion (1.11) toma la forma

US(x) =i (uf +y3 (s +w35(0us

3
U(x) =3 w5 (0’
j=l

donde las ] son las funciones de interpolacion de lagrange cuadraticas.

viC)=  (af +plrsyiah),  i=123

14

(1.13 a)

(1.13b)

(1.14 )

(1.14b)

(1.14¢c)

(1.15)

(1.16)
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Los subindices usados en las ecuaciones (1.14) permutan en orden natural,
si i=1 entonces j=2 y k=3
si i=2 entonces j=3 y k=1 (1.17)

si i=3 entonces j=1 y k=2

Las funciones de interpolacion cuadréticas pueden ser expresadas en términos de
coordenadas locales ( x ), con ¢l origen fijo en ¢l nodo (1). Las coordenadas globales

(x) est4n relacionadas con las coordenadas locales ( x ) por la relacién ( x = x{ + x)

donde (x{ = x4) que es la coordenada global del primer nodo del elemento (Q°).

Para un elemento cuadratico con el nodo interior, nodo (2), localizado en (x =ah, ),

(x5 = x{ +ah,), para (& = ', ), cuando el nodo (2) esta localizado a la mitad del

elemento, las funciones de interpolacion serdn.

vico=(1= [1-¥]

PO B |
V/z(x)—4he(l hJ (1.18)

(4

” x 2x
——
9maloh)

Propiedades de las funciones de interpolacion:

0 si i#j

M) y(x))=96,= (1.19 )
1 st i=j
n n dwt

® Yyiw=1, Y " =0 (119b)

i=l i=t
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C) Derivar las ecuaciones del elemento finito para sustituir la solucién aproximada
en la forma débil.

La sustitucién de (1.10 d) o (1.15) en (1.6) deberd dar las ecuaciones algebraicas

necesarias para los valores nodales (%, ) y (Q;) del elemento (Q°). Para formular el

modelo del elemento finito basado en la forma débil (1.6), no es necesario decidir a

priori el grado de aproximacién de (U*). El modelo puede ser desarrollado para un

grado arbitrario de funcién de interpolacién:

n
usU® =Y ulysx) (1.20)
~

Donde g son las funciones de interpolacion de Lagrange de grado (n-1). Cuando

(n>2), la forma débil en (1.6) debe ser modificada para incluir una variable secundaria

no cero.

B dw du 8
0=fA[a‘&dx+cwu—wq -;w(xf)QA (1.21)

donde (x;) es la coordenada global del nodo (i) del elemento (Q°). Si los nodos (1) y
(n) son los puntos finales del elemento entonces (Q;) y (Q;) representan los puntos
fuentes desconocidos, y todas las otras ( Q) son siempre conocidas.

Siguiendo el procedimiento de Rayleigh-Ritz sustituimos (1.20) por (u) y

(¥1),(w3)--(wy)por (w) en la forma débil (1.21) para obtener las (n) ecuaciones

algebraicas.

( 3 7
0= (o [$45 0 oot S0 vt - St e
i i J o ¥y jV; '/’]qu 'V’l jr’Ej
j=l ) =1

( e ) ]

ol dvsfe v z S

0= f,, 0% | Zus =L |+ews z|u;w;(x) -y3q dx—leﬁ(x;)Qj
j= J J=
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el n

B d n ed'/’e e e < s exne
0=f|:a ‘Z. (Zu} dxj]"'c'/’n(zuj'//j(x)]-wnq -EWn(xj)Qj (1.21 9)

J=l J=l

Las ecuaciones algebraicas pueden escribirse como

0= nyu, (i=12,...,n) (121 b)
J=1

donde:

B dV’ng/; e
K5-=fd[adx' dxﬂ%‘&/f} = B(y{.v})

= [Tavtac =10

(121¢)

note que la propiedad (1) de las funciones de interpolacion (1.19 a) es usada para

escribir.

Qv =0f (1.22)
i=1

Las ecuaciones (1.21 a) pueden ser expresadas en términos de los coeficientes
(K5, /7,97 ) como:
K +KQus +. . 4 Kjgup = i +0f

KSuf +Kus+. . +K5u;p = f5 +05
(1.23 a)

€ e ] e e (4
K,,lul +Kpus +. . A+ Kpu,=fy +0,
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En notacién matricial, las ecuaciones lineales algebraicas (1.21 a) pueden ser escrita

como.

ke Ju }= {7 1+ i} (123b)

La matriz [K ‘] es llamada matriz de coeficientes, en aplicaciones de mecénica
estructural. El vector columna {f ‘} es el vector fuente, o vector fuerza en problemas de
mecénica estructural. Note que (1.23) contiene (2 7) incognitas: (uf,u5,. . .u;)y

(OY,D5,. . ..05), llamadas variables primarias y secundarias del elemento grados de

libertad nodal; por lo tanto, no pueden ser resueltas sin tener adicionalmente (n)

condiciones. Algunas de estas provienen de las condiciones frontera y el resto por
balance de las variables secundarias ( ;) en los nodos comunes a varios elementos. Este

balance puede ser implementado poniendo los elementos juntos (ensamblando las
ecuaciones de los elementos ). Ensamblando y imponiendo las condiciones frontera,
debemos de obtener exactamente el mismo numero de ecuaciones algebraicas que €l

numero de variables primarias y secundarias desconocidas.

La matriz de coeficientes [K "] es simétrica, y el vector fuente {f ”} puede ser

evaluado para un elemento dado y datos (a,c, y ¢).Para un ¢lemento con valores

constantes de (a,¢, y ¢q) los coeficientes de [K ZJ y { f ‘} pueden ser evaluados para un

elemento tipico.



Ejemplo: Determinar a matriz [K* | y el vector {1} de Ia ecuacion (1.23 1)
a) Elemento Lineal.
Para una malla con elementos lineales en coordenadas locales, la matriz de
coeficientes [K °] y €l vector fuente {f "} se calculan de la siguiente manera.
% =
= X4 e
- * 'Y
A B
I__’ X Ly x

2 dy/e dl[/e
Ki= f (ae di’ —j+cey/flllf %

Eex¥uil)- 1| *x)= "
¥ (x) h w2 (x) h
dyf 1 dyy _ 1
dx h,° dx b,
1 1 x X
Ki=1|"a|-—[-. [+e|1-"[1- x
s SR G|
e a1
Kll= + cehe
he
1 1 x| x
e e _ l__ 26,
e E[ae( he)[he}'-c{ eIheﬂdx
e e | e
Kip=— %+ ch, =Ky
h,
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Similarmente:

para (g, ) constante el vector fuente total (g,k, ) se distribuye igualmente en los dos

nodos.

Los coeficientes de la matriz y el vector columna son:

k] [Kr, Kfz}

K3 Ky
[K"]=:—e[_ll _11]+"e6"e [f ;] (1.24 a)
J_I#
o

{fe}= get {:} (1.24 b)
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Ejemplo: Determinar la matriz [K "] y ¢l vector {f ¢ } de la ecuacién (1,23 b)
b) Elemento Cuadrético.

Para una malla con elementos cuadraticos en coordenadas locales, la matriz de

coeficientes [K ‘] y el vector fuente {f ‘} se calculan de la signiente manera.

xA he
/] —
7 A _B C
I_’x Ly x

Las funciones de interpolacién de Lagrange para un elemento cuadratico w; (x) para
(i=1,2,3 ) son:

ern_ |4 X _2x
LR G
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Las derivadas de las funciones de interpolacion.

dWl - _1 4}
dx h, h2

dwé’ 4 8x
dx h h2

dyi 1 4
dx b, B2

Los coeficientes de la matriz de rigidez.

- Ta 2
K¢ _f‘ A ., de="% 4% ch
1 (a, i cyi vy )dx 3h, g5 ePe
KlZ‘f( a - +ceW1W2)dx-_ ( ) 5 e
K¢ f( i ("e)- L

- 16 ,a
Kzz = .E( a, dx ;;2 + e’/’gy/gyix: 3 (he)+6 cehe

(4

b= V2 AV + w3 )dx=- + h
Ky l:"(ae dx dx Ce¥2¥3)dx 3(118) 15

dvt d 2
K§3=f’(ae ;—3 ;:—:+ CcW3w3)dx = ( )+Eceh
B



Kiy, K3 Kj
[Ke]= Kn K5 K3
K3 K3 K3

7 -8 .
IS = |8 16 -l S

1

‘11 -8 7

1
fi= f’wiqedx= ¢ 9ehe

1

)l

1

23

(1.25 a)

(1.25 b)



PASO 3: CONECTIVIDAD DE LOS ELEMENTOS

En el manejo de las ecuaciones del elemento, aislamos un elemento tipico (e) de la

malla y formulamos el problema variacional ( forma débil de la ecuacién diferencial ) y
se desarrolla el modelo del elemento finito, para resolver el problema completo debe
regresar el elemento a su posicién original e imponer las condiciones frontera.

En ¢l ensamble de los elementos se deben de imponer las siguientes dos condiciones.
1) Continuidad de la variable primaria en los elementos a conectar
U =utt (1.26 a)
2) Balance de la variable secundaria en los nodos a conectar

0 si no se aplican fuentes externas
0L =07 = (126 b)
O si una fuente externa es aplicada
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Ue+l ( x)
e i &
U'(x) - 3 /s
/ \ W /
& \ N
e A / e+l
FIRN / u 1S ¢ u
| A en 2 | Uenm
e e+l Ur £\
P U PN
# . o £y
U A / N
f S0 / %
l : K \.\. l Py \,
le o’ l e —92 Y
7 e e+1
e+1 e+1 e+2
(a)
i 2 | o,
—» .T. —» - @ o>
1 1
of 0% g et g
(b)

Figura 1.6 Ensamble de dos elementos lineales:
Continuidad de la variable primaria (@) , Balance de la variable secundaria (b) .

e+l

La continuidad de la variable primaria (u5 =#{" )y el balance de la variable

secundaria (05 + Qf“) para una malla con elementos lineales como se muestra en la

(fig. 1.6) Se realiza de la siguiente manera:
La continuidad entre los elementos de la variable primaria es impuesta para

renombrar las dos variables (u5) y (uf“) en (x = xy ) como uno y el mismo,

normalmente el valor de (# ) en el nodo global (N ):

ul =uft =Uy (1.27)
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Donde N=(n-1)e+1 esél numero del nodo global que corresponde al nodo ()

del elemento (£2°) y el nodo (1) del elemento (£2°*1). Por ejemplo para una malla con
dos elementos lineales (fig. 1.6).

ull = U]
=ul =U, (1.28)

u3
uy =uj =U,

El balance de las variables secundarias puede ser interpretado como la continuidad de

4
(a %) no de (a dgx ) en el punto comin al elemento (2°) y (.(2"+1 ) cuando no hay

cambios en (a z ) impuestos exiernamente. Por ejemplo para una malla con dos

elementos lineales (fig. 1.6).

e e+]
(ad“) =(ad“J (1.29 )
dx n dx 1

La ecuacion anterior también se puede escribir como:
& e o e+l
[l *a) =
dx dx
os+0ft =0 (1.29 b)

El signo menos en el segundo termino de la ecuacién anterior es deacuerdo a los

cosenos directores.
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Para una malla con dos elementos lineales:
Elemento (1)

KnUy + KUy = £2+0]
K;lUl + K%zUz = le +Q;
(1.30 a)
Elemento (2)

K&U; +K5Us = fi2 + 02

2 2 2. A2
KUy +KpUs = f; +05

Las ecuaciones anteriores son llamadas ecuaciones ensambladas. Estas contienen la
suma de los coeficientes y términos fuente en los nodos comunes a los dos elementos.

Las ecuaciones (1.30 a) pueden expresarse en forma de matriz.

K~ Kiy 0 (U 7 of
K3 (K121+K§2) Kb NUyp=1/2 + Q21410 +0F (130 b)
0 K} K% |\Us 13 03

PASO 4: IMPOSICION DE LAS CONDICIONES FRONTERA
Imponer las condiciones frontera, ambas esencial y natural, en las ecuaciones
ensambladas. Un problema particular difiere de otros en la especificaciéon de los datos y

en las condiciones de frontera.
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PASO 5: SOLUCION DE LAS ECUACIONES

Resolver las ecuaciones para los valores nodales desconocidos.

PASO 6: POSTPROCESAMIENTO DE LAS SOLUCIONES
La solucion de las ecuaciones del elemento finito da el valor nodal de la variable
primaria que se desconoce. ( Desplazamiento, velocidad, o temperatura).

Postprocesamiento de los resultados incluye uno o més de lo siguiente.

1) Calculo de cualquier variable secundaria (el gradiente de la solucion)

2) Interpretacion de los resultados para comprobar que la solucién tenga sentido (un
entendimiento de los procesos fisicos y experiencias son las guias cuando otras
soluciones no son disponibles para comparar).

3) Tabular y o presentacion gréfica de los resultados.
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CAPITULO 2

PROBLEMAS EN ESTADO ESTABLE UTILIZANDO EL METODO
DE ELEMENTO FINITO

Ejemplo 2.1a. Considere una aleta rectangular como lo muestra Ia figura.
Determine la distribucién de temperaturas y el flujo de calor usando:

I) Dos elementos lineales

Figura 2.1 Aleta rectangular
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Datos:
T, = Temperatura en la bese de la aleta = 250°C
T, = Temperatura del medio hambiente = 75°C

t = Espesor de la aleta = 0.254x102m

k = Conductividad térmica del material de la aleta = 207.6 “’o
m— ¢
B =Coeficiente de pelicula =283.9 zw
m--%c

p =Perimetro de la aleta

A = Area de seccidn transversal
2 Bp
m- =——=1076.79
kA
L =Longitud de la aleta = 1.524x10 % m
h =Espacio entre nodos

W= g ~0.00762m

Ecuacion diferencial de una aleta rectangular.

2
T

T (T-T,)=0  02=(0,L)

Las condiciones frontera de la ecuacidn diferencial.

T(0)=T, T

0
dx

x=L=
Haciendo un cambio de variable:

9=T—Tw 00 =T0-T®
2 _ PP

m =

kA



La ecuacion diferencial y las condiciones de frontera toman Ia forma

d*e
-pmzo:o 0=(0,L)
de
8(0) =6, dxx=L=0
PASO 1: DISCRETIZACION
f— 7 —
iy o
A. .B
€
X
|

x

PASO 2: DERIVACION DE LAS ECUACIONES DEL ELEMENTOQ

Construccion de la forma débil.

Resolviendo la integral e integrando por partes

rdlde 2 deB
0=[" 8 ldx -
[A_dxdx+mw Y& ox,

_pa{awdo 5 ~ de de
O_EA_dxdx+m w0:|dx w(xB)dxxB w(xA)dxxA

dw d6 4
0= B( +m2w9:|dx—2w(xq)Q‘? (@)
L_dx dx =

31



Suponer la forma de Ia solucién aproximada sobre un elemento finito.

1) Aproximacién Lineal.
2
6° =2 0w () )
J=l

Donde (0;) son los pardmetros a ser determinados, y/; (x) son las funciones de
aproximacion.

Sustituyendo (b) por () y (w) por (yf) en (a)

2
0=2 Ki0; -0f (i=12)

donde:

dl//‘e dWe' 2
Kj = ff[ b TMVIVG =B

2
> w05 =0f

J=1

En notacion matricial, las ecuaciones lineales algebraicas anteriores pueden ser

escrita como:

[k o=l

Para una malla con elementos lineales en coordenadas locales, la matriz de

coeficientes [K e] se calcula de la signiente manera.

32
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vi)=1-", w§(§)=;‘

€ (4
dyi 1 dy 1
dx h° dx h,



PASO 3: CONECTIVIDAD DE LOS ELEMEMTOS

Para dos elementos lineales.
1 2 1 2
-+ & 1 > > @ o>
0! > o o 03
Elemento(1)

K16] + K116} =—0)

K30 + K30} = 0}
Elemento(2)

Kh6} + K163 =-0f

K}6! + K367 = 0f

Balance de la variable primaria.

6! =6,
63 =6} =6,
022 =93

Las ecuaciones anteriores son llamadas ecuaciones ensambladas. Estas contienen la
suma de los coeficientes y términos fuente en los nodos comunes a los dos elementos.

Las ecuaciones pueden expresarse en forma de matricial.
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Kl kL 0 (|6 -0
Ky (k2 +xL) K2 Ho,t <1l +(-0d)
0 K3 k% |16 0}

En el balance de la variable secundaria en los nodos a conectar ecuacién (1.21 b)

se obtiene como resultado:

lo3)+-at)-o

i, i 0 |(6] [-0
;) (K12|+K%2) K R0, p=1 0
0 K3 K} |65 03

PASO 4: IMPOSICION DE LAS CONDICIONES FRONTERA

0] =T0 —Tuo

2 db
— =0
¢ dx x=1

ki Kiy 0 [[a) |-o
K (Klzl"‘K;z) Kj Ho,b=1 0
0 ¢ <Nl 0

13396 -12986 0 (6] [-0
-129.86 26796 -129.86[6,t={ 0
0 -129.86 133.96 |6, 0



PASO 5: SOLUCION DE LAS ECUACIONES

Solucién del sistema de ecuaciones para (6,),(63) y (Qll)

92 = 091 39|

Ty - T, =0.913(T, - T.,)

03 = 088601

T, — T, = 0.886(T, —T.,)

36

T, =234.77°C T; =230.5°C
TABLA 2.1a
Comparacién de resultados elemento finito solucion exacta
Distancia Temperatura Temperatura
Dos elementos lineales Solucién exacta
x.m r°c Tr’°C
0 250 250
0.00762 234.77 234.95
0.01524 230.05 230.05

PASO 5: POSTPROCESAMIENTO DE LAS SOLUCIONES

Q,l = Flujo de calor en la basé de la aleta.

x=0

dar

x=0

Comparacion de resultados para la variable secundaria elemento finito solucién exacta

=2694.6C

=1420.87 ¥
m

Flujo de calor Flujo de calor
Dos elementos lineales Sohucién exacta
Q wiis Q wils
m m
1420.87 1399.3
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Ejemplo 2.1b. Considere una aleta rectangular como lo muestra la (fig. 2.1).
Determine la distribucién de temperaturas y el flujo de calor usando:

II) Un elemento cuadratico

PASO 1: DISCRETIZACION

—

xA h¢ ’l
EI A —o—o°

e
L4

PASO 2: DERIVACION DE LAS ECUACIONES DEL ELEMENTO

Construccion de la forma débil,
0= f u{ + mZB]

Resolviendo la integral e integrando por partes

0= f[dee +m*wé —w‘::?
A
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Suponer la forma de la solucién aproximada sobre un elemento finito.

Aproximacion Cuadratica.
3 —
6 =2 6/w;(x) ®)
7=

Donde (9;) son los parametros a ser determinados, (q//}E (x)) son las funciones de
aproximacion.

Sustituyendo (b) por (8) y (w) por () en (a)
3
0= K;0;-0f (i=12,3)
=1

donde:
dy? dy
e _ [ 4Y J 2 e ez e e
Ky'—fd[ dx‘ 1 +miyiy; dx=Blyi.y;)

3
2viN0; =0f

J=

En notacién matricial, las ecuaciones lineales algebraicas anteriores pueden ser

escrita como:

-

Para una malla con elementos cuadraticos en coordenadas locales, la matriz de

coeficientes [K ‘] se calcula de la siguiente manera.

e o d'//:‘ dv," 2. e..¢e
K;= r (dxa&cj-”n y/,yll]dx



dy 3 4x
- +

dx h, (h)?

dy, _ 4 8x

dx h, (he)2

dys LAY 4x
dx  h, (h)

7
3h

e

ol N UL NS
Klz_rl:( h¢+(h‘)2

1
+m*h
e(l 5)

Klel =

2
+m’h, (=
m 8(15)

8
K, =-
12 34

e 3 4x 1 4
K= [ ﬂ hf(he)z]( b, ()

1
3h

€

1
Ke = —mzh
13 9(30)

I

4
h

(2

I 8x ]
(h,)*

39

ek

e



e - e
K; =K

Ké=f((;t S I

8 2\
Sl L h N
K: ", +m ,(15)

K;l = K;?n

K::z =K

K Kt K
[K¢]= K;I K;g Ké
Ky Ky Ky
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8 1], [4 2 -1
[K]_—-s 16 -8[+™ %2 16 2

¢1—87 0—124

PASO 3: CONECTIVIDAD DE LOS ELEMEMTOS

Como nada mas es un elemento cuadritico no se tiene conectividad.

1 2 3
»>@ *~—o.,
a9 -l o
Elemento(1)

Klllgll i K|120; + K|l3031 = 'Ql1
K;,O,' + K;Gz' + K;G,' =

K30, + K0, + K3,0, = 0,

Balance de la variable primaria
o) =6,
0, =62 =86,
0; =6,

Las ecuaciones pueden expresarse en forma matricial.
1 1 1 1
Ky K Kypflé| [-@
Ky Kl Knléht={ 0
1 1 1
K31 K3 K3 |6 03

PASO 4:IMPOSICION DE LAS CONDICIONES FRONTERA

dé
0 =Ty~ Q§=d”:L=0



I 1
Ky, Ky
" 1 i
Ky K3 Kjy
1 1 1
K3y K3 Ky (6

Solucién del sistema de ecuaciones para (8,),(63) Y (Q1l )

42

02 == .91401 03 = 0-886901
T, =234.95°C T3 =2302°C
TABLA 2.1b
Comparacion de resultados elemento finito solucién exacta
Temperatura Temperatura
Distancia Un elemento cuadrético Solucion exacta
xm T°C r°c
0 250 250
0.00762 234.95 234.95
0.01524 230.2 230.05

PASO 5: POSTPROCESAMIENTO DE LAS SOLUCIONES
Q! = Flujo de calor en la basé de la aleta.

x=0

1 dr
x=0

Comparacion de resultados para la variable secundaria elemento finito solucion exacta

L fC
=2670.9 ¢

=1408.5 ¥

Flujo de calor Flujo de calor
Un elemento cuadratico Solucién exacta
Q w;‘ls Q w"l:s
1408.5 1399.3
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Ejemplo 2.2 a. Considere conduccion de calor en estado estable en un alambre de
seccion transversal circular con una fuente de calor eléctrica. Supdn que el radio del

alambre es (R, ), este tiene una conductividad eléctrica, este transporta una corriente
eléctrica de densidad (7 ) amp cm 2. Durante la transmisioén de una corriente eléctrica,
algo de energia eléctrica es convertida en encrgia térmica. La rapidez de producecion de
calor por unidad de volumen es dada por (g = ‘,’: ). Suponga que la temperatura
alcanzada en el alambre es suficientemente pequefia que la dependencia de la

conductividad ¢léctrica o térmica en la temperatura puede ser despreciada.

Determine la distribucion de temperaturas en el alambre.

Datos
T3 = Temperatura en la superficie del conductor =60"¢
R, =Radio del conductor = 2cm
i = Corriente por el conductor = 300amp

R = Resistencia del conductor = 0.0104.02
L =Longitud del conductor =10cm

: 2
R= p£ k = l I= f 3 q= I—
A P 7(R,) k
p=0.0132—-cm I=23.87amp —cm™
k=7650Q7"—cm™ q = 7.448wits —cm™

La ecuacion diferencial que gobierna ¢l problema es:

_1 d(,k£)=q 0<r<R
rdr dr



Las condiciones de frontera.

dT
(hdr){ =0 T(R)=T,

r=0
I) Para dos elementos lineales

PASO 1: DISCRETIZACION

—

k,

;:" e —y

e

r
PASO 2: DERIVACION DE LAS ECUACIONES DEL ELEMENTO

Construccion de la forma débil.
0= l“’[’l d [rdeJ—q }drdé‘dz
rdr\ dr
_ T s 1d dr

2
PN PO
O—Zx[A{ whkr 73 Wkdr wqr}dr

Tp
_ s, dwdTl B dT
0= 27!"[‘&7'; & dr—ZEqurdr {2wmb' dr]

T4



dwdT dr
0=2x L & o dr—-2x [ wqrdr {MrB{ZW —W("A)(zﬂb dr)rA]
dw dT 4 eyne

Suponer la forma de la solucién aproximada sobre un elemento finito.

Aproximacion Lineal.
= e e
=X Tiwi(r) (b)
=1

Donde (T} ) son los pardmetros a ser determinados, (¥ (x)) son las funciones de

aproximacién. Sustituyendo la ecuacién (b) por (7)y (w) por (¥ ) en la forma débil

ecuacion (a).

0=2r [:krd"" [ZT" d ]dr ~2x [(yfqrdr - Z% )05

Las ecuaciones algebraicas pueden escribirse como

0= ZK;Tf (i=12)

Jj=1

donde:

dy,
K =22 [P i i g
dr

4 dr



£ =2 [ytrdr
A

2
Of =2 vi QS
J=l

En notacién matricial, las ecuaciones lineales algebraicas anteriores pueden ser
escritas como.

[kl )=o)

Para una malla con elementos lineales en coordenadas locales, la matriz de

coeficiente [K e] se calcula de la siguiente manera.

5, dy; dy;
Kj=22 " 7 dr

y r e 7
yr =1-— v=--
1 . he
dyf 1 dy; _ 1
dr bk, dr h,

dyi dyf{ - e 1., 1,
Kfy = 20k [“(r+7) il dr =27k [ Ca+0N=, ) 2T



e e
Ke=2ni’r+d!”'dw_2 . e —s Lo, 1.
12 K (rqy+r) ir 4 dr 2ﬂkK (ry +rX h, )(he )dr

2k h
K =—0, 4%
12 h, (rq+ 2)

K3 =K}

Ki =2ak|[“(rg+r) 72 "2 dr =27k [*
2 =2k [F(rgoe) 12 P a2k [y, X e

27k h
Ke = + (4
2 h (ry 5 )

[Ke]=[K.ﬂ K.‘z]

Kgl K;Z

[Ke]= 2;:* (ry +h2'3)li_l1 _11]

‘f;.e :2@Eewie(rA +r)dr

- h
it =2m£’(1-hi)(rA +r)dr = Z”Z “Q@ry+h,)
(4

r - 2mh
15 =2m [ Nea+rdr =2 Gry o+ 2he)
(4



fe =2_ﬂqhe 3rA +he
T 6 |3rg+2h,

Si rA =r1 =0

el ! ]

o)
3 2
PASO 3: CONECTIVIDAD DE LOS ELEMEMTOS

Para una malla con dos elementos lineales

>o— —20+| >o——o»
ol O O 5

Elemento (1)
Kyl + Kb = £ -0f

K3 + K3T3 = f; + 0

Elemento (2)
KATE + KBTE = R-0f

KATE + KT = f} + 02

48
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Balance de la variable primaria
T =T,
T, =T =T,

T} =T; =Ty

Las ecuaciones anteriores son llamadas ecuaciones ensambladas. Estas contienen la
suma de los coeficientes y términos fuente en los nodos comunes a los dos elementos.

Las ecuaciones pueden expresarse en forma de matricial.

Ki, K} 0 |5 IS -0
Kl (k2+kL) KA KT b=+ 2 1+dlo))+ L o?)
21 11 22 12 2 2 1 2 1

0 K3 kH|% b7y 03

En ¢l balance de la variable secundaria en los nodos a conectar ecuacion (1.21 b)

se obtiene como resultado:

lot)J+(-at)=o

Ky Kl 0 |7} £ -0
Kby (k2+kh) k3 fnb={d+r2 o
0 K3 KL|T 2|0}

PASO 4: IMPOSICION DE LAS CONDICIONES FRONTERA

dar
T(R)=T ! = 27dr =0
(R,) =Ty 9 d =0
1 i 1
Ky K, 0 ([T A 0

Kl (kA+xh) KB E={A+ 2K 0
0 K22| Kzzz Ty fzz sz



& -m 077
—mk 2k -k KT,
0 -z =k ||T,

1| O

2
=W(Ro) 3 0
2/|03

PASO 5: SOLUCION DE LAS ECUACIONES

Solucién del sistema de ecuaciones para (T7) , (T;) y (03)

50

T, =60.162°C T, = 60.129°C
TABLA 2.2a
Comparacion de resultados elemento finito solucién exacta
Temperatura Temperatura
Radio Dos elementos lineales Solucién exacta
rem TC T°C
0 60.162 60.09
1 60.129 60.07
2 60 60

PASO 6: POSTPROCESAMIENTO DE LAS SOLUCIONES

2 dr
- =2aR.k
03 ok iR

0

=46.56 s

QO =Flujo de calor disipado por el conductor en la superficie

_ dar
-0 =Q2aRyL)k iR

(Y]

Comparacion de resultados para la variable secundaria elemento finito solucion exacta

=465.6 wits

Flujo de calor Flujo de calor
Dos elementos lineales Solucién exacta
Q wits 0O wits
465.6 935.9
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Ejemplo 2.2 b. Determine la distribucién de temperaturas en el alambre ejemplo (2.2 a).

Usando un elemento cuadratico.

IT) Elemento Cuadrético

PASO 1: DISCRETIZACION

PASO 2: DERIVACION DE LAS ECUACIONES DEL ELEMENTO
Construccion de la forma débil.

0= [»{-:;(rk‘g)—q }-drdadz
o=[ [ [“{ rdr r }vdrdadz

2
0= 27:[[ wkr‘;rf Wk%—wqr]dr

Tg
aw dT dar

B
0= 27t[ kr . dr &—2#qurdr —(an*?';

Ly
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y

o e wdl ary _ dr
O—ZzL o 2::L wqrdr{w(r,,)(zmdr]rﬂ w(r,,)(zw )

dr
a8y dwdl 8 ey e
O—ZﬂLkrdr drdr-erqurdr—jz::],w(rj)Qj (@)
Suponer la forma de la solucién aproximada sobre un elemento finito.
Aproximacion Cuadratica.
(4 . e ¢
j=l

Donde (7 ) son los pardmetros a ser determinados, (v (x)) son las funciones de

aproximacién. Sustituyendo la ecuacién (b) por (') y (w) por (w7} ) en la forma débil

ecuacion (a).

0=2z "k dvi iT‘-" NS [wiardr- iw‘(r?)Q‘f
4 dr j=11 dr s j=1 e

Las ecuaciones algebraicas pueden escribirse como

3
0=3 KiTf - 7 ~Of (=123
j=1
donde:

dy; dy;
Ki =22 "l =L —"Lar
y ”1: dr dr



1 =2m (Pytrdr
A

0f = Y5005
J=l

En notacién matricial, las ecuaciones lineales algebraicas anteriores pueden ser

escritas como.

bl

Para una malla con elementos lineales en coordenadas locales, la matriz de

coeficiente [K e] s¢ calcula de la siguiente manera.
dy; dv ;
¢ _ 2 (B CYi V)
Kf=2n [A =t Ldr
r=rg+r

dy; dy ;
) f‘k s by
Ki=2m | k(rg+7) MR r

53



dy; _4 _ &

dr b, (he)2
dy; __ 1 4
dr h, (h)

2
e e d‘[/]e d{l/]e _ 3 4r
K1|—2ftkf (rg+r) 5 4 dr-2ukf(r4 +7) _h_e+(he)2 dr

h

e

Ky = M[B’A + ;]

e dyi dy5 3 4 | 4 8
K =2mk |“(ry+r) =L 2dr=20k [ (rg+1)| - ~ + - dr
a2 [ feaen-, B N he ()2

8, 2
K =2rk|-"4 -
ot -5 -]

€

e d'//e def , 3 4r i 4r
Ke =2k + bl 41N dr =27k + >EO+t e
B f (rA r) dr dr r f (rA r) he (“e )2 R, (“e )2 ’

1
K& =21k ™ 4+
? [311,, 6]

e _ pe
K31 =K
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~\2
E\, dy5 dys En, 4 8
2 ra+r) dr dr r 4 h, (he)2

K%, =M[12r,4 +§]

€

? dys dys 4 8 1 4
K53 =27k +r) 2283 =2k ) == - g
23 f (ry+r) & & r .E"(m r) h (he)z h (he)z r

-8
K3y =2k ~4-2
23 [ 3k ]

e
e (4
K3 = K3

e e
K3 =Ky

2
3 dys dy; 1 4
K% =24 3 33 ar=24 I* L -
33 f(m r) P i f(u +r he+(he)2 dr

Try 11
K3y =2kl "4+
? [3he 6]

K Ki; Ki
[Ke]= K31 K K5
K35 K5 K3

Para (r, =0) la matriz de coeficientes se representa de la siguiente manera
5k -4 1
IdE o4 18 12
1 -12 11



ff =2m f vi(rq +r)dr

fi =2 [ (1 - h’ ](1 - :’—' J(rA +7)d7 = 2@('9’:“ + 0]

€

2
s =27uqf’:—r(l-hi](m +r)d;=2m1(2her" +(h”) )

3 3
’ 2r : hory ()

e _19 _r 1-<" 7 = A e
/3 m}ﬁ he( he](r4+r) r=2m p + :

fe
[}t

ﬁe

Para(r, =0) y (k. =R,)

fre)= 2@(6&)2 3
1

PASO 3: CONECTIVIDAD DE LOS ELEMEMTOS

Como solamente es un elemento cuadratico no se tiene conectividad.

1 2 3
o »e ® o> ()

— 5, —
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Elemento(1)
KW +KLT = A -0
KT} +KLT, = f3 +0
KuTy + KuT) = f; +0;

Continuidad de la variable primaria
T =T,
7, =T,
731 =T,

Las ecuaciones pueden expresarse en forma de matricial,

Klll Kllz K:a Tl -fll _QlI
Ky Ky Kpphir=sfo+fit+1 0
xwledln) (W2 )] (@

PASO 4: IMPOSICION DE LAS CONDICIONES FRONTERA

dar
T Ro =T, l=2/dtr =
(R) =Ty [0} @ lr =0 0
Ky K, K,|T, A 0

Kn Ky KynfiThp=if+f71+10
Ky Ky Ky |\% fr 0



PASO 5: SOLUCION DE LAS ECUACIONES
Soluci6n del sistema de ecuaciones para (1) ,(T3) ¥ ( Q;)

T, =60.09°C T, =60.07°C
TABLA 2.2b
Comparacién de resultados elemento finito solucién exacta
Radio Temperatura Temperatura
Un elemento cuadrético Solucién exacta
rem 7% rec
0 60.09 60.09
60.07 60.07
D 60 60

PASO 6: POSTPROCESAMIENTO DE LAS SOLUCIONES

1_ ari _
-3 =27Ryk - =91.28 ‘zn“f

Ry
Q =Flujo de calor disipado por el conductor en la superficie

dr
-0 =Q2rRyL)k =912.8
Q=2nRyL) i R, wits

Comparacion de resultados para la variable secundaria elemento finito solucién exacta

Flujo de calor Flujo de calor
Un elemento cuadratico Soluci6én exacta
QO wits Q wits

912.8 935.9
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Ejemplo 2.3 Determine la distribucién de temperatura en la aleta que muestra la
figura 2.3. Suponga que la temperatura en la base de la aleta es (7, =250°F ) la

conductividad térmica (k =1208Bfu hr~' i1 F 1), y el coeficiente de pelicula

(B =15Btu hr™' fi2°F'), Ia temperatura del medio hambiente es (T, =75°F).

Ax b

Figura 2.3a Aleta triangular

Analisis de un diferencial de volumen.

qCOﬂv

v.\\\

\
3

Gconv

Figura 2.3b Balance de energia



Balance de energias para obtener la ecuacion diferencial de la aleta.

0= 9x = 9x+ar — 9eonv

ar dr

0= ~kdeona dx x+kAc°"d & x+Ax_ﬂAc°'W(T_T°°)
dar dar

0=-ki() G +HAG) !Hm-ﬁmx(r-rw)

d dT
O-kdx(A(x)E]—Mb(T-Tw)

La variacion de la seccién transversal de la aleta al variar (x) es,

0.125in

A(x)=2yb= §(3-x)(0.125)b

d(2 dT
0—kdx(3(3-xX0.l25b)de—2ﬁb(T—Tw)



- x)dT dT B WP g T

k k
_24p
=%
(3 x)ﬂ—dT—mTﬂnTm =0

Condiciones frontera de la ecuaci6n diferencial.

T(0) =T, =0

PASO 1: DISCRETIZACION

r_:‘;: —=
SDAD AU

X

PASO 2: DERIVACION DE LAS ECUACIONES DEL ELEMENTO

Construccion de la forma débil.

0= f w{@— d T-£—mT+mT ]dr
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Integrando por partes €l termino de segundo orden.

Xp

dw dT
0= [: [-(3_x)dx I —mwT+mme]dx+w(3—x)-§ Ny

_fl deT_ _ g B B dr
0‘[4 [ @ x)dxdx mwT+mwT,,]dx+{u{(3 x)(h]}xﬂ w{(3 X)dx]LrA}

0= [:[—(3-x)ivﬁ'—mwT+mwTw]dx+iw(xf)Qf (a)

=
Suponer la forma de la solucién aproximada sobre un elemento finito,

Aproximaci6én Lineal

2
TF =) Tiyi(x) ®)
Jj=

Donde (T ) son los pardmetros a ser determinados, (v} (x)) son las funciones de

aproximacién. Sustituyendo la ecuacién (b) por (T') y (w) por (¥ ) en la forma débil

Ecuacion (a).

B aw dT a e\ e
- _ e’ —mwT, e — ) w(x; )0
0 ['A[a x) o mwT —mwl, El, Y

0= [ a-ny®i iTe o - iT?w‘? —~mTo ¥y —iwf(xe-)Qe'
-fﬂ( x)dx dex Vi j=|JJ =



63

Las ecuaciones algebraicas pueden escribirse como
2
0=ZK,—j-Tf—f}’—Qf (i=12)
j=1

donde:

e d iedwe e e
ch=[:{(3—x) ;; dx’ +myiy; de=Byi,v})

fE=mT, [Pvids
A

La propiedad (1) de las funciones de interpolacién (1.19) es usada para escribir

n

vi(x)Q; =0F
Jj=1

En notacién matricial, las ecuaciones lineales algebraicas anteriores pueden ser

escrita como.

kel

Para una malla con elementos lineales en coordenadas locales, la matriz de

coeficientes [K ¢ ] se cakula de la siguiente manera.

dyt dv’
Kﬁ:[j[@—x) :x' ‘tj+mw,?w;



K{, =K3,  por simetria



)-S5 K]

K3, K3

Para elemento (1) x, =0

Ki; =hl (3-};‘J+m;"
e

Kl'z=—k1 (3—2’}’":8
e

Paraelemento (2) x,=h,

K2 1(3_3he)+mhe

n=p 072 )7 3
1 3h mh
K2 = _ e |4 e
. he( 2 J 6
Kb =K

1 3h mh
K2= __B+ (4
2 he[ 2] 3

65



Para elemento (3) x, =2h,

k3= (3_5he)+mhe
h\" 2) 3

K = (5 5h ), mh,
2) 6

[K']=1(3—”8 Pl mhe 2
R 2)-1 1|76 |1 2




PASO 3: CONECTIVIDAD DE LOS ELEMEMTOS

Para una malla con tres elementos lineales.

»>6——0> »>o—0>
e
o} 0y Of 07

Elemento(1)
KW'+ KT = £ -0

KT + KT = £ + 0}
Elemento(2)

KATE +K5TE = f2-0f

KiTE+ K5} = f} + 02
Elemento(3)

KI31TI3 + K?sz?' =fl3 ‘Ql3

KLY +K0T5 = f5 + 03

Continuidad de la variable primaria

T =Ty
T =T =T,
I =T} =1,

T} =T,

re—® >

o)y

e-3

03

67



Las ecuaciones anteriores son llamadas ecuaciones ensambladas. Estas contienen la

suma de los coeficientes y términos fuente en los nodos comunes a los dos elementos.

Las ecuaciones pueden expresarse en forma matricial.

—

& Kl 0 o) [ A ] [ -2 |
Ky (Kp+Kj)  Ki o | _)A+A _+‘Q5—Q12 _
0 Ky Kn+k) KL||\R| |£+£] |@2-&

| 0 0 K3, k|6 | £ )] | o

En el balance de la variabie secundaria en los nodos a conectar ecuacion (1.21 b)

se obtiene como resultado:
lo3)+{-07)=0
(2)+(-07)=0

IR ST 0 o) [ A | [-a
Ky (Kp+K{) K 0 U] _ f21+f‘2>+4 01l
o Ul (b ey k(| TR o

| 0 0 K3, k% |75 5] 9]

PASO 4: IMPOSICION DE LAS CONDICIONES FRONTERA

=0
B

o 3 dT
= =(3-
Ty =250"C 0, =(3-x) .
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. S s
K kb o o)m) [ A ) |-d
Ky (Kp+Kf)  Ki 0 ([T]_JfA+1f ] 0
0 Ky  (Kp+ki) KL || |AZ+5 | o
3 3 3
| 0 0 K3 Kp)ll3) | f5 ) 0]
PASO 5: SOLUCION DE LAS ECUACIONES
m=2%8 _0249in
k
h, = Longitud del elemento finito
L
h,="=1i
=, in
(2583 -2458 0 0 [250) (933) (-0}
—-2.458 4.166 —1.458 0 ] I { 18.67 "
= < >
0 -1458 2166 -0458(| T 18.67 0
0 0 -0458 0.583 || T3 | [9.33] | 0 |
Solucion del sistema de ecuaciones para (77),(73),(13) ¥ (Q,l ).
T, =218.85°F T, =191.07°F T, =166.18°F
TABLA 2.3
Comparacion de resultados elemento finito solucién exacta
Temperatura Temperatura
Distancia desde la base Tres elementos lineales Solucién exacta
X in T °F T °F
0 250 250
1 218.85 218.75
2 191.07 191.12
3 166.18 166.72
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PASO 5: POSTPROCESAMIENTO DE LAS SOLUCIONES

1 dr °F
~ol =(3- =94.49°F
O =(G-x) R e

QO =Flujo de calor en la base de la aleta
-0= k(bt)g =(120 BTV 0.25 in)(32.83°F)
dx xX= 0 hf—ﬁ—oF in

= BTU
-0 =9849 TV

Comparacién de resultados para la variablesecundaria elemento finito solucion exacta

Flujo de calor Flujo de calor
Tres elementos lineales Solucién exacta
BTU BTU
g/ i . Vil

984.9 985
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Ejemplo 2.4 a. Considere flujo estable laminar de dos fluidos inmisibles e
incompresibles en una regién de dos placas paralelas estacionarias bajo la influencia de
un gradiante de presion.

Las velocidades en el fluido son ajustadas tal que la parte media inferior de la regién
esta llena con el fluido (4, ) (fluido mas denso y mas viscoso) y la parte media superior

esta llena con el fluido ( ;) (fluido menos denso y menos viscoso), como lo muestra la

figura.2.4. Queremos determinar la distribucién de velocidades en cada regién usando el
método de elemento finito.
Las ecuaciones gobernantes para cada fluido son

d*u d’u
—H afvzl =Jo » — i dy22 =/
P-P X : i
donde fj = es el gradiente de presion. Las condiciones frontera son

u(-0)=0,  uwd)=0, 1 (0)=uy(0)

Solucionar el problema usando.

I) Cuatro elementos lineales
),

k‘lil‘l"lr’ LTS {22 Ped L
y > b
L #2
X

=i

S ILLL LI LTI ILTLL LIS PLIELS S ET LS

b— . —

Figura 2.4 Fluidos en una tuberia



PASO 1: DISCRETIZACION
.B
- F
he e B
y
o g g
Y4

Ve 1Y

PASO 2: DERIVACION DE LAS ECUACIONES DEL ELEMENTO
Construccién de la forma débil.
Para el fluido més viscoso.
0= E;“{—#l ﬁ;‘ ‘fo}a’

0= ij‘:;‘z;l -“fo]d)'-#lwtjj i‘:

_po  dwdu B dn\ duy
0 fA'ﬂlay i “fo}" [W(J’a)(#l dy]yg W(.VA)(/‘I ‘b’)l)’A]

[ dwd L e
0=fj_#ldy$—“fo —jéw(yj)Qj

Suponer la forma de la solucién aproximada sobre un elemento finito.

Aproximacion Lineal.

€ 2 e e
u| = Zuﬂ’j(}’)
j
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Sustituir la solucién aproximada en la forma débil.

il d'/,e / 7 dv’g\ 2
0=£; o |2 el fo - 2w 0505

J
@ \j:l @ ) ) J:l
{ e ) ]
d ef 2 d'/,, 2
0= [ 2 2us 2 |-wisy - w05
A dy =1 dy} | j=1

Las ecuaciones algebraicas pueden escribirse como:

2

0= Kiut - ff -Qf (i=12)
Jj=l
donde

pdyf AV &
4 dy dy

fi=tofvidy

Kj=n

2
Of =2 w; Y]

J=l

Las ecuaciones anteriores pueden expresarse en términos de los

coeficientes (K, £, 0 ).

e P
K i +Ku e N+o

K7 ‘:+K§2“1 ; =f; +0;



En notacion matricial.

e}l

Para una malla con elementos lineales, la matriz de coeficientes [K ¢ ] y

el vector {/ e} se calculan de la siguiente manera.

PEAY gy ey Y
Kiy=u ,dy/_fdw_, y="H
=M i ay h,
Koy =gy [ VT AV o
dy dy h
K5 =K},
dys dy; — u
K = 14 dz du;—)zd =hl
(4
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F=0]vidy

the

f=hvidy= 5

, h
fr =foE yidy= foze

PASO 3: CONECTIVIDAD DE LOS ELEMENTOS

Para cuatro elementos lineales.

[
——8> 20 —8b 0 —0> —O—0
R



Elemento(1)

1 1
Ky 1+K1|2"| 5 = -0}

1 1
1
Ky 1+K%2“1 2=le +0

Elemento(2)

=i -0

1 1
K2 S
llull 12“12

1
2
K 1+K222“1

1
, =0

Elemento(3)

3
Kiyu,

1
k-0

1 3
1+K12u2

S ks
K21u21+K22u2

103, 3
=+
! 52+

Elemento(4)

1 1
4 4 4 4
K|1u21+K|2u22=ﬁ _Ql

1 1
Kyu, it Ku, 5" f2+0;

1
i, =U
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Las ecuaciones pueden expresarse en forma matricial.

i K 0 0 olw) [ A | [-a
Ky (Kh+Kfh) Kb 0 0 ||U2| A+ [01+0F
0 K3 KRp+K)) Kb 0 RUsp={F+f(+103+0 ¢
0 0 K3 (Knp+kh) Kb ||Us| | +A |@3+0f
0 0 0 Kp  KnWUs) Y )L 9
PASO 4: IMPOSICION DE LAS CONDICIONES FRONTERA
U,(-b)=0
Uy(b)=0
Ui (0)=U,(0)
r s \ ¢ 3 3 3
Ky  Ki 0 0 0 |[0 A -0
K} (KL +K{) ¥ 0 0 ||Uz2]| |f)+ 12 0
0 K} (Kh+Kjy)  Kp 0 RUsp= ff+f71+] 0 ¢
0 0 K3 Kp+Kh) Kb |[Us) [HB+A | 0
|0 0 0 K Knpjlo) | A | 07
PASO 5: SOLUCION DE LAS ECUACIONES
Datos:
b=0.5 m h, =025 m
Py =200 kPa P, =190 kPa L=5000 m
Py-P, . N
= -2
1 =001 Pg—s 5.2 =0.86 (petroleo crudo a T =10°c)

MUy =0.00035 Pa-s 5.8, =0.68 (gasolina a T =10°¢)
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(004 -004 0 0 0 (0] 1 [-of
-0.04 008 -0.04 0 0 U, 2 0
0 -0.04 00414 -0.0014 0 U3 1=025 {2t+{ 0
0 0 -0.0014 0.0028 -0.0014||U, 2 0
0 0 0 -0.0014 0.0014 {{ O ] 1) \ Qg ‘
Solucién del sistema de ecuaciones para (U,),(U3), U4) (O ¥(03)
U, =30.48 s’:g U,y =48.30 s:'g Uy =202.72 s’:g
TABLA 2.4a
Comparacion de resultados elemento finito solucién exacta
Velocidad Velocidad
Distancia Cuatro elementos lineales Solucidn exacta
ym U s’:g U s’:g
-0.50 0.0 0.0
-0.25 30.48 30.40
0.00 48.30 48.28
0.25 202.72 202.67
0.50 0.0 0.0

PASQ 5: POSTPROCESAMOENTO DE LAS SOLUCIONES

0.4
2

0 =1.469 N2 Q3 =-0.533
m




9

Ejemplo 2.4 b. Determine la distribucion de velocidades en cada region ejemplo (2.4 a),

usando dos elementos cuadraticos

IT) Para dos clementos cuadraticos
Suponer la forma de la solucién aproximada sobre un elemento finito

Aproximacion Cuadratica

= Z”JV’J

Sustituir la solucién aproximada en la forma débil.

( e
d e 3 dV/, 3
0= [lm=oh 2y T |-vid r=2wt05)e;
ol \/= J JH
I ( e)
0=f’ m Y2 Y a; ~vifo -2 vi(vO;
A= y j=
N ( 2
d e 3 dw 3
0= "33 | 2us T |-viso - 2w 505
A_ dy =l dy ) =1

Las ecuaciones algebraicas pueden escribirse como:

0= ZK;; ff= (i=123)

J=1



donde

sdw, dyj
idy &7

=hﬁ%@

Ke

3
=Y vi0Ho;

J=

Las ecuaciones anteriores pueden expresarse en términos de los

coeficientes (K;),(fi ). (QF).

ff+of

e o e e 1@
Kflul 1+ Ku“l 2+ K|3u1 3 =

=f; +0%

K3 u 1+ K5u 2+ K23“|

e e e
K3 o K3u s K33, 3" f5+0;

En notacién matricial.

-l

Para una malla con elementos cuadraticos, la matriz de coeficientes [K "'] y

el vector {f ¢ } se calculan de la siguiente manera.

80



K& =u ‘dw_dwd = 2. 4 4 1y
. l y dy s f h (“«.’)2 n (he)2

(4

. dyf dyf (-3 4y 4y l]d
RoT 2 dy= + y
BEAb gy a4y @ #'K he  (B)' \®,)" ke

edw; d'/’; _ e 4_ 8y i_ 8y
K§2=ﬁ|r dy _—dy dy—ﬂ:f h, (he)z h, *(he)z y

3 1
dy; dys f 4 8y ][ 4y _ Jd
£ = £ i dy:” - y



. -8 1
el_ ~1 - _
R

=1 f‘f//ied;

K= fvedy=fo f’(%é](l—if]dy

ells fohe
A 6

fi=1 f‘widy=fo f(:y}(l—:]di

2f Ohe
3

5= f‘y/§d}=fo fe(— : Il— iy}f}

e_fohe
I3 = 6

fi=

{fe}: the Oj
3 0.5
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PASO 3: CONECTIVIDAD DE LOS ELEMENTOS

Para una malla con dos elementos cuadréticos.

t o
3
2 e-2
|
t o
t o
3
2 e—1
1
t o
Elemento(1)
1 ] 1 ] 1 l 1 1
1 2 3
1 1 1
K| KLu +Kbu =13
2+ Rt 5+ Rt g f2
K+ Ky, + Ky, =fi+0s
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Elemento(2)

2 2 2
2
Kiym| + Kju| + K| = f2 -0F
1 2 3
2 2
K221”11+K§2“12+Kz3u1 =f2
2 2
K 1+K322"1 2+K33u1 = fE+0}
Continuidad de la variable primaria
1
"11=Ul
1
u12=U2
1 2
ul —u21=U3
Uy, =U,
u2 =U5

Las ecuaciones pueden expresarse en forma matricial.

- ’

rKIll K Ki3 0 0 (U
K, Ky  Ki 0 0 ||Up
kY Ky (Ki+Kj) Kpp Kj{Usp=
6 0 K3 K3 K3 ||Us
| 00 K3 K3 K3 |(Us)

P
f
fi "‘fl
/7

Vv

+4




PASO 4: IMPOSICION DE LAS CONDICIONES FRONTERA

Uy (=) =0
Uz(b) — 0
U (0)=U,(0)

Kii ki ki 0 o [[0]
Ky Kp K 0 0 ||Us
Ky Ky, (Ku+Kj) K KiRUs
0 0 K3 K% k% ||Us
|0 0 K K} KjlO]

PASO 5: SOLUCION DE LAS ECUACIONES

Datos: Son los mismos que los del ejemplo 2.4 a

h,=b=05m

[ 0.0466 —0.0533  0.0066 0 0 ]

—-0.0533 0.1066 -0.0533 0 0
0.0066 -0.0533 0.0482 -0.0018 0.0002
0 0 -0.0018 0.0037 -0.0018

|0 0 0.0002 -0.0018 0.0016 |

(A ] [-2

£ 0
A+ 0

3 0
| A ) o)
0] 0.5)
U, 2
Uyt=0333 {1
U, 2
0 0.5




Soluci6n del sistema de ecuaciones para (U3),(U3), (Uy) oy (03)

U, =30.19s';’g Us =47.883’:g Uy =203.29 s’:g
TABLA 2.4b
Comparacién de resultados elemento finito solucién exacta
Velocidad Velocidad
Distancia Dos elementos cuadraticos Solucién exacta
T U e seg
-0.50 0.0 0.0
-0.25 30.19 30.40
0.00 47.88 48.28
0.25 203.29 202.67
0.50 0.0 0.0

PASO 5: POSTPROCESAMOENTO DE LAS SOLUCIONES

I _ N
0 =14s

03 =-0.5221%



ECUACION DE CUARTO ORDEN EN UNA DIMENSION

FLEXION DE VIGAS

Se analizara la formulacién del elemento finito en una dimensién de la ecuacién
diferencial de cuarto orden usando la teoria de Euler-Bemoulli.
En la teoria de Euler-Bernoulli, la flexion transversal (w) de la viga es

gobernada por una ecuacién diferencial de cuarto orden.

d*(,d*w) _ _
?(b o ]_ 1) Q=(0,L)

Donde b=b(x) y f = f(x) son funciones dadas de ( x) (datos), y (w) es la
variable dependiente. La funcién (b= EI) es el producto del modulo de elasticidad ( E)
y el momento de inercia (I ) de la viga, ( f) es la carga transversal.

PROBLEMA MODELO

£(x) 4

/ -
- ——

Figura 2.5 Flexién de viga
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d* (. d° d*w

E("FJ”‘"’ M=b 4

y oM _ .
dx dx

PASO 1: DISCRETIZACION DEL DOMINIO

El dominio de la estructura (longitud de la viga) es dividido en un conjunto de

elementos, cada elemento tiene almenos dos nodos.
IREEEIRIEL:

Figura 2.6a

Discretizacién de una viga

PASO 2: DERIVACION DE LAS ECUACIONES DEL ELEMENTO

En este paso se aisla un elemento tipico £2° =(x,,x,,;)

Variables

uy u;
“2*‘ *ﬂu; (desplazamientos)

G\ '@2
é Q;J Q:J Variables

Secundarias
QC

1 Q;  (fverzas)
e
— 3

Figura 2.6b
Desplazamientos generalizados y fuerzas generalizadas



a) Construccion de la forma débil

2 2
d (b" w]=f(x) @.1)

[ wafl & [ a (. d?w )\ xeu
0=f"]- b— |- = b
) dxdx( & ‘f}k de[ &? )| %

=3

[ 22 22 ) ( 2 (32
0= [1lp? VI _ dx+[v:x b‘;;}-g b‘;';ﬂ
(] \ \

X,
e+l (2.2)
x‘

donde v(x) es la funcién de peso que es dos veces diferenciable con respecto a (x).

Introduciremos la siguiente notacién:

. | df,d*w . [, d*w
fa il 4 =1b
QI [‘& [b ‘&2 ]]xe QZ [ dxz X,
d{. d*w d*w
& = N b &€ = b——
i {dx[ ax’ }]xm 2 { dx? ]xm

Donde (Q; ) ¥ (03 ) representan las fuerzas de corte, (03 ) y ( Qg ) representan los

(2.3)

momentos flexionantes (fig.2.6b). Las cantidades (Qf ) conticnen momentos
flexionantes, que pueden también ser vistos como “fuerzas flexionantes,” el conjunto
{Qf 05,03 ,Qf} es a menudo referido como las fuerzas generalizadas ,

Los correspondientes desplazamientos y rotaciones son llamados desplazamientos

generalizados .



L d . dv ¢
o= [ l(bdx—:dx*:)‘ }"-v(xe)Q{ ‘(‘ i]xe 2P _(— wcjxeug‘

0=B(v,w)-I(») (2.4)
b) Suponer la forma de la solucién aproximada sobre un elemento finito.

4
wh =Y uldf 2.5
j=

Las funciones de interpolacién (&7 ) (interpolacién cubica de hermite) pueden ser

expresadas en términos de las coordenadas locales (x):

—\2 ; 3 % 2
of =1-3 % | 4 & w5 1—
) ) )

2.7)

La primera,segunda y tercera derivada de (@} ) con respecto a (x ) son.
aof __6 %(,_%
dx h, h, h,
4 =\2 =
9 A1 2| 4%
dx he he

do; __ dof
dx dx
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o 2. x
e <™ Ly 2.8
dx . he( he ] ( )
dof 12
dx * ()
o5 6
dx > ()
o 12
dx 3 (A
’o; 6
dx 51 \e)?

MODELO DEL ELEMENTO FINITO. El modelo del elemento finito de la viga Euler-
Bernoulli es obtenida sustituyendo las funciones de interpolacién por w y las @ ; por las
funciones de peso v en la forma débil.

4 " ¢e dz
0= Z[[ 'b dx S - [”'d),-‘fdx—Qf (2.9 a)
J=1 b’ ¢
3 e
Kgut-Ff =0 (29b)

J=



donde
kg = [~ L % —F—‘bcdzmj
j= 2 2
ax” dx

(2.10)
Ff = [ 0f fic+ 0f

Note que los coeficientes ( K7} ) son simétricos (X i = K';). En notacién matricial,

pueden escribirse como.

ki kb ki K| [uf] (7] (of)
K Kh K33 K| _)ui|_|f7|, |05
Ky K% K3 K| (5| | |98
K§ K& K& Kal ) \ff) 9

» (2.11)

Para el caso en el que (b = EI) y ( f) son constantes sobre un elemento, los

elementos de la matriz de rigidez [Ke ] y el vector fuerza {F e} tienen las siguientes
formas especificas (ver figura 2.5).

6 —3h -6 —3h
lke]= 2|2 2> 3h K
“w3|-6 3 6 3h
-3 K 3k 24
2.12)
’6‘ rQlw
{Fe}=fh4—hL+JQ2r
2|6 |o
(A ) Qs




PASO 3: CONECTIVIDAD DE LOS ELEMENTOS

Para una malla con dos elementos

S5

s
e
]
——toe
—
Y 2
e
——
A
X

TN

|
|

. u i ”; ”12 “:%
u u

¢ *
Q;‘I/ Elemento 1 Qil/ Qizj/ Elemento 2 Q42<J/

1
ol 03 07 0
Figura 2.7 Ensamble de dos elementos

Balance de la variable primaria

u =U,

(2.13)
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2E]

[ 6

~3h
-3h 2h?
-6 3h
-3n A?
0 o

0 0

-6 -3 0

3h h? 0

6+6 3h-3h -6
3h-3h 2h* +2K* 3h
-6 3k 6

—3h h? 3k
_f

12

PASO 4: IMPOSICION DE LAS CONDICIONES FRONTERA

U1=0
O +0l =0
[ 6 -3h
—-3h 2h%
2FI| -6 3R
B |-3n h?
0 0
0 0

U2=

0:+03 =0

-6 -3n 0 0]
3h K2 0 O
12 0 -6 -3k
0 4h* 3n A?
-6 3 6 3k
~3h K 3h 2]

o U,
0 j|u,
-3nl|Us| _
n |\u,
3h ||Us
2h% ||Us ]
(6] [ o |
~h 0;
6+6 1,02
" hH«Q:‘; Q‘z» (2.14)
- 04+ 05
6 o
L h) L9
(2.15)
01 [6} 4 Q]‘ 3
J ~hl | 0}
us| _miz| | o
v ("1z]0 [*] o | @19
Us 6 Fy
Us LB |-My

Soluci6n del sistema de ecuaciones para (Qll ,Q;,U3 Us,Ug).




Ejemplo 2.5. Para el problema de la viga mostrada en la (figura. 2.8) determine
a) Las variables primarias desconocidas (desplazamientos generalizados)
b) Las variables secundarias desconocidas(fuerzas generalizadas)

-
———
e
P
o
————
\\

ANRAANAY
A\

Figura 2.8 Viga empotrada en los extremos

La ecuacion diferencial que gobierna el problema es:

d* (. d*w
@ [”;f] T

b = EI = cte.

fo =cte.

Datos:
L=10 m
E=200x10° X 1=20x10"m*  fo=400%

PASO 1: DISCRETIZACION DEL DOMINIO

| 1{ 2+ + t__j +N}N+l
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PASO 2: DERIVACION DE LAS ECUACIONES DEL ELEMENTO
En este paso se aisla un elemento tipico 2° = (x,,x,.;)

Variables
e Primarias

u; {:‘ ﬁ:: (d‘”";m"‘im)
3 —
ok ab e

o Oy (fuerzas)
e
F— &
a) Construccion de la forma débil
s}

o+ d2 d2 € dv S 1 i i
0=£ ‘(bﬁ;‘;—v }x—v(xe)Q, —(-Elxe 05 —W(x,41)05 ‘(-a}xmﬁ

b) Suponer la forma de la solucién aproximada sobre un elemento finito

MODELO DEL ELEMENTO FINITO. El modelo del elemento finito de la viga Euler-
Bernoulli es obtenida sustituyendo las funciones de interpolacién por (w) y las (@, ) por

las funciones de peso (v) en la forma débil.



dx?

0= i[[ﬁ-l dz(b d2 };_f:nd)ieﬂh_gie
J=l

4
S ki - =0

J=l

donde:

¢ dch‘
= [l B = [10f fite+ Of

PASO 3: CONECTIVIDAD DE LOS ELEMENTOS

1) Malla con dos elementos A=5 m

So

L]

Elemento 1 Elemento 2 |

\\\1\ N\

ANANANAY




Elemento(1)

0 I ST O TTEE N T R
Kyt + Kjpuy + Kjauy + Kjgug = £y + Q)

RS I DS B I, O B PR |
Ky + Kpuy + Koquz + Kopgug = fr + Oy

Lol el 0. gl 1.l 1 . Al
K31u + Kzup + K33uz + K3uy = f3 + 03

1.1 1.1 1.1 1.1 1 1
K“ul +K42u2 +K43u3 + K44“4 =f4 +Q4

Elemento(2)

2.2 2.2 2 2 2.2 2
K“u +K|2u2 +K|3u3 +K|4“4 =Q]
2.2 2.2 2.2 2.2 2
Ko™ + Kpuy + Kyguz +Kjguy = 0)
2.2 2.2 2.2 2. 2 2
K3|u + K32u2 + K33u3 + K34u4 = Q3

e N DN R O R,
K™ + Ky +Kgzus + Kiguy = 04

Continuidad de 1a variable primaria

u11=U1 ui=u§=U4
4 =U, uz =Us
u§=u,2=U3 uf=U6
Kh K} K 0 ol@] [g] [ o ]
Kn Ky K4 0 0 |[V2 |f2 >
K» (Ki+Kj) (K +le22) Ky ki rU3 ,=<f3} o 0;+0| L
Ky (Ky+K3) (Kia+K3) Kk ki ||Us| |7l |0L+Q2
0 K3 K3 K3 k3 ||Us| o 03
U ¢ Kb K KullUs) o) | 0} |
[ 6 -3k -6 —3h (6] (O]
2
[K‘ _2b|-3h 2K 3k h {Fe}=—f0h -h| 10|
Bw|l|-6 3n 6 3h 12 |6( |o
-3 B 3h 2K% k] |0




(6 -3 -6 -3 0 0], (6] [ o |
~3h 2% 3 KX 0 0 |lu, —h ol
281 =6 3h 12 0 -6 -3h|lU3| _-foh| 6| O3+0F|
1< > =
Bl-3h k0 4r* 3n R |lu[ 12 |h| |gl+0Q?
0 0 -6 3b 6 3h]|Us 0 o}
|0 0 -3 K 3k 2k ||\Ug) 0] | ¢}
PASO 4: IMPOSICION DE LAS CONDICIONES FRONTERA
Ul=0 Uz =0 U5 =0 U6 =0
0;+07 =0 04 +05 =0
(6 -3k -6 -3k 0 07(0) (6) (o]
-3k 20* 3 K 0 0|0 -h| |O!
2BI1 -6 3k 12 0 -6 -3A|[Us| -foh|6( |0]
Wl-3k b2 o 4r* 3 K |lU,| 12 | A 0
0 0 -6 3k 6 3nilo0 0| |p?
0 0 -<3r W 3n 21%] 0 (0} |7
PASO 5: SOLUCION DE LAS ECUACIONES
Solucién del sistema de ecuaciones para (Q,l ,Q;,U:;,U 4 ,Qg ,Qf )
TABLA 2.5a Comparacién de resultados elemento finito solucién exacta.
Sohucion aproximada
Para dos elementos. Solucién exacta.
Us m -0.0013 -0.00129
U, rad -0.0001302 -0.0001300
N 1624 1625.31
o N 374.4 374.69
ol Nom 2289.33 229322
0! N-m 1456 1040.12
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2) Malla con cuatro elementos h=2.5 m

4 4
05 @ )
2 _.3
ug =uy =Usg u3 =0
4
uy=U, =0 uy=us =U, ug =4y =Us u:=0
u§=uf=U5 ug=u§=Us

En la siguiente matriz solo se calcularan las variables primarias

KL+ K Kh+Kh KD Kf 0 o J[us)
Kiz+Kh Ky+Kyp  Kj K34 0 0 U,
K3 K3 ~ Kh+Kh Ki+Ki K Kis  ||Us| _ 1
K3 K  Ki+K3 KL+Kyn K3 K3 ||Us|
0 0 K3, K3  Kh+K\y Ku+Kp ||Us
|0 0 K K Kg+Ky Ku+K3 |\Us,
a=f3+ i b=fi+17 e=f}  c=f}

TABLA 2.5b Comparaci6n de resultados elemento finito solucién exacta

CEEEYEEES

Solucién aproximada Solucién exacta
Uy m -0.0009 -0.00089
Uy rad -0.0004 -0.00035
Us m -0.0013 -0.00128
Ug rad -0.0001 -0.00013
Uy m -0.0006 -0.00054
Uy rad 0.0004 0.000424




Ejemplo 2.6. Para ¢l problema de la viga mostrada en la (figura. 2.9) determine.

a) Las variables primarias desconocidas (desplazamientos generalizados).
b) Las variables secundarias desconocidas(fuerzas generalizadas).

2000/b

/
f—n —t+—n —>t+—n —*|

Figura 2.9 Viga empotrada de seccion variable

La ecuacion diferencial que gobierna el problema es

2 2
d [bd w]=0
dx? | di?

Datos

h=20 mn E =30x10 7
in
d|='4 in dz =3 in d3 =2 in

1, =12566 in*  1,=3.976 in* I; =0.785 in*
PASO 1: DISCRETIZACION DEL DOMINIO

S IR BN I B I

e

€
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PASO 2: DERIVACION DE LAS ECUACIONES DEL ELEMENTO
En este paso se aisla un elemento tipico 2° = (x,,x,,;)

Variables
Primarias

y 'ﬁ ﬁue (desplazamientos)

3 I 1 E: 2 /‘/
o ob e

or Q5 (fuerzas)

.
—= ;

a) Construccidn de la forma débil

d2
Y ("dxz]“’

e+ dz d2 € g 3 » a
[ ‘(b“g “}h —(x)0f '(— :){x‘, €2 ~HFendth _(* dr}xen -

b) Suponer la forma de la solucién aproximada sobre un elemento finito

4
I N
w ‘Z“1¢J
i

102
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MODELO DEL ELEMENTO FINITO. El modelo del elemento finito de la viga Euler-
Bernoulli es obtenida sustituyendo las funciones de interpolacién por (w) y las (&) por

las funciones de peso (v) en la forma débil

4
> Kju§-Ff =0
*
donde:
2 pe d2¢¢'
fﬁl dG; f
dxz
K =0f

PASO 3: CONECTIVIDAD DE LOS ELEMENTOS

Para una malla con cuatro elementos.

ul ul u u§ u3 u3
; ; A Y

1 1 2 2 3
U N U4 BN M TN 4N




Elemento(1)
Kil +Kiyu) + K} + Klyul = 0}
K;'"ull + K;lzzu; + Ké;,u; + K;',Au}, = Q%
K3 +Khul + K33 + K = 0}

Ll el 4ol 1ol 1 Al
Kaiu + Kgpup + Kjyuz + Kgqug = 0y

Elemento(2)
Khul + KGu? + KZul + Kiul =0}
K3 u} + K3 + K2yu3 +K3u =02
K3l + Khud + Ku? + K2} = 03

2.2, 522 3.2 52 2 2
Kiwi +Kpuy + Kjguy + Kyuui = 04

Elemento(3)
Kyl +Kipus + Kiyu3 + Kijgui = 0f
K3y + K33 + K33 + Kagui = 03
K3w; + K33 + K33 + K3y = 03

TR L RN e
Kayui + Kpuy + Kjguz + Kguuy = 0y



k<]

Ki3
Ky
(K +KR) (Kh+ Kiy)
(K3 +K}) (Kiy+kD)
K}
K3

0

0

_AED

—3h 2h%
-6 3h

-3h K

[ 6 -3k

1
K=4
K>,

0
0
€3
K3

K3
K
0 K3
0 K3
[ o
0
03 +0f
_10i+03 |
07 +0;
03 +03
-2000
| o
—6 -3k
3h A
6 3h
3h 2k |

0 0
0 0
K 0
K3, 0

(KH+Kh) (K4 +Ky) Kb
(KL +K3) (KL+K3) K3

3

K3,
3

K3

3

K33
3

K33
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PASO 4: IMPOSICION DE LAS CONDICIONES FRONTERA

u] =Ul =(

1 _rr _
u2 —Uz —0
u_%, =uf =Uj;
ﬂl=u% '—'U4
u32 =ui3 =U5
uf =ug =Ug
w3 =Uy
ui —Us

| 1
Kllz Kiy

1
Ky K3

|
K (K +K3) (KL +KD)
Ky (Kiz+K3) (Kis+KD)

0 K3
0 K2
0 0
0 0

1
Kis
K

K3
Ko
0
0

o)
o
0;+08 =0
0} +02 =0
0} +0} =0
0 +03 =0
03 =-2000
0; =0

0

0

K|§3

K33

(KL +K}) (K +KD)
(K5 +K3) (Kh+K3)

3
K3

3
K4

0
0
Kiy
K3

3
K3y

3
K

(=R = =

K
K3

3
Ki3
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PASO 5: SOLUCION DE LAS ECUACIONES
Solucién del sistema de ecuaciones para (Qf ,02,U3,U4,Us,Us,U7,Us)
(6 -3k -6 -3k
[KI]___ZEII ~3h 20* 3h K
B|-6 3 6 3h
-3k k* 3h 24%]

6 -3k -6 -3hH]
[K2]=2512 -3k 21 3 A

W |-6 3 6 3k
-3 h* 3k 2h%]

-

6 -3h -6 -3h]
[K3]=2EI3 ~3n 20* 3h h?

W |-6 3 6 3h
3k K 3k 2h% ]

TABLA 2.6
Comparacion de resultados elemento finito solucion exacta
Solucién aproximada
Tres elementos Soluci6n exacta
U; in -0.0566 -0.070
Uy rad 0.0053 0.0085
Us in -0.27448 -0.226
Ug rad 0.0153 0.0180
U; in -0.8082 -0.4524
Ug rad 0.0323 0.0349
0 ll Lbf 2035.6 2000
le b = in -120256.6 -120000




Ejemplo 2.7. Para el problema de la viga mostrada en la (fig. 2.10) determine.
a) Las variables primarias desconocidas (desplazamientos generalizados).
b) Las variables secundarias desconocidas (fuerzas generalizadas).

@

x
f(x)=fosen(L]

— . —

Figura 2.10 Viga simplemente apoyada con carga senoidal

g [b ‘::)=f(x)

&
b= EI =cte.

3 7
)= ﬁ,.sen( ;i )

PASO 1: DISCRETIZACION DEL DOMINIO

1+ 2+ + tj +N}N+l
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PASO 2: DERIVACION DE LAS ECUACIONES DEL ELEMENTO

En este paso se aisla un elemento tipico 2° = (x,,x,,1)

uy uj Variables
Primarias
ug'ﬁ .T\u: (desplazamientos)
1 2

0.V o b Varidbes
of Q5 (fuerzas)

a) Construccion de la forma débil.
2 2
de“| dx
2 2
et d d°w
onfH S
0= [6L2 4 oy g s )Qf—(—""] 05 -5 (-5 ) 05
s 1" % a2 e B )ne 2 e+1 )3 dx N 4

b) Suponer la forma de la soluciéon aproximada sobre un elemento finito.

4
W' =D uj0;

P



110

MODELOQ DEL ELEMENTO FINITO. El modelo del elemento finito de la viga Euler-
Bernoulli es obtenida sustituyendo las funciones de interpolacién por w y las @; por las

funciones de peso v en la forma débil.

J=

a+lbd2¢ie d2¢j
e A &

dx}j - [ pax-of

4
Y Kiu§-Ff =0
=

donde

2
d*ef d°0] !

e _ f[Fen
Ky = bdx2 &2

Ff = [ of fis+ 0f

PASO 3: CONECTIVIDAD DE LOS ELEMENTOS

Para una malla con un elemento.
J(x) N

f®=1 sen(—’zf]

<&
\

1+ o +2 .

7 r

ot ——]




a4 o )
1 ’r e-1 + 2
) 2
ol 03
Elemento(1)

et N T o0 s wl ol ol
Ky + Kjpuz + Kjyuz + Kjquy = f +Q)
LA 1072 N S T
Koy + Kyppuy + Kyguy + Kyyug = fo +0,
000 LABOI sl o 41, Al
Kyju + Kypuy + Kyzug + Kjquy = f3 + O3

Ul el gl el A, Al
Kqpuy + Kgpuy + Kgquz + Kgqug = f5 +04

Continuidad de la variable primaria
"11 =U
u =U,

1_ 2
uz =1y =U,

11
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k!, Kb e AN (0]
Kiv Kb Ky Ky ||U2|_|£| |0}
Ky K K k& ||Us| Al |
K4 Ky Ky kb |(U4) fi) |o4)

-~

[ 6 -3k -6 -3k

Bwl-6 3m 6 3n
~3h B 3n 24

- zx), 37 2%)°
A —-Ffo set{ ; ][l 7, ¢ + i ]dx

ke (h,)?

: zx) 3(x)°* 2%’
A=-fs se"(TLhe)2 (hef]dx

~ 2 3
le ='f'fOM(E;]:-x+2(x) - ) ]dx

. zx) ) @
i =~f fosen[ P 1:—(h—‘?)?+ Py ]dx
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PASO 4: IMPOSICION DE LAS CONDICIONES FRONTERA

U, =0 Q=0

Us; =0 0l =
ki, kb, kb kL|(0] (A
Ky Kn Kn Ku||Ua2(_|A e
Ky K Ky Kil|of |A
Ky Kip Ky Ky |lUs) A

PASO 5: SOLUCION DE LAS ECUACIONES

Solucién del sistema de ecuaciones para (U,,U 4,Q,' ,Q::)

Datos:
fo =30000 ¥ E=200x10° & 1=3x10"m*
m
b=EI L=10m
[ 7200 36000 —7200 -36000]( 0] [-9549633) (o!]
-36000 240000 36000 120000 4 U, 193531.6 0
> = +
—7200 36000 7200 36000 || O —-95489.6 Al ol k
|—36000 120000 36000 240000 )\U,] | -193498 | | o
TABLA 2.7
Comparacion de resultados elemento finito solucién exacta
Solucién aproximada
Un elemento Solucién exacta
U, rad 1.61 1.58
U, rad -1.61 -1.58
0 11 N 95496.3 95492.6
o' N 95496.3 95492.6
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CAPITULO3

PROBLEMAS EN ESTADO TRANSITORIO UTILIZANDO EL
METODO DE ELEMENTO FINITO

3.1 Introduccién
En este capitulo se desarrollaran los modelos de problemas del elemento finito en una
dimensi6n en estado transitorio y esquemas para describir las aproximaciones en el

tiempo para convertir ecuaciones diferenciales ordinarias en ecuaciones algebraicas.
Consideraremos modelos de elementos finitos que incluyen segundo orden (en el
espacio) parabdlico (primera derivada en el tiempo) y hiperbdlico (segunda derivada en

el tiempo) y de cuarto orden ecuacién hiperbélica en conexién con la flexién de la viga.

Las ecuaciones de segundo orden parabélicas aparecen en transferencia de calor y en
mecanica de fluidos.

La formulacién del elemento finito en problemas dependiendo del tiempo se
compone de dos pasos.

1. Aproximacion Espacial . Donde la solucidn u de la ecuacién bajo consideracion es

aproximada por la expresion de la forma.

u(x, ) = U (x,0) = Y u (O (x) (3.1)
j=l
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El modelo espacial del elemento finito de la ecuacién se desarrolla usando problemas
en estado estable, mientras que se transportan todos los términos dependientes del
tiempo en la formulacién. Cuando la solucién es separable en funciones solo de tiempo y
solo de espacio, u(x,r) =T(f)X(x), la aproximacion (3.1) se justifica, cuando la
solucién no sea separable, (3.1) puede representar una buena aproximacion de la
solucion, proporcionando incrementos de tiempo muy pequeiios.

2. Aproximacion en el tiempo. Cuando el sistema de ecuaciones diferenciales es
aproximado en el ticmpo, a menudo usando familias de diferencias finitas para las
derivadas del tiempo. Este paso permite la conversion del sistema de ecuaciones

diferenciales en un conjunto de ecuaciones algebraicas entre (u}) a tiempo

{o41 = (s +1)Ar ,donde (At ) es el incremento del tiempo y (s ) es un entero.

Todos los esquemas de aproximacién en el tiempo para encontrar (u; ) en el tiempo
(#541) usando los valores conocidos de (u;) de tiempos anteriores:

Asi, al final de los dos pasos, uno tiene una solucion espacial continua en intervalos de
tiempo discretos.

Us(x,tg) = ui 0, Wi (x) (s=0,,....)

j=1

Ecuacion diferencial modelo:
62 2 2

8 ou 0% . B
e gl a0 B g EAR +0y T2 = f(x,0) (324a)

6!2
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Las condiciones de frontera son de la forma

2

we) o —as0+2 673

Ox

Y

u d*u

a(x,t) 0 bax2 en x=0L 3.2b)
y las condiciones iniciales.

¢ u(x,0) y cyu(x,0) + c u(x,0) (3.2¢)

3.2 Modelos del elemento finito
La formulacion involucra la variacién espacial de la variable dependiente, en el que

se siguen los mismos pasos que se describieron en é capitulo (2).

Construccidn de la forma débil de la ecuacion (3.2 a)

2 2
0= [u{—( )—(b—gc—)+cou+c12“ 6——f]

8*w 8%u ou 92
0= [ [ axg bgz}gaxz +C0W+CIW&+C2W&—:"‘M](&
-QIW(xA)—Qst)—Qz(— ) Q4(— " (33a)
donde
ou 8, 0%
Ql-[“aa;"'ax(b 5 . Oh=(b



ou 0O 2,
Q3=‘[’ ax+ax(ba ) > Q4—(b_

Xp Xp

sustituimos w = ¥;(*) ¥ (3.1) en (3.3 a), para obtener

Wl W d ;B dz i
0= f[ % ¥4 ”;'(Elu,- -5

S o
2

+Co¥i (Zlujv/./)+c|V’1(Z_"/’j)+c2W1(Zdt_W1) Vi
=

- 0w~ Owixn) - 0o V1)
X4

A 4y
04 ( abc)xB

: | 2 ) du ; dz"i
j=l d dt

En forma matricial, tenemos

(K} + |1 Ja} + a1 o} = 7}
donde

[k]= [k ]+ [k2] [m°]

M j= r:cowi'/’jdx

1 2_ s
My = E:CIW,'V/jdx, My = [Acﬂ/’l"’jdx

1 dy,; dy 2 _ e, dy; 4y,
Kj= 2 g, Kij_[Ab PR
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(3.3b)

3.4)

(3.53)

(3.5b)

3.5¢)
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3.3 Aproximaciones en el tiempo

Como casos especiales de la ecuacién (3.5 b) ecuacién parabélica sf ( [M2 ]= olyy
ecuacion hiperbdlica s ( [M : ]= [0] ). La aproximacién en el tiempo de (3.5 b) para estos
dos casos deberé ser considerada separadamente: en el Caso (1), ¢; =0; en él
Caso (2), ¢, =0.

Caso (1): Ecuacion Parabolica.
[ Ja}+ [k Jo} = {F) (3.6 )

Sujeta a las condiciones iniciales donde {u},

o = fu} (3.6b)

donde {u}, es el valor de la cantidad u en el tiempo ¢ = 0, mientras {u,} denota la

columna de valores u ;.

El método cominmente usado de resolver (3.4 a) es la familia de aproximacion a,
a =0, ( Diferencias hacia adelante, Euler ); orden de exactitud; O(4r), cond.est.

a= ; ( Crank-Nicolson ), orden de exactitud; O((4f)?), estable.

a= -‘;1 » ( Metodo Galerkin ), orden de exactitud; O((At)z) , estable.

a =1, ( Diferencias hacia atras ), orden de exactitud = O(4r) ,estable.

El sistema de ecuaciones (3.5 a) se transforma en un sistema de ecuaciones
algebraicas

[K L+l {u}s+l = [K L {u}s + {F }s.s+l (3.7a)
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donde
14 L+1 = lMlj*' adte, K],
[£], = ' |- 0 - @)t 1, (3.7b)
{Flsut = ttelalFl, . + - a){F),]

Estabilidad y Exactitud.

Exactitud de un esquema numérico es una medida de la cercania entre [a solucion
aproximada y la solucion exacta, mientras que estabilidad de la solucién es una medida
de la relacion de la solucion aproximada con el tiempo.

Un esquema numérico puede ser condicionalmente estable si es estable solo cuando

ciertas restricciones en los incrementos de tiempo son satisfechas. Para todos los

esquemas numéricos en el que (a < %), la familia de aproximacidn ¢s estable solo si

los incrementos de tiempo satisfacen la siguiente condicién de estabilidad.

2
(1-2a)i

a4 < M= (3.8)

Donde (A ) es el mayor eigenvalor de la ecuacién de elemento finito (3.6). Note que
la misma malla que se uso para el andlisis transitorio debe ser usada para calcular los

eigenvalores.

Caso (2): Ecuaciones Hiperbélicas

(M2 Ju} + [k Y} = {F) (3.9

Hay varios métodos para integrar ecuaciones de segundo orden. Algunos de estos
son, la familia Newmark de esquemas de integradores de tiempo es muy usada en
dindmica estructural. Otros métodos, como el de Wilson y el de Houbolt, pueden ser
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usados para desarrollar }as ecuaciones algebraicas de la ecuacion diferencial de segundo

orden (3.9).
En el método de NewWmark (7 ) y ( B) son parémetros que determinan la estabilidad y

exactitud del esquema.
a=1, y=2B=],Métodode aceleracién promedio constante (estabie)
a= ; , y=2B= %, Método de aceleracion lineal (condicionalmente estable)
a= % , y=28=0,Método de diferencias central(condicionalmente estable)
a= % , y=28= g , Método de Galerkin (estable) (3.10)
a=3, y=2B=2,Método de diferencias hacia atrds ( estable )

Para todos los esquemas en los que (y{a) y (a 2 % ), los requerimientos de
estabilidad

&< 41, = [ 02y p)] (1)

donde w,,,, es la maxima frecuencia natural del sistema (3.9).

El sistema de ecuaciones (3.9) se transforma en un sistema de ecuaciones algebraicas

usando el método de Newmark:

donde

[l b83as = (s (3.12 1)

[K ]:+| = [K ].m +a; [M ]s+1
() en = (Floug + ML (asfu), +asfu), +asfal,) (3.12b)
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_ 2 _2 1
y(ant’ yA! y

Note que los calculos de [K ] y {F} requieren las condiciones iniciales {“}o o }o,y
{u}o Enla practica, no se conoce {#};. Como una aproximacion, se puede calcular de

(3.9) (se puede suponer que las fuerzas aplicadas son cero en ¢ =0 ):

)y = [M ]' (F}y - IKuly) (3.13)

Al final de cada incremento de tiempo, el nuevo vector velocidad {1}, y el vector

aceleracién {u},,, son calculados usando las ecuaciones

e =l —t},) - 0y fu} - as fu},
fo}o = o), + oy fu}, + o {0}, (3.14)
ap =alt, a, =(l-a)Mt
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Ejemplo 3.1 Una barra delgada a una temperatura inicial de (8, ), aislada por todos
lados, menos por uno de sus extremos, que se somete a la temperatura de (6 ), que es la

temperatura ambiente. La barra tiene una longitud ( L ), determine la distribucién de
temperaturas.

Ecuacidn diferencial del problema

2’0 o6
s i 0(x(L

k
E=
£

0 = Temperatura
& = Difusividad térmica
t = Tiempo

Condiciones de frontera
8(x,0)=6, 0{x(L
0(0,1) =6, 0H0

6L _4

Ho
. )

\I\\\\v[

>,
e
0(0,1) = 8, ool _,

Ox
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Normalizando
= t
T = g 00 7= 5_ X= X
9. —00 L2 L

La ecuacion diferencial y las condiciones de frontera del problema se transforma en

o’r or
—GF = o oXqQ (3.15)
T(X,0)=1 (X (1
T(0,7)=0 7)0
oT(1,7) -0 0
oxX

i §
je——— T xoq B
T(0,7)=0 o) _,
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El problema que se tiene es un caso especial de la ecuacién (3.2 a) con a =1,
b=0,c,=0,c,=0,y f=0.

El modelo de elemento finito para (3.15) es dado por (3.6 a):

[M‘ ]{T} +[kJr}=1{F}

(3.6 a)
donde

M = [Py ax

K§ = sdv WV
4 dX dX

I) Para el caso de un elemento lineal

1

NSNS

S

2
e—1
Pe oT(l,1)
T(0,7)=0 *) 0
0,7) b
_ X Y
$(X)=1- (X)) =
wi(X) " w5 (X) b
dyy _ 1 dy; _ 1

dX b, dX A,
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Con las funciones de interpolacién y sus derivadas sé calcular (M) y (K};) después
se sustituyen en la ecuacion (3.6 a).

it S MR KB
6(1 2)|7 | hl-1 1]ln) 10

Usando la familia (') de aproximacién (3.7)

(e Jo arle hire = Qe |- aca- ke e, + snalor ) +a-mdlerh

h, | ol h, aAr h, _(-a)Ar h, (1-a)ar

3 h, 6 b {Tl} A 6  h |[G],,[G
h, _adr h_e+“m' ) n "_e+(l_‘“)ﬁ h, _(-a)ar |1, s )
6 h 3 h 6 h 3 K
donde

0 = a(Q)sn +(1-2)Q);

Condiciones de frontera

™), =0 porque T7(0,7)=0

©2), =0 porque 57—

Condiciones iniciales
T)o=1, )=l e  1=0
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h, +aAr h, adr h, _(-a)dr b, + (1-a)ar
3 h 6 h |[0] |3 A 6 h |[0],,|O
h, adtr h, +5‘£ T, M— k. +(l—a)Ar b _(-a)4r ((1,], 0
6 h, 3 h 6 h 3 h
1 ar 1 Ar
(3 he +a h, XT3)g01 = |:3 h,-(1-a) h, ](T2): (A)

para los incrementos de tiempo critico 47, se obtiene primero el A,,,, asociado con:

- A MJr}+[Kfr}=0

“e b sl als Vel

-A kT, _T_2=0 2 -6

6 bk (h,)?
—yir— =0 13
RSITh (h,)*

para b, =1, a=0
Amax =3

2 2
ATL"' -_-—— =
(1-2a)Ap, 3

Por lo tanto ( Az, =0.6667) para que la solucién de la ecuacién de diferencias hacia

adelante (A) sea estable, los incrementos de tiempo deben de ser menores que
(4r,, =0.6667), de otra manera la solucion seré inestable.



Solucidn de la ecuacién (A) para h, =1

1 Aar 1
(3 h +a " WT2) 1 "-[3

TABLA 3.1a

ar
h,-(1-a) 5

€

:I(Tz)s

(A)

Comparacién de 1a solucién del elemento finito con la solucién analitica de una

ecuacion parabélica para un elemento lineal.
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Tiempo T, T, L T,
Solucion
Ar a=0 a=1 a=05 exacta
0 1 1 1 1
0.05 0.85 0.8696 0.8605 0.9969
0.10 0.7225 0.7561 0.7404 0.9493
0.15 0.6141 0.6575 0.6371 0.8642
0.20 0.5220 0.5718 0.5482 0.7723
0.25 0.4437 0.4972 0.4717 0.6854
0.30 0.3771 0.4323 0.4059 0.6068
0.35 0.3206 0.3759 0.3492 0.5367
0.40 0.2724 0.3269 0.3004 0.4745
0.45 0.2315 0.2843 0.2584 04119
0.50 0.1967 0.2472 0.2223 0.3708




II) Para el caso de un elemento cuadritico (Ejemplo 3.1)

e fi}+cky -l
M; = wa.-w,-dX

dy, dy;
KL ™

N I\\\\\\\\

J—
(9
(%)

e-1

T0,7)=0 o) _,
ax
— X., 2X dyf 3 4X
(D e OM-GF Dt
¥ (X)=( he)(l he) ax' = BB

. 4X . X dy; 4 8X
)= (1- —1- =
vaid)=  Umy) dx h, B2

e X, 2X dy; 1 4X
=2 aq-22 a3 __ 22
w3 (X) he( he) ax " h R

128

(3.6 3)
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Con las funciones de interpolacién y sus derivadas se calculan (M} i)y (K ) después

s¢ sustituyen en la ecuacion(3.6 a).

- -8 1

[M‘]=:B 2 16 2 [ke]- ! 5 |78 16 -8

-1 2 4 ‘L1 -8 7
4 2 -1nh 7 -8 1](n) (o
;’0 2 16 2 {z»+-3;—-8 16 -8iTt=40,
-1 2 4)irs| L1 -8 7|1 |

Usando la familia a de aproximacién (3.7)

e b szalke hrehy = Qe - ara -l hire), + arelot), + a-oloe),)

(4h, 17 25, 8 b 1
- adr = °+_  ad
30 34 A\ L35 €7 | OfgiCgp\I7¥ r
%—iadr 16k, .|._liaA,- 2h, 8 T, =
30 3k 30 3, 30 "3 ||
_ 3
h, .,._.I_aA,- %_-_8-‘14 .4_h_,+ 7 alc £
30 3k, 30 3 30 3p,
[ 4h, 2h, ~ i
1-a 1-a)4 1-a)4
30 3h( DT 5 3h( “aAT g 3h( @) T o
2, 16h, 16 24,
“e v 3 (1-a)ar 15 0-aya -
30 +3h( —aMr g 3h( DAT 30 Sh( B ;’ +ar g’-
_h, 2, 4h, 3, )
1-a)4 1-a)A
30 3h 30 3h( B 3h( ad




donde

0i =a(0])syy +(1-aXQ}),

Condiciones frontera.
Uy, =0 porque u(0,7)=0
Qz=0
0; = (0354 + 1 -2)(Q)),
aT.
R A
5
Condiciones iniciales.
(T2)0 =1, (T3)0 =1 €n =0
F4he 4 2k, 8 MO}
30 3h 30 3k, 30 3h, 0
2he_8m_ l6h+l6 ﬂ_s{m nlo-
30 34, 30 3k, 30 3h,
—h, 1 2h, 8 4h, 7 T3} g
* . B = +—oadr
| 30 3, 30 3h, 30  3h,
[ 4h, 2h -h 1
~(1-a)4 C+ —(l-a)dar —=£- -
30 3h(“)' 30 3h("’)f 30 3}10"’)’jt
2h, 16k, 2h,
1-a@)Ar = T
30 Bh( AT 3h 30 3k, f-a)dc
—h, 2h, , 8 4h, 7
P A = =
| 30 (] DAT g oy, QDA 45 =y, (-Dae
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0 o
L +450
rj, (o



Simplificando el sistema de ecuaciones

16k, 16 2k, _ 8

+ -—adr
30 3k, 30 3k, Tz} )
b _ 8 ar Yo7 oar|lBl,,
|30 3h, 30 34,
16k, 16 2h, 8
- l-a)Ar —+—(1-
30 "3, 0D 30 Ty, (94
2h, 8 4h, 1 =
+ -a)Ar -, (-a)ar |73
| 30 an, 7047 3y g, (-dar R0
Para h, =1, =05 Ar=005

06666 0 [T, [ 04
0 0.1916[|13),,,

TABLA 3.1b

Comparacion de la solucidn del elemento finito con la solucién analitica de una

ecuacion parabdlica para un elemento cuadrético.

0.1333 0.7499|T;

0.1333 Tz}
s

Tiempo T, T; T;
At a=05 a=05 Solucién
exacta
0 1 1 1
0.05 0.8000 1.087 0.9969
0.10 0.6972 0.9819 0.9493
0.15 0.6146 0.8692 0.8642
0.20 0.5425 0.7676 0.7723
0.25 0.4789 0.6777 0.6854
0.30 0.4228 0.5983 0.6068
0.35 0.3732 0.5282 0.5367
0.40 0.3295 0.4663 0.4745
0.45 0.2909 0.4116 0.4119
0.50 0.2568 0.3634 0.3708
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IIT) Para el caso de dos elemento cuadratico (Ejemplo 3.1).

bbb - oo
M g‘; ¥ f:WiW jax

e _ sdy dV’I
Lo ™

FOUMNNRN

1 2 3 4 5
f— b —— ke —f
T(0,7)=0 or(,z) _ 0

X

_ X . 2X dyt 3 4X

eX = l_ = ey il lz-— =
¥ (X)=( he)(l h,) ax " h, R
- 44X, X dy5 4 8X

e X e 1__ ——2~=———
vkl =g 0y dX h, R

e

X, 2X dy; 1 4x
-;'O—h_) Td‘%=_h—+7
e € e ke
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Con las funciones de interpolacion y sus derivadas se calculan (M) y (K} ) después

se sustituyen en (3.6 a).

-1
[e]=2|2 16 2
0.2 4

[ ] y -8 1
K¢ |= -8 16 -8
3he 1 -8 7

~ e

~e ™e
N =t ) ==

L2, (1
|2 1 2|
1 2)4

7 -8 1](R)] @

" 1 T 1

1 -8 7||13] |0}

Ensamble de elementos.(Balance de la variable primaria)

~e ~e Noe ~Ne
(R ) w o— - - —
[ 1l [ Il
Ne ™Mo e Mo
- iy (%)

Il

e

Lo )

e
- N
I
e
W



(4 2
2
-1
0 o
0 0

30

2
-1

0

O'I

16 2 0 o
2 8 2

-1

16 2

2

4

[ 7

-8
1
0

0

-8 1
16 -8
-8 14
0 -8
0 1

Usando la familia (a) de aproximacién (3.7)

el aealee e s = s ara-aie Ye, + arteler s +a-alorhy

0
-8 1
16 -8

-8 7,

o
0; +0}
03

B oa

J
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0 = a0 )y +(1-aXOF )s
Condiciones frontera.

h);=0 =0, §;=0, ©,=0, 0O5=0
Condiciones iniciales.

T)o=1, (BGl=1l, (Ty=1, (T5)e=1
Sustituimos las condiciones frontera y las condiciones iniciales en el sistema de

ecuaciones algebraicas para (4, =0.5, a=0.5, A4r=0.05).

[0.533 -01 0 0 (%) 0 0166 0 0 (7]
-0.1 0366 -01 0 ‘73} _|0166 -01 0.166 —0.033‘2‘3?
0 -01 0533 -01||T, 0 0166 0 0.166 [|7,
| 0 0 -01 0183(T5)., [ 0 -0033 0166 -005||Ts),

TABLA 3.1¢
Comparacion de la solucion del elemento finito con la solucion analitica de una

ecuacion parabdlica para dos elementos cuadréticos.

Solucién
Tiempo Exacta
Ar T, T3 T, T I
0 1 1 1 1 1

0.05 0.4903 0.9488 0.9891 0.9941 0.9969

0.1 0.4256 0.6889 0.9151 0.9547 0.9493
0.15 0.3361 0.6445 0.7998 0.8825 0.8642
0.20 0.3025 0.5395 0.7212 0.7626 0.7723
0.25 0.2607 0.4914 0.6287 0.6925 0.6854
0.30 0.2330 0.4241 0.5618 0.5998 0.6068
0.35 0.2039 0.3810 0.4923 0.5385 0.5367
0.40 0.1813 0.3324 0.4377 0.4701 0.4745
0.45 0.1594 0.2964 0.3849 0.4192 0.4194
0.50 0.1414 0.2601 0.3413 0.3678 0.3708
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Ejemplo 3.2 Una barra delgada a una temperatura inicial de (8, ), aislada por todos
lados, menos por uno de sus extremos, por el que intercambia calor con el medio

hambiente. La barra tiene una longitud (L ), determine la distribuciéon de temperaturas.

Datos:
6, = Temperatura inicial =100°F

6,, = Temperatura del media hambiente = 1600°F

B = Coeficiente de transferencia de calor por conveccién = 5 —2%

hr-f1*-°F
k = Coeficiente de transferencia de calor por conduccién = 0.54 hr_‘;"‘_ -
= . o Bm
O Calor especifico = 0.2 1b,°F

p = Densidad = 144%"'

L =Longitudde labarra=1 fi
k

& = Difusividad térmica= —
pC

t = Tiempo

Ecuacién diferencial det problema

£ 9% _ 06 0(x(L
! o
Condiciones de frontera
B(x,0) = 6, Ox(L
06(0,1) _ 0 no

ox

_ BO(L,t)= a 0
k——& p6—-06,)
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/W/W/WW}W}

g 8(x,0) = 6,
Z
i

>,

Y
a6(0,¢) 06(L,1t)
ALY | -k~ go-8

P e B -6,)
Normalizando
g - at
7 = 00 T=— X = *
6, -6, I? L

La ecuacién diferencial y las condiciones de frontera del problema se transforma en.

a’r ar

g/ xq
ax* or i
T(X,0)=1 0(X(t
o1 _ )0
X
OT(L,7)
—k—2=0T(l,r )0
X Br(l,7) )
L
g T(X,0)=1
Z
A IR0
*
R R
a0 _, (2 g
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El problema que se tiene es un caso especial de la ecuacién (3.2 a) con a=1,b =0,
¢, =0,c; =0, f =0. El modelo de elemento finito para(3.15) es dado por (3.6 a):

% ]{T} K ={F) (3.6 8)
donde

M ; = _ﬁ:V:deX

d
K; = rBdWi ﬂdX

Xg dX dX

I) Para el caso de un elemento lineal (Ejemplo 3.2)

i$\\\\i\§

|
L
|
Demcd
()

|
J

or(0,7) pr
=0

ax )¢

2] X X
¥ (X)=1-— w3 (X)=

he hc

dyi _ 1 dy; _ 1
dX dX h,

Con las funciones de interpolacién y sus derivadas sé calcular (M ,-j-) y(K ,-j‘f) después

se sustituyen en la ecuacién (3.6 a)

H{H I S M
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Usando la familia (') de aproximacion (3.7)

(e |+ acalkehired., = (e |- ara-alke P}, + aralot ) +a-aloth)

h, adr
+
3 A

h, adr

— -

6 h,

donde

h, aAr h, (-a)ar h, (-a)dr

€
<+
6 &, {Tl] 13k 6 he [N, 419
he+aAr nJ,., he+(l-a)Ar h, (1-a@)Az||T, . 0,
3

3 b, 6 bk, R

0; = a(Q))ey + 1-a)Q));

Condiciones frontera.

O =a(Q) ey +(1-aXQ});

Q=

oT or
a{(m 5% }M +(l —a){(—a %, } =0

0, =a(03);p +(1-aX0));

or ar
QZ = a{- (—a aX)XB }SH + (1 -a){-(—a aX)XB }s

0, =a(-fTy) g +(1-a)(-FT,),

Condiciones iniciales.

(M)e=1, (T)o=1 en r=0

Sustituimos las condiciones frontera y las condiciones iniciales en el sistema de

ecuaciones algebraicas.



+
-8

N o w|$"

he

h, adr
6 h |[T
h_¢+a4t T
3 B

h, _ (1-a)dr h,

3

h,

6

(1-a)ar
h,

" “| A, L (-a)dr h, _(1-a)ar

6

ht

a)Para h, =1, a=0.5, Ar=0.01875
410, =-0.0468(T,),,, —0.0468(T;),

03427 0.1572](1] _
0.1572 0.3895[\T5 ],

TABLA 3.2a

0.3239 0.1760
0.1760 0.2771

3

I

)

he

{

T
T

} +Ar{ a
s [0))

Comparaci6n de [a solucién del elemento finito con la solucién analitica de una

ecuacion parabélica para un elemento lineal

141

}

Solucién Solucion
Tiempo exacta exacta
a4z '] T, Ty T,

0 1 1 1 1
0.01875 1.1353 0.7051 1.0210 0.3500
0.03750 1.1900 0.5343 1.0082 0.2798
0.05625 1.2000 0.4300 1.0034 0.2379
0.07500 1.1865 0.3719 0.9950 0.2102
0.09375 1.1598 0.3326 0.9810 0.1904
0.11250 1.1266 0.3060 0.9616 0.1753
0.13125 1.0905 0.2867 0.9384 0.1633
0.15000 1.0533 0.2716 0.9127 0.1534
0.16875 1.0160 0.2590 0.8853 0.1450
0.18750 0.9797 0.2481 0.8572 0.1377
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b)Para h, =1, a=0.5, Ar=0.0375

A0, = —0.09375(T3),,y —0.09375(T3),

03520 0.1479(7;] _[0.3145 0.1854](T;
0.1479 0.4457]|75],,, |0.1854 0.2208||T;],

Tabla 3.2aa

Comparacion de la solucion del elemento finito con la solucién analitica de una

ecuacion parabdlica para un elemento lineal

Solucién Solucién
Tiempo Exacta Exacta
viYs ' T, T, T,

0 1 1 i 1
0.03750 1.2053 0.5114 1.0082 0.2798
0.067500 1.1959 0.3579 0.9950 0.2102
0.11250 1.1312 0.2994 0.9616 0.1753
0.15000 1.055 0.2686 0.9127 0.1534
0.18750 0.9809 0.2466 0.8572 0.1377
0.22500 0.9105 0.2281 0.8005 0.1255
0.26250 0.8448 0.2114 0.7452 0.1152
0.30000 0.7838 0.1961 0.6904 0.1049
0.33750 0.7271 0.1819 0.6356 0.0946

0.3750 0.6745 0.1687 0.5808 0.0843
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II) Para el caso de un elemento cuadritico (Ejemplo 3.2)

be' Y+ k-t 669
M = X:wiwjdX

X 22X dyf 3 ax

LX) =(1-)-== g s
¥ (X)) =( he)( he) ax " wt e
- (AXTAN dv; 4 8X
s(X)=——(1-< Je BlCL
vi(X) he( h,,) dX h, K

= X, ¥ dys 1 4x

U )= — ] -2 oo A M W W
V3 (X) h,(] h,) dX b, §

e

Con las funciones de interpolacién y sus derivadas se calculan (M ,-;1) y (Kj; ) después

se sustituyen en (3.6 a).
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4 2 -1 -8 1
e e
[ =22 16 2 [K"]_ |8 16 -8
-1 2 4 1 -8 7
4 2 -1]|T 7 -8 1](1) (g
Pel s 16 2 iTabe !
= (Tat+ . |-8 16 -8[iTyt=10;
-1 2 47 ¢l -8 7]ln] lo
L

Usando la familia ¢ de aproximacién (3.7)

Qe+ el plred = Qe |- ara-ale Ylre ), + aralor) +a-ape))

4h‘+ . adr iy adr —he+ I—aAr

30 " 3k, 30 3h, 30" 3h, n

2%, 8 164, 16 2% 8

-, a4 ‘+ adr —t———aAr KT =

30 36, 30 T3, % 30 3 O =

— 3

T ™ W TR WL 7Y s
30 " 3h, 30 3k, 30 3 Y
[ 4h, 2h, —h, ]

1-a)4 1-a)4 1-a)4
30 3h( —adr g, 3h( —adr 3h( i T 0,
2h, 16, 16 oh,
8 (-a)ar 1-a)dr UT,} +ar
30 +3h (-a)dr 0 o, 30 3h ) A-@dr {7, +ado,
—h, %, 8 4h, L), 05
—f+—(l-a)dr

30 3h 30 3h, 30 3h _
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donde
0 =a(0))su +(1-a)Q]),

Condiciones de frontera.

0 = (051 +1-aX0));

o7, T,
O = a{(-a a); )x, }m +(1 -a){(—a a—)}) X5 }s =0

0, =0

0 = a(Q3)p +(1-a)@3);
orT; oT.
g; = a{(—ai)x, }M +(1~a){(—a 53);(,,}

0 =af- A3}, +(1-a)f- B13},

s

Condiciones iniciales.
M) =1, (M))e=1, (T3)e =1 en =0

Sustituir las condiciones frontera y las condiciones iniciales en el sistema de

ecuaciones algebraicas.
fth£+—z—adr e 8 pnr = B 4 1 oar
30 3a, 30 3h, 30 3h, T,
2h, 8 i 16h, M 16 ; 2h, 8 aar |7, _
30 3h, 30 3h, 30 3h, T
- 3
h, i 1 G 2h, ——s—-aAt 4h, +LaAr s+l
| 30 3A, 30 3h, 30 3k, |
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[ 4k, %, , —h, T
(l a)Ar
23’? Tap, (T4 g ¥ 3, s (-a)r 30 3h ()45 " i
16h, 16 2h
*(1 a)Ar -—(-
30 3h ) 30 3, (-a)dr = 3h (1 a)ar KT, +A2'Q0
~#, 2h, 8 4h, I s
-—(-a)4r -a)dr ¢ - s
| 30 3h M4 50 Ty, 0D S5 ) Q-oae
a)Para h, =1, a=05, A4r=0.01875
410, = —0.0468(T3 )1 —0.0468(T3),
0.1552 0.0416 -0.0302|(1 0.1114 0.0916 -0.0364((T;
0.0416 0.5833 0.0416 KT, =| 0.0916 04833 0.0916 KT,
—0.0302 0.0416 02020 |[T3) ,, |-0.0364 0.0916 —0.0646||T; s
TABLA 3.2b
Comparacion de la solucion del elemento finito con la solucion analitica de una
ecuacién parabélica para un ciemento cuadratico
Solucién | Solucién | Solucidén
Tiempo exacta exacta exacta
At n n T T ) I3
0 1 1 1 1 1 1
0.01875 0.8932 1.0425 0.5117 1.0210 1.0040 0.3500
0.03750 0.9524 0.9869 0.4143 1.0082 0.9702 0.2798
0.05625 0.9886 0.9359 0.3633 1.0034 0.9636 0.2379
0.07500 1.0012 '0.8930 0.3280 0.9950 0.8761 0.2102
0.09375 0.9980 0.8559 0.3021 0.9810 0.8326 0.5812
0.11250 0.9850 0.8230 0.2824 0.9616 0.7932 0.1753
0.13125 0.9658 0.7930 0.2669 0.9384 0.7575 0.1636
0.15000 0.9429 0.7653 0.2541 0.9127 0.7248 0.1534
0.16875 0.9180 0.7392 0.2431 0.8853 0.6947 0.1450
0.18750 0.8920 0.7146 0.2335 0.8572 0.6666 0.1377




b)Para p =1,

a=0.5, Ar=0.0375

410 =-0.0937(Ty),,, - 0.0937(T3),

0.17708 0.01666 —0.0270](7;
0.01666 0.63330 0.01666 KT,
~0.02708 0.01666 0.27070 ||T;

TABLA 3.2bb

s+l

147

0.08958 0.11666 -0.0395|(T;
=| 0.11666 0.43333 0.11666 K7,

—0.03958 0.11666 —0.0041](T3 ],

Comparacion de la solucion del elemento finito con la solucién analitica de una

ecuacion parabélica para un elemento cuadrético

Solucién | Solucién | Solucion

Tiempo exacta exacta exacta

Az T T, T I} T }

0 1 1 1 1 1 1
0.0375 0.8903 1.0212 0.2955 1.0082 0.9702 0.2798
0.07500 1.0280 0.8807 0.3539 0.9950 0.8761 0.2102
0.11250 0.9853 0.8240 0.2714 0.9616 0.7932 0.1753
0.15000 0.9477 0.7635 0.2545 0.9127 0.7248 0.1534
0.18750 0.8938 0.7141 0.2319 0.8572 0.6666 0.1377
0.22500 0.8410 0.6680 0.2164 0.8005 0.6155 0.1255
0.26250 0.7892 0.6257 0.2019 0.7452 0.5694 0.1152
0.30000 0.7401 0.5861 0.1890 0.6904 0.5233 0.1049
0.33750 0.6937 0.5492 0.1770 0.6356 0.4772 0.0946
0.3750 0.6501 0.5146 0.1658 0.5808 0.4311 0.0843
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IIT) Para dos elementos cuadraticos (Ejemplo 3.2)

[M‘ ]{:r} +[x¥7}=1{0} (3.6 a)
Mj = | v jdX

N

QRN

1 2 3 4 .

|'_ he —>|¢— h, _,1
Q;%’—Lo _kaT;;(,f)=ﬂT
wf(7)=(l—Z)(1-2’:) %z_% 4;::1:
WS(X)=ZT(1-Z) ?/:é =}:_§§

Con las funciones de interpolacién y sus derivadas se calculan (M) y (K7 ) después

se sustituyen en la ecuacion (3.6 a).



30

]2 2 16 2

30

1

[K‘]=31 -8 16 -8

o)
)
=105+ 0
03

-1 2 4 -8 7
fu
L[4 2 - & [7 -3 o
el2 16 2T+  |-8 16 -8{T,1=4{0}
30 ® 3he 1
-1 2 4 T; 1 -8 7 TE; Q3
{
Ensamble de elementos (Balance de la variable primaria)
T}=T| T'2=T2
T3=F <13 T2-T4
T§=Ts
- o] i h, |
4 2 -1 0 o7 7 -8 0]
16 2 0 0\13)  |-8 16 0 ||T,
nogl)z —1<}3L+§h—1 -8 4 1 (T
0021627',4"00 -8(|T,
0 -1 2 4} 0 0 -8 7|7y
kT5J

Usando la familia @ de aproximacion (3.7).
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donde

0: =a(Qf)en +(-a)Q),

Condiciones frontera.

0=0, O=0, =0, =0

or
05 = a{— 2 ) }m +(1 -a){— (@ g) X, },

Q5 =a{_M5}3+1 +(1_a){—ﬂr5}s

Condiciones iniciales.

Me=1, M=, @lh=1, T)e=1,

a)Para 1, =05, a=05, Ar=0.01875
AQs = —0.0468(T5) ., —0.0468(T5),

[ 0.1552  0.0416 —0.0302 0 0 (7
00416 05833 00416 0 0 |5
-0.0320 0.0416 03104 00416 -0.0302 KT;
0 0  0.0416 0.5833 0.0416 ||T,

| 0 0 -00320 00416 02020 ||T5
[ 0.1114  0.0916 -0.0364 O 0 f)
00916 04833 00916 0 0 |iT,
-0.0364 0.0916 02229 00916 -0.0364KT;
0 0 00916 04833 0.0916 ||,

. 0 0 —0.0364 00916 0.0646 |75

s+l

> + Az

(Ts )0 = l
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TABLA 3.2¢

Comparacion de la solucién del elemento finito con 1a solucion analitica de una

ecuacion parabdlica para dos elementos cuadriticos.

152

Tiempo
AT

0

0.01875

0.9880

1.0047

0.9464

1.0381

0.5205

0.03750

1.0031

0.9950

0.9763

0.9917

0.4082

0.9702

0.05625

1.0056

0.9926

0.9950

0.9426

0.3587

0.9916

0.9236

0.07500

1.0024

0.9937

1.0011

0.8989

0.3272

0.9734

0.8761

0.09375

0.9985

0.9955

0.9992

0.8604

0.3038

0.9501

0.8326

0.1125

0.9955

0.9968

0.9926

0.8264

0.2852

0.9238

0.7932

0.13125

0.9938

0.9971

0.9830

0.7960

0.2699

0.8959

0.7575

0.15000

0.9929

0.9965

0.9717

0.7687

0.2569

0.8672

0.7248

0.16875

0.9926

0.9958

0.9593

0.7439

0.2456

0.8383

0.6947

0.1875

0.9925

0.9926

0.9464

0.7213

0.2357

0.8095

0.6666




b)Para h, =05, a@=05, Ar=0.0375
4105 =-0.09375(Ts), 4y ~0.09375(Ty),

o O o O

[ 0.1541 -0.0666 —-0.0041 0 0 &)
-0.0666 0.4666 —0.0666 0 0 T
~0.0041 -0.0666 03083 -0.0666 -0.0041 I},L =

0 0 —0.0666 04666 —0.0666 (T,
0 0 -0.0041 —0.0666 0.2478 ||Ts] ..,
[ —0.0208 0.1333 -0.02916 © 0 IR
0.1333  0.0666 0.1333 0 0 A
-0.02916 0.1333 —0.04166 0.1333 —-0.0291 {73+ + At

0 0 0.1333  0.0666 0.1333 ([T,
CH)e 0 -002916 0.1333 -0.1145)|Ts )

TABLA 3.2cc

05

153

Comparacién de la solucion del elemento finito con la solucién analitica de una

ecuacion parabdlica para dos elementos cuadréticos

Solucién
Ticmpo caacta

Ar Tl T2 T3 T4 TS T]

0.0375 |0.9958 |0.9935 10.9615 10.8815 (0.2113 |1.0082

0.0750 |0.9900 |0.9765 |0.9397 |0.6603 |0.4566 |0.9950

0.9734

0.1125 |0.9618 |0.9423 10.8014 |0.6388 |0.2187 |0.9616

0.9238

0.1500 |0.9368 |0.8884 |0.7879 |0.5388 |0.3063 |0.9127

0.8672

0.1875 |0.8726 |0.8434 |0.7002 ]| 0.5190 |0.2068 | 0.8572

0.8095

0.2250 |0.8369 |0.7857 |0.6768 |0.4636 |0.2372 |0.8005

0.7535

0.2625 |0.7763 [0.7433 |0.6163 (0.4423 (0.1894 |0.7452

0.7002

0.3000 |0.7367 |0.6930 |0.5879 |0.4053 [0.1967 |0.6904

0.6469

0.3375 |0.6852 |0.6526 |0.5426 |0.3837 (0.1702 |0.6356

0.5936

0.3750 |0.6463 [0.6094 |0.5133 |0.3557 |0.1681 |0.5808

0.5403
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CAPITULO 4

PROBLEMAS EN DOS DIMENSIONES METODO DE ELEMENTO
FINITO

4.1 Introduccion

El anélisis del elemento finito de problemas en dos dimensiones involucra los
mismos pasos bésicos que se describieron para problemas en una dimensién en €l
capitulo (2).

El anilisis es algo complicado porque los problemas en dos dimensiones
son descritos por ecuaciones diferenciales parciales sobre regiones de geometrias
complejas.

La frontera (I") de un dominio en dos dimensiones (£2) es, en general, una curva.

Las mallas del elemento finito consisten de elementos en dos dimensiones, tales
como tridngulos, rectangulos y o cuadrilteros.

La posibilidad para representar dominios con geometrias irregulares por una
coleccion de elementos finitos hace del método una herramienta practica para la
solucién de problemas de valores en la frontera, valor inicial, y eigenvalor en varios

campos de la ingenieria.
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4.2 Problemas con valores en la frontera

4.2.1 Ecuacién modelo
Considere el problema de encontrar la solucion (u ) de la ecuacion diferencial parcial
de segundo orden.
—%(QHZ+0Q g]—:y(an;‘Hzn ;u)-&-aoou-f:O (4‘1)

4.2.2 Discretizacion del elemento finito

La representacién de una region dada por un conjunto de elementos ( discretizacion o
generacion de malla ) es un paso importante en el analisis del elemento finito. La
eleccién del tipo de elemento, numero de elementos, y la densidad de elementos
dependen del dominio de la geometria.

Figura 4.1

Discretizacion de un dominio por elementos

triangulares y cuadrilateros.
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4.2.3 Forma débil
Para desarrollar la forma débil, se considera un elemento tipico arbitrario. Considere

que (Q°) es dicho elemento, triangular o cuadrilitero.

ou) ow( ou
0= L [ (a“ +a|2 ay]+ o kau o +an +000WU ‘t’f}nﬂ’
Ou ou ) u
_1‘“{"‘(0“ N +ay, )+n (021 o +a, @J]dr (4.2 a)

Gn = [nx(a" Z +ay, g)‘l‘ ny(an z*—azz ;‘)] (4.2 b)

Por definicion, (g, ) es positivo hacia fuera de la superficie cuando nos movemos en

contra de las manecillas del reloj a lo largo de la frontera (I'®). La variable secundaria

(g, ) es de interés fisico en muchos de los problemas. Por ejemplo, en el caso de
transferencia de calor en un medio anisotropico, (a; ) son la conductividad del medio, y

(4, ) es el flujo de calor normal a la frontera del elemento,

La forma débil ( también llamado problema variacional ) en (4.2 a) forma la base del
modelo del elemento finito.

4.2.4 Modelo del elemento finito
La forma débil (4.2) requiere que la aproximacioén que se escoja para (u ) debe ser al
menos lineal en ambas ( x, y ) de tal manera que ningin termino en la ecuacion (4.2) sea

<€ro.
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u(x,y) » U (x,y) = D ulwi(x,) 4.3)
j=

Sustituimos la aproximacioén del elemento finito (4.3) Por (1) en 1a forma débil (4.2),
y (y;)por (w).

n

Y Koui=ff+0f 4.43)
=
ou,(  ow ow;) oy, dv; Oy
K Le[ &;["n & T ay’]"‘ ;’ (“21 6):1 "‘“22‘6?1 +aooy;y ; Mixdy
5f={ fviady, Of ={.q,vfds (441)
En notacién matricial

[ Jue b=+ o @40

4.2.5 Funciones de interpolacién

La aproximacién del elemento finito U (x, y) de u(x,y) sobre un elemento (Q°)

debe satisfacer las siguientes condiciones para que la solucién aproximada converja:

1. U°® debe ser diferenciable, como es requerido en la forma débil del problema.

2. El polinomio usado para representar U debe ser completo.
3. Todos los términos én el polinomio deben ser linealmente independientes.



a) Elemento lineal triangular

1A,

>
X

Figura 4.2a
Elemento finito en dos dimensiones elemento con tres nodos

Ul(x,y) =€y +cox +c3y
;= XiYg — XY
Bi=Yi—W

yi=—x; =%)

donde i# j#k; y i,j y k permutan en orden natural

3
Ut(x,y)=D uiyi(xy)

i=l

1 .
yi = B (@i +Bix+y{y) (=123)

€

A, es el area del triangulo.

Ae = +a2 +a3

4.5)

(4.6)

(4.7

(4.8)

158
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b) Elemento lineal rectangular
t
y

bT 4 3
1 2

1 '
o

—>x
Figura 4.2b

Elemento finito en dos dimensiones elemento con cuatro nodos

U(X,P) =€ +CaX + 37 +C4 XY 4.9)
4

Uf(x, )= ufw} (4.10)
=l
X y e X y

e-11-"{1-71, =*114

el gy

X
w3 = e wi

1
e
J
S 0w
o\

(4.10 a)
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4.2.6 Evaluacién de los elementos de la matriz, y vectores

La evaluacién exacta de los elementos de las matrices [K ’] y {[ ’} en (4.4 b) son
dificil en general. Cuando (ay ), (agg ), ¥ () son constantes, es posible evaluar las
integrales exactamente con clementos triangulares y rectangulares. La integral en la

frontera {0* | de (4.4 b) puede ser evaluada siempre que (,,) sea conocida

[K‘]= am[s"“]+ a“[s"]+ au[S"‘]+ az,[s”]r +a22[s22] (4.11)
i = [ viav, pdcdy (4.12)
oy;

con Vi, Ea » X=X, X3 =Y, ¥; o =¥;. Todas las matrices en (4.11) y

a

funciones de interpolacion (4.12) deben ser definidas sobre un elemento.

ELEMENTOS DE MATRICES PARA UN ELEMENTO TRIANGULAR LINEAL

Iog =4  (érea del tridngulo)
3 3
ho=4%,  2=32x, Iy=4, 9=33y
i=1

i=1

Al 4 A<
1u=,2(2x.-y;+m], Izo=12[2x.~2+9x2} Im=12[2y?+9y2] “13)

i=l i=l i=l

n_ 1 2_ 1 2_1
Sy =4Aﬂiﬂj'sy' =0 81285 = 1

S5 =41A {aiaj +(@8;+a;f)R+(a;p; +a; B9+
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1
+— 0B+ 1008y 47,18+ Ty ]} @14

£ =1s4, (4.15)

Por ejemplo, cuando (a12), (a21), y (ag) son cero, y (), (@55) son constantes
se tiene.

1

K;=4Ae

(af) B B} +ayrive) (4.16)

ELEMENTOS DE MATRICES PARA UN ELEMENTO RECTANGULAR LINEAL.

(2= -1 W "8 1 1R
dls2"2 1 8 1l-1 -1 1 1

oLl 1) , s12]=

[]6a—ll 2—2[]4—1—111

1 -1 -2 2 1 1 -1 -1

4 2
[s”]:% 12 -2 -1 [S°°]=%f : 4.17)
2 1

N R =
SN =

Fl=tgapf 1 1 1
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EVALUACION DE LAS INTEGRALES DE FRONTERA
Aqui se analizara la evaluacién de las integrales del tipo
0f = {.amwi (s)ds (4.18)

donde (g;) es una funcién conocida de la distancia (s ) a lo largo de la frontera (I"¢).

No necesariamente se calculan dichas integrales cuando una porcion de (I'® ) no
coincide con la frontera (T') del dominio total (Q). La evaluacién de (Qf ) involucra el

uso de funciones de interpolacion (1-D) y variaciones conocidas de (g; ) en la frontera:

Figura 4.3
Elemento triangular lineal en coordenadas
globales (x, y) y en coordenadas locales (5,/).

0f = [ Wi9)g,()ds+ [ wi($)aa (s + [ vi(s)g, (s)ds

O =0, +0h+05 (4.19)

por ciemplo
0f =L g (s = [ @ahawids +0+ [ (@,)59ds
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La contribucién del lado (2-3) es cero, porque (y) es cero en el lado (2-3) de un
clemento triangular.

Para un elemento rectangular, (Qf ) tiene contribuciones de los lados (1-2) y( 4-1),
porque () es cero en los lados (2-3) y (3-4).

Ejemplos. Considere la evaluacion de la integral de frontera (QF)

Caso I. ¢(s) = gy = constante; elemento lineal:

9o

of = [ vis)ds (=123

donde

s
lel_ » Yo = ? W3=0

he

&

s 1
OF =qo | (1- " )ds=_qyh
1 Or" he g €

o =04

e e o 8 1
= ds = h
13 %f(he) 2‘10 e

03 =25
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Caso I g(s) =g, : como lo muestra la figura; elemento lineal:

€

3
q
1 A s
qo
= [ wio)ds+ [ ¥, (s)ds (i=123)
OFL 90 Kz v;sds +q, ru y.ds
M2
donde
§ s
=1- y = . =0
Y1 he L ) he V3
o = qo Kl - )Sd‘ ‘10"12
oF =00

e %0 e Syoues - % s =tog s 1ai
[0 hlzf(he)s %fa( h23) 39oM2 + , ik

0 =05+0n

s 1
05 =g rB h23‘15= 2?1"23

o5 =05



165

4.2.7 Ensamble de las ecuaciones del elemento
El ensamble de las ecuaciones de los elementos esta basada en los mismos dos

principios que fueron usados en los problemas en una dimension:

1. Continuidad de las variables primarias
2. Balance de las variables secundarias

Se ilustrara el procedimiento considerando una malla con dos elementos uno
triangular y el otro cuadrildtero.

Lado3

Figura 4.4
Ensamble de los coeficientes de las matrices del elemento finito:

ensamble de dos elementos.

Las ecuaciones de los dos elementos son escritas primero. Para el problema modelo a
la mano, este tiene solo un grado de libertad por nodo.

Para el elemento triangular, las ecuaciones del elemento son de Ia forma.

Kl + Kiuy + Kizuy = £ + 0}
Kl 1 Kl 1 Kl 1 _ I 1 4.20
2y + Ky + Kjguz = fr + O (4.20 a)

Ll ol 1wl 1 .l
K3 uy + Kppuy + K3zuz = f3 + (3

Para el elemento rectangular, las ecuaciones del elemento son dadas.
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2.2, 2.2, 2.2, 2.2 2
Kiiuf + Kipus + Kjus + Kiqui = 2 + 0}
2.2 2.2 $2.2 »2.2 2
K3ui + Knuj + K33 + Kyui = f7 + 03
2.2, 02.2. 022 2.2 42 .2
K3juj + K3pus + Kyjuy + Kjyug = f37 + 03 (420 b)

2.2, 2.2, 2.2, 2.2 2. A2
Kayuy + Kpus + Kqus + Ky = fi + 04

Continuidad de la variable primaria

Las ecuaciones ensambladas

3 (

K kb 3 o olu) [ A ol
Ky (Knp+Kj) (Kp+khy) Kb ki ||U2| A+ |0)+0}

K}, (K, +Kd) (K;!3+2K3..) Ky KRRUsp={fi+r2i+i0b+0%;
2
0 K3, K3, K3 K} ||Us f22 0?2
2 2
| 0 K} K3 K33 Kszu Us] | 1 ] | @

se sustituyen las condiciones frontera y después se soluciona el sistema de ecuaciones

para las variables primarias (U;) y las variables secundarias (QF ).
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Ejemplo 4.1. Escriba la aproximaci6n por elemento finito y la solucién de la ecuacion
de Poisson, para la geometria que se muestra en la figura 4.5.

_[azy %u

ax2+ay2]=f° en 02

Las condiciones frontera del problema son.

u=0 en r

I). SOLUCIN POR ELEMENTOS TRIANGULARES LINEALES

u=0 u=0

u=0 u=0

Figura 4.5
Dominio rectangular para la aplicacién de la ecuacién de poisson

Un problema posee simetria de la solucin a trabes de una linea solo cuando hay
simetria de.

a) La geometria.

b) Las propiedades del material.

¢) La variacién de la fuente.

d) Las condiciones de frontera atrabes de la linea.

El analisis del problema (4.1) solo se hara en el tridngulo de la figura (4.5)



y Linea de
4 u=0 / simetria
1.0
ou au:()
=0 an
o u=0
> x
0.0 8u___0 1.0
%Y
(a)

Figura 4.6

Subdominio rectangular para la aplicacién de la ecuacién de poisson
(a) Geometria y dominio computacional,

(b) Malla de elementos finitos lineales triangulares.

168
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Considere el elemento uno, con su sistema de coordenadas locales (¥, ), suponemos

que la longitud y la altura, son a y &, respectivamente.

Las coordenadas de los nodos del elemento son.

(flayl) = (0,0), (xz ’yZ) = (090)7 (.fs ’y3) = (aab)

Los parametros a; ,8;, Y 7; son dados por la ecuacion (4.6).
i =X Vg =Xk

Bi=yi — ¥k (4.6)

Yi =—(x] -xk)
ay=ab, f=-b 7 =0

a;=0, f,=b, 72=-a

a, =0v ﬂ3=0’ Y3=a

Los coeficientes (Kjj) ¥ (/i) son dados por las ecuaciones (4.15) y (4.16)

fie =%feAe (4.15)



170

4Ae (allﬂr ﬁ] +a§.27i87;) (4'16)
2 _p2
[K'] 2ab -b? a*+b* -a?
0 -a? a

Para la malla mostrada en la figura 4.6 (b), tenemos.
kl=lel=lelle} irt=ii=lels )
Si(a=b= %), los coeficientes de las matrices toman la forma.

1 0
[K‘]=%—l 2 -1 {f} f° 1

0 -1 1

Para los elementos triangulares, las ecuaciones para cada un son de la forma.

Elemento(1)
|
Kiuj + Kb + Kz = £ + Q)
1 _
Kayul + Kpquy + Kgqu = f2 + 05

B PR IS B U PR
K3uy + K3up + K3zuy = f3 + 03
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Elemento(2)
2.2 . 4,2 2
Kiiui +Kigus + Kiu? = £ + 02
K202 4 K202 + K202 = £2 4 02
1t + Kpuy + Kyqus = f5 + 05

2.2, 22 2. 02 .2 2 .2
K3yui + Ku; + Kjzuy = £ + 05

Elemento(3)
33.3.3. 3.3 .3 A3
Ki\ui + Kjpuz + Kjuz = ;7 +Q;
3.3 3.3, 53 3 .3 3
Ky + Kpuy + Kyyuz = f5 + Q)

33,23 3. 23.3 3. 3
K3y + Kpuy + K33u3 = f7 + (03

Elemento(4)
4 4. L4 4 L4 4 4. 4
Ky + Kppuy + Kj3us = fi° + 0
4 A el dlua]s ~alr 8
Koy +Kpup + Kpsus = f + 0,

333,53 3. 53,3 8. A3
K + Kjpuy + K33u3 = f3 + 03

Continuidad de la variable primaria



Ensamble del sistema de ecuaciones.

Ky, Ky
Ky (Kh+kkh+Kd)
K3 (K3 +K%)
0 Ky
0 (K3+K3)
0 0
(1 -1 0
-1 4 =2
110 -2 4
200 -1 0
0 0 -2
0 0 0

0
0

4
Ky |)

0

4
K33

K} 0 0
(K33 +K}) kb, (K3 +Kiy)
(K +Kh+Kf) 0 (KH+Kp)
0 K3 &
(Kiz+K3) K (Khi+K%x+K$) ki
X3 0 K3
[ A ol
H+fR+f| (0h+0+0f
B 10+03+ 0|
f? 03
1+ f3 +f7| @} +03+03
| A o
0 0 o]y N [ o ]
-1 0 0|U, 3| |2+ 03+ 0}
0 -2 0||Us|_1£ ]3|, |ol+0f+0f|
2 -1 ollu 24)r 03
-1 4 -1}|Us 3| |@E+03+03
0 -1 1 ){Us] U U

La suma de las variables secundarias en los nodos globales (2),(3), y (5) son

0l +02+ 0 =0y
0;+05+0 =0,
O +03 +03 = 05
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en los nodos (1),(4), y (6), tenemos (Q! = 0,), (@3 =0,), y (03 = 0s)-

1 -1 0 0 0 0]y 1] (0
-1 4 -2 -1 0 o0]lU, 31 |6,
10 -2 4 0 -2 OLU3L=f0‘3b+‘Q3L
210 -1 0 2 -1 0||\U,| 24|1] |0,
0 0 -2 -1 4 -1{|Us 3 |Os
|0 0 0 0 -1 1 |Us URR{A

Las condiciones de frontera especificadas en los grados de libertad de la variable
primaria son.

U4 =U5=U6 =0

Los grados de libertad especificados en la variable secundaria son ( todos por
simetria).

Ql=0’ Q2=0’ Q3=0

1 =1 0 0 0 0lU) (1] [0
-1 4 -2 -1 0 o|lU, 3 0

110 =2 4 0 =2 0||Us| /3 0
¥ \ = 4 P44 >

200 -1t 0o 2 -1 ollo( 2401] |0
0 0 -2 -1 4 -1{{0 3| |05

0 0 0o o -1 1jo) ) Q)

Usando los valores numeéricos de los coeficientes (K3 ) ¥ ( fi) con (fy=1),

escribimos las ecuaciones condensadas para (U} ), (U3): ¥ (U3) como:
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05 -05

~-0.5

U

—10flu,t=Lls

0 -10 20 |U;

U; =0.31250 U, =0.22917 Uz =0.17708
TABLA 4.1a
Comparacion de resultados elemento finito solucién por series
Solucién Solucién
Coordenadas Aproximada Por series
(x,y) U U
(0,0) 0.31250 0.2947
(0.5,0) 0.22917 0.2284
(0.5,0.5) 0.17708 0.1801

Las variables secundarias desconocidas (Q4 ), (Q5 )y (Q6 ) pueden ser calculadas ya

sea por las ecuaciones de equilibrio

04 1 0 -05 0]y
Qs =—— 3 + 0 O -l U2
Os 0 0 0|U;
Q. =-0.19717 O, =-0.30208
o por la definicién (4.19)

Of = [ WiMn s+ | wi(s)aa(ds+ [ vi(s)gn(s)ds

Of =01 +0h + 05

O =-0.04166
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IT) SOLUCION POR ELEMENTOS RECTANGULARES LINEALES

Note que no podemos explotar la simetria a lo largo de la diagonal x = y cuando
usamos una malla rectangular.

(a)

~1

PR
g
S

& =] = &
w N o W
(=)
=
]

S

ot

®

Figura 4.7
Discretizacion del dominio para elementos

lineales rectangulares (a),(b) .
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Como todos los elementos en la malla son idénticos, podemos calcular las matrices
del elemento solo para uno, para el elemento(1).

yi =(1-2x)1-2y), y,=2x(1-2y)

vy =459, y4=(1-2%)2y 4.10 @)

K= [ 720 2L O by @4b)
. x & ¥ W

i f's fsfo%df@ (4.4 b)

Evaluando estas integrales, obtenemos ( ver (4.11): [K e]= an [S“]+ ax [522] )

2|2\ -1 1
[s“]=” Lolllis) 1 =1

6al-1 1 2 -2
1)1 -2 2 |

@.17)
[2 1 -1 -2
22 a l 2 —2 —1
[S ] 6ol -1 -2 2 1

O N B . 1|
ay =ay =1
_p 1
a—b—2
fo=1
T4 =] =3 =]]
J1-1 4 -1 -2
[K]_swz =1 4 =1
-1 -2 ~1 4|
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16
N (o]
(4
{F‘e}=l<1>+<Qz >
161" |of
le L:J

donde

o = fl’ [qﬁw.- (f.ﬁ)]yd)df + ,E:[qiw: (f,.v)]m@

+ f:[q,‘iw,- (f,y)]deH f:kﬁw,- (x,y)]Hdﬁ

La matriz de coeficientes de las ecuaciones condensadas para las variables primarias

desconocidas puede ser directamente ensamblada.

Elemento(1)
Kl +Kiyup + Kiyuy + Kjqug = fi' + 0|
K3ul + Ky + Kysuy + Kyquy = f3 + 03
K] + Kuy + Kigus + Kjquy = f3 + 0}

R I I D PR
Kayuy + Kgpupy + Kgguz + Kgqug = fy + 04
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Elemento(2)
Klzlul2 +K,22u§ +K,2_«,u§ +K]24u§ =f,2 ~1-Q|2
K3uj + K3ou3 + K} +Kyui = 1} + 03
K + Kuj + Khu + Kiud = fi +0f

2.2. 02 2 2.2 2.2 2 2
Kaiui + Kiguy + Kjzuz + Kgqug = fi + 0

Elemento(3)
K”u, +K u2 +K u3 +K14u4 -f, +Q,
K3 + Kpu + K + Kl = £ + 03
K3uj + Kpuz + Kjsu3 + Kyqug = f; + 03

g LA lylll<g 3 3 3 a3 .3
K + Kgpuy + Kgzuz + Kgquy = fi + 04

Elemento(4)
4.4 4. 4. L4 4 b 4 4 4
Kjjuy + Kppug + Kjzuz + Kjqug = f + Q)
4. 4. 4 4, 4 4, 4 & 4 4
Kyjuy + Kpuy + Koquy + Kyguy = f5 +Q
K K Kiud = £3 408
K3uf + K33 + Kjsu3 + Kjgug = £ + 0}

PLULJdWINATRINES AL QT )
Kauy +Kpuy + Kgguz + Kgquy = fg + 0y

Donde (K;;) y (F;) son los coeficientes globales.

Ky +Kjj=Kn
KL+ K =Ky

K323 +K242 =K66
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K3 +Kdy = Kgg
K3+ Kiy = Ky
Kis+Kiy =Kqs
K+ Kjy = Ksg

3 4
Ky +Kjy =K

Continuidad de la variable primaria

Ul—“ll

Uy =up =uf

Uy =uj

Uy =uj =uj

Us =u§ =u§ =u;=u{‘=uf
Ug =u3 =u§'

Us =ui =uj

U =u§ =uf



o8l

A

50 1 | o
yO+ {0 o+
0 &f
§0+ ;0 KAs
JO+ B+ 10+ 01+ S+ I+ 2+ 5}
{0+ 10 S+
20 K7s
20+ 10 F+
0 ] s
[ 5> Yoy 0 Sy 0 0 0 0
9y (MMy+%y) %y oy Oy + %Ey) Y 0 0 0
0 oy "y 0 'Y 0 0 0
F3 | Ty 0 (By+&y) S+ 0 ¢y 'y 0
8y (My+%y) o (SeBn \(RadTx I+ iy (v %) 49y (Uxy+%y) %y
0 Sy By 0 Uy +9y) (xy+"y) o oy 'y
0 0 0 &Y 0 gy Y 0
0 0 0 Oy (%x +€y) Vox 9y Uy+%y) Ly
Jl o 0 0 0 "y 0 Uy Uy

'SOUOIOENO3 P BUIS)ISIS [P J[qUUBSUZ
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4 -1 0 -1 -2 0 0 0 o]y (1] (G

-1 8 -1 -2-2-20 0 ol|U, 2| |0,

0 -1 4 0 -2 -1 0 0o ol 1| |0,

1-—1-208-20-1—20U4 2( |0,

g—z -2 -2 -2 16 -2 0 -2 —2«Us»=11644.+JQ5»

0 -2 -1 0 -2 8 0 -2 -1||lug 2| |0

0 0 0 -1 -2 0 4 -1 ollu, 1| |0,

0 0 0 -2-2-2 -1 8 -1flu 2| |0

[0 0 0 0 -2 -1 0 -1 4|U,, 1) |0
Condiciones de frontera.

U3=0, U6=0, U7=0, U3=0, U9=0
0, =0, 0,=0, 0y=0, 05=0

(4 -1 -1 =2][t;) 1]
1[-1 8 -2 =2lu,| 1|2
6|-1 -2 8 =2llu,[ 16]2
-2 -2 -2 16 ||Us 4

U; =031071 U,y =0.24107
U,y =0.24107 Us =0.19286
TABLA 4.1b
Comparacién de resultados elemento finito solucién por series
Solucién Solucién
Coordenadas Aproximada Por series
(x.y) u U
0,0) 0.31071 0.2947
(0.5,0) 0.24107 0.2284
(0,0.05) 0.24107 0.2293
(0.5,0.5) 0.19286 0.1801




l0-10—23‘1 [ 0

-{)-20-2<(j%=1632+(j6

0 0 o0 -2 * 1 |0
Us.

La solucidn de las variables secundarias es.
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0, = —0.16687 0 = 0.26964 0y =-0.12679
TABLA 4.1¢c
Comparacién elemento finito solucidn por series
Para 4 elementos Para 4 elementos Solucién
Coordenadas Triangulares Rectangulares Por series
(x.y) U U U

(0,0) 0.31250 0.31071 0.2947

(0.5,0) 0.22917 0.24107 0.2284

(0,0.5) 0.23022* 0.24107 0.2293

(0.5,0.5) 0.17708 0.19286 0.1801*

* Valores interpolados
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CAPITULO 5

EL METODQ DE DIFERENCIAS FINITAS

El método de diferencias finitas obtiene un sistema de ecuaciones finito de una
ecuacién diferencial ordinaria o parcial discretizando el dominio; los valores de la
sohicién aproximada son encontrados solo para un conjunto finito de puntos,

La diferenciacién numérica, o aproximacién por diferencias, se utiliza para evaluar las
derivadas de una funcién por medio de sus valores dados en los puntos de una reticula.

Aproximaci6n por diferencias centrales para la primera segunda y tercera derivada.

" ff+| —j;'-l
fi= L= di .1)
.fi"= f;'-bl -2};2; +j}—l (5.2)
f;"= f}+2 _2fi+l + zf;'-l — j;'-2 (53)

243



Ejemplo 2.1 Considere una aleta rectangular como lo muestra Ia figura 2.1.
Determine la distribucion de temperaturas.

Figura 2.1 Aleta rectangular

Datas

Ty = Temperatura en la base de la aleta = 250°C
T, = Temperatura del medio hambiente = 75°C
t = Espesor de la aleta = 0.254x10 2 m

k = Conductividad térmica del material de la aleta=207.6 "

m-%¢

w

2

B =Coeficiente de pelicula = 283.9 5
m--“c

p =Perimetro de la aleta
A = Area de seccién transversal

2=.BP

m =1076.79

L = Longitud de la aleta = 1.524x10~2 m
h =Espacio entre los puntos de la reticula

h= % =0.00762m
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Ecuacion diferencial de una aleta rectangular.

d’t Bp
-——+—((T-T,)=0 02=(0,L

Las condiciones frontera de la ecuacion diferencial

T©0)=T, 'y =0

haciendo un cambio de variable:

6=T-T,
6, =Ty T,

2ﬂP
me =
kA

La ecuacién diferencial y las condiciones de frontera toman la forma siguiente.

d’e 2
—P—+m =0 02=0,L)
Condiciones frontera.
¢(0) =6, ff =0
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Aplicamos la aproximacion por diferencias centrales (5.2) al primer termino de la

ecuacion diferencial, con lo que obtenemos la ecuacion en diferencias.

=6 +}2§1 —O12 | 20 <0

—0y +(2+m’h?)0; -0 =0 i =1, hasta N-1

x=0 ih 2h
i=0 1 2
Para(i=1)
~8y +(2+m*h*)6, -0, =0 0

Para (i =2) Condicién de frontera derecha.

Utilizamos la aproximacion por diferencias hacia delante con base en un intervalo de

longitud (g ) de la ecuacién de la aletaen (x = L ).

h
2

(LV—@'(L-*
_[G(L) g'(L 2)]+m20(L)=0 (A)

Por diferencias centrales
O'(L)=0 (B)

6(L)-6(L-h) _0; -6, (©)
h h

o'(L-1=



sustituimos (B) y (C) en (A).
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~20, +(2+m*h*)8, =0 )
Solucionando el sistema de ecuaciones .
Q@+m*h?) {6’1 } _ {90}
-2 @Q+m*hY||e 0
6 =T, -T, 6,=1,-T,
T, =2352°C T, =23037°C
TABLA 5.1
Comparacion de resultados diferencias finitas solucion exacta
Temperatura Temperatura
Distancia Solucién aproximada Solucién exacta
xXm T T
0 250 250
0.00762 235.20 23495
0.01524 230.37 230.05
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Ejemplo 2.2 Considere conduccién de calor en estado estable en un alambre de seccién
transversal circular con una fuente de calor eléctrica. Supén que el radio del alambre es

(R,), este tiene una conductividad eléctrica, este transporta una corriente

eléctrica de densidad (1) amp cm™2 . Durante la transmisién de una corriente eléctrica,
algo de energia eléctrica es convertida en energfa térmica. La rapidez de producci6n de

calor por unidad de volumen es dada por (g = f )- Suponga que la temperatura

alcanzada en el alambre es suficientemente pequefia que la dependencia de la
conductividad eléctrica o térmica en la temperatura puede ser despreciada.
Determine la distribucién de temperaturas en el alambre.

Datos
T; = Temperatura en la superficie del conductor =60°c
R, =Radio del conductor =2cm

i = Corriente por el conductor =300amp

R = Resistencia del conductor =0.010442
L =Longitud del conductor =10cm

=1 I
z(R,)* dus!

-

p=0132-cm I=23.87amp—cm™

k=76502"—cem™ g = 7.448wits —cm™>



La ecuacion diferencial que gobierna ¢l problema es:

o d(rk‘”):q 0<r<R,
rdr dr
(h‘”] -0 T(R)=T,
dr
r=0
Reescribimos la ecuacion diferencial en la forma.
dT kadr
—k—=" =94
drt rdr

Aplicamos la aproximacién por diferencias centrales al primero y segundo termino

del lado izquierdo de la ecuaci6n diferencial,

T.,-2T. +T. k| T,y -T.
-k i+l i -1 | _ i+l i-1 } = :
[ » J r,-[ TR =12
T'(0)=0 TR,)=T;
. —— 4
~h r=0 h 2h

189



190

Para(i=1)

k k
- (-2, +Ty)- I, -T)=
hz( 2—2N +T) 2hr,( 2-Tp)=¢

La condicién de Ia frontera izquierda, es equivalente a una condicién simétrica en la
frontera llamada condicion adiabatica en la frontera en el caso de la transferencia de

calor (To = T2 ).

2. 2k
(;T’)T' =( hz)Tz =q

Para(i=2)
k k
e WO K (T
h2(3 2+7)) 2hr2(3 1)=q

Ek
hz 2’”‘2

2k k k
+CT =y +5, 0T =g

B 2hr,

El conjunto de ecuaciones se escribe en forma conjunta como.
2k 2k

Fe: 2 {n}_[ /9,
k. ko 2k fl7 [ e+ (Lt )T
G222 B
T, =60.1721°C T, =60.1234°C
TABLA 5.2
Comparacién diferencias finitas solucién exacta
Temperatura Temperatura
Radio Solucién aproximada Solucién exacta
rem T°C T°C
0 60.1721 60.09
1 60.1234 60.07
2 60 60
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Ejemplo 2.3 Encuentre Ia distribucion de temperatura en la aleta que muestra la fig.2.3.
Suponga que la temperatura €n la base de Ia aleta es(T, = 250°F ) la conductividad

térmica es( k =120Bfu - ol - fiTl-°F - ), y el coeficiente de pelicula
(8 =15Btu—hr™! - fi2_°F~'). La temperatura del medio hambiente es (T,, = 75°F ).

I,

/
-
L=3in
Figura 2.3 Aleta triangular

T,

2B _o249in!
T
h =Espacio entre los puntos de la reticula

~£—lm
3

La ecuacion diferencial y las condiciones frontera para esta aleta triangular son.

2
G- x)d T—g—mTﬂnT =0

T(0)=T, =0
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Haciendo un cambio de variable la ecuacion diferencial y las condiciones de frontera
toman la forma.
#=T-T,

(B-x)0"-6'-m=0
6(0) =8, o'(L)=0

La ecuacién diferencial también puede tomar esta forma.

[6-x8T -ma=0

8(0)=6, =0 a'L)=0
iy Xi h X1 P
x=0 a h b 2h 3h
i=0 1 2 3

El método de integracién es una forma natural para obtener ecuaciones en
diferencias con coeficientes constantes por partes. En este método, integramos la
ecuacioén desde (@) hasta (b).

{(@G-xyds~ [ make=0 @)

Para el primer termino de la ecuacién (A).

b
[(G-neyd=(3-28" .

f((s -98ds = (3-8, -3 —x)BL
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f@-npyde=G-x0r, \-G-n0],_, ®)

Aproximamos las derivadas mediante diferencias hacia atrés,

B0, 1 =GR ‘*‘ b ©
G-n6l_, =Gz )" 20 ‘:"‘) ®)
2 l-
Sustituimos (C)y (D) en (B).
v | BG=xia) g _[G-%) B-x) B-x;)
f«3—x)ew—[ N ]0._. [ Wt h .-+[ 8 }9;“ ®)

Para el segundo termino de la ecuacion (A).
1
fmarix Zu m(h;_, + h; )6, F)

Sustituimos las ecuaciones (E) y (F) en (A)

]:(3-x,-_])]0i-l [(3 X) (3hx;.1):|0‘ [(3 x):lg - m(h,-["‘hl)ai_
By h -l

la ecuacién anterior se aplica para i =1,2,...,N -1
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il B%), O ;:0)]9! +[(3—x,)]02 ‘;m(ho +h)6; =0

| A hy

I 3— 3- ] —
_| G-  ( h:")+2m(ho+"|)]‘91"‘[(3 hlx'):loz =0 (1)

h

((3-x,) . 3-x) 3-x;) 1
+ g, +| 0" *2)lg 1 =
hz hl 2 },2 3 2 "l(hl + h2 )92 0

"(3- 3-x) 1 3=
( h2x2)+( h,xl)+5’"(h, +hz)}9z "'[( h:2) 3=0 (2)

Para el caso del punto frontera derecho

6'(L)=0
hy
——4
a b
X, X3

Para el primer termino de la ecuacién (A)

f((3 -x)0")dxe=((3- X)ﬂ')(z

f (3-x)0)dx = (3—-x)0'

3‘(3‘.“)0 3_%
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~ -8
[@-00yar=0-3-x)* %) @
hy
Para el segundo termino de la ecuacién (A).
fmﬂix = ;mh303 (H)
Sustituimos (G) y (H) en (A).
—G-1) B g 0
> 2
(3-x3) B-x) 1
6, — + _mh, [0;=0 3
[ hy ] 2 ,: PREAPRGC] i (3)
En resumen, las ecuaciones en diferencias (1),(2) ¥ (3) en notacién matricial son:
[ |G-x), 3-x) | mlbo+h) G-x) |
—["ll+"oo+ 2] A v 6| [D
G-x1) 2 p—iz_) SO0 m(h%)] (-1) a.b=lo
" & (3"l ) 2 3 l)'2 (h) 02 0
-12 _[ =Xy m ]
I 0 b hy +7, | 3
D= —(3;,:0 )
2, s 0o 1(6) ([-525
2 -3.25 1 f,p=3 0
0 1 -1125||6 0
Sohucion del sistema de ecuaciones:
6, =147.64 6, =125 6; =111.16
T, =222.64 F T, =200F T, =186 F
TABLA 5.3 Comparacion de resultados diferencias finitas solucion exacta
Distancia desde la base Soluci6n aproximada Solucién exacta
x in T'F TF
0 250 250
1 222.64 218.75
2 200 191.12
3 186 166.72
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Ejemplo 2.4 Considere flujo estable laminar de dos fluidos inmisibles e incompresibles
en una regién de dos placas paralelas estacionarias bajo la influencia de un gradiente de
presién.

Las velocidades en el fluido son ajustadas tal que la parte media inferior de la region
esta llena con el fluido 4 (fluido mas denso y mas viscoso) y la parte media superior
esta llena con el fluido 4, (fluido menos denso y menos viscoso), como lo muestra la
figura.

Queremos determinar la distribucién de velocidades en cada region usando el método

de diferencias finitas.

FIJIIII POPLRCLEREP PP IE PP LTI A

f r b
L | My
x |
H b
Prrzsi7z70262 7777 2777077707 77¢7 04

Figura 2.4 Flujo en una tuberia

Las ecuaciones gobernantes para cada fluido son:

d2u1 d2u2
-t ——=fo = =fo
ayz dyZ
Las condiciones frontera son:
u(-b) =0, 4,(0) =u,(0), u,(b)=0

donde f, = (PO ;PL ) es el gradiente de presién.

Datos
h =Espacio entre los puntos de la reticula= 0.25m
b=2h
L =5000m Py =200kPa P, =190kPa

# =001Pa~-s 4y =0.00035Pg -5
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Ecuaci6n diferencial del problema.

d?u

La ecuacion diferencial también puede tomar esta forma.

- () = fy
u(0)=uy =0 u(2b)=u, =0
l by X B Xy By Xus R
— ® s
x=0 a p b 2h 3h 4h
i=0 1 2 3 4

El método de integracién es una forma natural para obtener ecuaciones en
diferencias con coeficientes constantes por partes. En este método, integramos la
ecuacién desde (@) hasta (b ).

- L uyxte= [ foct @

Para el primer termino de la ecuacion (A).

b
- f(ﬂ u')de=—(u u')a

— | (pu)adx=—(uu)
{

. )
i+1 i-1

N R I Uiy — U Up=up
- [y = A )]+[p,--l( o )]

ne -»U'-l Hi | B Hi
-— Cﬁ = = / b + + .= i B
f(,u ok by ]u' l [hi hiy ]“' [hi ]u o e




Para el segundo termino de la ecuacién (A).

ffodx = %(h'—l -I-h,')

Sustituimos las ecuaciones (B) y (C) en (A).

Hig H; | Bia H; S
S SR

La ecuacion anterior se aplica para i =1,2,...., N -1

Para(i=1)
| g o || _ S
[ho}‘”[hl +ho]“' [;.,]“2 g Paty)

Para (i=2)

M N _| 2 =fo
|:hl:|ul+[h2 +h| ]"2 [hz ]“3 5 (Il +hy)
Para (i=3)

H
—[:22 ]u2 +[;:33 + I}:zz ]U3 —I:h:]u4 = jzh (hz +h3)
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©

(1)

2

&)

En resumen, las ecuaciones en diferencias (1),(2) y (3) en notacién matricial son:

(24 M

h h u| (2o
B Mty B uy ¢+ =12hfy

h h h

0 -#2 3&- u3 2hfo
| h h |



0.08 -004 0 () [05
~0.04 00414 —0.0014 {u, {=10.5
0 -00014 00028 |lu;] (05

Solucionando el sistema de ecuaciones:
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u =304" u, =483" uy =202.72°7
s s s
TABLA 54
Comparacion de resultados diferencias finitas solucion exacta
Velocidad Velocidad
Distancia Solucién aproximada Solucion exacta
i un .
5 s
0 0 0
0.25 30.40 30.40
0.50 48.30 48.28
0.75 202.72 202.67
1.0 0 0




Ejemplo 2.5a, Para el problema de la viga mostrada en la figura 2.5a determine.

Las variables primarias desconocidas (desplazamientos generalizados)

ANANANAN
AV

h T T

e— ; —

Figura 2.5a Flexién de una viga empotrada en los extremos

La ecuacién diferencial que gobierna el problema es:
d* [, d?w
2 [b 2 ] =/fo
de | dx
b= El = cte.

Datos:
L=10m

D N
fo = 400"

E =200x10° X

m

1=20x10"m*
h =Espacio entre los puntos de la reticula = 5m

200



d"y_
axt

Las condiciones frontera para este problema son:

E1 o

Para la frontera izquierda.
y(0)=y,=0
Y'(0)=y;=0

Para la frontera derecha.
¥L)=y,=0
Y(L)=y; =0

201

La derivada ( y"") de la ecuacion diferencial del problema se evaliia numéricamente

mediante la aproximacion por diferencias centrales.

El
B4 [ica = 4yi4 + 631 = 4yi + yiaz |= £(x0)

Para(i=1)
El

B¢ [y-1 =430 +631 -4y, + 3]= F(%)

i=L,N-1
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Condiciones de frontera izquierda.
Yo=0
r N7V g
Yo 2h
Y1 =¥
El
;;[7}'1-41*2 +y3]= fx) )
Condicién de frontera derecha.
Y= 0
r _ Y3~ N
ENATLA S S 0
Y2 o
3= =0 (2)

Solucionando el sistema de ecuaciones.

T G {y1}={f(x1)}
-1 1 | 0

7(6400)  (6400)](»;] _ [-400
g 1 |lys] | 0

y1 =-0.0078m y3 =-0.0078m
TABLA 5.5a
Comparacidn de resultados diferencias finitas solucion exacta
Distancia Deflexion Deflexion
xm Solucion apréximada Solucién exacta
ym ym
5 -0.0078 -0.00128
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Ejemplo 2.5b. Para ¢l problema de 1a viga mostrada en la fig.2.5b, determine.
Las variables primarias desconocidas (desplazamientos generalizados)

.
mm .
Z =~
D

L

Figura 2.5b Flexion de una viga empotrada en los extremos

h =Espacio entre los puntos de la reticula =2.5m
at
El dx{ =f

Las condiciones frontera para este problema son:

Para la frontera izquierda.
y(0) =y, =0
Y'(0)=yp =0

Para la frontera derecha.
y(L)=y, =0
V(L)=yy=0
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La derivada (y*") de la ecuacion diferencial del problema se evahia numéricamente
mediante la aproximacién por diferencias centrales,

Erl
4 ica - i 465 =4y + ¥isz ] = £(x) i=1,N—]
x=0 x=1
L & — -@-
i=-1 0 1 2 — 4

Para (i=1)

EI

4 [y —4yp +631 =432+ 33]= £(x))
Condiciones de frontera izquierda.

yo=0

’ h=y

Yo = 12h L=0

N1=Ya

EI

h—4[7y| ~4y, +y3)= f(x) )
Para(i=2)

%bo—@. +6y, —4y3 +y4]= f(x3) 2)
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Para (i=3)
EI
o D1 =452 +6y3 4y + y5]= f(x) 3)
h
Condicion de frontera derecha.
Y4(L)=y4=0
’ 1 Ys—=V3
L = = =0
ya(L)=y4 oh
ys—y3=0 (4)
Solucionando el sistema de ecuaciones,
i A .
1B a8 B olly) (-f,
El El  _pE -
45 65 -4 02| | f0+
1 -4 6 1)|» 0
| 0 0 -1 1jlys) L0
n= =0.0020m Y —0.0029m
y3 =-0.0014m ys =—0.0014m
TABLA 5.5b
Comparacion de resultados diferencias finitas solucion exacta
Deflexién Deflexion
Distancia Solucién apréximada Soluci6n exacta
xm ym ym
2.5 -0.0020 -0.00089
5.0 -0.0029 -0.00128
7.5 -0.0014 -0.00054




Ejemplo 2.5¢. Para ¢l problema de la viga mostrada en la fig.2.5¢., determine.
Las variables primarias desconocidas (desplazamientos generalizados)

i

h‘h|h|h|h‘h|h|h

le— I —l

Figura 2.5¢ Flexién de una viga empotrada en los extremos

ANAANANY
AV

Ecuacién diferencial del problema
dty
EI &—x—(“ = fo

Las condiciones frontera son:

Para la frontera izquierda.
¥(0)=y, =0 Y0 =y;=0
Para la frontera derecha.

WL)=yg=0 Y(L)=yg =0

La derivada ( ¥"") de la ecuacién diferencial del problema se evahia numéricamente

mediante la aproximacion por diferencias centrales.

EI .

hjb’i-z — 4y, +6Yi —AVin + Yia | = f (1) i=,N-1
h =Espacio entre los puntos de la reticula =1.25m

0 x

o O—o—0—0—0—0—@
i=-1 0 1 2 3 4 5 &6

X

~Ne
e |
Ce



Para (i=1)

El

Condiciones de frontera izquierda.

Yo =0

T yl ’-y_] =0
Yo 2h
N =JYa

%[7}*; ~4y, +y3]= f(x)

ET
h_4[y0 =4y, + 6y, —4y; "‘Y4]= f(x3)

Para(i=3)
fﬁ [y =42 +6y3 =4y + ys )= f(x;)
Para (i = 4)

fﬁ [2 —4ys +6ys —4ys +y6]= f(xs)
Para(i=5)

f: [y3 =434 +6y5 —4yg + y7]=0
Para(i=6)

%[y‘t — 4y +6y5 —4y7 +y3]=0

Para(i=7)

El
;z[}’s —4ye +6y; —4yy +y9]=0

(1)

(2)

3)

@

&)

(6)

g

207
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Condicién de frontera derecha.
ys(L)=yg =0
’ ¥ y9 - y7
L)y=yg = =0
wlL)=y oh
Yo —y7 =0 t))
Solucié del sistema de ecuaciones:
TE -4x X 0 0 0 0 0y} (-f
-4 f{ 6 f{ -4 f{ f{ 0 0 0 Ofy| |-So
L —4E 6H 4B B o o 0|1 [So
0 Bl _4H gEH _asE8 EH o oflyal _J-S
h‘ h4 h‘ h4 h‘ 4 > = O >
0 1 -4 6 -4 1 0|
0 0 0 1 -4 6 -4 o>l (9
o 0 0 o 1 -4 6 tfj¥] |
o 0o 0o 0o 0o o -11]w) LO.
¥ =-0.0005m y3 =—0.0018m ys =-0.0014m y7 =-0.0003m
¥, ==00012m  y,=-00018m  y,=-0.0008m  y; =-0.0003m
TABLA 5.5¢ Comparacion de resultados diferencias finitas solucion exacta
Deflexion Deflexion
Distancia Solucién aproximada Soluci6én exacta
xm ym ym
1.25 -0.0005 -0.000324
2.50 -0.0012 -0.00089
3.5 -0.0018 -0.00388
5.00 -0.0018 -0.00128
6.25 -0.0014 -0.000986
7.50 -0.0008 -0.000542
8.75 -0.0003 -0.000138




Ejemplo 2.6a. Para el problema de la viga mostrada en la fig.2.6a, determine.

Las variables primarias desconocidas (desplazamientos generalizados).

a 2000Lb

= —1%—n s —

Figura 2.6a Viga de seccion variable empotrada en un extremo

La ecuacion diferencial que gobierna el problema es:
2 2
ff [EI d—l] =0
d? | dx
Condicién de frontera izquierda.
»0)=0
y'(0)=0

Condicion de frontera derecha.
M 0

"L= i
y'(L) £l

14
nL___
y()EI

Datos:

h = Espacio entre los puntos de la reticula =20 in

Lb
E =30x10° zf
in

dy=4in  dy=3in  dy=2in

209
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Derivando la ecuacién diferencial del problema.
ELy!"+ 2EIly;+ Ely] =0 (1)

Las derivadas y*,y" y y" se evaliian numéricamente mediante las aproximaciones

por diferencias centrales.
Y= (Vi Vi +6Y; — 4y + yig)
V"= (=Vip +2Vi1 = 2V + Yis2) 1 2K

Y = (it =2V + Vi) B

Los términos I; e I; se calculan mediante la aproximacién por diferencias finitas

como sigue: para i =1,2,. ,.N -1

Le fi+12-hfi-1
pro =2+
L h2

La aproximacion por diferencias hacia atrés; para N

1 31y ~4ly 4 +1N-2

2h
I3 2IN -SIN-I +4IN-2 —IN—3
= h2

Iy

Iy

Sustituir las ecuaciones anteriores en la ecuacion (1) para obtener las ecuaciones en

diferencias.

8;Yig +biyi+ey; +d;Yi +€,Y7 =0 i=12..N



donde
a; =EL | h* - EI! | 1}
b; =—4EL | h* + 2E1; I h® + EI*/ 12
¢ =6EL /h* -2/ ?
d; =—AEL /h* - 2EI I W + EI' | 2

e;=EL/n* + EI /1

Para(i=1)

QY by tey +dyy, ey =0

Condiciones de frontera izquierda.
¥(0) =y =0
’ ' B4 1= Y-i
0 — —_— e e = 0
Y (0)=yp h
Y1 =Ya

(a1 +e)yy+dyy, +ey3 =0

Para (i=2)
@y¥0 +byy1+ €y, +d2y3 +€1y4 =0

byyy +e3y2 +dzy3 +€1y4 =0
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Para(i=3)
@y +byy +c3y3 +dsy +eyys =0 (3)

Condicidn de frontera derecha.

" M _y,-2y3+y,
LY= =——-—*=0
YD) EI nt

Y2-2y3+y, =0 4

- V. =y +2yy=2y,+
y"(L) = = ATy LYyt Ys

ElL 2
El
ﬁ — W +2y, =2y +ys5)=V (5)

Solucidn del sistema de ecuaciones para los siguientes valores.

I) Para los siguientes radios:

h =Espacio entre los puntos de la reticula =20 in

¥

A AR\

rn=2in n=175in rn=125in r=1in
Iy =12.566 in*
I, =7.366 in* Ij=-0266 in®  Ij =-0.00062 in®

I,=1917 in*  Ij=—01645 in®  I3=0.01079 in’
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I;=0785 in*  15=00513 i  15=00222 in®

ay =30078 Lb, /in® by =-29637 Lb,/in® a3 =816 Lbs/in’

¢, =132960 Lb, /in® cy =28032 Lb, /in* by =318 Lb,/in®

dy=-72618 Lby/in®  dy=-9897 Lby/in®  c3=810 Lb,/in®

e, =14118 Lb,/in® ey =816 Lb /in* dy =-5838 Lb /in®

e3=3894 Lby lin®

nl |9
b2 Cy dz 5] 0 ¥s 0
as bl3 C3 d3 e <y3’=‘0r
E130 -2 1 0 Ya 0
\.2113 -1 2 0 -21 ys] |
y1 =-0.3774 in ¥, =-1.6235 in y3 ==3.3993 in
Ya = -6.3625 in ys = —8.4966 in

TABLA 5.6a Comparacion de resultados diferencias finitas solucion exacta

Deflexion Deflexién
Distancia Solucién apréximada Solucion exacta
x in yin yin
20 -0.3774 -0.0700
40 -1.6235 0.2260
60 -3.3993 -0.4524




II) Para los siguientes radios:

h =Espacio entre los puntos de la reticula =20 in

214

2000/
d

. 43 d

/—t__ 3

/ » x
/ —

f—p —>te—n —t—n —
ry =2 in n =1.668 in rz =1.336 in r =1 in

Iy =12.566 in*

1,=6079 in*
I, =2.502 in*

I, =0.785 in®

a) =25785 Lbs/in®
¢, =105060 Lb /in®
d, =-55671 Lb /in®

e, =10689 Lb /in®

I} =-02516 in® I} =000727 in?

I =-01323 i’ 15 =0.00465 in®

1;=-00393 in® 15 =0.00202 in®

by =-36615 Lb /in®
cy =42318 Lby /in®
dy =—20739 Lb, /in®

ey =3549 Lb lin®

as =3534 Lby/in*
by =-11172 Lbs/in®
¢3=12918 Lb, lin®
dy =—6456 Lby /in®

e3=1176 Lby /in®
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r(al +CI) dl el 0 0- ry B ’0‘
1
% % & & 0 Y2 0
as b3 C3 d3 € <y3>=<0}
0 1 -2 1 o
£l 1 2 o -2 ! ’
| 253 =2 D) )
»1 =-0.1976 in Y2=-0.7980 in  y; =-1.7377 in
Y4=-26713 in  ys=-2.5976 in
TABLA 5.6b
Comparacién de resultados diferencias finitas solucién exacta
Deflexion Deflexion
Distancia Solucién apréximada Solucién exacta
X in yin yin
20 -0.1976 -0.0700
40 -0.7980 -0.2260
60 -1.7377 -0.4524




Ejemplo 2.6b Para el problema de la viga mostrada en la fig.2.6b, determine.
Las variables primarias desconocidas (desplazamientos generalizados).

200005,

e T,

Figura 2.6b Viga de seccién variable empotrada en un extremo

La ecuaci6n diferencial que gobierna el problema es:

2 2
4 [Eld y]=0
| ax?

Condici6n de frontera izquierda.
»0)=0
y(0)=0

Condicién de frontera derecha.

M
"(L)="=-=0
y'(L) i

— i
y(L)—E]

Datos:
Lb
E=30x10° —
in

dy =4 in dy =3.668 in

dg = 2.672 in ds =234 in

dy =3.336 in dy =3 in

dﬁ =1 in

216
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Derivando la ecuacién diferencial del problema.

ELyi% 2ELy{+Elly; =0 (1)

@ Yig+biyi +eyi+diyi+ €y =0 i=12.,N

donde
a; = EI;/h* - EI, | B
by =—4EI /h* + 2EI} I k® + EI]/ h?
¢; =6El; I h* = 2EI7/ n*
d; =—4EI [h* —2EL' | b® + EI!/ h?

e; <EL/h* +EIlI K

h = Espacio entre los puntos de la reticula =10 in

Para (i=1)
ay. +byg+oy +dy, +ey; =0



Condiciones de frontera izquierda.
y(0)=y,=0

—=Ya =0

"0) = yh =
Y©) =y >

N =ra
(g +c))y +dyy, +eyy3=0

Para(i=2)
@Yo +hyy +eyyy +day; +ey, =0

boy +e3y; +dry3 +ey, =0

Para (i=3)

a3y +byyy +e3yy +dyy, +eyys =0

Para (i=4)

ayyy +byyy+egy, +dyys +egys =0

Para (i =35)

asyy +bsys +csys +dsyg +esy; =0

Para (i=6)

agyy +bgys +cgye +dgyr +egyy =0

Condicion de frontera derecha.

- =

Vs =2yg+y; =0

1

)

&)

4)

()

(6)

Q)

218
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- V  =ya+2yc-2y, +
Y= = AT
ElL 2h

EI
275[—?4 +2p5=2y; +yg]=V ®)

Solucién del sistema de ecuaciones:

n=2in n=1834in r, =1.668 in r; =1.502 in

" =].336 in Ts =ll7 in Tg =1 in

I, =12.566 in*

I, =8.885 in* I =-03243 in®  I{ =0.00875 in’
I, =6.079 in* I, =—02444 in® 15 =0.00724 in®
1, =3997 in* I, =-01788 in® I =0.00587 in”
I,=2502 in*  I,=-01263 in°  I;=000464 in®
Iy =1.471 in® It =-0.0858 in® I =0.00345 in’

I=0785 in® Iy =—-0.05135in" I =0.00226 in’

ay =36384 Lb,/in* by =—85440 Lb,/in® a3 =17355 Lby/in®
¢ =—123453 Lby/in® ¢y =105078 Lby/in*  by=—56931 Lby/in’
dy==--84537 Lby/in® dy=-56112 Lbs/in®  c3=68424 Lbs/in®
e, =16926 Lbj /in® e, =10905 Lbs /in® dy =-35475 Lb /in®

e3 =6627 Lb, /in?



a, =11295 Lb,/in®

by ==36210 Lby /in®
¢y =—42252 Lb;in®
dy =-21054 Lb, /in’

ey =3717 Lbs/in®

a5 =6987 Lby /in®
bs =-21765 Lb, /in’
c5=24408 Lb,/in®
ds =-11469 Lb /in®

es=1839 Lbs /in*

220

ag =3895 Lb, /in®

b

~11823 Lb /in’
cg =—12774 Lb; /in?
dg =—5661 Lb, /in®

es =815 Lb,/in’

((ay+b) dy ¢ 0 0 0 0 0]y 0 )
b2 4] dz € 0 a 0 0 ¥ 0
as b3 C3 d3 €3 0 0 0 » 0
0 ag by cg dy e 0 0]y, ) 0
0 0 as b5 Cs d5 €5 0 4};5 (= 0 (
0 0 0 ag b6 Cq d6 e6 Y 0
0 0 0 0 1 =21 ol |o
| CEU P S? 4 0 (299
yy =—0.0092 in y2 =-0.0402 in y3 =-0.0969 in
ya=—01836 in  ys=-03031in yo=-04521 in
y, = 06010 in  yg =—.6096 in

TABLA 5.6c Comparacion de resultados diferencias finitas solucién exacta

Deflexion Deflexion
Distancia Solucion aproximada Solucion exacta

x in yin yin

10 -0.0092 -0.0080*

20 -0.0402 ~0.0700

30 -0.0969 -0.1480*

40 -0.1836 -0.2260

50 -0.3031 -0.3392*

60 -0.4521 -0.4524

* Valores interpolados.
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Ejemplo 3.1 Una barra delgada a una temperatura inicial de (&,), aislada, menos por
uno de sus extremos, que se somete a la temperatura de (6 ), que es la temperatura
ambiente. La barra tiene una longitud ( L ), determine la distribucién de temperaturas.

Ecuacion diferencial del problema

2
g? 229 ox(L
xt o
k
a=
£c

@ = Temperatura

a = Difusividad térmica

¢t = Tiempo

Condiciones de frontera

6(x,0) =6, O(x(L

0(0, 4 ) — 00 ¢ )O

00(L,1) _ 0 £0

Ox
%WWW/WWWg/
%
R 4
=
L —
6(0,1) =6, 20(L,1) _,

ox
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Normalizando
-6 at
T= 0 = — X: o
01 —00 4 L2 L

La ecuacién diferencial y las condiciones de frontera del problema se transforma en

T or
-2 Y X
ox* or B
T(X,0)=1 0(x41
T(0,7)=0 ) 7)0
oTr(1,7)
—0 0
ox 2
L s
T(X,0)=1 é
Z
"G
[fe——— x=1 ——
T(0,7)=0 oI, _,

'5). ¢
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Solucion de la ecuacion diferencial parcial parabdlica.
Método implicito.

or _d’T

or ax?

Se utiliza Euler hacia atrés con respecto al dominio del tiempo y €l termino de la
segunda derivada de la ecuacidn mediante la aproximacion por diferencias centrales.

T,-'H'l _Tin _ Tjr_:;»l —27}"“ +Ti:;q
47 Ax?

AT

B

AXZ
1 =y TG +@r 407 -y TG i=12..N-1

i+l

1) Malla con dos nodos
AX =1

T(0,7)=Ty=0 T'0z)=T; =0

i=0 1 2



Para(i=1)
Tl" =—y To(n+l) +(2}' +1)Tl(n+l) _ ﬂ.z(nﬂ)

Condicién de frontera derecha
r T-Ty
L= =0
P ax

+1) _ (n+])
Tén = Tzn

224

[y + O = {2 7 (1)
- Z‘Xi’ - (()1;)25 = 0.5
Solucién de la ecuacion (1)
TABLA 5.7a Comparacion de resultados diferencias finitas solucién exacta
Solucién
Tiempo Exacta
n T To I T
0 0 0 1 1
1 0.05 0 0.909 0.9969
2 0.10 0 0.826 0.9493
3 0.15 0 0.751 0.8642
4 0.20 0 0.682 0.7723
5 0.25 0 0.620 0.6854
6 0.30 0 0.564 0.6068
7 0.35 0 0.512 0.5367
8 0.40 0 0.465 0.4745
9 0.45 0 0.422 0.4119
10 0.50 0 0.383 0.3708




2) Malla con tres nodos
AX =05
Iy=0 T =0
@ = &-
i=0 1 3
Para(i=1)

I == Tg" + Qr + 1™ - yr D

Para(i=2)
T = T £ @y + I —yr )

Condicion de frontera derecha
v T =T
Fr=—1—]

24X
T}(n+l) = Tl(n+l)

=0

T3 =2y ™V 4 2y + 1"

w

@)

()

225



Solucion de las ecuaciones (2) y (3)

ar 0.05
7:: 2 = 3 —
AX* (0.5)

0.2
—y ]{Tl("“)} {Tln}
a+0]|TM0 | |

TABLA 5.7b Comparacion de resultados diferencias finitas solucién exacta

@r+D
= 2}:

Solucién
Tiempo Exacta

n g Ty T, T, T,

0 0 0 1 1 1
1 0.05 0 0.8510 0.9574 0.9969
2 0.10 0 0.7355 0.8940 0.9493
3 0.15 0 0.6428 0.8222 0.8642
4 0.20 0 0.5666 0.7490 0.7723
5 0.25 0 0.5016 0.6783 0.6854
6 0.30 0 0.4456 0.6118 0.6068
7 0.35 0 0.3969 0.5504 0.5367
8 0.40 0 0.3541 0.4943 0.4745
9 0.45 0 0.3162 0.4434 0.4119
10 0.50 0 0.2826 0.3974 0.3708




3) Malla con cinco nodos
AX =0.25

Ty =0 T, =0

Para(i=1)
Para(i=2)
Para(i=3)
Para (i =

T‘{l - (n+l) +(2p + l)T(n+l) }'TS("H)
Condicion de frontera derecha

T4' = Ts -T3 = 0

2AX

T( ’H‘l) T (YH‘I)

TP =2y T 4 p + 1™ (7



Solucion de las ecuaciones (4) > (3) , (6) Y (7)

228

_ ar - 0.05 -08
ax?  (0.25)%
@+ -y 00 RV [x
-y @+ -y 0 |V
0 —y  @+) -y ||tV \m
| o 0 -2 QD] |77)
TABLA 5.7¢
Comparacidn de resultados diferencias finitas solucion exacta
Solucién
Tiempo Exacta
n ' T T, T Iy T, Ty
0 0 0 1 I 1 1 1
1 0.05 0 0.6554 | 0.8799 | 0.9544 | 0.9720 | 0.9969
2 0.10 0 0.4858 | 0.7596 | 0.8830 | 0.9172 | 0.9493
3 0.15 0 0.3897 | 0.6591 | 0.8031 0.8470 | 0.8642
4 0.20 0 03274 | 0.5769 | 0.7236 | 0.7711 | 0.7723
5 0.25 0 02823 | 05084 | 0.6489 | 0.6959 | 0.6854
6 0.30 0 0.2471 | 0.4501 | 0.5803 | 0.6247 | 0.6068
7 0.35 0 0.2180 | 0.3997 | 05182 | 0.5592 | 0.5367
8 0.40 0 0.1932 | 0.3554 | 0.4624 | 0.4996 | 0.4745
9 0.45 0 01717 | 03164 | 04124 | 0.4460 | 0.4194
10 0.50 0 0.1528 | 0.2819 | 0.3678 | 0.3979 | 0.3708




Ejemplo 3.2 Una barra delgada a una temperatura inicial de (8, ), aislada, menos por
uno de sus extremos, por el que intercambia calor con el medio hambiente. La barra
tiene una longitud ( L), determine la distribucién de temperaturas.

L
7 0(x,0) =0
w)y=uvj

N

JWNW

i A A A

=
e

Datos:
6, = Temperatura inicial =100°F

6,, = Temperatura del media hambiente = 1600°F

5 Btu
B = Coeficiente de transferencia de calor por conveccion = ———— ——
hr— ft*=°F
0.54 Bru
k = Coeficiente de transferencia de calor por conducciéon = —————
hr - fi-°F
LRSS X 0.2 Btu
= Calor especifico =
£ Lb,,-°F
144 Lb,,

p = Densidad = ﬁ3
L =Longitud de labarra=1 ft

e e s ) k
a = Difusividad térmica= —
pC
t = Tiempo



Ecuacién diferencial del problema

Condiciones de frontera
6(x,0)=6,
064(0,1) ~0
ox

36(L,1)
ox

-k

= p6-6,)

0(x(L

W x({L

00

H0

e I L

W

///WW/W
A
Z

o(xso) - 01

N

g
l.___

00(0,1) -0

e A

Y
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La ecuacion diferencial y las condiciones de frontera del problema se transforma en.

T oT
ax? or B
T(X,0)=1 (X<
o0, _ )0
ax
_ I (L,7) _
k———aX BT 70

///}WW»WW

Z _
g T(X,0)=1
7
A
st X
fe———— =1 A — %"
or0,7) _, T | g
ax ax

Solucién de la ecuacion diferencial parcial parabélica.
Método implicito.

or _8’T

dr  ax?

Se utiliza Euler hacia atréas con respecto al dominio del tiempo y é1 termino de la
segunda derivada de la ecuacion mediante la aproximaci6n por diferencias centrales.
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Ar Ax?
_ 4t
 d Ax?
TP =y IO + 2 + )7 -y T i=01.N
1) Malla con dos nodos
AX =1
BT,
L00=0 LLo=-"}
) WHIEN P— 7 S — PS
i=-1 0 1 2
Para (i=0)

Condicion de frontera izquierda

r L -T
To="oax

(n+1) _ (n+l
L =1

=0

Ty = Qr+ 1™ ~ 2y 7D M)



Para(i=1)
Tin =y TO(PH-I) +(2y + l)]-l(’l-i-l) __yTz(n+|)
Condicién de frontera derecha.

T]' = M __ETI
24X k

1y —24XB _(n+1) | pn+l)
Tz(n+ ) = ——n—-k 11 5 + To

233

" =2y Tg"*')+[(zy+1)+r(2“f” )]T."’"" @
Soluci6n de las ecuaciones (1) y (2)
Tn+D) n
2y [(27 +1)+ r(M;Yﬂ )] {T,"‘*‘)} - {;?n
b Ar _ 0.011:75 — 0.01875
)
TABLA 5.8a Comparacién de los resultados diferencias finitas solucién exacta

Solucién Solucién
Tiempo Exacta Exacta

n 4 Ty T; Vi T

0 0 1 1 1 1
1 0.01875 0.9909 0.7490 1.0210 0.3500
2 0.03750 0.9747 0.5673 1.0082 0.2798
3 0.05620 0.9552 0.4355 1.0034 0.2379
4 0.07500 0.9329 03397 0.9950 0.2102
5 0.09375 0.9089 0.2699 0.9810 0.1904
6 0.11250 0.8839 0.2188 0.9616 0.1753
7 0.13125 0.8585 0.1812 0.9384 0.1633
8 0.15000 0.8330 0.1534 0.9127 0.1534
9 0.16875 0.8076 0.1326 0.8853 0.1450
10 0.18750 0.7826 0.1169 0.8572 0.1377




2) Malla con tres nodos

AX =0.5
Ty =0 h=41h
@ @ —— . 4 ®
i=-1 0 | 2 3
Para (i=0)

1y =y T5 + @y + DI — 1D

Condicién de frontera izquierda.
AL g il
24X

n+l) _ o (n41)
Tl( ) = i

T3 =@y + DI - 251, 3)
Para(i=1)
Para(i=2)

T2" =y Tl(n+l) . (27 o 1)T2(n+1) _ 77-3(n+1)

Condicion de frontera derecha

T, _K-T =—'8T2
2AX k

T 2:9(/3 7im | Tl(n+|)



T =2 ™+ [(27 +1)+ 7(2#)]&("“)
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6))
Solucién de las ecuaciones (3) , (4) y (5)

Qr+) -2 0 pien] pn

-y (2}, +1) -y T](MI) P

0 -2 [(2r+1)+r(¥)] ™ %

y= :;;2 = Eg—%si =0.2
TABLA 5.8b Comparacién de resultados diferencias finitas solucién exacta
Tiempo Solucion | Solucion | Solucién
n T I T, T, Exacta Exacta Exacta
Ty L (b
0 0 1 1 1 1 1 1

1 0.01875 | 0.9967 | 0.9751 | 0.6216 | 1.0210 1.0040 | 0.3500
2 0.03750 | 09892 | 09393 | 0.4135 | 1.0082 | 09702 | 0.2798
3 0.05625 | 0.9775 | 0.8999 | 0.2974 | 1.0034 | 0.9636 | 0.2379
4 0.07500 | 0.9622 | 0.8603 | 0.2312 | 0.9950 | 0.8761 | 0.2102
5 0.09375 | 0.9439 | 0.8221 | 0.1922 | 0.9810 | 0.8326 | 0.5812
6 0.11250 | 0.9233 | 0.7860 | 0.1681 | 0.9616 | 0.7932 | 0.1753
7 0.13125 | 09009 | 0.7521 | 0.1523 | 09384 | 0.7575 | 0.1636
8 0.15000 { 0.8773 | 0.7204 | 0.1411 | 0.9127 | 0.7248 | 0.1534
9 0.16875 | 0.8529 | 0.6907 | 0.1327 | 0.8853 | 0.6947 | 0.1450
10 0.1875 | 0.8280 | 0.6628 | 0.1258 | 0.8572 | 0.6667 | 0.1377




3) Malla con cinco nodos

AX =0.25
T0=0 T4'_=—7T4
® @O ——0 @
i=-1 0 1 2 3 4 5
Para (i =0)

13 =y T§™ +Qr+ DT —ypvD

Condicion de frontera izquierda
p dwed Al
24X

1 1
7% _ 74D

Ty =27+ 1)T(§"+l) —Zﬂ'l(""'l) (6)
Para (i =1)
Para(i=2)

13 =-y T 4 @r+ DTS 1™ ®
Para(i=3)

T = T 4 @+ DT - 1™ )



Para (i=4)

T(""’l)

9 =~ T 4+ 2y + )T - o5

Condicion de frontera derecha

T T3 ﬂT
4
24X k

2:9(.3 7 Ty

Iy =
T('H")

24X 1
TP =2y T & [(27 +D+ r(—i—g)]T i

Solucién de las ecuaciones (6) - (7)  (8) , (9) ¥ 10)

[(2y +1)
sy £

0

0

0

ar

AXZ

-2y
@2y +1)
-y
0
0

0 01875
(025

0
=F

Qy+))

a4
0

=03

0
0
-y
@y +)

~2 [(2r+1>+r( ﬁ)}

'Té(’ﬁ'l)

jLia

T('H’l)
T('H“)
+1
T3(" )
T(PH‘U

TABLA 5.8¢c Comparacion de resultados diferencias finitas solucion exacta

(10)

™~
3
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Tiempo
r

Iy

I I

T,

I

0

1

0.01875

0.9986

0.9963

0.9817

0.9059

0.5166

1.0040

0.03750

0.9944

0.9873

0.9500

0.8071

0.3350

0.9702

0.05625

0.9863

0.9729

0.91190

0.7237

0.2574

0.9236

0.07500

0.9743

0.9543

0.8720

0.6567

0.2180

0.8761

0.09375

0.9536

0.9323

0.8328

0.6030

0.1940

0.8326

0.11250

0.9396

0.9081

0.7956

0.5593

0.1772

0.7932

0.13125

0.9181

0.8823

0.7608

0.5230

0.1643

0.7575

0.15000

0.8547

0.8558

0.7282

0.4923

0.1538

0.7248

0.16875

0.8700

0.8288

0.6979

0.4657

0.1450

0.6947

0.18750

0.8445

0.8019

0.6695

0.4423

0.1374

0.6667

T* Solucion exacta
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Ejemplo 4.1 Escriba la aproximaci6n por diferencias y la solucién de la ecuacién de
Poisson, para la geometria que se muestra en la figura 5.1.

Ecuaci6n diferencial del problema.(EDP eliptica)

-VT(x, )= fy

Geometria del problema y condiciones de frontera.

T=0
—
Ay
T=0 T=0
Ax
T=0
(@) (b)

Figuara 5.1 Dominio del problema (a), y reticula de andlisis (b)

Condiciones de frontera de la raticula de analisis.

Frontera izquierda %:— =0 ( Tipo Neuman )
Fronteraderecha T =0 ( Tipo Dirichlet )

Frontera inferior ﬂ =0

Frontera superior T =0



Condiciones de frontera de la reticula de andlisis

3
A V4
Z ;
A
g L
5 Jj=17
‘:'//l///////////.fllflflll N i L L L L L a il ddd
oT i=]
FY
aZT or
=3 T hp e ')
a? oyt

La ecuacion en diferencias para un punto (i, j ) de la reticula situado dentro de la

239

frontera. Si aplicamos la aproximacién por diferencias centrales, aproximamos el primer

termino de la ecuacién (1) por

T Ty j-2T; + Ty

oA sz @)
De manera andloga, 1a aproximacion por diferencias del segundo termino es

T T;ja-2L;+T; 4

o’ i Ayz ©
Sustituimos (2) y (3) en (1)

=Ty ;i+2T ;=T ; =T, ;4+2T;;-T;

i-1,§ :iz,; i+l,j g i 1 ;.j ij+l - fo, _ @)
Ax Ay -

La ecuacién (4) se aplica a todos los puntos de la reticula excepto los de la frontera.



La frontera inferior, ecuacion en diferencias para un punto.

(I1<i<ip, y j=1)

a2 (%:—) L (%)u
( & diy = &
2
oT Tip-Ty
( ay )i,l+; = Ay
%’u =0 ( Condicién de frontera inferior )
Sustituimos (b) y (c) en (a)
(592_7').] _ 2 -2,
PeL 4
Sustituimos (5) y (2) en (1)

Al T el — T, " —2Uip +Ty
& a°

0

La ecuacién (6) se aplica para cualquier punto en la frontera inferior.

La frontera izquierda, ecuacién en diferencias para un punto.

(I<j<jmx Y J=1)

oT or
azT (é;)l"%sl _(ay)l»j
Gt &
2
(a:r) _h;-T,
Ml T A

(%)1, ;=0 ( Condicion de frontera izquierda )

(a)

(b)

()

©)

(6)

(d)

(¢)

®
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Sustituimos (€} y (f) en (d)
ol'r. 2N, -21,
&2 Lj - m,z
Sustituimos (7) ¥y (3) en (1)

( ™

2%, -21y, . ~Na+2N ;=T
Ax? Ax? Ay

La ecuacion (8) se aplica para cualquier punto en la frontera izquierda.

(8)

Ecuacién en diferencias para el punto de la esquina (i = j =1).
Sustituimos (5) y (7) en (1)

20, 21y, L 2Ly 2Ty _

Jo,, 9
AV s 0, 9)

Aplicamos las ecuaciones (4) , (6) , (8) Y (9) para la sohicion de la reticula del

problema. (4x = 4y )

Para(i=j=1)

4Ty -2y -2y = 5 fo (10)
Para(i=2,j=1)

Ty, +4Ty) - 205, = 550 (11)
Para (i=1,/=2)

Ty, +4T, - 2Ty, = &S0 12)
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Para (i = 2,j = 2 )
—D-Tp+T, =&y, (13)
Soluci6n de las ecuaciones (10),(11),(12),y (13)
B qar r 3
4 -2 -2 0 |[Ty] (a?f,
-1 4 0 =2||T 2
10 4 2‘T2J*=*szf°*
- 12 Ax £y
_0 —1 —] 4_\T2,21 \szfo,
Para (fy =1)y (4x= 4y =0.5)
TABLA 5.9
Comparacion de resultados diferencias finitas solucién por series
Coordenadas Soluci6n aproximada Solucion por series
(i,J) T T
(L) 0.2812 0.2947
2. 0.2187 0.2284
(1.2) 0.2188 0.2293
2.2) 0.1719 0.1801%

Valor interpolado *
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CAPITULO 6

COMPARACION DE RESULTADOS.

GRAFICA 6.1

Comparacion de los métodos elemento finito y diferencias finitas con la solucién

analitica para la distribucion de temperaturas en una aleta rectangular (Ejemplo 2.1)
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GRAFICA 6.2

Comparacion de los métodos elemento finito y diferencias finitas con la solucion

analitica para la distribucién de temperaturas en un conductor ¢léctrico (Ejemplo 2.2)
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GRAFICA 6.3

Comparacion de los métodos elemento finito y diferencias finitas con la solucién
analitica para la distribucién de temperaturas en una aleta triangular (Ejemplo 2.3)
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GRAFICA 6.4

Comparacion de los métodos elemento finito y diferencias finitas con la solucién

analitica para la distribucién de velocidades en un fluido (Ejemplo 2.4)
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GRAFICA 6.5

Comparacion de los métodos elemento finito y diferencias finitas con la solucion

analitica para la flexon de una viga empotrada en los extremos (Ejemplo 2.5)
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GRAFICA 6.6

Comparacion de los métodos elemento finito y diferencias finitas con la solucién
analitica para la flexion de una viga de seccién variable empotrada en el extremo

izquierdo y con una carga concentrada en el extremo derecho ( Ejemplo 2.6 )
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Comparacion de los métodos elemento finito y diferencias finitas con la solucién

analftica para la distribucién de temperaturas en estado transiterio en una barra aislada

en un extremo. ( Ejemplo 3.1)

GRAFICA 6.7
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Comparacion de los métodos elemento finito y diferencias finitas con la solicién

analitica para la distribucién de temperaturas en estado transitorio en una barra aislada

en el extremo izquierdo y que intercambia calor por el extremo derecho. ( Ejemplo 3.2 )

GRAFICA 6.8
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GRAFICA 6.9

Comparacion de los métodos elemento finito y diferencias finitas con la solucion

analitica para la distribucién de temperaturas en estado estable dos dimensiones en una

placa rectangular. ( Ejemplo 4.1)
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CAPITULO 7

CONCLUSIONES

Las conclusiones que se originaron de mi investigacion se¢ apoyan en las graficas del
capitulo anterior y son las siguientes: para el método del elemento finito, se obtiene los
mismos resultados cuando se utilizan dos elementos lineales que cuando se utiliza un
elemento cuadratico; sin embargo cuando se hace muy fina la malla de elementos finitos
no s¢ mejora la aproximacién a la solucién analitica solo se obtiene mas informacion de
la maya.

Las aplicaciones mas fuertes del elemento finito son para geometrias complejas; es
decir para todo lo que no sea cuadrado en problemas de estado estable. Lo interesante de
este método es que proporciona ademas informacién de las variables secundarias del
problema que pueden ser: el flujo de calor, las reacciones en vigas, los momentos etc.

Otro de los puntos importantes de mi investigacion es ¢l método de las diferencias
finitas, en este punto quiero sefialar las siguientes conclusiones: es muy importante que
las distancias entre los puntos de la reticula sean muy pequefias para que se tenga una

mejor aproximacién a la solucién analitica, por otra parte quiero mencionar que no
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recomiendo el método para problemas de vigas o de estructuras porque no sé obtendrian
las variables secundarias solo s¢ obtendria la flexi6n si la geometria es sencilla; lo que
me parecié muy interesante del método son: Las aplicaciones a problemas de valor

inicial para problemas que tengan geometria sencillas; es decir cuadrados o recténgulos.
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