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PROLOGO 

La importancia de los métodos numéricos ha aumentado en la enseñanza de la 

ingeniería y la ciencia, lo cual refleja el uso actual y sin precedentes de las 

computadoras. Al aprender los métodos numéricos, nos volvemos aptos para: 

1) Entender esquemas numéricos a fin de resolver problemas matemáticos. 

2) Deducir esquemas numéricos básicos 

3) Escribir programas y resolverlos en una computadora. 

4) Usar correctamente el software existente para dichos métodos. 

El aprendizaje de los métodos numéricos no solo aumenta nuestra habilidad para el 

uso de computadoras, también amplia la pericia matemática y la comprensión de los 

principios científicos básicos. 

En esta tesis se analizaran básicamente dos técnicas numéricas, el método de 

elemento finito y el método de diferencias finitas. 

Entre los objetivos de la tesis están los siguientes puntos: 

1) Dependiendo del tipo de problema: en estado estable, en estado transitorio en dos 

dimensiones, que método numérico proporciona una mejor aproximación a la solución 

analítica. 

2) Que criterios se deben de tomar para mejorar la aproximación a la solución analítica. 



SINTESIS 

La tesis se escribió considerando un orden lógico, para que cualquier persona que 

incursione en el estudio de los métodos del elemento finito y las diferencias finitas, no 

tenga problemas en el entendimiento y comprensión de los diferentes aspectos que se 

tratan en esta. Así teniendo los conocimientos obtenidos al consultar esta tesis podrán 

ahondar en el estudio de los métodos antes mencionados. 

Los resultados que se obtuvieron al solucionar cada uno de los ejemplos son 

presentados en cada uno de los capítulos de la tesis. 

En seguida se da una breve descripción del contenido de cada uno de los capítulos. 

CAPITULO 1.- En este capitulo se describen los pasos básicos para la solución de 

problemas utilizando el método de elemento finito. 

CAPITULO 2.- En este capitulo se resuelven algunos ejemplos en estado estable en 

una dimensión utilizando el método de elemento finito. 

CAPITULO 3.- En este capitulo se resuelven algunos ejemplos en estado transitorio 

en una dimensión utilizando el método de elemento finito. 

CAPITULO 4.- En este capitulo se resuelven algunos ejemplos en estado estable en 

dos dimensiones. 

CAPITULO 5.- En este capitulo se resuelven todos los ejemplos de los capítulos 

anteriores utilizando el método de diferencias finitas. 

CAPITULO 6.- En este capitulo se comparan los resultados obtenidos al utilizar los 

métodos de elemento finito y diferencias finitas. 

CAPITULO 7.- En este capitulo se especifica el método a utilizar diferencias finitas o 

elemento finito dependiendo del tipo de problema. 
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INTRODUCCIÓN 

El objetivo de este trabajo es la solución de algunas ecuaciones diferenciales 

utilizando métodos numéricos. Para determinar que método numérico utilizar tomando en 

cuenta la geometría del problema, las condiciones iniciales y las condiciones de frontera, 

los criterios que se deben de tomar para la exactitud de la solucion de la ecuación 

diferencial. 

Los métodos numéricos a utilizar son el método del elemento finito y el método de 

diferencias finitas. 

Virtualmente cualquier fenómeno en la naturaleza puede ser descrito con la ayuda de 

leyes físicas, en términos de ecuaciones algebraicas, o de ecuaciones diferenciales. 

La mayoría de los ingenieros y científicos estudian los fenómenos físicos de dos 

maneras. 

a) Formulación del proceso físico. 

b) Análisis numérico del modelo matemático. 

La formulación matemática de un proceso físico requiere conocimientos relacionados 

a las leyes físicas y a menudo, herramientas matemáticas. 

Desarrollar el modelo matemático de un proceso es logrado a través de las 

suposiciones de como trabaja el proceso. En una solución numérica, usamos un método 

numérico y una computadora para evaluar el modelo matemático y estimar las 

características del proceso. 



Mientras que la obtención de la ecuación que gobierna la mayoría de los procesos no 

es complicada, su solución por el método exacto de análisis es muy difícil En tales casos, 

métodos de análisis aproximados proporcionan alternativas más fáciles para encontrar las 

soluciones. Entre estos, el método de diferencias finitas y los métodos variacionaJes como 

el método de Rayleigh-Ritz y Galerkin son los mas frecuentemente usados en la literatura. 

En la aproximación por diferencias finitas de una ecuación diferencial, las derivadas 

son remplazadas por funciones en expansión de serie de Taylor. 

En la aproximación por método variacional, la ecuación diferencial es puesta en su 

forma equivalente (Integral Pesada) y entonces la solución aproximada sobre el dominio 

se supone ser una combinación lineal ( ^ c ^ j de funciones de aproximación 

(<f>j)y coeficientes indeterminados, (c,). Los coeficientes ( c ) son determinados tal que 

la integral declarada equivalente a la ecuación diferencial es satisfecha. 

El método del elemento finito supera la desventaja de los métodos variacionales 

tradicionales porque proporciona un procedimiento sistemático para la derivación de las 

funciones de aproximación sobre una subregion del dominio . El método cuenta con tres 

características que la hacen superior sobre los demás métodos. 

Primero. Un dominio con una geometría compleja es representado como una 

colección de subdominios de geometría simple, llamados elementos finitos. 

Segundo. Sobré cada elemento finito las funciones de aproximación son derivadas 

usando la idea básica de que cualquier función continua puede ser representada por una 

combinación lineal de polinomios algebraicos. 

Tercero. Las relaciones algebraicas entre los coeficientes indeterminados (valores 

nodales) son obtenidas satisfaciendo la ecuación gobernante, a menudo en forma de 

integral pesada sobre cada elemento. 

Las funciones de aproximación son derivadas usando conceptos de teoría de 

interpolación, y son por lo tanto llamadas funciones de interpolación. 



CAPITULO 1 

METODO DE ELEMENTO FINITO 

1.1) PASOS BÁSICOS DEL ANÁLISIS DE ELEMENTO FINITO 

1) Discretización (representación) del dominio dado en una colección de elementos 

finitos. (Este paso puede ser pospuesto hasta que la formulación de la ecuación del 

elemento finito este completa). 

a) Construir la malla de los elementos finitos preseleccionados. 

b) Numerar los nodos y elementos. 

c) Generar las propiedades de la geometría (e.g., coordenadas y área de sección 

Transversal) necesarios para el problema. 

2) Derivación de las ecuaciones del elemento para todos los elementos típicos 

en la malla. 

a) Construir la formulación variacional de la ecuación diferencial sobre un típico 

elemento. 

b) Suponer que una variable dependiente ( u ) de la forma ( u = J ] u¡y/¡) y sustituirla 
í=i 

en el paso (2 a) para obtener la ecuación del elemento de la forma 

n 



c) Seleccione la función de interpolación para el elemento ( f , ) y calcule los elementos de 

la matriz. 

3) Ensamble las ecuaciones de cada uno de los elementos para obtener las ecuaciones del 

problema completo. 

a) Identificar las condiciones de continuidad entre los elementos también las variables 

primarias (relaciones entre los grados de libertad locales, grados de libertad globales y 

conectividad de los elementos) para relacionar los nodos del elemento a los nodos 

globales. 

b) Identificar las condiciones de equilibrio entre las variables secundarias 

(relaciones entre las fuentes locales o componentes de fuerzas y las 

componentes de fuentes globalmente especificadas). 

c) Ensamble las ecuaciones de los elementos usando los pasos (3 a) y (3 b). 

4) Imposición de las condiciones frontera del problema. 

a) Identificar los grados de libertad de la variable primaria globalmente. 

b) Identificar los grados de libertad de la variable secundaria globalmente. 

5) Solución de las ecuaciones ensambladas. 

6) Postprocesamiento de los resultados. 

a) Calcule el gradiente de la solución o otras cantidades deseadas de los grados de 

libertad de la variable primaria calculada en el paso (5). 

b) Represente los resultados en forma tabular o en forma gráfica. 



1.2) PROBLEMA MODELO CON VALORES EN LA FRONTERA 

Considere el problema de encontrar la función w(x) que satisface la ecuación 

diferencial. 

d_ 
dx 

a 
\ àx) 

+ cu-q = 0 ft = (0,1) (1.1) 

y las condiciones frontera: 

u( 0) = m0 , \a 
du 
dx = 2o (1.2) 

x=L 

donde a = a(x), c = c(x), q = q(x\ UQ y Q0 son los datos del problema. 

La ecuación (1.2) puede representar una descripción analítica de algunos procesos 

físicos. Por ejemplo transferencia de calor por conducción y convección en una pared 

plana o aleta (transferencia de calor 1-D), flujo a través de canales y tubos, defección 

transversal de cables, deformación axial de barras y otros procesos físicos descritos por la 

tabla (1.1). 

ff« 

u = «o = 0 
dx x-L 

Figura 1.1 Elemento finito dominio en una dimensión 



PASO 1: DISCRETIZACION 

Representación del dominio dado en una colección de elementos finitos 

preseleccionados. 

x X 
* = 0 

B 

x = hM 

x = x-xA 

x = Coordenadas globales del elemento 

x = Coordenadas locales del elemento 

U ( X A ) = U¡ U ( X B ) = U¡ 

Q ^ V " ) dx x = xA 
Qi=(fl , ) dx 

u = Variable primaria del elemento 

Q = Variable secundaria del elemento 



PASO 2: DERIVACION DE LAS ECUACIONES DEL ELEMENTO 

La derivación de las ecuaciones del elemento finito, son ecuaciones algebraicas que 

relacionan la variable primaria con la variable secundaria en los nodos del elemento, 

involucra tres pasos. 

a) Construir la forma débil. 

b) Suponer la forma de la solución aproximada sobre el elemento finito. 

c) Derivar las ecuaciones del elemento finito para sustituir la solución aproximada en la 

forma débil 

a) Construcción de la forma débil 

d 
dx 

í du) 
a— \ + cu-q 

, dx) 
dx (1.3 a) 

w 
d 
dx 

( du^ 
a 

\ dx) 
dx + £Bw[cu - q\jx (1.3 b) 

Integrando por partes la primera integral de la ecuación (1.3 b). 

r: w 
á\ 
dx 

'du* 
<dx, 

dx = wa 
du 
dx 

xb *B du dw , 
- \ a dx 

XA *A dx dx 

Sustituimos el resultado de la integral en la ecuación (1.3 b) para obtener la forma 

débil de la ecuación diferencial (1.1). 

*B . ?B\ dudw 1 [ / du\ 
0 = a —+cvw-wq tór- w a 

dx dx j l { dx)_ 
(1.4) 



Nota: 

Los coeficientes de la función de peso ( w ) son llamadas variables secundarias, y sus 

especificaciones constituyen condiciones de frontera natural ( a — = Q). 

dx 

La variable dependiente en las condiciones de frontera son llamadas variables 

primarias, sus especificaciones constituyen las condiciones de frontera esencial (u). 

0 = 
du dw 

a +cuw 
dx dx 

- w^jaír - F <t») F ¿ A w a— —V A a— 
l dx) XB \ dx) 

(1.5) 

0 
dx dx 

(1.6) 

b) Suponer la forma de la solución aproximada. 

1) La solución aproximada debe ser continua sobre el elemento, y diferenciable, como es 

requerido por la forma débil. 

2) Debe ser un polinomio completo, que incluya los términos desde el menor orden hasta 

el de mayor orden. 

3) Debe ser una función de interpolación de la variable primaría en los nodos del 

elemento finito. 

I ) Aproximación Lineal 

Ue =a + bx (1.7) 

donde a y b son constantes. 

Ue{xA) = u\ v A / 1 (1.8) 
Ue(xB) = ue

2 



u 

Ue -a + bx 

Figura 1.2 Elemento lineal una dimensión 

Expresando la ecuación (1.8) en términos de ( « f ) y 

u\ = a + bxA 

u\ - a + bxB 

o en forma matricial, 

"i 
4 

1 xA 

1 

invirtiendo la matriz (1.9 b), obtenemos 

a = l {u\xb-»2*A) 

b= (ue
2-uf) 

donde h e = x A - x B . Sustituimos (1.9 c) en (1.7) 

U e
 = 

xB-x 

V K , 

u{ + 
x-xB 

V K J 
rl 



La ecuación (1.9 d) es una forma estándar del elemento finito. Los valores nodales 

son multiplicados por funciones lineales de ( x ), que son llamadas funciones de forma o 

funciones de interpolación. Estas funciones son denotadas por (y/,) con un subíndice que 

indica el nodo donde es especificada la función de forma. Las funciones de forma en 

(1.9 d) son denotadas por ( \¡/\, y | )• 

V\ = 

/ \ 
xB-x 

ha 
y ¥i = 

/ \ x-xB 

K J 
(1.10 a) 

Figura 1.3 Funciones de forma lineales 

La aproximación lineal expresadas en coordenadas locales 

x = x-xA 

Ue = 
/ \ / \ X 

kKJ 
u\ 

donde las funciones de forma serán: 

(1.10b) 

K M = 

/ \ 

i - * 
v K, 

vl(x) = 
/ \ X 

A / 
(1.10 c) 



Figura 1.4 Funciones de intapolación lineales en coordenadas locales 

Sustituyendo las funciones de interpolación en la ecuación (1.7) 

obtenemos la forma que tendrá la aproximación lineal. 

W =v'¡(x)u:+v\{x)u[ 

u- = i > ; ( x ) » ; 
7=1 

(1.10 d) 



II ) Aproximación Cuadrática. 

U'=a + bx + cx2 (1.11) 

Donde ayb y c son constantes. 

U\xt) = u¡ 

Ue(xe
2) = ue

2 

Ue(x¡) = u¡ 

(1.12) 

1 2 3 
• • • 

- i— K 

(a) 

í b ^ 

¥i(x) 

' ! 

(b) 

Figura 1.5 Elemento cuadrático asociado con funciones de interpolación (a),(b). 



Expresando la ecuación (1.11) en términos de («j ),(«2) y ( "3 ) 

u{=a+bx{+c{xe
x)2 

u\ = a+bx\ +c(xl)2 

«3 =a + bx¡ +c{xl)2 

o en forma matricial, 

(1.13 a) 

• í "l 4 ( 4 f 
• ' a 

»2 . — 1 4 (4? b 

»3 1 4 (A)1 c 

" = [ 2 > f " í donde cct=xe
j{xe

k)-4{xe
j)2 y Z ) * = ¿ « f (1.14a) 

solucionando el sistema de ecuaciones para a,b,c. 

A 
b = L Í A ' « ' donde fii = (*/)2"(4)2 

D /=1 

c=LÍ,rW d o n d e r:=-(x;-x¡) 

La ecuación (1.11) toma la forma 

/=i 

(1.13 b) 

(1.14 b) 

(1.14 c) 

U" (x) = (x)u¡ + y/e
2 {x)u\ + (x)u¡ 

Ue{x) = ^¥
ej{x)u 

j=1 
(1.15) 

donde las y/' son las funciones de interpolación de lagrange cuadraticas. 

i = 12,3 rfw-^ (a'+A^+yf*2)- (1.16) 



Los subíndices usados en las ecuaciones (1.14) permutan en orden natural 

si i = 1 entonces j = 2 y k = 3 

si / = 2 entonces 7 = 3 y £ = 1 (1.17) 

si j = 3 entonces j = 1 y k = 2 

Las funciones de interpolación cuadráticas pueden ser expresadas en términos de 

coordenadas locales (x) , con el origen fijo en el nodo (1). Las coordenadas globales 

( x ) están relacionadas con las coordenadas locales ( x ) por la relación (x = xf + x) 

donde (xf - x A ) que es la coordenada global del primer nodo del elemento (Q*). 

Para un elemento cuadrático con el nodo interior, nodo (2), localizado en {x = ahe), 

( x 2 = x\ + )> P ^ (<* = '2)»cuando el nodo (2) esta localizado a la mitad del 

elemento, las funciones de interpolación serán. 

(1.18) 

Propiedades de las funciones de interpolación: 

(1.19 a) 

n 
(1.19 b) 



C) Derivar las ecuaciones del elemento finito para sustituir la solución aproximada 

en la forma débil. 

La sustitución de (1.10 d) o (1.15) en (1.6) deberá dar las ecuaciones algebraicas 

necesarias para los valores nodales ( u ' ) y ( Q') del elemento (Q*). Para formular el 

modelo del elemento finito basado en la forma débil (1.6), no es necesario decidir a 

priori el grado de aproximación de ( U*). El modelo puede ser desarrollado para un 

grado arbitrario de función de interpolación: 

y=i 
(1.20) 

Donde y*son las funciones de interpolación de Lagrange de grado (w-1). Cuando 

(n>2), la forma débil en (1.6) debe ser modificada para incluir una variable secundaria 

no cero. 

dw du (1.21) 

donde {x*) es la coordenada global del nodo ( i ) del elemento (£2*). Si los nodos (1) y 

(/?) son los puntos finales del elemento entonces (Qf) y (Q¡) representan los puntos 

fuentes desconocidos, y todas las otras (Q*) son siempre conocidas. 

Siguiendo el procedimiento de Rayleigh-Ritz sustituimos (1.20) por (u ) y 

(¥¡)»(Vi )•• •( ¥n )P°r (w) en la forma débil (1.21) para obtener las (n ) ecuaciones 

algebraicas. 

¿ v i 
dx 

/ 
n 

I « J 
dw) 
dx 

) 

/ \ 

[m j 
-¥\q 

o= rs 

dx 

/ n 

Z - 5 
dv'j) 
dx 

j 
+ cy/e

2 

/ \ 

l y=i j 
-Vi<I 

H 

7=1 



O -E a 
dx 

zi 
Z«J 

V M 
rfrj 

oír -vU 
M 

(1.21 a) 

Las ecuaciones algebraicas pueden escribirse como 

y=i 
(i = 1,2, (1.21 b) 

donde: 

dx dx J dx = B(yrfyj) 
(1.21 c) 

fi
e = lBqWídx = Krí) 

note que la propiedad (1) de las funciones de interpolación (1.19 a) es usada para 

escribir. 

t v e Á x i ) Q j = Q Í (1-22) 
;=i 

Las ecuaciones (1.21 a) pueden ser expresadas en términos de los coeficientes 

( K J . / ' . f i * ) como: 

Ke
uul+K¡2u\+. . K]„ue„ - f{ +Q' 

Ke
2tf + Ke

21uU. . . + Ke
2„ue

n=fi+Ql 

(1.23 a) 

O í + * « « ! + • • e ..e se . /-»e 



En notación matricial, las ecuaciones lineales algebraicas (1.21 a) pueden ser escrita 

como. 

[ * ' & ' } = { / " M e * } (1-23 b) 

La matriz [jt*] es llamada matriz de coeficientes, en aplicaciones de mecánica 

estructural. El vector columna {/*} es el vector fuente, o vector fuerza en problemas de 

mecánica estructural. Note que (1.23) contiene ( 2 n ) incógnitas: («f . ->ue
n)y 

( Q Í - •>Qn)> llamadas variables primarias y secundarias del elemento grados de 

libertad nodal; por lo tanto, no pueden ser resueltas sin tener adicionalmente ( n ) 

condiciones. Algunas de estas provienen de las condiciones frontera y el resto por 

balance de las variables secundarias (Q¡) en los nodos comunes a varios elementos. Este 

balance puede ser implementado poniendo los elementos juntos (ensamblando las 

ecuaciones de los elementos). Ensamblando y imponiendo las condiciones frontera, 

debemos de obtener exactamente el mismo numero de ecuaciones algebraicas que él 

numero de variables primarias y secundarias desconocidas. 

La matriz de coeficientes [,£*] es simétrica, y el vector fuente \ f e } puede ser 

evaluado para un elemento dado y datos (a,c, y q). Para un elemento con valores 

constantes de (a,c, y q) los coeficientes de\k¡JJ y { / ' } pueden ser evaluados para un 

elemento típico. 



Ejemplo: Determinar la matriz [Ke ] y el vector \ f e } de la ecuación (1.23 b). 

a) Elemento Lineal. 

Para una malla con elementos lineales en coordenadas locales, la matriz de 

coeficientes [KB] y el vector fuente \FE} se calculan de la siguiente manera. 

i. 
Lk 

B 

dy/ei d y f ) 
dx 

¥ i ( x ) = 
K 

dwt 
dx 

dy/e
2 _ 1 

dx h„ 

- f 
V K j \ e / 

+ C, 

/ - \ 
i - * 

v K j 

/ — \ 

1- " 
v K j 

dx 

Ke
u = Qe + 1 cjt. 

he 3 e"e 

Kf2 - f <*e " 
*e J 

/ . \ 

+ c£ 
V h e A h e j 

dx 

K U = ~ l e + lCehe=Xe21 he 6 

K 22 - t 

r \ 

yKkKj 

ae 1 , 

k 3 g e 



Similarmente: 

fi = faeVW* 

/ , • = f , ( . - ; _ ) 

f i qey<2x = ^<leh> 

dx=\ <ieK 

para (qe) constante el vector fuente total (qehe) se distribuye igualmente en los dos 

nodos. 

Los coeficientes de la matriz y el vector columna son: 

M- KU Ke II 1̂2 
e ¡se 
21 a 2 2 

"1 -1" "2 1" 
- 1 1 6 _1 2 

(1.24 a) 

H=l /i
c 

ñ 

^ S A I J (1.24 b) 



Ejemplo: Determinar la matriz \Ke ] y el vector \ f e } de la ecuación (1.23 b) 

b) Elemento Cuadrático. 

Para una malla con elementos cuadráticos en coordenadas locales, la matriz de 

coeficientes [k*] y el vector fuente \ f e \ se calculan de la siguiente manera. 

XB 

í A _ B 

K e_ AÍ dyf dW) 
ij A * dx dx 

\ 

íl = f qy,d-x 

dx 

Las funciones de interpolación de Lagrange para un elemento cuadrático y/f (x) para 

(/ = 1,2,3 )son: 

K ( * ) = i - x 

v K j 
i - 2 * 

v K j 

4x 
\ - X 

v K j 
/ \ 

V¡(x) = - 1- 2x 

v K j 



Las derivadas de las funciones de interpolación. 

¿x K h2 

d\¡/1 = 4 _ 8 x 

¿x K hj 

dy/¡ = 1 4x 
¿x " ^ 

Los coeficientes de la matriz de rigidez. 

„e A , d ¥ l , e es 32 

= 1 % ^ ^ = 1
 Ce 11 * e dx dx eY2YiJ 3Khe> 15 ' 

dx ax 3 / l 15 



H-
Ve ve yz Aii An A 11 A12 a13 

e ire ire 
21 a 22 a 23 
e v-e ye 
31 a 32 a33 

L J 3 K 

" 7 - 8 1 " 
* 

"4 2 -1" 
- 8 16 - 8 + cehe 2 16 2 
1 - 8 

30 
1 - 8 7 

30 
- 1 2 4 

(1.25 a) 

fi = I'VeVid* 

f i = $Ve2<le<tx=2
3<iehe 

f i = $¥Î qedx=1qehe 

H= leK 
1 
4 
1 

(1.25 b) 



PASO 3: CONECHVTOAD DE LOS ELEMENTOS 

En el manejo de las ecuaciones del elemento, aislamos un elemento típico (e) de la 

malla y formulamos el problema variacional (forma débil de la ecuación diferencial) y 

se desarrolla el modelo del elemento finito, para resolver el problema completo debe 

regresar el elemento a su posición original e imponer las condiciones frontera. 

En el ensamble de los elementos se deben de imponer las siguientes dos condiciones. 

1) Continuidad de la variable primaría en los elementos a conectar 

(1.26 a) 

2) Balance de la variable secundaria en los nodos a conectar 

0 si no se aplican fuentes externas 

Qen =ae+1 (1.26 b) 
Q0 si una fuente externa es aplicada 



T 
ue 

L 
u e+1 

2 

e + l 

Qf 02 Q\ 

(b) 

e+\ 

ne+l 2 

e + \ 
ß i 

e+l 

Figura 1.6 Ensamble de dos elementos lineales: 

Continuidad de la variable primaria (a), Balance de la variable secundaria (b) 

La continuidad de la variable primaria (u\ = «f+ 1) y el balance de la variable 

secundaria (Q\ + Q¡+1) para una malla con elementos lineales como se muestra en la 

(fig. 1.6) Se realiza de la siguiente manera: 

La continuidad entre los elementos de la variable primaria es impuesta para 

renombrar las dos variables (ue
n)y(wf+l) en ( x = xN ) como uno y el mismo, 

normalmente el valor de (w) en el nodo global (N): 

Ue
n=U?^UN (1.27) 



Donde iV = (w-l)e + l es él numero del nodo global que corresponde al nodo (w) 

del elemento (Í2 e) y el nodo (1) del elemento (Í2e + l). Por ejemplo para una malla con 

dos elementos lineales (fig. 1.6). 

»;={/, 
u\ = wj2 = U2 

u\ =u¡ =U3 

(1.28) 

El balance de las variables secundarias puede ser interpretado como la continuidad de 

(a — ) no de (a aiJ—) en el punto común al elemento {Oe) y (/2 e + 1) cuando no hay 
dx dx 

cambios en ) impuestos externamente. Por ejemplo para una malla con dos 
dx 

elementos lineales (fig. 1.6). 

dUl 

f du\e ( du 
a 

{ dx 
a 

e+\ 

n V dxh 

La ecuación anterior también se puede escribir como: 

(1.29 a) 

í du) 
e 

f du) a + -a 
\ dx) l dx) 

e+l 

- 0 

g + G T ' - o (1.29 b) 

El signo menos en el segundo termino de la ecuación anterior es deacuerdo a los 

cosenos directores. 



Para una malla con dos elementos lineales: 

Elemento (1) 

K\xUx+K\2U2=fi+Q\ 

K\xUx + K\2U2=f¡+Q\ 

(1.30 a) 

Elemento (2) 

Khu2+K¡2u3=fi+Q¡ 

Las ecuaciones anteriores son llamadas ecuaciones ensambladas. Estas contienen la 

suma de los coeficientes y términos fuente en los nodos comunes a los dos elementos. 

Las ecuaciones (1.30 a) pueden expresarse en forma de matriz. 

^12 0 UI el 
K2\ 

( 2 1 ̂  \K{ j + K22) K1 A I2 V2 • = • a 2 

0 ^21 X-22 u y f i a 2 

PASO 4: IMPOSICION DE LAS CONDICIONES FRONTERA 

Imponer las condiciones frontera, ambas esencial y natural, en las ecuaciones 

ensambladas. Un problema particular difiere de otros en la especificación de los datos y 

en las condiciones de frontera. 



PASO 5: SOLUCIÓN DE LAS ECUACIONES 

Resolver las ecuaciones para los valores nodales desconocidos. 

PASO 6: POSTPROCESAMIENTO DE LAS SOLUCIONES 

La solución de las ecuaciones del elemento finito da el valor nodal de la variable 

primaria que se desconoce. (Desplazamiento, velocidad, o temperatura). 

Postprocesamiento de los resultados incluye uno o más de lo siguiente. 

1) Calculo de cualquier variable secundaria (el gradiente de la solución) 

2) Interpretación de los resultados para comprobar que la solución tenga sentido (un 

entendimiento de los procesos físicos y experiencias son las guías cuando otras 

soluciones no son disponibles para comparar). 

3) Tabular y o presentación gráfica de los resultados. 



CAPITULO 2 

PROBLEMAS EN ESTADO ESTABLE UTILIZANDO EL MÉTODO 

DE ELEMENTO FINITO 

Ejemplo 2.1a. Considere una aleta rectangular como lo muestra la figura. 

Determine la distribución de temperaturas y el flujo de calor usando: 

I) Dos elementos lineales 

T~ 

Figura 2.1 Aleta rectangular 



Datos: 

TQ = Temperatura en la base de la aleta = 250° C 

T9 = Temperatura del medio hambiente = 15°C 

t = Espesor de la aleta = 0.254x10~2 m 

w 
k - Conductividad térmica del material de la aleta = 207.6 

m-°c 

ß = Coeficiente de película = 283.9 W 

w2 o m — c 

p=Perímetro de la aleta 

A = Area de sección transversal 

2 P P 
th2 = — = 1076.79 

kA 

L= Longitud de la aleta = 1.524xl0~2m 

h = Espacio entre nodos 

h = - =0.00762 m 
2 

Ecuación diferencial de una aleta rectangular. 

d2T BP 
+ ,AT-T00) = 0 ¿? = (0,¿) 

dx2 kA 

Las condiciones frontera de la ecuación diferencial. 

= 0 7X0) = 7¿ (kA***) 
dx x = L 

Haciendo un cambio de variable: 

0 = 00=T0- T^ 

i _ßP m — 
kA 



La ecuación diferencial y las condiciones de frontera toman la forma 

d $ + m2e = 0 £2 = (0,L) 
2 dx 

m=#o =o 
dx x = L 

PASO 1: DISCRETIZACIÓN 

*B 

-M4-
B 

PASO 2: DERIVACIÓN DE LAS ECUACIONES DEL ELEMENTO 

Construcción de la forma débil. 

d2e 
o - i : 

w 
dx' 

+ m20 dx 

Resolviendo la integral e integrando por partes 

dO xB dw de 2 „L 
dx dx J 

w 

O = f f ^ d 0 + m 2 w e 

*A\ dx dx 

dx xA 

de 
dx xB dx xA 

ol dw de 2 * 
0 = 1 1 + m¿w0 

dx dx 

jefe-
de 

(a) 



Suponer la forma de la solución aproximada sobre un elemento finito. 

I) Aproximación Lineal. 

(b) 

7=1 

Donde (9j) son los parámetros a ser determinados, \ f f ) ( x ) son las funciones de 

aproximación. 

Sustituyendo (b) por (9) y (w ) por (yrf) en (a) 

donde: 

- E 
<>¥Í ¿ y ) + 2 e e 

dx d x + m ¥ , ¥ > 
dx = B(y/f,i?j) 

HVjtfiQi =Qf 

En notación matricial, las ecuaciones lineales algebraicas anteriores pueden ser 

escrita como: 

k ] H = { e e } 

Para una malla con elementos lineales en coordenadas locales, la matriz de 

coeficientes [Ke I se calcula de la siguiente manera. 



dvf dyej 2 e e 
dx 

VÎ(x) = \ - vl(*) = 

dy f 
dx 

dy/e
2 = 1 

dx K 

= r i Y i + m' 1 -
— \ 
X 

K j 
l -

— \ X 

h e J 

j- 1 1 lu 
dx- — + m h, 

K 3 ' 

* f 2 = M l 
K k K j 

+ m' 
f - \f - \ 

'e J K 6 

K\2 -

&22 -
' T 

'e J 
+ m' 

/ - \ X 

Je; 

/ — \ 
X 

L i - 1 1 2 L dx = — + 
A. 3 ' 

1 " 1 - 1 " m2he "2 l" + e 

he - 1 1 6 I 2 



PASO 3: CONECTIV1DAD DE LOS ELEMEMTOS 

Para dos elementos lineales. 

Ql 

Elemento(l) 

^íi^í + - ~Qi 

^ 2 + ^22^2 ~ Ql 

Elemento(2) 

+ --Qi 

K2\0\ + K\fi\ - Ql 

Balance de la variable primaria. 

91=9, 

02 — 0\ — $2 

M Ql e,2 al 

Las ecuaciones anteriores son llamadas ecuaciones ensambladas. Estas contienen la 

suma de los coeficientes y términos fuente en los nodos comunes a los dos elementos. 

Las ecuaciones pueden expresarse en forma de matricial. 



Kx 

l 1 2 \ 
0 " 0x - e í 

[Kn+Kn) K\2 02 (Q\)+(-Qi) 
0 K2 

A.2I K22 

En el balance de la variable secundaria en los nodos a conectar ecuación (1.21 b) 

se obtiene como resultado: 

A W - o ? 1 i = o 

K¡2 l X 
0 A - e í 

K2 I H+K22) Kh e2 • - . 0 
0 r 2 

a 2 1 K2 
22 0y Qi 

PASO 4: IMPOSICION DE LAS CONDICIONES FRONTERA 

3 = dí ax x = L 

0 01 -Qi 
K2\ (2 1 [Ku +K22 J K2 

a12 e2 •—• 0 
0 K2 

A21 K2 
A 22 0 

133.96 -129.86 0 -a1" 
-129.86 267.96 -129.86 - — . 0 

0 -129.86 133.96 0 



PASO 5: SOLUCION DE LAS ECUACIONES 

Solución del sistema de ecuaciones para 

02 =0.9130, 03 = 0 . 8 8 ^ 

T2-7*. =0.913(r0 -7*.) T3-Tn = 0.886(7i - r . ) 

T2 = 234.77"C T3 = 230.5°C 

TABLA 2.1a 

Comparación de resultados elemento finito solución exacta 

Distancia Temperatura Temperatura 

Dos elementos lineales Solución exacta 

x m T°C T°C 

0 250 250 

0.00762 234.77 234.95 

0.01524 230.05 230.05 

PASO 5: POSTPROCESAMIENTO DE LAS SOLUCIONES 

Ql = Flujo de calor en la basé de la aleta. 

Q h - " 7 
w dx 

= 2694.6 ° c 

jc = 0 m 

Q\=-kA 
dT 
dx 

= 1420.87 wtis 

x = 0 m 

Comparación de resultados para la variable secundaría elemento finito solución exacta 

Flujo de calor 

Dos elementos lineales 

Q WttS 
m 

Flujo de calor 

Solución exacta 

Q WttS 
m 

1420.87 1399.3 



Ejemplo 2.1b. Considere una aleta rectangular como lo muestra la (fig. 2.1). 

Determine la distribución de temperaturas y el flujo de calor usando: 

II) Un elemento cuadrático 

PASO 1: DI SCRETIZACIÓN 

É = 

*B 

•+W 
B 

PASO 2: DERIVACIÓN DE LAS ECUACIONES DEL ELEMENTO 

Construcción de la forma débil. 

o= r % ¿o l* 

dx2 
dx 

Resolviendo la integral e integrando por partes 

dO xB o=f; dwd$ 2/1 
+ mW0 

dx dx 
dx-w 

dx xA 

0 

0 

-E 
=r: 

dx X, 
dwde 2 J . . ,de 
& +mÁwe)dx-w{xB) 

dwdB 2 * + m w0 
dx dx 

de 
dx 

(a) 



Suponer la forma de la solución aproximada sobre un elemento finito. 

Aproximación Cuadrática. 

(b) 
7=1 

\e Donde (Oj) son los parámetros a ser determinados, (y/) (x)) son las fiinciones de 

aproximación. 

Sustituyendo (b) por (6 ) y (w) por (y/f) en (a) 

j=i 

donde: 

¿Vi dw) «.2 e e 

5 > J ( * í ) e ; =f i f 
H 

En notación matrícial, las ecuaciones lineales algebraicas anteriores pueden ser 

escrita como: 

Para una malla con elementos cuadráticos en coordenadas locales, la matriz de 

coeficientes [K* ] se calcula de la siguiente manera. 

' ¿ +rn y / y 
dx dx 

dx 



<(*) = 1 - * 
V K, 

f 
1 - 2x 

- f — \ 4x 
1 - X 

V K ; 

K M = 
- X 

h V K , 

dx he
 + (he)2 

diffe
2 = 4 _ 8 i 

dx he ( j \ f 

dy/J _ 1 Ax 
dx he (he)2 

_ 3 + 4 x 

\ 2 

K iK)2} 
+ m' 

f - \ 2 

1 - x 

v K, 

— V 

1 -
2x 

dx 
* J 

3 h. 15' 

K;2 = r 
_ 3 4* Y 4 _ 8x 

1 - * 
V K, 

l -
2x 

V KJ 

4x 
h. 

l - X 

V K ; 

dx 

K°=-— + m2h(X) 12 3Ä, 15 

*,3 = _ 3 + 4 x 1 4* x 

K (KY) { K { h e f ) 
1 -

* / 

1 - 2 * Y - * 
1 - 2x 

< J. 

K< = 1 -m2h(X) 13 3Äe ' 3(T 



K2\ ~ K\2 

8x 

A ( * . r j 

\ 2 / . \ 2 • — \ 

2 4x 
1 - X + OT 1 -

J UJ K t 

r e 16 a 32. 
3 K 60' 

Sx 

L U ( K ) 2 ) 
+ m' 4x 

A 

3A, 
+ m2he(-) 

15 

^31 - ^13 

^32 - ^23 

1 4x 

K (A.) 2 
W J 

/ \ 2 /• — \ 2 
2x 

Â. 
1 -

V K j 

3h 15' 

K K;2 

K'a 
Kñ Ki 



7 - 8 1 2 » 4 2 - 1 

- 8 16 - 8 +
 m K 2 16 2 

30 
1 - 8 7 

30 
- 1 2 4 

PASO 3: CONECTIVIDAD DE LOS ELEMEMTOS 

Como nada mas es un elemento cuadrático no se tiene conectividad. 

1 

a1 e-ì Ql 

Elemento(l) 

K\x$l + K¡2&1 + K\ß\ = -Q¡ 

K2]9] + K>
2202 + Kl

v0i = 0 •i /ii •i ni 

+ ^32^2 + ^33^3 ~ QÌ 

Balance de la variable primaria 

d¡ = 

— Q\ — 02 

91=83 

Las ecuaciones pueden expresarse en forma matricial. 

^12 I3 A -QÌ 
^21 ^22 ^23 «2 • = • 0 

KX a 32 ^33 <?3 Q\ 

PASO 4IMPOSICION DE LAS CONDICIONES FRONTERA 

e ! = 
de 
dx x = L 

= 0 



£¡2 K¡3 A -a1 
a21 2̂3 02 • = . 0 

K32 0 
Solución del sistema de ecuaciones para 

0 2 =.9140, 03 =0.88690! 

T2 = 234.95° C T3= 230.2° C 

TABLA 2. Ib 

Comparación de resultados elemento finito solución exacta 

Temperatura Temperatura 

Distancia Un elemento cuadrático Solución exacta 

x m T°C T°C 

0 250 250 

0.00762 234.95 234.95 

0.01524 230.2 230.05 

PASO 5: POSTPROCESAMIENTO DE LAS SOLUCIONES 

Q\ = Flujo de calor en la basé de la aleta. 

Q \ ^ = 2670.9 ° c 
w dxx = 0 m 

Q¡ =-kA 
dT 
dx 

= i m . s w t t s 

jc = 0 m 

Comparación de resultados para la variable secundaria elemento finito solución exacta 

Flujo de calor 

Un elemento cuadrático 
Q wtís 

* m 

Flujo de calor 

Solución exacta 

Q WttS 
Ift 

1408.5 1399.3 



Ejemplo 2.2 a. Considere conducción de calor en estado estable en un alambre de 

sección transversal circular con una fuente de calor eléctrica. Supon que el radio del 

alambre es (R0) , este tiene una conductividad eléctrica, este transporta una corriente 

eléctrica de densidad ( / ) amp cm . Durante la transmisión de una corriente eléctrica, 

algo de energía eléctrica es convertida en energía térmica. La rapidez de producción de 

calor por unidad de volumen es dada por (q = [ 2 ) . Suponga que la temperatura 

alcanzada en el alambre es suficientemente pequeña que la dependencia de la 

conductividad eléctrica o térmica en la temperatura puede ser despreciada. 

Determine la distribución de temperaturas en el alambre. 

Datos 

T3 = Temperatura en la superficie del conductor = 60° c 

R0 = Radio del conductor = 2cm 

i = Corriente por el conductor = 300amp 

R = Resistencia del conductor = 0.0104/? 

L = Longitud del conductor = 10cm 

D L * 1 I I ? R~p— k = — 1 = a = — 
¿ P 7t{R0)2 k 

p = 0.013/3-cm I = 23.87amp-cm 2 

k = 76.5/2 -1 -cm"x q = lM%wtts -cm~3 

La ecuación diferencial que gobierna el problema es: 

1 d( .dT\ 
rk— \ = q 

r dr\ dr I 
0£r<R„ 



Las condiciones de frontera. 

kr 
K & ) 

= 0 

r=0 

T(R0) = T0 

I) Para dos elementos lineales 

PASO 1: DISCRETIZACIÓN 

rA 

rB 

-M-
B 

PASO 2: DERIVACIÓN DE LAS ECUACIONES DEL ELEMENTO 

Construcción de la forma débil. 

H w 1 

r dr\ dr ̂  
rdrdddz 

0 - í f j > 
1 d ( , dT 

rk 
rdr dr 

rdrdddz 

0 - H -wkr 
d2T 
dr2 

, dT - wk wqr 
dr 

dr 

0 = 2 n ^ k r ^ dr-2* [ W * -I 2wrtr a i ] 
+A dr dr *A \ dr J 

rA 

dTÍB 



O ^ r V ^ f dr-ln[Bmràr-
+A dr dr *A 

( dT\ 
w(rBí Irte -w{rA) 

\ & ArB 
lite 

dr 
dr ]rA 

0 = 2 * [ » k r ^ d r - l n Pwqrdr-tw(rj)Q] 
*A dr dr +A J=1 

(a) 

Suponer la forma de la solución aproximada sobre un elemento finito. 

Aproximación Lineal. 

r ^ a V j M 
7=1 

(b) 

Donde (Tj ) son los parámetros a ser determinados, ( y / j O ) ) son las funciones de 

aproximación. Sustituyendo la ecuación (b) por {T) y (w) por O f ) e n la forma débil 

ecuación (a). 

2 
0 = 2 j r p J b ^ ü 

K dr M d r 

dr-lxlVsirdr-^vtir'iQ) 
A j=i 

Las ecuaciones algebraicas pueden escribirse como 

7=1 
0 = 1,2) 

donde: 

•B^dVi dVj 
9 h dr dr 

dr 



fí =2zq[Btfrdr 

j=\ 

En notación matricial, las ecuaciones lineales algebraicas anteriores pueden ser 

escritas como. 

Para una malla con elementos lineales en coordenadas locales, la matriz de 

coeficiente [Ke\ se calcula de la siguiente manera. 

tJ *A dr dr 

r = rA+r 

e i ' e r 

dy,f _ l 
dr h. 

dy/l = l 
dr ha 

€ £ 



2flk . he. 

= 2 * f + ' g dr-2^'{rA ^ ( - ^ J d r 

KL\ = K¡2 

K ¡ 2 = 2 * £ ( r A ^ dr = 2 ^ ( r A ^ X ^ V 

„e 2nk. hg. 
K22 = . (rA+ ' ) 

e 2 

f¡ =2jvq j^" i/ff (rA +r)dr 

f{ = 2m[> (l-~)(rÀ +-r)dr = ^ ( 3 r A +he) 

f i = 2nq l'(r
h )(rA + r)dr = ^ (3r, + 2Ae) 



-t 2 M¡K 
fi€ = 

3 rA+ht 

e J 

Si =ri = O 

PASO 3: CONECTIVIDAD DE LOS ELEMEMTOS 

Para una malla con dos elementos lineales 

Elemento (1) 

^ii7!1 + ^12= f í ~Q\ 

+ ^22^2 = f \ + Ql 

Elemento (2) 

+ = f\ ~ Q\ 

K2\T\ + K22^2 = f2 + 02 



Balance de la variable primaria 

T\ =T? = 7 ; 

Las ecuaciones anteriores son llamadas ecuaciones ensambladas. Estas contienen la 

suma de los coeficientes y términos fuente en los nodos comunes a los dos elementos. 

Las ecuaciones pueden expresarse en forma de matricial. 

^12 
/ \ 

0 'TI / I 
\¡ r ? 1 J 

H + K 2 2 ) K2 A12 T 2 
• = . F I + F ? feM-a2) 

0 K 2 a 2 1 K22 TO. FI QL 

En el balance de la variable secundaria en los nodos a conectar ecuación (1.21 b) 

se obtiene como resultado: 

fe M - a 2 ) = ° 

Kï 
K{2 

/ \ 
0 'TI - Q \ 

\K2
u+K\2) K2 AI2 T 2 

» S! • f ¡ +/,2 
- 0 

0 K2 
A22 TO f i . 0 2 

PASO 4: IMPOSICIÓN DE LAS CONDICIONES FRONTERA 

T(Ro) = T0 Q\ = 2nkr 
dT 
dr r = 0 

= 0 

K\ 2 0 T¡ f i 0 
K2X 

( 2 l ^ K22 T2 
• — • f l + f\ 0 

0 R2 
A21 K2 

A 22 TO. f ¡ Q¡ 



7ik —jik 0 " [Til 
T2 

1 0 

-7Ü. Ink -nk 
[Til 

T2 3 0 

0 -jjk 7á To 
12 

2 Q¡ 

PASO 5: SOLUCIÓN DE LAS ECUACIONES 

Solución del sistema de ecuaciones 

Tx = 60.162°C T2 = 60.129°C 

TABLA 2.2a 

Comparación de resultados elemento finito solución exacta 

Temperatura Temperatura 

Radio Dos elementos lineales Solución exacta 

r cm TC TC 

0 60.162 60.09 

1 60.129 60.07 

2 60 60 

PASO 6: POSTPROCESAMIENTO DE LAS SOLUCIONES 

= 4 6 . 5 6 ^ - Q l ^ l n R ^ dr R, cm 

Q = Flujo de calor disipado por el conductor en la superficie 

dT -Q = (2xR0L)k 
dr R, 

=465.6 wtts 

Comparación de resultados para la variable secundaría elemento finito solución exacta 

Flujo de calor 

Dos elementos lineales 

Q wtts 

Flujo de calor 

Solución exacta 

Q wtts 

465.6 935.9 



Ejemplo 2.2 b. Determine la distribución de temperaturas en el alambre ejemplo (2.2 a). 

Usando un elemento cuadrático. 

II) Elemento Cuadrático 

PASO 1: DISCRETIZACIÓN 

rB 

i T a i K k — f — H 
L^ a : - —B 

PASO 2: DERIVACIÓN DE LAS ECUACIONES DEL ELEMENTO 

Construcción de la forma débil. 

0 
•t^f r d r ^ 

dT' 
dr 

rdrdSdz 

- wkr d T , dT —r— wk wqr ar 
dr2 dr 

0 = 2x[BkrdwdTdr-lxPwqrdr-ilwnkr^} ' 
K dr dr *A H \ dr J 

rA 



Q-UPkr^^-dr-TMpwqr* 
*A dr dr +A rA 

0 = 2 * 
*A dr dr *A y j 

(a) 

Suponer la forma de la solución aproximada sobre un elemento finito. 

Aproximación Cuadrática. 

Te =Y.Tj¥éj(r) 
j=l 

(b) 

Donde (Tj ) son los parámetros a ser determinados, ( y / j (x) ) son las funciones de 

aproximación. Sustituyendo la ecuación (b) por ( T ) y ( w ) por ( y/f ) en la forma débil 

ecuación (a). 

0 
d ¥ f 

A dr ir; +1 
U-1 

dr 
dr-27r[B

¥Urdr-^¥t{r])Qej 
Á >=l 

Las ecuaciones algebraicas pueden escribirse como 

1 - f t - Q ! 
H 

(i = 1,2,3) 

donde: 

9 K dr dr 



fi =2nqf^yfrdr 

M 

En notación matricial, las ecuaciones lineales algebraicas anteriores pueden 

escritas como. 

Para una malla con elementos lineales en coordenadas locales, la matriz de 

coeficiente \K6 ] se calcula de la siguiente manera. 

*A ar dr 

r = rA+r 

K f j - ^ r ^ ^ r 

= ( ] - r T i - 2 r ' 
l Kk he, 



4 r 

dr K (hef 

d r K (hef 

d r K + (K)2 

=2xk£(rA + r ) d j j dr = 2 ^ \ r A + r)| 4 r 
he (he?) 

dr 

K\i =2nk 13 rA 1 
. K 2 

Ke
n = 2nk 

¿r dr 
dr = 2nk t'(rA+r) 3 4r + 8 r 

{ K (hey / \ (M2J 

AT̂2 — 2;rfc 
SrA_2 

K 3 

Kf3 — 2jàc f f c i + r ) í/r ¿ r 
dr = 27ik Ar 

- — + 4 r 

K ( K r \ K (he)2j 
dr 

Kyj — 27lk rA+ 1 
3Ae 6 

^21 - Kíi 



K22 — 2 7¡k tí'A+r) 
d\f/2 í/^2 
~drr~drr dr = 2vk 

/ - \ 2 

4 8r 

l k e 
dr 

K22 — 27ik 
\6rA + 8 

h. 3 

1 = 27¡k 

s\ 

1 4r 
he+(KY 

= 27¡k - 2 

^31 -

^32 ~ 

l 

\2 

í/r 

^33 = 2 ^ Ir A 11 A + 
6 

H= 
K\2 

K2\ K22 a 23 
&32 

Para = 0 ) la matriz de coeficientes se representa de la siguiente manera 

3 - 4 1 

M = 
2/nfc 

- 4 16 - 1 2 
1 - 1 2 11 



f? = lm{e¥Ì(rA+-r)dr 

- \ / 

i - 2 ' 
V K j 'e J 

(rA+r)dr = 2jvq 
L 6 

(rA+r)dr = 2nq 

V K j 
(rA+r)dr = 27iq 

rKrA t 

6 6 

W - J 
f{ 
f i 
f i 

Para(r , = 0 ) y ( A e = A o ) 

ir}- 2 nq(R.y 

PASO 3: CONECTTVIDAD DE LOS ELEMEMTOS 

Como solamente es un elemento cuadrático no se tiene conectividad. 

e! & 



Elemento(l) 

*íi7í + K¡2T¡ = fi - Q¡ 

K l f i + KUl = f ¡ + 0 

K\xTt+K\2Tl=f¡+Q\ 

Continuidad de la variable primaria 

TÍ'T-\ 

n = T 2 

TX = T 3 3 

Las ecuaciones pueden expresarse en forma de matricial. 

a: a:! I r 1 
II 12 JV13 

^21 ^22 ^23 
-I K 31 ^32 ^33 

\Tl - e ; 

n /2'+/,2 0 
k ti 

PASO 4: IMPOSICIÓN DE LAS CONDICIONES FRONTERA 

T(R«)=T0 Q\ = 2nkr 
dT 
dr r = 0 

= 0 

K K¡2 X /¡' ] 0 

K JCÍ. t2 • - • /2'+/,2 0 

K 7«. 



PASO 5: SOLUCIÓN DE LAS ECUACIONES 

Solución del sistema de ecuaciones para(7í) , (7 ' 2 )y (Q¡) 

Tx =60.09°C T2 =60.07°C 

TABLA 2.2b 

Comparación de resultados elemento finito solución exacta 

Radio Temperatura Temperatura 

Un elemento cuadrático Solución exacta 

r cm T°C T°C 

0 60.09 60.09 

1 60.07 60.07 

2 60 60 

PASO 6: POSTPROCESAMIENTO DE LAS SOLUCIONES 

dT 
-Ql^xR^k 

dx 
=91.28 wtts 

R0 

Q = Flujo de calor disipado por el conductor en la superficie 

/TT 
-Q = (2xR0L)k =912.8 wtts 

dx 

Comparación de resultados para la variable secundaria elemento finito solución exacta 

Flujo de calor 

Un elemento cuadrático 

Q wtts 

Flujo de calor 

Solución exacta 

Q wtts 

912.8 935.9 



Ejemplo 2.3 Determine la distribución de temperatura en la aleta que muestra la 

figura 2.3. Suponga que la temperatura en la base de la aleta es (T0 = 250°F) la 

conductividad térmica (k = 120Btu hr~xft~^ ), y el coeficiente de película 

(0 = \5Btu hr~lft~2°F~l)9 la temperatura del medio hambiente es(rw =75°F) . 

T0 

Figura 2.3a Aleta triangular 

Análisis de un diferencial de volumen. 

Qconv 

Figura 2.3b Balance de energía 



Balance de energías para obtener la ecuación diferencial de la aleta. 

dT 

conv 

0 = -kA, cond dx 
dT + KAcond , 

x dx 

0 = -kA(x)^ +M(x)er[ 
dx x dx 

0 = * 
dx dx 

x + Ax 

-2 fib(T-Tn) 

- plbAxiT-T^) 

La variación de la sección transversal de la aleta al variar ( x ) es, 

0.125/'« 

L = 3 in 

0.125 y 
3 3 - x 

/-» . A 

y = 
3-x 

l 3 ) 
(0.125) 

A{x) = 2yb- ^(3-xX0.125)6 

0 = Jc 
dx 1,3 dx) 



+ Q = (0, L) 
dx2 àx 

m — r 

(3-*) 
d2T dT 

dx2 àx 
-mT + mTx = 0 

Condiciones frontera de la ecuación diferencial. 

m = r 0 ^ =o 
dx x = L 

PASO 1: DI SCRETIZACIÓN 

XB 

B 

PASO 2: DERIVACIÓN DE LAS ECUACIONES DEL ELEMENTO 

Construcción de la forma débil. 

dx2 àx 
dx 



Integrando por partes él termino de segundo orden. 

°=f; 
/„ \dwdT (3-x) , -mwT + mwT, 

dx dx 00 dx + wQ-x) 
dT 
dx 

XB 

*A 

°=r -(3-*)^ ^-mwT + mwT, 
dx dx 00 

XA 

0 =r: -(3-x)dwäT -mwT + mwT, 
dx dx 00 ] * + 2 > ( * y ) ß / (a) 

Suponer la forma de la solución aproximada sobre un elemento finito. 

Aproximación Lineal 

H 
(b) 

Donde ( T j ) son los parámetros a ser determinados, ( y ) (.x)) son las funciones de 

aproximación. Sustituyendo la ecuación (b) por (T) y O ) por O f ) en la forma débil 

Ecuación (a). 

0 = (3-x)dw — + rmvT - mwT^ 
dx dx 

ya¡ 

o - r : ( 3 - x ) 
d¥ f 

¿fe 
( x j j f i j 



Las ecuaciones algebraicas pueden escribirse como 

O ^ K l - T j - f ' - Q f 
7=1 

0 = 1,2) 

donde: 

dx dx ' 
dx = B ( y l ¥ ) ) 

f° = mTa [B
¥

e,dx 

La propiedad (1) de las funciones de interpolación (1.19) es usada para escribir 

7=1 

En notación matricial, las ecuaciones lineales algebraicas anteriores pueden ser 

escrita como. 

kH=W+ ld 

Para una malla con elementos lineales en coordenadas locales, la matriz de 

coeficientes \fCe ] se calcula de la siguiente manera. 

p V Í ' Í W r J 
dx dx J 

dx 



X = X'A+X 

<1 e dVej e e 
0~XA-x) y J+myfe

iif/e
j dx dx J dx 

¥i(x) = l -
K r 2

e ( * ) = f 

d¥ f 
dx 

d¥ I = 1 
dx K 

K t i - t b - t - y p / p , * » * * dx 

2 , X2 
, X 

+ m 1 
l hej 

dx 

K r ^ i M ) - + mhM 

Kh = r 'f ¿Vi 
i/x ¿X 

¿JC 

\ "e J\"e ) 
+ m 

r \f 
1 - M 

V Kk 

K K ) + 
mh„ 

K¡2 = por simetría 



= r t t - " « J - Ä r i f l dx dx 
dx 

+ m 
/ \2 

X 

\
h

ej 

dx 

mh 

Para elemento (I) xA = 0 

' h A mh K1 - 1 

~ h0 
3 - 1 + 

K l — 1 

k. 
3 - M + mh„ 

k\2 - &2\ 

Kl - 1 
*22 - , 

e \ 

A\ 

3 - e 

2 
+ 

Para elemento (2) xA = 

2 

ÄJ 
3 - + 

3 

1 2 = - ' ( 3 

K \ 

_ 3 A e 

2 

\ 

J 
+

 mhe 
6 

1 2 

H * N
M

 

2 1 
/ 

2 2 

K 
j 2 J i 

3 



Para elemento (3) xA = 2he 

mh* K> - 1 A u - , 2 
+ 

K3 - 1 
12 , ha 

3 _ 5 h ^ 
2 

+ mhe 

6 

- ^21 

K 3 - 1 

*22 - ha 

3 _ 5 he 

2 
+ w/L 

r = 1 '3 "1 -1" , mK "2 1" 

l 2) - 1 1 6 1 2 

H 4 1 " 1 - l " + mhe "2 

l 2 ) - 1 1 6 1 

1 
2 

m- : v m 1 
2 i - i 1 

mK 2 1 
1 2 

= mTa3^e dx = mTaafc 
— \ 

i - x 

V K j 
dx = mT«h 

2 



PASO 3: CONECTTVIDAD DE LOS ELEMEMTOS 

Para una malla con tres elementos lineales. 

Elemento(l) 

K.W + - f\ ~Q\ 

+ ^22^2 = f l + Q\ 

Elemento(2) 

K2{T2+K2
2T2=f2-Q¡ 

+ ^22^2 = Í2 + Ql 

Elemento(3) 

K¡XT? +Kl2T¡ =/,3 -Q¡ 

K2xTx + K\2T¡ = f2 + Q¡ 

Continuidad de la variable primaría 



Las ecuaciones anteriores son llamadas ecuaciones ensambladas. Estas contienen la 

suma de los coeficientes y términos fuente en los nodos comunes a los dos elementos. 

Las ecuaciones pueden expresarse en forma matricial. 

K¡2 0 0 To - f i f 
a 2 I K\2 0 Ti f l f\ 

0 A21 (K22 +Ku) r 3 A12 T2 f i + f ? Qi-Qi 
0 0 a 2 1 a22_ Ti. f i Ql 

En el balance de la variable secundaria en los nodos a conectar ecuación (1.21 b) 

se obtiene como resultado: 

te)4fl2)=o 

tei)4a3M 

K ^12 0 0 T0 / ' 1 -Ql 
(K22 + K\\) K 1 

a 12 0 T\ / W , 2 0 
0 ÍKn+Kh) K12 T2 f h f ? 0 
0 0 fC3 a 2 1 &22_ h. f i Ql. 

PASO 4: IMPOSICIÓN DE LAS CONDICIONES FRONTERA 

7n = 250° C Q ¡ = ( = 0 
dx xB 



K¡2 0 0 " T i ' - a 1 ' 
K2i K 1 

A 1 2 0 Ti 
• * f¡+f? + • 0 

0 A 2 1 Ti f i f\ 
+ • 

0 

0 0 a 2 1 k ' 3 
a 2 2 . h . f i 0 

PASO 5: SOLUCIÓN DE LAS ECUACIONES 

m = ^ =0.249 in - 1 

he = Longitud del elemento finito 

x. 1 i • he = = 1 m e 3 

2.583 -2 .458 0 0 250 9.33 - c i 
-2 .458 4.166 -1.458 0 Ti 18.67 i 0 

0 -1.458 2.166 -0 .458 T2 

» s • 
18.67 

' T « 
0 

0 0 -0.458 0.583 7 3 . 9.33 0 

Solución del sistema de ecuaciones para ( 7} ), (T2 ), (7j ) y ( Q¡ ). 

7i =218.85°F T2 =191.07 °F T3 = 166.18°F 

TABLA 2.3 

Comparación de resultados elemento finito solución exacta 

Temperatura Temperatura 

Distancia desde la base Tres elementos lineales Solución exacta 

x in T °F T °F 

0 250 250 

1 218.85 218.75 

2 191.07 191.12 

3 166.18 166.72 



PASO 5: POSTPROCESAMIENTO DE LAS SOLUCIONES 

Q = Flujo de calor en la base de la aleta 

di 
-Q- k{bt) 

-Q = 984.9 

dx 

BTU 

= (120 BTU
n )(0.25 w)(32.83^) 

x = 0 Ar-ft- F A k 

Comparación de resultados para la variablesecundaria elemento finito solución exacta 

Flujo de calor 

Tres elementos lineales 

0 B T U 
« hr-fi 

Flujo de calor 

Solución exacta 

0 B W 
* hr-fi 

984.9 985 



Ejemplo 2.4 a. Considere flujo estable laminar de dos fluidos inmisibles e 

incompresibles en una región de dos placas paralelas estacionarias bajo la influencia de 

un gradiante de presión. 

Las velocidades en el fluido son ajustadas tal que la parte media inferior de la región 

esta llena con el fluido (/¿ () (fluido mas denso y más viscoso) y la parte media superior 

esta llena con el fluido ( / / 2 ) (fluido menos denso y menos viscoso), como lo muestra la 

figura.2.4. Queremos determinar la distribución de velocidades en cada región usando el 

método de elemento finito. 

Las ecuaciones gobernantes para cada fluido son 

(P -P \ donde / 0 = — - es el gradiente de presión. Las condiciones frontera son 
\ L ) 

o 

W|H>) = 0, U2(b) = 0 , w1(0) = ii2(0) 

Solucionar el problema usando. 

I) Cuatro elementos lineales 

E 2 

L 

Figura 2.4 Fluidos en una tubería 



PASO 1: DI SCRETIZACIÓN 

yB 

"T 
K + 

yA 

B 

e 

A _ f 

J 

PASO 2: DERIVACIÓN DE LAS ECUACIONES DEL ELEMENTO 

Construcción de la forma débil 

Para el fluido más viscoso. 

° = í > 
d \ 

dy 

0 = - e 
dw du, . 

Vi ± ± dy dy 
dy- fi[w dux ys 

dy y A 

0 = -E 
dw dui 

dy- M.yB) 
dui du\ 

• WB l dy J y 

0 = -E 
dwdui 
dy dy d y - ^ y j ) Q j 

j=i 

Suponer la forma de la solución aproximada sobre un elemento finito. 

Aproximación Lineal. 

e 2 

y=i 



Sustituir la solución aproximada en la forma débil. 

0 = -E 
o = •E 

Mi 

M\ 

dy\ 
dy 

dy/1 

2>J 
U-» 

i " ? * 5 

là * J 

- v f / o 

- v j / o 

M 

¿y-ZvWjWj 
y=i 

Las ecuaciones algebraicas pueden escribirse como: 

y=i 
(¿ = 1,2) 

donde 

»sdy/f dy) 
K*=Mílldy dy 

fí=hlBw]dy 

ß ' = 2 > / O i ) ß / 
y=i 

dy 

Las ecuaciones anteriores pueden expresarse en términos de los 

coeficientes ( K ¡ t f f 9 Q f ) . 

K 2 > l ' + *2e2»>2 = / 2 e + 0 Í 



En notación matrícial 

k M - W M 

Para una malla con elementos lineales, la matriz de coeficientes [/w* 

el vector \ f e } se calculan de la siguiente manera. 

dy dy 

dy dy y he 

dy dy 
M\ 

K2l ~ K\2 

K e 
22 

¿Vi ¿Vj d ~ = M\ 
dy dy he 

H= MI 1 - 1 
- 1 1 



f,e=fol'vîdy 

/ i e = / o f > f ^ = / 0 2 e 

{ r \ = f f t 

PASO 3: CONECTIVIDAD DE LOS ELEMENTOS 

Para cuatro elementos lineales. 

Qt 

i t a 4 

QÌ 

e-4 

e-3 

e-2 

e-1 



Elemento( 

K \ \ " \ 

K\,ux 

Elemento(2 

Elemento( 

KÌ\u2 

Elemento(4) 

KA
UU2 

K2xU2 

+ K22UX = / 2 + 0 2 

+ KF2U{ 

+ K22Ux 

1 
= / i 2 - a 2 

i 
= /22+022 

+ K\2U2 = fi -QÌ 

+ K22u2 - f l +Ô2 

+ KX2U2 

+ K22U2 \ = fi+Q\ 

l 
«i 

"2 

U2 

= 11, 
1 

= U, 

2 3 
= «5 = Ui 

2 1 3 

3 4 F7 
2 1 4 

4 
«2 = " 3 



Las ecuaciones pueden expresarse en forma matricial. 

Kx2 0 0 0 A f i -QÌ 
K2\ Kx2 0 0 u2 A+f? QÌ+Qf 

0 Kh K12 0 u3 • = • f i + f t + • QÌ + öi 
0 0 K-l U* f i + f * QÌ+Qi 
0 0 0 jT4 Ä2| K22. Us. f i . flí . 

PASO 4: IMPOSICIÓN DE LAS CONDICIONES FRONTERA 

C/,(-6) = 0 

U2(b) = 0 

Ul(0) = U2(0) 

K2
2 0 0 0 0 - ö i 

^21 (K2 2 + Kx j ) K2 a12 0 0 f / 2 0 
0 0 f i - f i 0 
0 0 •^21 Kx2 Í/4 f i + / , 4 0 
0 0 0 *21 ^22. 0 f i . ß 2 \ 

PASO 5: SOLUCIÓN DE LAS ECUACIONES 

Datos: 

b = 0.5 m he= 0.25 m 

P0 = 200 kPa PL =190 kPa L = 5000 m 

/i, = 0-01 Pa-s s.gi = 0.86 (petroleo crudo a r = 10°c) 

p2 =0.00035 Pa-s s.g2= 0.68 (gasolina a T = 10°c) 



0.04 -0.04 0 0 
-0 .04 0.08 -0 .04 0 

0 -0.04 0.0414 -0.0014 
0 0 -0.0014 0.0028 
0 0 0 -0.0014 

0 0 í - a 1 

0 u2 2 0 
0 = 0.25 2 0 

-0.0014 V* 2 0 
0.0014 0 1 Qí. 

Solución del sistema de ecuaciones para (^4 ) >( Q\ )y(Qi) 

U2 =30.48 M £/, =48.30 M í / 4 =202.72 m 
l seg J seg 4 seg 

TABLA 2.4a 

Comparación de resultados elemento finito solución exacta 

Velocidad Velocidad 

Distancia Cuatro elementos lineales Solución exacta 

y m U m U m y m 
seg seg 

-0.50 0.0 0.0 

-0.25 30.48 30.40 

0.00 48.30 48.28 

0.25 202.72 202.67 

0.50 0.0 0.0 

PASO 5: POSTPROCESAMOENTO DE LAS SOLUCIONES 

QÌ — 1.469 * Qi=-0.533 *!-



Ejemplo 2.4 b. Determine la distribución de velocidades en cada región ejemplo (2.4 a), 

usando dos elementos cuadráticos 

II) Para dos elementos cuadráticos 

Suponer la forma de la solución aproximada sobre un elemento finito 

Aproximación Cuadrática 

y=i 

Sustituir la solución aproximada en la forma débil. 

Las ecuaciones algebraicas pueden escribirse como: 

3 
(/• = 1,23 ) 

H 



donde 
.e 

f t - h i y ^ 

QÍ = í r ' ( y m 
H 

Las ecuaciones anteriores pueden expresarse en términos de los 

coeficientes ( Kfj), ( f ¡ ), (Qf). 

3̂>lJ + ̂ 32"lJ + ̂ 33«l3 = /3 + fií 

En notación matricial. 

Para una malla con elementos cuadraticos, la matriz de coeficientes [Ke 

el vector \ f e } se calculan de la siguiente manera. 



- 3 4 y 
m + , 
he ( K f j 

dy 

K \ \ = 
3 U 'e J 

- 3 , 4y Y 4 fr 

(he)2XK (he)\ 
dy 

« - - a : 

dy dy 

Kl3 = 1 ' / ¿ 1 

3 Ä e / 

/ \ 
i - 3 4y i 

+ —^T 
/ \ 

4y 1 

l A e (Âe)2J l(Äe)2 ÄeJ 

ire ye A2i - Ä12 

a:6 
22 

l ^ f M A. 4 _ 8 , 
dy dy y k (h,)2 

* 2 2 " 3 h 

4 8y 

K (K )1) 
dy 

Ke
23=K,£d^dW3dy = M l l ' \ 4 - 8 y , 23 rf^ ^ ' [/>£ (Ae) J 

\ / \ 
4y _ 1 

l(Äe)2 K 
dy 



Kh = 

/ \ MI 

K K , 

4 y _ 1 

(he)2 K 

H = 
Mi 
3 ha 

7 - 8 1 
- 8 16 - 8 
1 - 8 7 

f t ' f o f w l d y 

fx=hÌe¥tdy = U 

re foK 
f x = 6 

f i =fo$V2dy = fo 

f e _ 2ÂK 

dy 

/ — \ 
V K dy 

10.51 
2 

0.5 



PASO 3: CONECTIVIDAD DE LOS ELEMENTOS 

Para una malla con dos elementos cuadrárteos. 

t QÍ 

1 t tí 

Elemento(l) 



Elemento(2) 

2 
= f\ -Q\ 

j + 

+ M2WI 

2 2 2 , 
2 + K2

23"l3=/22 

2 + ^323"l3=/32+032 

Continuidad de la variable primaria 

" i 2 = í / 2 

M l3 = " 2 1 
= U, 

« 2 ^ 4 

2 
« 2 3

= i / 5 

Las ecuaciones pueden expresarse en forma matricial. 

^ n K\2 0 

^21 ^22 ^23 0 
A32 A12 

0 0 K.\x
 K22 

o o a:32, K¡2 

0 Uy -Ql 
0 U2 f i 0 

K 1 a13 • = ' fì+A2 + 0 

*23 u* f i 0 

f ì Qì 



PASO 4: IMPOSICIÓN DE LAS CONDICIONES FRONTERA 

Ul(-b) = 0 

U2{b) = 0 

C/i(0) = í/2(0) 

^12 ^13 0 0 0 // ~Q\ 
K2\ ^22 0 0 u2 f¡ 0 

^32 (^33 + ^ n ) K\2 I3 fi 0 
0 0 K2L ^23 V* ii 0 
0 0 Kh K2 

a32 K2 a 33 . 0 ti Qí 

PASO 5: SOLUCIÓN DE LAS ECUACIONES 

Datos: Son los mismos que los del ejemplo 2.4 a 

he = 6 = 0.5 m 

0.0466 -0.0533 0.0066 0 0 0 0.5 
-0.0533 0.1066 -0.0533 0 0 u2 2 
0.0066 -0.0533 0.0482 -0.0018 0.0002 c/3 = 0.333 • 1 + • 

0 0 -0.0018 0.0037 -0.0018 U4 2 
0 0 0.0002 -0.0018 0.0016 0 0.5 



Solución del sistema de ecuaciones para 

U 2 = 30.19," U3 = 47.88 ̂  í / 4 = 203.29 

TABLA 2.4b 

Comparación de resultados elemento finito solución exacta 

Velocidad Velocidad 

Distancia Dos elementos cuadráticos Solución exacta 

y m U m U m y m 
seg seg 

-0.50 0.0 0.0 

-0.25 30.19 30.40 

0.00 47.88 48.28 

0.25 203.29 202.67 

0.50 0.0 0.0 

PASO 5: POSTPROCESAMOENTO DE LAS SOLUCIONES 

Q\ =1.45 * nt 

Q¡=-0 .522 



ECUACION DE CUARTO ORDEN EN UNA DIMENSION 

FLEXIÓN DE VIGAS 

Se analizara la formulación del elemento finito en una dimensión de la ecuación 

diferencial de cuarto orden usando la teoría de Euler-Bernoulli. 

En la teoría de Euler-Bernoulli, la flexión transversal (w) de la viga es 

gobernada por una ecuación diferencial de cuarto orden. 

dx' 
d^w 
dx3 n = ( 0 , ¿ ) 

Donde b = y / = f ( x ) son funciones dadas de ( x ) (datos), y (w) es la 

variable dependiente. La función (6 = El) es el producto del modulo de elasticidad (¿s) 

y el momento de inercia ( I ) de la viga, ( / ) es la carga transversal 

PROBLEMA MODELO 

I 
Mn 

Figura 2.5 Flexión de viga 



d2 \bd¿w 
dx \ dx 

M = b 
d2w 
dx2 

dM 
dx Í - ' 

PASO 1: DISCRETIZACIÓN DEL DOMINIO 

El dominio de la estructura (longitud de la viga) es dividido en un conjunto de 

elementos, cada elemento tiene almenos dos nodos. 

4 4 M + I M N +1 

Figura 2.6a 
Discretización de una viga 

PASO 2: DERIVACIÓN DE LAS ECUACIONES DEL ELEMENTO 

En este paso se aisla un elemento típico Qe = {xe, xe+]) 

« 

i 

m3 Variables 
Primarías 
(desplazamientos) 

n* TJ O* v Variables 
Secundarias 

Q \ Q \ (fuerzas) 

Figura 2.6b 
Desplazamientos generalizados y fuerzas generalizadas 



a) Construcción de la forma débil 

d2 í , ¿ V 
dx: dx: 

0= r % - / dx 

(2.1) 

0 

0 

- r 

- r 

dv d 
dxdx 

r \ 

V 
, d v d w , 
b , — í " t f 

-Yf 

dx + 

dx-
dx 

d2w^ 

dx' J . 

xe+\ 

d 
/ I \ 

dv 
f i \ 
Ld2w] 

V B » 
dx dx2 i dx 

ce+l 
(2.2) 

donde v(x) es la función de peso que es dos veces diferenciable con respecto a (x). 

Introduciremos la siguiente notación: 

Qí = 
d 
dx 

/ -> N 
d2w 

dx1 

d 
dx 

' d V 
'dx1 xe+l 

d w 

dx2 K 

\d2w 
b 

dx2 l*e+l 

(2.3) 

Donde (Q¡ ) y ( Q\) representan las fuerzas de corte, (Q \ ) y (Q\ ) representan los 

momentos flexionantes (fig.2.6b). Las cantidades ( Q f ) contienen momentos 

flexionantes, que pueden también ser vistos como "fuerzas flexionantes,** el conjunto 

| g f , Q\, Ql, Q\ j e s a menudo referido como las fuerzas generalizadas. 

Los correspondientes desplazamientos y rotaciones son llamados desplazamientos 

generalizados. 



0 = 5(v,w)- / (v) (2-4) 

b) Suponer la forma de la solución aproximada sobre un elemento finito. 
4 

w 
M 

(2.5) 

Las funciones de interpolación ( & f ) (interpolación cubica de hermite) pueden ser 

expresadas en términos de las coordenadas locales (x) : 

<Pf = 1 - 3 
/ - \ 2 / — \ 

X 
+ 2 

x 
+ 2 WJ k, 

/ \ 2 f \ 
X x 

- 2 A y kJ 

-x 
' 

1 - * 
v 

01 =-X 

/ - \ 2 -
X X 

K 

(2.7) 

La primera,segunda y tercera derivada de ( 0 f ) con respecto a (x ) son. 

dx ~ 

d<t>% 

6 x 
he he 

- / - \ 

1 -
V h e j 

dx 

d<P\ 

1 + 3 
\ 2 

- 4 

dOf 
dx dx 

d0 i 
dx 

f — 
3 * - 2 

v K , 



d20{ 

dx 2 

6 

K 

f — \ 
1 - 2 ' 

l K) 

d20{ 

dx 2 

2 
K 

f — \ 
3 * -11 

l K J 

d20\ d20\ 

dx dx 

d20¡ 

dx 2 

d30f 

dx 3 

/ -

V h * . 

(2.8) 

12 

(K? 

d30¡ 

dx 3 

dx 

3«« 

dx 
4 _ 

12 

(heY 

6 

MODELO DEL ELEMENTO FINITO. El modelo del elemento finito de la viga Euler-

Bernoulli es obtenida sustituyendo las funciones de interpolación por w y las 0 j por las 

funciones de peso v en la forma débil. 

4 

°=s 
J-K 

pwi, d20f dl0) , 
(2.9 a) 

y=i 
(2.9 b) 



donde 

; * dx2 dx2 

Ff = ^ O f f d x + Qf 

(2.10) 

Note que los coeficientes ( K f j ) son simétricos ( K f j = Kj¡). En notación matricial, 

pueden escribirse como. 

*Í1 K\2 K'n Ki4 "f fif 
^23 ^24 

< »2 » ^ « f i « 
Kl{ •^33 •^34 »? f i S 

K 42 ^43 ^44. < f í 

(2.11) 

Para el caso en el que (b~ El) y ( / ) son constantes sobre un elemento, los 

elementos de la matriz de rigidez ]fíe ] y el vector fuerza {pe} tienen las siguientes 

formas especificas (ver figura 2.5). 

H= 

M-

" 6 - 3 h - 6 - 3 6 

26 - 3 6 2 h2 3 h h2 

h3 - 6 3h 6 36 

- 3 * h2 3/i 26* 

6 Qi 
- 6 

H 
6 
h 

> 2 
a 12 

- 6 
H 

6 
h 

> 2 
a 

(2.12) 



PASO 3: CONECTTVIDAD DE LOS ELEMENTOS 

Para una malla con dos elementos 

/o 

1 A/0 

f 

1 A/0 

* 
«í «i 

i -

«? 
\ 4 

-

m3 
^ u¡ 

< i • i 1 

£ Elemento 1 
J Q\ J oi 

Elemento 2 
J Q¡ 

i 

J 

el Qx Q¡ 

Figura 2.7 Ensamble de dos elementes 

Balance de la variable primaria 

u¡=U, 

u\=U2 

1 2 u3 = U\ =C/3 

«4 ="2 = ^ 4 (2.13) 

"3 = ^5 



" 6 - 3 h - 6 -3h 0 0 " ^ i ) 
- 3 h 2h2 3 h h1 0 0 U2 

2 El - 6 3 h 6 + 6 3*-3/i - 6 -3h 
h3 - 3 h h2 3A-3A 2h2+2h2 3* h2 v* 

0 0 - 6 3 A 6 3h U5 

0 0 - 3 h h2 3A 2h2 V*. 

6 
í A' 1 

-h 0* 
6 + 6 

• + • 
03 +fif 

12 h-h 
• + • 

0 4 + 0 2 
6 
h t . 0 Í . 

PASO 4: IMPOSICIÓN DE LAS CONDICIONES FRONTERA 

Ux= 0 t/2=0 

(2.15) 

0 3 + 0 ? = 0 Ql+Q¡=0 

" 6 - 3 h - 6 - 3 h 0 0 " 0 6 Q¡ 
-3A 2 h2 3 k h2 0 0 0 -h & 

2 El - 6 3k 12 0 - 6 - 3 h v3 - f l * 
12 0 

h3 - 3 * h2 0 4h2 3A h2 12 0 
• + 

0 
0 0 - 6 3/r 6 3 h U5 6 fo 
0 0 - 3 h A2 3A 2h2 V*. h ~Mo. 



Ejemplo 2.5. Para el problema de la viga mostrada en la (figura. 2.8) determine 

a) Las variables primarias desconocidas (desplazamientos generalizados) 

b) Las variables secundarias desconocidas(fuerzas generalizadas) 

/ o 

- J 

Figura 2.8 Viga empotrada en los extraños 

La ecuación diferencial que gobierna el problema es: 

dx 

d2w^ 

dxL 
\ J 

b = El = cíe. 

fo = cíe. 

= /o 

Datos: 

1 = 10 m 

E = 200x109 / = 2 0 x 1 0 ~ V /o = 400 

PASO 1: DI SCRETIZACIÓN DEL DOMINIO 

I ' M M I" I 



PASO 2: DERIVACIÓN DE LAS ECUACIONES DEL ELEMENTO 

En este paso se aisla un elemento tipico O e = 

Mi M 

/ 

« i ^ X i 
1 

ß Ü * e j * 
Q: 03 

Variables 
Primarías 
(desplazamiartos) 

4 » V -

Variables 
Secundarias 
(fuerzas) 

a) Construcción de la forma débil 

dx' rf*2 

0 - r 
, d v d w , 
b — j — 

dx2 dx2 
dx-v(xe)Qf-

dv 
dxlx. Qe2-*Xe+l)Q¡- - - 1 Ql 

b) Suponer la forma de la solución aproximada sobre un elemento finito 

M 

MODELO DEL ELEMENTO FINITO. El modelo del elemento finito de la viga Euler-

Bernoulli es obtenida sustituyendo las funciones de interpolación por (w) y las (&j ) por 

las funciones de peso (v ) en la forma débiL 



0 = 1 
y=i ** dx¿ dx¿ ** 

S ^ J - J Í - 0 
y=i 

donde: 

dx2 dx: 
2-%c F ^ r ^ V f f d x + Qf 

PASO 3: CONECTIVIDAD DE LOS ELEMENTOS 

1) Malla con dos elementos h = 5 m 

/o 

Elemento 1 Elemento 2 

h h 

• I 

u\ «3 «]2 U3 

«2 -
\ 
\ 

i • 
\ 

u\ ^ i * 

< \ i ) i » 1 > 

02 ^ 
J J •J 

QÌ 
> 

Q\ Q¡ Q¡ 
¡ « 



Elemento(l) 

Eìemento(2) 

K&2 + K2
2U2 + + K}aU\ = Q2 

K\xu2 + ÎT|2U| + K\zu\ + = 02 

K\xU2 + A:32
2w^+ír3

23«3 + A:32
4M| = e3

2 

+K¡2U¡+K¡3U^ +K2
uu\ =QI 

Continuidad de la variable primaria 

"¡=^1 u\=u¡=U4 

u2 «? = u5 

U2=U3 "42 = Ve 

Zìi 

a 4 1 

0 

0 

K-22 

•^32 

^ 4 2 
0 

0 

^ ¡ 3 
K23 

( ^ 3 3 +KU) 
( ^ 3 + « 1 1 ) 

K2 
a 4 1 

KU 
^ 2 4 

(X44 +K22) 
K2 
Ä 3 2 

^ 4 2 

0 

0 

Kì 
^ 2 3 

K2 
A 4 3 

0 " 

0 

* Í 4 

^ 2 4 

K2 
A44 

hi f̂ l 
v2 f i 

V4 i } f i \ 
u5 0 

Ve\ [0 J 

f Q\ 
Q\ 

QÌ+QÌ 
Ö 4 + Ö 2 2 

QÌ 
. QÌ 

6 - 3 h - 6 - 3 h 6 a 
26 - 3 h 2 h2 3 h h2 

H- -/0Ä - 6 02 
h* - 6 36 6 36 H- 12 6 03 

- 3 h h2 3 h 262 6 0 4 



6 -3/1 - 6 - 3 h 0 0 " ux 6 011 

- 3 h 2 h2 3 h h2 0 0 U2 -h 0 2 

-6 
- 3 h 

3 h 
h2 

1 2 

0 

0 

4A 2 

- 6 

3ft 

- 3 h 
h2 

u3 

VA 
_ " / o * . 

1 2 

6 

h 
0 3 + 0 I 2 

0 4 + 0 2 

0 0 - 6 3 h 6 3 h v5 0 0 3 

0 0 - 3 A h2 3/> 2h2 Fe 0 V J . 0 4 

PASO 4: IMPOSICIÓN DE LAS CONDICIONES FRONTERA 

t / j = 0 t / 2 = 0 U5= 0 t / 6 = 0 

0 3 + 0 ? = 0 0 4 + 0 2 = 0 

" 6 - 3 h - 6 -3h 0 0 " 0 6 fe.1] 
-3A 2 h2 3 h h2 0 0 0 e l 

2EI - 6 3 h 12 0 - 6 - 3 h U3 - / o * 6 0 

h3 - 3 h h2 0 4A2 3 h h2 12 h 
r 

0 
0 0 - 6 3/i 6 3 h 0 0 Qi 
0 0 - 3 h h2 3A 2 h2_ 0 0 QÌ 

PASO 5: SOLUCIÓN DE LAS ECUACIONES 
1 1 2 2 Solución del sistema de ecuaciones para (0j ,02 >^3 >^4 »03 »04) 

TABLA 2.5a Comparación de resultados elemento finito solución exacta. 

Solución aproximada 

Para dos elementos. Solución exacta. 

t/3 W -0.0013 -0.00129 

UA rad -0.0001302 -0.0001300 

QÌ N 1624 1625.31 

QÌ N 374.4 374.69 

02 N-m 2289.33 2293.22 

02 1456 1040.12 



2) Malla con cuatro elementos h = 2.5 m 

% % % " 2 " i \ % 
II e_\ O O e_2 O o e-3 O <> e-4 ° 

a l J J
Q \ 

J 
Ql 

Ql Q\ QÌ 

Balance de la variable primaria 

Ql QÌ 

JQ\ Y el 
QÍ a4 

y 

Qt 

u ¡ = U , = 0 

ul
2 = U2 = 0 

u\=uf=U} 

u\=u\=Ui 

«4 = « 2 = U6 

U¡ = U* = Í / 7 

«4 = «2 = 

En la siguiente matriz solo se calcularan las variables primarias 

« 3 = 0 

ni =0 

« ? = » , 3 = t / 5 

^ 3 3 + Kll ^ 3 4 + ^12 K \ •^14 0 0 c / 3 
a 

+ ^ 2 1 ^ + K 22 ^ 2 3 ^ 2 4 0 0 b 

^ 3 2 ^ 3 4 + ^12 c 
J f 2 
a 4 2 ^ 4 3 + ^ 2 1 ^ 4 4 + ^ 2 2 ^ 2 3 ^ 2 4 " í d 

0 0 
1 ' 

JT3 
A 32 ^ 3 3 + 0 

0 0 ^ 4 2 ^ 4 3 + ^ 2 1 ^ 4 4 + ^ 2 2 . 0 

« = / 3 + / l 2 b = / 4 ' + / 2 2 

TABLA 2.5b Comparación de resultados elemento finito solución exacta 

Solución aproximada Solución exacta 
C/3 m -0.0009 -0.00089 

U4 rad -0.0004 -0.00035 

U5 m -0.0013 -0.00128 

U6 rad -0.0001 -0.00013 

U7 m -0.0006 -0.00054 

í /8 rad 0.0004 0.000424 



Ejemplo 2.6. Para el problema de la viga mostrada en la (figura. 2.9) determine. 

a) Las variables primarías desconocidas (desplazamientos generalizados). 

b) Las variables secundarias desconocidas(fuerzas generalizadas). 

2000/6 

h - » -M*«- - M -

Figura 2.9 Viga empotrada de sección variable 

La ecuación diferencial que gobierna el problema es 

dx' 

d w 
dx2 

= 0 

b = El = cte. 

Datos 

6 = 2 0 in £ = 3 0 x 1 0 
6 

in2 

di = 4 in di = 3 in = 2 in 

li = 1 2 . 5 6 6 in4 I2 = 3 . 9 7 6 m4 / 3 = 0 . 7 8 5 i » 4 

PASO 1 : DISCRETIZACIÓN DEL DOMINIO 

• C E T Z 3 } N 1 tf+I 



PASO 2: DERIVACIÓN DE LAS ECUACIONES DEL ELEMENTO 

En este paso se aisla un elemento tipico Oe = (xe, xe+¡ ) 

u: M 

i 

h * . 

Q ' ^ aJ' 
Q' Ql 

Variables 
Primarías 
(desplazamientos) 

* » V — 

Variables 
Secundarias 
(fuerzas) 

a) Construcción de la forma débil 

dx' 

d2w^ 

dx1 
= 0 

0 Wif, d2y d2w^ 
dx2 dx2 

dx-v{xe)Q{- - éf 
dxJ 

ß I - v ( x e + l ) ß 3
C - f ' ä V ) 

, àx)xe+x 
Ql 

b) Suponer la forma de la solución aproximada sobre un elemento finito 



MODELO DEL ELEMENTO FINITO. El modelo del elemento finito de la viga Euler-

Bernoulli es obtenida sustituyendo las funciones de interpolación por (w) y las (<Z>y) por 

las funciones de peso (v) en la forma débil 

¿(r-ud2*?'*2*'.), ne 

J - I \ Y 

Í K f t f - F ^ O 
j=l 

donde: 

9 < dx2 dx2 

Fi'=Qf 

PASO 3: CONECTTVIDAD DE LOS ELEMENTOS 

Para una malla con cuatro elementos. 

"i 
A •i 

"2" «4 -

e-1 

ui 

2 u2~* 

«I 

uU «i "i
1 

u¡ 

« i -

el 

<> e-2 4 • e-3 " 

'^YeiYeH n Q\ Y Ü2 YQ 

el el eí e.2 el el 



Elemento(l) 

Kl
uuì + K\2U\ + Kl

uu¡ + K\4U\ = ß j 

K\XU\ + K\2U\ + ^»3 + KX
24U\ = ßJ 

*3i"í + k \ 2 u \ + + k \ 4 u \ = ö ] 

+ K\2U\ + K\3U\+a:Í4«J = Q\ 

Elemento(2) 

K^UF + K\2U\ + AT^I + ^2
4«4

2 = A
2 

*21«? + *Z2«2 + = Ö2
2 

*32I"I2 + *32«2 + ^323»32 + *34«4 = Ö3
2 

^ 4 1 " ? + *42«2 + *43«3 + j = ß j 

Elemento(3) 

* Í W + ^12"23 + K & 3 + *14«4 = 0l 3 

+ * 2 2 " 2 + *23«3 + *24«4 = Ô2
3 

^ l « ! + *32«2 + *33«3 + = 0 3
3 

*41«1 + *42«2 + *433«33 + *44*4 = Q¡ 



*¡3 
^23 

-1 . v2 

KU 

&24 

<*43 + * f l ) (*44+*22> 

0 0 
0 0 

K23 ^24 

2 
41 
O 
o 

^32 
2 

(K33+K11) tó+^12) 

(^43 + ^21 ) (^44 + %22 ) 
O 
O £ 

k31 
41 

K 
K 

32 
42 

8Ì 
ß ] 

ß ] + ß ? 
ß i + ß l 
ß ? + ß i 3 

qì+QÌ 
-2000 

Ô4 

6 -3A - 6 -3A 
-3A 2A2 3A h2 

- 6 3A 6 3A 
-3A h2 3h Ih2 



PASO 4: IMPOSICIÓN DE LAS CONDICIONES FRONTERA 

u\=U2= 0 

u l = u f = U 3 

u\ = u\=UA 

«3 =«,3 = f / 3 

u¡=u¡=U6 

uj=U7 

u¡=Us 

I1 AI2 i3 ^14 
^21 K2 2 ^23 ^24 

I1 ^32 ( ^ 4 + ^ 1 2 ) 
^41 ^42 <*43+*2l) (^44 +^22) 

0 0 i 1 Ktt 
0 0 *41 V1 

A.42 
0 0 0 0 
0 0 0 0 

Q\ 

Q\ 

q\+a2=o 

q\+q¡=o 

a2+a3=o 
0 4 + 0 2 = 0 

03
3 = - 2 0 0 0 

04=0 

0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 

K \ 
r1 a14 0 0 

^23 Jr2 
A 24 0 0 u* 

tó+^12) v5 

(^423 + ^ 2 l ) (^44+^22) A-3 
A23 A 24 V6 

K32 I3 ^34 U7 

*41 -^42 •̂ 43 ^44 

01 
0 i 
o 
o 
o 
o 

- 2 0 0 0 

0 



PASO 5: SOLUCIÓN DE LAS ECUACIONES 

Solución del sistema de ecuaciones para 

' 6 - 3 6 - 6 - 3 t i 

- 3 6 262 3h h2 

- 6 3 6 6 3 6 
- 3 6 h1 3 h 2 h2 

' 6 - 3 h - 6 -3ti 
-3h 2h2 3h h2 

- 6 3 h 6 36 
- 3 6 6* 36 262 

6 - 3 6 - 6 -36" 
- 3 6 262 36 62 

- 6 36 6 36 
- 3 6 62 36 262 

TABLA 2.6 

Comparación de resultados elemento finito solución exacta 

M= 2Eh 

El. 

k l -
2 EI3 

63 

Solución aproximada 

Tres elementos Solución exacta 

t/3 in -0.0566 -0.070 

UA rad 0.0053 0.0085 

U5 in -0.27448 -0.226 

U6rad 0.0153 0.0180 

U7 in -0.8082 -0.4524 

í/g raí/ 0.0323 0.0349 

a 1 % 
2035.6 2000 

a 2 -120256.6 -120000 



Ejemplo 2.7. Para el problema de la viga mostrada en la (fig. 2.10) determine. 

a) Las variables primarías desconocidas (desplazamientos generalizados). 

b) Las variables secundarias desconocidas (fuerzas generalizadas). 

Figura 2.10 Viga simplemente apoyada con carga senoidal 

áx2 

' ¿ V 

b = El = cte. 

/ ( x ) = / 0 . sen 
/ \ 7CC 

U J 

PASO 1: DISCRETIZACIÓN DEL DOMINIO 

' H t n w N+1 



PASO 2: DERIVACIÓN DE LAS ECUACIONES DEL ELEMENTO 

En este paso se aisla un elemento típico De = , xt+\) 

Ä 

h 

«2 

e e 

i V 1/4 

< z z > 

QlJP QlJP 
Q! Qí 

— h -

Variables 
Primarías 
(desplazamientos) 

A 
Variables 
Secundarias 
(fuerzas) 

a) Construcción de la forma débil. 

d2 ( , rf V 
dx' dx' 

= f 

0 = f ' v 

0 - r 

dx' 

d£v d2w 

dx2 dx2 

d2w^ 

dx2 - f dx 

' 2.. j2 ^ 
yf 

dv> 

dx, , dx)x 

b) Suponer la forma de la solución aproximada sobre un elemento finito. 

w =X«J*7 



MODELO DEL ELEMENTO FINITO. El modelo del elemento finito de la viga Euler-

Bernoulli es obtenida sustituyendo las funciones de interpolación por w y las 0 j por las 

funciones de peso v en la forma débil. 

4 

j=\ 

fe+x d20¡ <¡20ej . 

donde 

0 
y=i 

dx2 dx2 

F ^ ^ 0 f f d x + Qf 

PASO 3: CONECTIVIDAD DE LOS ELEMENTOS 

Para una malla con un elemento. 



« r * 
i < » e-1 ( » 

e l ^ y 
QÌ 

ö i 0 3 

Elemento(l) 

* í l u ! + *12»2 + Ü A + *Î4"4 = fi + Gl 

K 2 1 « / + K \ J U \ + 4 , » 5 + ^ « ì = / 2 ' + e i 

*31«i + K\2U\ + *33»3 + *34«i = f ¡ + ß j 

K\iU\ + J E ^ Ì + Kx
au\ + = / 4 ' + Q\ 

Continuidad de la variable primaria 

u\=U2 

"3 = »? = i / j 

K J = u | = £ / 4 

ul=U5 



«à «ù «ù «klî ì [/,'] fa1 

« i l « 2 2 « 2 3 « Ì 4 k z I / 2 1 L m 

«1, K\2 Jf]3 K\t | { / 3 [ U ' I 0 ] 

« 4 1 « 4 2 « 4 3 « 4 4 j k J { f l \ [Q\ 

6 - 3 6 - 6 - 3 6 
2b - 3 6 262 36 A2 

Ä3 - 6 36 6 36 
- 3 6 A2 36 262 

f t ="£ ñWidx 

he=h = L 

/ . ^ - f / o s e n f f ] ! 3(x)2 2(xy 

(K) (hey 
dx 

fì=-t'h sen 
/kx'Í_x+2(X)2 (X? 

K (hey 
dx 

,1 A f ( ^ Í 3 ( x ) 2 2(x) dx 

sen (*)3
 }(x)2 

(hef K 
dx 



PASO 4: IMPOSICIÓN DE LAS CONDICIONES FRONTERA 

Q\= O 
Í / 3 = 0 Q \ = O 

^11 ^12 &13 ^14 0 /l1 Q\ 
K 2 \ ^22 ^23 ^24 ^2 _ f \ 0 

^31 ^33 ^34 0 h Ql 
K 4 l K42 £43 ^44. 1^4 J f \ 0 

PASO 5: SOLUCIÓN DE LAS ECUACIONES 

Solución del sistema de ecuaciones para (U 2 > U A í Q ¡ ,Q \ ) 

Datos: 

/ o = 30000 N
m E = 200x109 ^ / = 3x10 ^m4 

b - E l i = 10ot 

7200 -36000 -7200 - 36000] f 0 
-36000 240000 36000 120000 U2 

-7200 36000 7200 36000 0 
- 36000 120000 36000 240000 J l í /4 

-95496.33] \Q\ 
193531.6 o 
-95489.6 + Q¡ 
-193498 o 

TABLA 2.7 

Comparación de resultados elemento finito solución exacta 

Solución aproximada 

Un elemento Solución exacta 

U2 rad 1.61 1.58 

U4 rad -1.61 -1.58 

Q\ N 95496.3 95492.6 

Q\N 95496.3 95492.6 



CAPITULO 3 

PROBLEMAS EN ESTADO TRANSITORIO UTILIZANDO EL 
MÉTODO DE ELEMENTO FINITO 

3.1 Introducción 

En este capitulo se desarrollaran los modelos de problemas del elemento finito en una 

dimensión en estado transitorio y esquemas para describir las aproximaciones en el 

tiempo para convertir ecuaciones diferenciales ordinarias en ecuaciones algebraicas. 

Consideraremos modelos de elementos finitos que incluyen segundo orden (en el 

espacio) parabólico (primera derivada en el tiempo) y hiperbólico (segunda derivada en 

el tiempo) y de cuarto orden ecuación hiperbólica en conexión con la flexión de la viga. 

Las ecuaciones de segundo orden parabólicas aparecen en transferencia de calor y en 

mecánica de fluidos. 

La formulación del elemento finito en problemas dependiendo del tiempo se 

compone de dos pasos. 

1. Aproximación Espacial. Donde la solución u de la ecuación bajo consideración es 

aproximada por la expresión de la forma. 

j=i 
( 3 . 1 ) 



El modelo espacial del elemento finito de la ecuación se desarrolla usando problemas 

en estado estable, mientras que se transportan todos los términos dependientes del 

tiempo en la formulación. Cuando la solución es separable en funciones solo de tiempo y 

solo de espacio, w(x,/) = T(t)X(x), la aproximación (3.1) se justifica, cuando la 

solución no sea separable, (3.1) puede representar una buena aproximación de la 

solución, proporcionando incrementos de tiempo muy pequeños. 

2. Aproximación en el tiempo. Cuando el sistema de ecuaciones diferenciales es 

aproximado en el tiempo, a menudo usando familias de diferencias finitas para las 

derivadas del tiempo. Este paso permite la conversión del sistema de ecuaciones 

diferenciales en un conjunto de ecuaciones algebraicas entre (u*) a tiempo 

ts+i = (s+\)At,donde ( Ai ) es el incremento del tiempo y ( s ) es un entero. 

Todos los esquemas de aproximación en el tiempo para encontrar (Uj) en el tiempo 

(ts+i) usando los valores conocidos de (uj) de tiempos anteriores: 

Así, al final de los dos pasos, uno tiene una solución espacial continua en intervalos de 

tiempo discretos. 

ue(x,tt) = <*> = °>l» ) 
M 

Ecuación diferencial modelo: 

e , du. e2 , , e \ du d2u , , x N 



Las condiciones de frontera son de la forma 

/ du . . d d2u. 
u(x,t) o - a (x9t) +—(b—r) dx dx dx 

du. K ,d2u 
—(x,f) o b , en x = 0,Z (3.2 b) 
dx dx2 

y las condiciones iniciales. 

c2u(x, 0) y c2ü(x,0) + c1u(x,0) (3.2 c) 

3.2 Modelos del elemento finito 

La formulación involucra la variación espacial de la variable dependiente, en el que 

se siguen los mismos pasos que se describieron en él capitulo (2). 

Construcción de la forma débil de la ecuación (3.2 a) 

o = f > 
e . du. d2 , , d \ du d2u . 
dx dx dx2 dx1 dt dt2 dx 

0 = -E 
dwdu . d2wd2u 

-a — + b 
du d2u + CQWU +C\W +C2W—•r-'wf 

dxdx dx2 dx2 dt dt2 dx 

xA dx xB 

donde 

(3.3 a) 

du d .J 
-a — + (b .) 

dx a* dx2 

d2u. 

XA 
dxÀ 

*A 



• « * + V " ) 
XB 

d2u, 
(3.3 b) 

sustituimos w == V/ W y (3.1) en (3.3 a), para obtener 

. . r 

JLdUi " d2u 
+ co¥i (Z u j V j ) + c, V, (X -¿V y ) + c2y, (£ ) '" Vi f 

l •> „ i dU; - </ !/; 
(Kl+K¡+MS)uj+ul-¿ + MÍ—J- -F, (3.4) 

Gn forma matriciale tenemos 

(3.5 a) 

donde 

MS = [BCoViVjdx 

1 _ Fa A/¿ = ^ = l^iVWjà* 

4 - 0 Í * ' * 

(3.5 b) 

(3.5 c) 



3.3 Aproximaciones en el tiempo 

Como casos especiales de la ecuación (3.5 b) ecuación parabólica sí ( [a/2 ]= [o]) y 

ecuación hiperbólica si ( [a/']= [o] ). La aproximación en el tiempo de (3.5 b) para estos 

dos casos deberá ser considerada separadamente: en el Caso (1), c2 = 0; en él 

Caso (2), cx = 0 . 

Caso (1): Ecuación Parabólica. 

[M']{a}+[*]{»} = {/•} (3.6a) 

Sujeta a las condiciones iniciales donde {u}0 

M o = M (3-6 b) 

donde {u}0 es el valor de la cantidad u en el tiempo / = 0, mientras {u0 } denota la 

columna de valores Ujq . 

El método comúnmente usado de resolver (3.4 a) es la familia de aproximación a, 

A = 0 , (Diferencias hacia adelante, Euler); orden de exactitud; 0(AT), cond.est. 

1 2 
a = , (Crank-Nicolson), orden de exactitud; 0((At) ) , estable. 

2 

a = - , ( Método Galerkin ), orden de exactitud; 0 ( (4 f ) 2 ) , estable. 

a = 1, (Diferencias hacia atrás), orden de exactitud = 0(At) »estable. 

El sistema de ecuaciones (3.5 a) se transforma en un sistema de ecuaciones 

algebraicas 

M .5+1 (3.7 a) 



donde 

[ 4 = [ w l J - ( l - a ) z l í j + ] [ í l I (3.7 b) 

.5+1 

Estabilidad y Exactitud. 

Exactitud de un esquema numérico es una medida de la cercanía entre la solución 

aproximada y la solución exacta, mientras que estabilidad de la solución es una medida 

de la relación de la solución aproximada con el tiempo. 

Un esquema numérico puede ser condicionalmente estable si es estable solo cuando 

ciertas restricciones en los incrementos de tiempo son satisfechas. Para todos los 

esquemas numéricos en el que ( a < la familia de aproximación es estable solo si 

los incrementos de tiempo satisfacen la siguiente condición de estabilidad. 

(1-2Á)X 

Donde (X) es el mayor eigenvalor de la ecuación de elemento finito (3.6). Note que 

la misma malla que se uso para el análisis transitorio debe ser usada para calcular los 

eigenvalores. 

Caso (2): Ecuaciones Hiperbólicas 

[A/2](«} + M M = {F} (3.9) 

Hay varios métodos para integrar ecuaciones de segundo orden. Algunos de estos 

son, la familia Newmark de esquemas de integradores de tiempo es muy usada en 

dinámica estructural. Otros métodos, como el de Wilson y el de Houboh, pueden ser 



usados para desarrollar k s ecuaciones algebraicas de la ecuación diferencial de segundo 

orden (3.9). 

En el método de NeW&ark (y)y(fi) son parámetros que determinan la estabilidad y 

exactitud del esquema. 

a = 1 , Método de aceleración promedio constante (estable) 

a - 2 , y ® 2/J = 1, Método de aceleración lineal (condicionalmente estable) 

a = y = 2y9 = 0 , Método de diferencias central(condicionalmente estable) 

a = § , y = 2jff = ^ , Método de Galerkin (estable) (3.10) 

a = 3 , y = 2fi = 2 , Método de diferencias hacia atrás ( estable ) 

Para todos los esquemas en los que (y ( a ) y ( a £ j ), los requerimientos de 

estabilidad 

donde ( Ú ^ es la máxima frecuencia natural del sistema (3.9). 

El sistema de ecuaciones (3.9) se transforma en un sistema de ecuaciones algebraicas 

usando el método de Newmark: 

(3.11) 

(3.12 a) 

donde 

[ 4 +1 - j+1 

(3.12 b) 



o3 = 
r m 

a A = 
yAt ' r 

Note que los cálculos de y {/•} requieren las condiciones iniciales {u}0,{tí}0,y 

Wo 

. En la practica, no se conoce {íf}0. Como una aproximación, se puede calcular de 

(3.9) ( se puede suponer que las fuerzas aplicadas son cero en t = 0 ): 

M o ^ k h H - M t o o ) (3.13) 

Al final de cada incremento de tiempo, el nuevo vector velocidad {¡¿}J+I y el vector 

aceleración {í/}i+1 son calculados usando las ecuaciones 

ai^aáÉ, a2-(l-a)Áí 

(3.14) 



Ejemplo 3.1 Una barra delgada a una temperatura inicial de (Oy), aislada por todos 

lados, menos por uno de sus extremos, que se somete a la temperatura de (#o)> que es la 

temperatura ambiente. La barra tiene una longitud (L) , determine la distribución de 

temperaturas. 

Ecuación diferencial del problema 

d2G = 

dx1 dt f . 2 - — 0 ( 4 

Í - * 

pe 

9 - Temperatura 

£ = Diiusividad térmica 

í = Tiempo 

Condiciones de frontera 

9(x)Q) = 0} 0(x(L 

0(O,O = 0o » 0 

M M = 0 ,)0 
dx 

dx 



Normalizando 

¿i - 0 O L2 L 

La ecuación diferencial y las condiciones de frontera del problema se transforma en 

d2T dT 

dX2 dr 

T(X,0) = 1 0(X(\ 

r (0 , r ) = 0 r>0 

dX 

0<X<1 (3.15) 

mmmmmmmmmmmmmmmmmm 
T(X,0) = 1 

mmtmmmmmtímwMmmmmm>,> 
x 

r x=\ H 

r ( o , r ) = o = 0 V dX 



El problema que se tiene es un caso especial de la ecuación (3.2 a) con a - 1 , 

b~0fco = 0,c2 =0, y / = 0 . 

El modek) de elemento finito para (3.15) es dado por (3.6 a): 

k f r + W r } = { F } (3.6 a) 

donde 

M¡ = Vv.VjdX 

Ke = ^BdVi ày/j 
A dX dX 

dX 

I) Para el caso de un elemento lineai 

mmmmmmmmmmmmmmmmy 

i r ( ^ , o ) = i 
tmmmmmMmmmmmmmmM*. 

1 i 2 
e-1 

U p\ 
K 

7X0,7-) = 0 ^ = 0 
dX 

ne 

dX he 

VI(X)= f 
he 

M =
 1 

dX he 



Con las funciones de interpolación y sus derivadas sé calcular ( M y ) y ( K f j ) después 

se sustituyen en la ecuación (3.6 a). 

ì C ì ] 
• 

Ty 1 
• + — 

"1 -lTíU a 

h. K - 1 1 02. 

Usando la familia ( a ) de aproximación (3.7) 

K aát + K aAr 
3 K 6 ~ K 
K aAz K aAr + 
6 K 3 K 

2J5+1 

he (ì-a)Ar \ (l~a)Ar 
3 + he 6 he 

(1 -à)Ar he _ (1 -á)Az 
+ AT 0 

Qi 

donde 

a=«(a,)s+i+o-«xe/)J 

Condiciones de frontera 

(7|)4 = 0 porque r (0 , r ) = 0 

^ ( l , r ) 
<0¿). = 0 por que " ' ' = 0 

dX x = 0 
B 

Condiciones iniciales 

( í i ) 0 = l , ( r 2 ) 0 = l en r = 0 



he aAx + he aAx 
c . > 

he 

3 K 6 K 0 3 
he aAx he aAx + Ti. s+1 he 

6 
~ K 3 he _ 6 

(1 -a)Ax he (l-a)Ax 
he 6 + he 

(1\-a)Ax he (l-a)Ax 
he 3 he 

71 fe . 71 + Ax-fe . 
h s 0 

( \ h e + a A
h

T ) ( T 2 ) s + l = he-(\~a)A
h
T (T2)¿ (A) 

para los incrementos de tiempo crítico Ax^ se obtiene primero el Xmax asociado con: 

-A[MlT}+[KlT} = 0 

-X ha "2 l" 1 í r » l > í r » l > 
1 2 Ti\ I K - i i h í 

-X hj2 T2 
0 

* k e T 2 T 2 = 0 

3 he 

- 6 

3 

(hey 

para he-\, a = 0 

¿max - 3 

Ax cr (1-2a)X max 

2 
3 

Por k) tanto ( Ax^ = 0.6667 ) para que la solución de la ecuación de diferencias hacia 

adelante (A) sea estable, los incrementos de tiempo deben de ser menores que 

(At c r - 0.6667), de otra manera la solución será inestable. 



Solución de la ecuación (A) para he -1 

3 he 

HE-(L~A)A
H

T (T2)3 (A) 

TABLA 3. la 

Comparación de la solución del elemento finito con la solución analítica de una 

ecuación parabólica para un elemento lineal 

Tiempo T2 T2 T2 T2 

AR A = 0 A = 1 a = 0.5 

Solución 

exacta 

0 1 1 1 1 

0.05 0.85 0.8696 0.8605 0.9969 

0.10 0.7225 0.7561 0.7404 0.9493 

0.15 0.6141 0.6575 0.6371 0.8642 

0.20 0.5220 0.5718 0.5482 0.7723 

0.25 0.4437 0.4972 0.4717 0.6854 

0.30 0.3771 0.4323 0.4059 0.6068 

0.35 0.3206 0.3759 0.3492 0.5367 

0.40 0.2724 0.3269 0.3004 0.4745 

0.45 0.2315 0.2843 0.2584 0.4119 

0.50 0.1967 0.2472 0.2223 0.3708 



II) Para el caso de un elemento cuadrático (Ejemplo 3.1) 

kl 
Ml = fx

BV,VidX 

(3.6 a) 

Kl 
Bdy/t dif/j 
A dX dX 

dX 

immmmmmmmmmmmummm^ 
r(x,0)=i 

\mmmmmmm*Mmmmmmmmí 
i 2 

e-1 

T(0,r) = 0 dT(l,r) 
ÔX 

= 0 

y oy 

r f w = o - r X I - t 1 ) dX he
 + hì 

r î W - ^ O - f ) 
«e ne 

dyfe2 _ 4 _ÍUf 



Con las funciones de interpolación y sus derivadas se calculan ( M f j ) y ( K f j ) después 

se sustituyen en la ecuación(3.6 a). 

M= 30 

4 2 - 1 
2 16 2 

- 1 2 4 
M=1 
L J -5L 3 K 

7 - 8 1 
- 8 16 - 8 
1 - 8 7 

"e 

30 

• 

4 2 -1" Ti • 
i 

r + — 
3 he 

"7 - 8 1 " pi 1 [al 
2 16 2 Ti 

• 

i 
r + — 

3 he 
- 8 16 - 8 í i • = . a 

- 1 2 4 r3 1 - 8 7 73. a 

Usando la Emilia a de aproximación (3.7) 

= ([m* J- MI - a)[xe J){re
 }5 + Ax(afc}s+l +(1 -«)^}, 

4he 7 
30 + 3 he 

30 3he 

-K 1 + 
30 3K 

o d r 
30 

8 . aAx 
3he 

K 
30 

1 + 
3 he 

aAx 

a d r 
1 6 , +—aAx 
3 he 

2 he 8 
aAx a d r 

30 
1 6 , +—aAx 
3 he 30 3 he 

aAx 

o d r 2he 

30 
8 . 

aAx 
3 he 30 

1 + 
3 he 

aAx 

Ti 
T2 

T3 s+1 

4 ^ - 7 ( l -a)AT 
30 3he 

2he 8 / 1 w e f — ( l - a ) 4 r 
30 3/*, 

1_ 
30 3h. 

(l-a)Ax 

2he 8 6 + 
30 

16he 16 
30 M. 

8 6 + 
30 3 ^ 

(1 -a)Ax hg- 1 

30 

(1 - a)Ax 
2K 8 
30 3K 

(1\-a)Ax 

(1\-a)Ax 

4 h 7 
(1 -á)Ax (\-a)Ax K 30 3h. 

0 
T2 • +Ax a 
H s a 



donde 

a = « ( a ! ) I + i + o - a x a ' ) ! 

Condiciones frontera. 

= 0 porque w(0,r) = 0 

g2=o 

Q3=cc(Q\)s+l+(\~a){Ql)s 

+ ( i - 4 t 4 = ° 

Condiciones iniciales. 

( T i ) o - l . ff3)o-l en r = 0 

4Ae 7 
30 + 3A 

30 3he 1 

30 3K 

ax 

ar 

2K 8 1 - e - - - a d r + " a d r 
30 3he 30 3he 

16he 

30 + 3A. 
aAr 

2K 8 
30 3he 

aAr 

2ha 8 
30 3he 

4 he 1_ 
30 + 3 he 

aAr 

aAr 

0 

5+1 

4 h e _ 1 
30 3ht 

8 

(1[-a)Ar 

2K 
+ , (1 - à)Az 

2 he 8 
30 + 3he 

16 K 16 

(1 -a)Ar k e 1 
30 3h. 

(1 -a)Ar 

30 3 \ 
-K 1 
30 3K 

(\-a)Ar 

30 3he 

2h„ 8 

(\-a)Ar 
2K 8 

+ Q-a)Ar 
30 3k 

30 

0 0 
T2 • +Ai- 0 
T3 s 0 



Simplificando el sistema de ecuaciones 

16he 16 
30 + 3 he 

2h. 

aAx 

8 

30 3h. 
aAx 

2 he 8 / 
E CCAT 

30 3he 

4 he 7 . 
' + aAx 

30 3K 
5+1 

16he 1 6 , . . . 
' - (1 -á)Ax 

30 3he 
2K 8 
30 3K 

(1 -a)Ax 

2K 8 
30 3h. 
4 h e 

30 3k 
(\-a)Ax 

Para he =1, a = 0.5, Ax = 0.05 

"0.6666 0 r 2 " 0.4 0.1333" t 2 

0 0.1916 h . 5+1 0.1333 0.7499 
» 

5 

TABLA 3.1b 

Comparación de la solución del elemento finito con la solución analítica de una 

ecuación parabólica para un elemento cuadrático. 

Tiempo T2 T3 H 

Ax a = 0.5 a = 0.5 Solución 

exacta 

0 1 1 1 

0.05 0.8000 1.087 0.9969 

0.10 0.6972 0.9819 0.9493 

0.15 0.6146 0.8692 0.8642 

0.20 0.5425 0.7676 0.7723 

0.25 0.4789 0.6777 0.6854 

0.30 0.4228 0.5983 0.6068 

0.35 0.3732 0.5282 0.5367 

0.40 0.3295 0.4663 0.4745 

0.45 0.2909 0.4116 0.4119 

0.50 0.2568 0.3634 0.3708 



III) Para el caso de dos elemento cuadrático (Ejemplo 3.1). 

(3.6 a) 

Mi = l y ^ j d x 

K f j = r ^ ^ ä x 
lJ *AdXdX 

ímmmmmmmmsmmmmmmm$m^> 
e-1 e-2 

mmmmmmmsmsmmmmmsmmmí 
i 

h — 

T(0,r) = 0 dT(\, r) 
dX 

= 0 

he he 

dwf 
dX 

A M 
K + h¡ 

V ^ A l - f ) 
"e "e 

dy\ = 4 

A? 

ne dX 
J_ 4X 
V a ? 



Con las funciones de interpolación y sus derivadas se calculan (A/J) y ( K f j ) después 

se sustituyen en (3.6 a). 

"4 2 - 1 " 
2 16 2 

- 1 2 4 

7 - 8 1 
- 8 16 - 8 

1 - 8 7 

M= 30 

"e 
30 

4 2 - 1 
2 16 2 

- 1 2 4 
3 K 

7 - 8 

1 - 8 

1 ' 71 Q\ 
- 8 T2 • = • Q\ 
7 Ql 

Ensamble de elementos.(Balance de la variable primaría) 

• , • 

T\=T \ 

T\=Ti 

• i * •> * 

T \=T ]=Ti 

T \ =T4 

T ]=Ts 



* ' 

4 2 - 1 0 0" 
• 

Ti 
* " 7 - 8 1 0 0 " r*i i a ' 

2 16 2 0 0 Ti 
1 

3 Ä 

- 8 16 - 8 0 0 Al 
- 1 2 8 2 - 1 

• 

7*3 
1 

3 Ä 
1 - 8 14 - 8 1 .—. 

a i + a 2 

0 0 2 16 2 • 

TU 

Jne 0 0 - 8 16 - 8 r 4 e l 
0 0 - 1 2 4 • 

Ts 
0 0 1 - 8 7 _ Ti, Qz 

Usando la familia ( a ) de aproximación (3.7) 
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Qi=a(Qf)s+l+(l-a)(Qf)s 

Condiciones frontera. 

(Ti), = o g2=o, g 3 = o , g 4 = o, g 5 = o 

Condiciones iniciales. 

(T 2 )o=U (33)0=1» ( r 5>o=l 

Sustituimos las condiciones frontera y las condiciones iniciales en el sistema de 

ecuaciones algebraicas para (he = 0.5, a = 0.5, Ax = 0.05). 

0.533 - 0 . 1 0 0 T2 0 0.166 0 0 h 

- 0 . 1 0.366 - 0 . 1 0 h 0.166 - 0 . 1 0.166 -0 .033 h 

0 - 0 . 1 0.533 - 0 . 1 r 4 0 0.166 0 0.166 TA 

0 0 - 0 . 1 0.183 
Ty s+l 

0 -0 .033 0.166 -0 .05 Ty 

TABLA 3.1c 

Comparación de la solución del elemento finito con la solución analítica de una 

ecuación parabólica para dos elementos cuadráticos. 

Tiempo 

Ax T2 T¡ TA T5 

Solución 

Exacta 

TS 

0 1 1 1 1 1 

0.05 0.4903 0.9488 0.9891 0.9941 0.9969 

0.1 0.4256 0.6889 0.9151 0.9547 0.9493 

0.15 0.3361 0.6445 0.7998 0.8825 0.8642 

0.20 0.3025 0.5395 0.7212 0.7626 0.7723 

0.25 0.2607 0.4914 0.6287 0.6925 0.6854 

0.30 0.2330 0.4241 0.5618 0.5998 0.6068 

0.35 0.2039 0.3810 0.4923 0.5385 0.5367 

0.40 0.1813 0.3324 0.4377 0.4701 0.4745 

0.45 0.1594 0.2964 0.3849 0.4192 0.4194 

0.50 0.1414 0.2601 0.3413 0.3678 0.3708 



Ejemplo 3.2 Una barra delgada a una temperatura inicial de (Qx), aislada por todos 

lados, menos por uno de sus extremos, por el que intercambia calor con el medio 

hambiente. La barra tiene una longitud (L\ determine la distribución de temperaturas. 

Datos: 

= Temperatura inicial = \00°F 

O«, - Temperatura del media hambiente = 1600°F 

P = Coeficiente de transferencia de calor por convección = 5—Bt% 0 
hr—ft — F 

k = Coeficiente de transferencia de calor por conducción = 0.54 B * 
Hr—ft— F 

CD = Calor especifico = 0.2 Btü
0 r y Lbm b 

p = Densidad = 1 4 4 ^ 

L = Longitud de la barra - \ ft 

£ = Difusividad térmica = 
pC 

t = Tiempo 

Ecuación diferencial del problema 

^ e j e o<*<i 

V ar 

Condiciones de frontera 

0(x$>) = dx 
0(x(L 

dx 

dx 



0(X,0) = 0, 

' V / / / / / / / / / / ^ 

30(0,0 = 0 - ¿ « M L - W - V 
ox 

Normalizando 

0 - 0 0 r = 
a t 

0i - 0 o 
r = JT = 

La ecuación diferencial y las condiciones de frontera del problema se transforma en. 

Ô2T ÔT 

ÔX2 dz 

T(X,Q) = l 

dT(0 , r ) 
ÔX 

= 0 

ÔX H K ' 

0(X( i 

0<X(1 

r>0 

t)0 

7'(X,0) = 1 

m M = 0 
ÔX DX H 



El problema que se tiene es un caso especial de la ecuación (3.2 a) con a = 1, b = 0, 

ca = 0 , c 2 = 0 , / = 0. El modelo de elemento finito para(3.15) es dado por (3.6 a): 

Wí 
donde 

M ¡ « 

Ke = f B d f i dV± 
iJ dX dX 

dX 

(3.6 a) 

I) Para el caso de un elemento lineal (Ejemplo 3.2) 

//4mmmmmmmmmmmmmmm>. % 
r ( ^ , o ) = i 

w///Á i 
- i 2 

N H 
r he

 n 

57(0, r) - k
d T ^ K p r 

dX " u 

K 

dy,J=_ 1 
dX he 

he 

dy/f = 1 

Con las funciones de interpolación y sus derivadas sé calcular ( A / | ) y (Kfj ) después 

se sustituyen en la ecuación (3.6 a) 

K " 2 1 " • 

T\ i " i - i " p i l G i l 6 1 2 
h. K - i i Ti. [Qi J 



Usando la familia ( a ) de aproximación (3.7) 

'he+aAr he _aAt~\ rhe Q-a)Ar he (\-á)At 

3 K 6 he í ? i | = 3 he 6 + he 

K^aAr K+aAx_\T2\s^ K t (1 -g)AT he {\-a)Ar 
_ 6 K 3 he J L 6 3 he 

donde 

Condiciones frontera. 

QI=<X(Q¡)S*+Q-CC)(Q})S 

5 2 = « ( - ^ T 2 ) í + 1 + ( l - a ) ( - y ? r 2 ) s 

Condiciones iniciales. 

( T D o - l , ( 7 i ) 0 = l en r = 0 

Sustituimos las condiciones frontera y las condiciones iniciales en el sistema de 

ecuaciones algebraicas. 

r 2 

+ AT- ' f l 

\Qi 



O 

a) Para he = 1, or = 0.5, ¿ r = 0.01875 

AzQ2 =-0.0468(r 2) í + i -0 .0468(r2) s 

"0.3427 0.1572 
0.1572 0.3895 

TABLA 3.2a 

Comparación de la solución del elemento finito con la solución analítica de una 

ecuación parabólica para un elemento lineal 

K aAz K aAz 

K 
aAz he aAz 

-T- + 
K 

' 2 J í+1 

he _ ( \ - a ) A r h{ 

3 he 6 
he (1 -á)Az he 

6 + 3 

e+(í-a)Az 

K 
Q-a)Az + Az-

h . s 

C4-1 

0.3239 0.1760 
0.1760 0.2771 

Solución Solución 

Tiempo exacta exacta 

T2 TI T2 

0 1 1 1 1 

0.01875 1.1353 0.7051 1.0210 0.3500 

0.03750 1.1900 0.5343 1.0082 0.2798 

0.05625 1.2000 0.4300 1.0034 0.2379 

0.07500 1.1865 0.3719 0.9950 0.2102 

0.09375 1.1598 0.3326 0.9810 0.1904 

0.11250 1.1266 0.3060 0.9616 0.1753 

0.13125 1.0905 0.2867 0.9384 0.1633 

0.15000 1.0533 0.2716 0.9127 0.1534 

0.16875 1.0160 0.2590 0.8853 0.1450 

0.18750 0.9797 0.2481 0.8572 0.1377 



b)Para he= 1, a = 0.5, Ar = 0.0375 

ArQ2 =-0.09375(r2) i + 1 -0.09375(7-2), 

"0.3520 0.1479" 71 "0.3145 0.1854" 71 
0.1479 0.4457 Ti\ s+l 

0.1854 0.2208 w s 

Tabla 3.2aa 

Comparación de la solución del elemento finito con la solución analítica de una 

ecuación parabólica para un elemento lineal 

Solución Solución 

Tiempo Exacta Exacta 

At 7-1 7i 71 72 

0 I 1 1 1 

0.03750 1.2053 0.5114 1.0082 0.2798 

0.07500 1.1959 0.3579 0.9950 0.2102 

0.11250 1.1312 0.2994 0.9616 0.1753 

0.15000 1.055 0.2686 0.9127 0.1534 

0.18750 0.9809 0.2466 0.8572 0.1377 

0.22500 0.9105 0.2281 0.8005 0.1255 

0.26250 0.8448 0.2114 0.7452 0.1152 

0.30000 0.7838 0.1961 0.6904 0.1049 

0.33750 0.7271 0.1819 0.6356 0.0946 

0.3750 0.6745 0.1687 0.5808 0.0843 



II) Para el caso de un elemento cuadrático (Ejemplo 3.2) 

k l (3.6 a) 

M¡ = I*'wjdX 

ady/j ¿Vj 
dX dX 

dX 

Mmmmmmmmwmmmmmmm, 

T{X,Q) = \ 
'WmMMm$iHSSímf¡mmfm$S$$$$$t$$SSf$fS$S$sk 

1 2 
e-l 

dT(Q,T) 
ex 

= 0 
ex F 

"e "e 

"e "e 

rfyf = 3 4X 
dX + 

¿Vi 

K K 

dX 

d¥ ¡ 

4 _8X 

K h¡ 

L 
dX he

 +
 h} 

Con las funciones de interpolación y sus derivadas se calculan ( M ? ) y ( K f j ) después 

se sustituyen en (3.6 a). 



M= 30 

4 2 - í 
2 16 2 

- 1 2 4 
H - i 

1 - 8 1 
- 8 16 - 8 
1 - 8 7 

"e 
30 

• 

"4 2 - 1 " T\ 

2 16 2 
• 

7-2 
1 > + 

- 1 
• 3A, 

- 1 2 4 7 ,3 
e 

' 7 - 8 1 ' 'TI' a 
- 8 16 - 8 T2 • = • Ô 2 

1 - 8 7 H Ô3 

Usando la familia a de aproximación (3.7) 

30 
7 + 

3Ae 
ccAr 

2he 

30 
8 

3Ae 

2Ag 

30 
8 

3he 
aAz 

16Ae 

30 
16 + 

3Ae 

-K 1 i ccAz 
2Ae 8 

30 3Ae 
ccAz 

30 3Ae 

e + —odr 
30 3ha 

A 2he OCAT E 
8 

30 3h. 
CCAT 

CLAT 
4 he 1 
— - + 

30 3A. 
5+1 

4Ä e_ 7 
30 3k 

-A„ 1 
30 3k 

( l - a ) d r 2 Ä e + 8 (1 -a)At V ' 30 3he 

16Ae 16 . . 
— ( l - a ) d r 

30 3Ae 

(1 -a)Ar ^ + 
30 3A„ 

2A„ 8 . 
* + — ( l - a ) 4 r 

30 3A. 

- A e _ 1 
30 3h. 

2h. 8 
30 3Ae 

30 3A. 

(1 -a)Ax 

(1 -a)Ar 

(\-ä)Ar 

F 
a 

• +AI Ô2 
T Î . a 



donde 

Condiciones de frontera. 

a = « ( a 1 ) í + i + ( i - « x a I ) í 

Q 2 = O 

QI=A(Q\)S+L+(\-A)(Q¡)S 

Condiciones iniciales. 

(7i)0 =1, ( 7 i ) 0 = l , (7-3)0=1 en r = 0 

Sustituir las condiciones frontera y las condiciones iniciales en el sistema de 

ecuaciones algebraicas. 

4 he 

30 
7 + — CLAT 

2 he 

30 
8 

3 he 

2 he 

30 
8 

3 he 
OAT 

\6he 

30 
16 + 

3 he 

-K 
30 

1 + 
3 he 

aAt 
2 he 

30 
8 

3 he 

K 1 , 
CCAT - + —CCAT 

30 3he 

a 2he * A 
a A t CCAT 

30 3he 
A

 4h

e 7 . 
CCAT * +—CCAT 

30 3hm 

Ti 

T2 

h 5+1 



l o - B ^ 1 - ^ l ó - l ^ 

" 3 0 1 h ¿ « - « > -

a) Para he =1 , a = 0.5, ¿ r = 0.01875 

=-0.0468(r 2 ) í + 1 -0.0468(r2) J 

0 0 ' 

h • +AT 0 

h. s a , 

0.1552 0.0416 -0.0302" " 0.1114 0.0916 -0.0364' Tx 

0.0416 0.5833 0.0416 — 0.0916 0.4833 0.0916 T2 
• 

-0.0302 0.0416 0.2020 Ti. 5+1 -0.0364 0.0916 -0.0646 T3. s 

TABLA 3.2b 

Comparación de la solución del elemento finito con la solución analítica de una 

ecuación parabólica para un elemento cuadrático 

Solución Solución Solución 

Tiempo exacta exacta exacta 

AT H T2 H T2 N 

0 1 1 l 1 1 1 

0.01875 0.8932 1.0425 0.5117 1.0210 1.0040 0.3500 

0.03750 0.9524 0.9869 0.4143 1.0082 0.9702 0.2798 

0.05625 0.9886 0.9359 0.3633 1.0034 0.9636 0.2379 

0.07500 1.0012 0.8930 0.3280 0.9950 0.8761 0.2102 

0.09375 0.9980 0.8559 0.3021 0.9810 0.8326 0.5812 

0.11250 0.9850 0.8230 0.2824 0.9616 0.7932 0.1753 

0.13125 0.9658 0.7930 0.2669 0.9384 0.7575 0.1636 

0.15000 0.9429 0.7653 0.2541 0.9127 0.7248 0.1534 

0.16875 0.9180 0.7392 0.2431 0.8853 0.6947 0.1450 

0.18750 0.8920 0.7146 0.2335 0.8572 0.6666 0.1377 



b)Para he =1, a = 0 . 5 , ^ r = 0 .0375 

ATQ2 =-0.0937(r2) J + I -0.0937(7i), 

0.17708 0.01666 -0.0270" 'Ti' " 0.08958 0.11666 -0.0395" TX 

0.016 66 0.63330 0.01666 T2 
= 0.11666 0.43333 0.11666 T2 • 

-0.02708 0.01666 0.27070 H. í+l -0.03958 0.11666 -0.0041 
s 

TABLA 3.2bb 

Comparación de la solución del elemento finito con la solución analítica de una 

ecuación parabólica para un elemento cuadrático 

Solución Solución Solución 

Tiempo exacta exacta exacta 

ÁR TI T2 H TX T2 H 

0 1 1 1 1 1 i 

0.0375 0.8903 1.0212 0.2955 1.0082 0.9702 0.2798 

0.07500 1.0280 0.8807 0.3539 0.9950 0.8761 0.2102 

0.11250 0.9853 0.8240 0.2714 0.9616 0.7932 0.1753 

0.15000 0.9477 0.7635 0.2545 0.9127 0.7248 0.1534 

0.18750 0.8938 0.7141 0.2319 0.8572 0.6666 0.1377 

0.22500 0.8410 0.6680 0.2164 0.8005 0.6155 0.1255 

0.26250 0.7892 0.6257 0.2019 0.7452 0.5694 0.1152 

0.30000 0.7401 0.5861 0.1890 0.6904 0.5233 0.1049 

0.33750 0.6937 0.5492 0.1770 0.6356 0.4772 0.0946 

0.3750 0.6501 0.5146 0.1658 0.5808 0.4311 0.0843 



m ) Para dos elementos cuadráticos (Ejemplo 3.2) 

kl (3.6 a) 

M i = t y ^ j dX 

B d f j dytj 

A dX dX 
dX 

i e-\ e-2 

i 

•M 

e r (o , r ) 
dX 

= o 
ex H 

r f w = a - f ) ( . - 2 / ) g - f * ? 
^ dX he h; 

4X X dy\ = 4 _8JT 
K h/ dX he h] 

2 * , dy/l 1 4X 

^ A/ dX he h] 

Con las funciones de interpolación y sus derivadas se calculan ( M f j ) y ( K f j ) después 

se sustituyen en la ecuación (3.6 a). 



M = 30 

4 2 - 1 
2 16 2 

- 1 2 4 
1K 

7 - 8 1 

- 8 16 - 8 

1 - 8 7 

"e 

30 

"4 2 -1" 
• 1 

' 7 - 8 1 " Ti \Q¡] 
2 16 2 T 1 

1 2 
1 - 8 16 - 8 T2 A 

- 1 2 4 R\ 

1 

1 - 8 7 T3 Q\ 

Ensamble de elementos (Balance de la variable primaria) 

• i * * i • r ¡ =7*1 7* 2=72 

• i * * T \=T ] = TY 

T 3 =R5 

r i -Ta 

"e 

30 

4 2 - 1 0 0" 
• 

TI 
* " 7 - 8 1 0 0 " [Til el 

2 16 2 0 0 7-2 
i 

- 8 16 - 8 0 0 T2 ei 
-1 2 8 2 - 1 

• 

7*3 1 - 8 14 - 8 1 h e l + a 2 

0 0 2 16 2 • 

7̂ 4 
£ 0 0 - 8 16 - 8 Ta e l 

0 0 - 1 2 4 • 

r 5 

0 0 1 - 8 7 T5 e l 

Usando la familia a de aproximación (3.7). 
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donde 

a = a ( Q f h + l + ( l - a ) ( e f ) J 

Condiciones frontera. 

0 = o , & = o , g 3 = o , g 4 = o 

5 + 1 

Si = a{- pr¡ }J+1+(1 - a){- pr, }s 

Condiciones iniciales. 

(7i)o = 1, (7-2)0 - 1 , PiJo - U (7*4)0 =1» (7-5)0-1 

a) Para = 0.5, a = 0.5, At = 0.01875 

AtUs =-0.0468(7-5 ) i + I - 0.0468(7-5 ), 

" 0.1552 0.0416 -0.0302 0 0 Ti 

0.0416 0.5833 0.0416 0 0 T i 

-0.0320 0.0416 0.3104 0.0416 -0.0302 h 
0 0 0.0416 0.5833 0.0416 TA 
0 0 -0.0320 0.0416 0.2020 T*. 5+1 

'0 .1114 0.0916 -0.0364 0 0 Ti 0 
0.0916 0.4833 0.0916 0 0 T i 0 

-0.0364 0.0916 0.2229 0.0916 -0.0364 h • +À T 0 
0 0 0.0916 0.4833 0.0916 TA 0 
0 0 -0.0364 0.0916 0.0646 Ts S Qy 



TABLA 3.2c 

Comparación de la solución del elemento finito con la solución analítica de una 

ecuación parabólica para dos elementos cuadráticos. 

Sotuáóa SoIbcíód Solución Sobción Solución 

Tiempo exacta exacta exacta exacta exacta 

ÁT T2 H TA T, T\ TI TA TS 

0 1 1 1 I 1 1 1 1 I l 

0.01875 0.9880 1.0047 0.9464 1.0381 0 .5205 1.0210 0.9936 1.0040 0.9174 0.3500 

0.03750 1.0031 0.9950 0.9763 0.9917 0.4082 1.0082 1.0000 0.9702 0.7853 0 .2798 

0.05625 1.0056 0.9926 0.9950 0.9426 0.3587 1.0034 0 .9916 0.9236 0.6960 0.2379 

0.07500 1.0024 0.9937 1.0011 0.8989 0.3272 0 .9950 0 .9734 0.8761 0.6310 0.2102 

0.09375 0.9985 0.9955 0.9992 0.8604 0 .3038 0.9810 0.9501 0.8326 0.5812 0.1904 

0.1125 0.9955 0 .9968 0.9926 0.8264 0.2852 0 .9616 0.9238 0.7932 0.5414 0.1753 

0.13125 0 .9938 0.9971 0.9830 0.7960 0.2699 0 .9384 0.8959 0.7575 0.5086 0.1633 

0.15000 0.9929 0.9965 0.9717 0.7687 0.2569 0 .9127 0.8672 0.7248 0.4808 0.1534 

0.16875 0.9926 0.9958 0.9593 0.7439 0.2456 0.8853 0.8383 0.6947 0 .4567 0.1450 

0 .1875 0.9925 0.9926 0.9464 0.7213 0.2357 0.8572 0.8095 0.6666 0.4353 0.1377 



b) Para he =0.5, a = 0.5, Ar = 0.0375 

ArQ5 = - 0 . 0 9 3 7 5 ( ^ ) ^ , - 0 . 0 9 3 7 5 ^ ) , 

0.1541 -0.0666 -0.0041 0 0 (Ti 
-0.0666 0.4666 -0.0666 0 0 T2 

-0.0041 -0.0666 0.3083 -0.0666 -0.0041 
r 

= 

0 0 -0.0666 0.4666 -0.0666 TA 

0 0 -0.0041 -0.0666 0.2478 . s+1 

-0.0208 0.1333 -0.02916 0 0 "1 fïî" 0 

0.1333 0.0666 0.1333 0 0 T2 0 

-0.02916 0.1333 -0.04166 0.1333 -0.0291 h +Ar 0 

0 0 0.1333 0.0666 0.1333 TA 0 

0 0 -0.02916 0.1333 -0.1145 J TY s 05 

TABLA 3.2cc 

Comparación de la solución del elemento finito con la solución analítica de una 

ecuación parabólica para dos elementos cuadráticos 
Solución Solución Solución Sohición Solución 

Tiempo exacta exacta fHllttl exacta exacta 

AT TI T2 h TA TS Ti T2 T, TA T5 

0 1 1 1 1 1 l 1 1 I 1 

0 . 0 3 7 5 0 . 9 9 5 8 0 . 9 9 3 5 0 . 9 6 1 5 0 . 8 8 1 5 0 . 2 1 1 3 1 .0082 1 .0000 0 . 9 7 0 2 0 . 7 8 5 3 0 . 2 7 9 8 

0 . 0 7 5 0 0 . 9 9 0 0 0 . 9 7 6 5 0 . 9 3 9 7 0 . 6 6 0 3 0 . 4 5 6 6 0 . 9 9 5 0 0 . 9 7 3 4 0 . 8 7 6 1 0 . 6 3 1 0 0 . 2 1 0 2 

0 . 1 1 2 5 0 . 9 6 1 8 0 . 9 4 2 3 0 .8014 0 . 6 3 8 8 0 . 2 1 8 7 0 . 9 6 1 6 0 . 9 2 3 8 0 . 7 9 3 2 0 . 5 4 1 4 0 . 1 7 5 3 

0 . 1 5 0 0 0 . 9 3 6 8 0 . 8 8 8 4 0 . 7 8 7 9 0 . 5 3 8 8 0 . 3 0 6 3 0 . 9 1 2 7 0 . 8 6 7 2 0 . 7 2 4 8 0 . 4 8 0 8 0 . 1 5 3 4 

0 . 1 8 7 5 0 . 8 7 2 6 0 . 8 4 3 4 0 . 7 0 0 2 0 . 5 1 9 0 0 . 2 0 6 8 0 . 8 5 7 2 0 . 8 0 9 5 0 . 6 6 6 6 0 . 4 3 5 3 0 . 1 3 7 7 

0 . 2 2 5 0 0 . 8 3 6 9 0 . 7 8 5 7 0 . 6 7 6 8 0 . 4 6 3 6 0 . 2 3 7 2 0 . 8 0 0 5 0 . 7 5 3 5 0 . 6 1 5 5 0 . 3 9 8 4 0 . 1 2 5 5 

0 . 2 6 2 5 0 . 7 7 6 3 0 . 7 4 3 3 0 . 6 1 6 3 0 . 4 4 2 3 0 . 1 8 9 4 0 . 7 4 5 2 0 . 7 0 0 2 0 . 5 6 9 4 0 . 3 6 6 8 0 . 1 1 5 2 

0 . 3 0 0 0 0 . 7 3 6 7 0 . 6 9 3 0 0 . 5 8 7 9 0 . 4 0 5 3 0 . 1 9 6 7 0 . 6 9 0 4 0 . 6 4 6 9 0 . 5 2 3 3 0 . 3 3 5 2 0 . 1 0 4 9 

0 . 3 3 7 5 0 . 6 8 5 2 0 . 6 5 2 6 0 . 5 4 2 6 0 . 3 8 3 7 0 . 1 7 0 2 0 . 6 3 5 6 0 . 5 9 3 6 0 . 4 7 7 2 0 . 3 0 3 6 0 . 0 9 4 6 

0 . 3 7 5 0 0 . 6 4 6 3 0 . 6 0 9 4 0 .5133 0 . 3 5 5 7 0 .1681 0 . 5 8 0 8 0 . 5 4 0 3 0 . 4 3 1 1 0 . 2 7 2 0 0 . 0 8 4 3 



CAPITULO 4 

PROBLEMAS EN DOS DIMENSIONES MÉTODO DE ELEMENTO 

FINITO 

4.1 Introducción 

El análisis del elemento finito de problemas en dos dimensiones involucra los 

mismos pasos básicos que se describieron para problemas en una dimensión en él 

capitulo (2). 

El análisis es algo complicado porque los problemas en dos dimensiones 

son descritos por ecuaciones diferenciales parciales sobre regiones de geometrías 

complejas. 

La frontera (T) de un dominio en dos dimensiones (£2) es, en general, una curva. 

Las mallas del elemento finito consisten de elementos en dos dimensiones, tales 

como triángulos, rectángulos y o cuadriláteros. 

La posibilidad para representar dominios con geometrías irregulares por una 

colección de elementos finitos hace del método una herramienta practica para la 

solución de problemas de valores en la frontera, valor inicial, y eigenvalor en varios 

campos de la ingeniería. 



4.2 Problemas con valores en la frontera 

4.2.1 Ecuación modelo 

Considere el problema de encontrar la solución ( u ) de la ecuación diferencial parcial 

de segundo orden. 

d_ 
dx 

\ M du du) d f du du 
all - + al2 a. "a. a2l * +a22 -dx dy dy dx dy + «oo « - / - O (4.1) 

4.2.2 Discretizacion del elemento finito 

La representación de una región dada por un conjunto de elementos (discretizacion o 

generación de malla) es un paso importante en el análisis del elemento finito. La 

elección del tipo de elemento, numero de elementos, y la densidad de elementos 

dependen del dominio de la geometría. 

i ^ 

x 

Figura 4.1 

Discretizacion de un dominio por elementos 

triangulares y cuadriláteros. 



4.2.3 Forma débil 

Para desarrollar la forma débil, se considera un elemento típico arbitrario. Considere 

que ( Q e ) es dicho elemento, triangular o cuadrilátero. 

„ r \dw( du du dw 
dx 

du 
- n f jfrífy 

du dw^ du du 
«21 - + fl22 a. dx dy 

(4.2 a) 

du du 
""dx+^dy) 

du du 
+n>{a»ax+a22dy) 

(4.2 b) 

Por definición, (q„ ) es positivo hacia fiiera de la superficie cuando nos movemos en 

contra de las manecillas del reloj a lo largo de la frontera (T e ) . La variable secundaria 

( q n ) es de interés físico en muchos de los problemas. Por ejemplo, en el caso de 

transferencia de calor en un medio anisotropico, (a¡j) son la conductividad del medio, y 

( q n ) es el flujo de calor normal a la frontera del elemento. 

La forma débil (también llamado problema variacional) en (4.2 a) forma la base del 

modelo del elemento finito. 

4.2.4 Modelo del elemento finito 

La forma débil (4.2) requiere que la aproximación que se escoja para ( u ) debe ser al 

menos lineal en ambas (x,y) de tal manera que ningún termino en la ecuación (4.2) sea 

cero. 



u(x,y) * Ue(x,y) = 2> ;Vy(x, j>) (4.3) 
J=i 

Sustituimos la aproximación del elemento finito (4.3) P° r (w) en la forma débil (4.2), 

y (V/)por (w). 

(4.4 a) 

K i = L & l 11 & 12 3y I 3y 
f d V j \ 

Ws j * " + fl00W/ 

(4.4 b) 

En notación matricial 

(4.4 c) 

4.2.5 Funciones de interpolación 

La aproximación del elemento finitoUe(x,y) de u(x,y) sobre un elemento (Q*) 

debe satisfacer las siguientes condiciones para que la solución aproximada converja: 

1. Ue debe ser diferenciable, como es requerido en la forma débil del problema. 

2. El polinomio usado para representar U e debe ser completo. 

3. Todos los términos en el polinomio deben ser linealmente independientes. 



a) Elemento lineal triangular 

y i A 
Figura 4.2a 

Elemento finito en dos dimensiones elemento con tres nodos 

Ue(xty) = cl+c2x + czy (4.5) 

a¡=Xjyk ~xky¡ 

P i = y ¡ - y k (4.6) 

Yi =-{Xj-xk) 

donde i* j ±k\ y iyj y k permutan en orden natural 

3 
= (4.7) 

;=l 

¥i = 0 \ (a? + p f x + r f y ) (i=U,3) (4.8) 

Ae es el área del triángulo. 

Ae =ai+a 2+ 03 



b) Elemento lineal rectangular 

t 

I - « -H 

Figura 4.2b 
Elemoito finito en dos dimensiones elemento con cuatro nodos 

Ue(x, y) = C! + c2x + c3y + c4xy 

hi 

' i - ' l ' - l <*\ b) 

e 
a b r M i -

a) 
y 
b 

(4.9) 

(4.10) 

(4.10 a) 



4.2.6 Evaluación de los elementos de la matriz, y vectores 

La evaluación exacta de los elementos de las matrices \fCe ] y \ f e } en (4.4 b) son 

difícil en general Cuando (ay ), (a^), y ( / ) son constantes, es posible evaluar las 

integrales exactamente con elementos triangulares y rectangulares. La integral en la 

frontera } de (4.4 b) puede ser evaluada siempre que ( qn ) sea conocida 

(4.11) 

S f = ^ í / i / * (4-12) 

con iff¡„ = , jc, = x , y x2 =y; ~¥i-Todas las matrices en (4.11) y 
dVa 

funciones de interpolación (4.12) deben ser definidas sobre un elemento. 

ELEMENTOS DE MATRICES PARA UN ELEMENTO TRIANGULAR LINEAL 

/QQ = A (área del triángulo) 

3 3 
/ j o = X= J , 701 = A}t 9 = 

i=\ /=1 

12 

r 3 
» ^20 - 12 

f 3 N 

2 > ? + 9 * 2 

>1 
» Tq2 -

12 

( 3 N 

2 > ? + 9 j > 2 

U=l 
(4.13) 

Sf = 1 {aiaj+iaiflj+aj^t + iaiPj +ajpi)$\+ 



+(Tifij +rjfii)+i02rirj]} (4.14) 

fi (4.15) 

Por ejemplo, cuando («12)» («21 ), y ( am ) son cero, y ( ¿j,, ), ( an ) son constantes 

se tiene. 

K¡ = ¿ (aUPfP'+ayh*) (4.16) 

ELEMENTOS DE MATRICES PARA UN ELEMENTO RECTANGULAR LINEAL. 

' 2 - 2 - 1 1 " ' 1 1 - 1 - I 

b -2 2 1 - 1 . M- 1 - 1 - 1 1 1 
6a - 1 1 2 - 2 ' L J ~~ 4 - 1 - 1 1 1 

1 - 1 - 2 2 1 1 - 1 - 1 

2 1 - 1 - 2 
1 2 - 2 

- 1 - 2 2 1 
- 2 - 1 1 2 

ab 
36 

4 2 1 2 
2 4 2 1 
1 2 4 2 
2 1 2 4 

(4.17) 

{f}=\fab{I 1 1 1Y 



EVALUACIÓN DE LAS INTEGRALES DE FRONTERA 

Aquí se analizara la evaluación de las integrales del tipo 

(4.18) 

donde (qe
n) es una función conocida de la distancia (5 ) a lo largo de la frontera(Te). 

No necesariamente se calculan dichas integrales cuando una porción de ( T e ) no 

coincide con la frontera ( T ) del dominio total (O) . La evaluación de (QF) involucra el 

uso de funciones de interpolación (1-D) y variaciones conocidas de (qe
n) en la frontera: 

x 

Figura 4.3 

Elemento triangular lineal en coordenadas 

globales (x9y) y en coordenadas locales ( s j ) . 

Qf = |[ 2 Wi(s )q„(s )ds+ [^¡(s)qnis)ds+ ^t(s)qn(s)ds 

Qf=Qn+Qh+Qh (4.19) 

por ejemplo 



La contribución del lado (2-3) es cero, porque ) es cero en el lado (2-3) de un 

elemento triangular. 

Para un elemento rectangular, (Q¡ ) tiene contribuciones de los lados (1-2) y( 4-1), 

porque (\ffx) es cero en los lados (2-3) y (3-4). 

Ejemplos. Considere la evaluación de la integral de frontera (Qf ) 

Caso I. q(s) = q0 = constante; elemento lineal: 

Q\ = [_2¥i(s)ds (/ = 1,2,3) 

donde 

"e "e 

Q\ = Q\\ 

Ql=Qlx 

Q¡= o 



TT S Caso II q(s) = , corno Io muestra la figura; elemento lineai: 
he 

Qf = [_2¥Mds+ [ ^ i W q ^ d s 

Qi=fnt2¥iSds + qx^¥ids 

donde 

¥\ = 1 " ¥l = » > ¥}=0 
he 

(Ì = 1,2,3) 

a " = Qeu 

'12 

62 = s i , + 2 2 2 

0 3 = 6 3 2 



4.2.7 Ensamble de las ecuaciones del elemento 

El ensamble de las ecuaciones de los elementos esta basada en los mismos dos 

principios que fueron usados en los problemas en una dimensión: 

1. Continuidad de las variables primarias 

2. Balance de las variables secundarias 

Se ilustrara el procedimiento considerando una malla con dos elementos uno 

triangular y el otro cuadrilátero. 

Figura 4.4 
Ensamble de los coeficientes de las matrices del elemento finito: 

ensamble de dos elementos. 

Las ecuaciones de los dos elementos son escritas primero. Para el problema modelo a 

la mano, este tiene solo un grado de libertad por nodo. 

Para el elemento triangular, las ecuaciones del elemento son de la forma. 

K\xu\+K\2u\ + K{zu\=f¡+Q\ 

K\xu\ + KX
N U\ + K¡3U\ = f ¡ + Q\ ( 4 . 2 0 a ) 

K\iu\+K¡2ul
2 + Kl3u\=f¡+Q¡ 

Para el elemento rectangular, las ecuaciones del elemento son dadas. 



*?!«? + *12"2 + *123«3 + = fl + a 2 

*21u? + *2I«2 + ti"! + = /2
2 + Q¡ 

K^UL + K¡2U¡ + K33U3 + ^324«4 = / 3
2 + 0 3 (4.20 b) 

* « "I2 + *42«2 + *43«3 + * ¿ » 2 = f ¡ + 64 

Continuidad de la variable primaria 

a> = i = { / 2 

« ] = « 4
2 = í / 3 

u¡=Us 

Las ecuaciones ensambladas 

JST/i £12 ^13 0 

^21 (^22 + 1) ( ^ 2 3 + ^14) ^¡2 

^31 (^32 + (^33+^44) ^42 
0 K2) K22 K23 

. 0 ^31 ^32 ^33 

0 fif 
K \ 

u2 / W , 2 e l + a 2 

^43 u} . = . / 3 ' + / 4 2 + Q3+Q4 
K24 U4 f z Qi 
^34. U5 . /32 . Q¡ 

se sustituyen las condiciones frontera y después se soluciona el sistema de ecuaciones 

para las variables primarias (U¡) y las variables secundarias ( Q f ) . 



Ejemplo 4.1. Escriba la aproximación por elemento finito y la solución de la ecuación 

de Poisson, para la geometria que se muestra en la figura 4.5. 

fd2u aV 

V j = / o en ü 

Las condiciones frontera del problema soa 

w = 0 en r 

I). SOLUCIN POR ELEMENTOS TRIANGULARES LINEALES 

« = 0 K = 0 

u = 0 U = 0 « = 0 u = 0 

u=0 u=0 

Figura 4.5 
Dominio rectangular para la aplicación de la ecuación de poisson 

Un problema posee simetría de la solución a trabes de una línea solo cuando hay 

simetría de. 

a) La geometría. 

b) Las propiedades del material. 

c) La variación de la fuente. 

d) Las condiciones de frontera atrabes de la linea. 

El análisis del problema (4.1) solo se hara en el triángulo de la figura (4.5) 



0.0 du 
dy 

= 0 

> x 
1.0 

(b) 

Figura 4.6 
Subdomtnio rectangular para la aplicación de la ecuación de poisson 

(a) Geometría y dominio computad onal, 

(b) Malla de elementos finitos lineales triangulares. 



Considere el elemento uno, con su sistema de coordenadas locales (x,y), suponemos 

que la longitud y la altura, son a y b, respectivamente. 

a * x 

Las coordenadas de los nodos del elemento son. 

(*„J>i) = (0,0), (*2>.?2) = W>), ( J f 3 , j 3 ) = («,*) 

Los parámetros a¡ , y y¡ son dados por la ecuación (4.6). 

<*Í=XJ yk-xky¡ 

Pi=y¡-yk 

r¡ =-(xj-xk) 

(4.6) 

ax=ab> ri=0 

« 2 = ° > Pi=b* 

« 3 = 0 , ft-0, /3=<í 

Los coeficientes (Kij ) y ( f t ) son dados por las ecuaciones (4.15) y (4.16) 

fi - 3 fe^e (4.15) 

H= 



1 J lab 

b2 -b2 0 
2 J . i i 

2 
-bL a +b 

0 a 

Para la malla mostrada en la figura 4.6 (b), tenemos. 

m=M=M=H H = m 3 m 

Si (a = b = i ) , los coeficientes de las matrices toman la forma. 

M 4 
1 - 1 0 

- 1 2 - 1 
0 - 1 1 

V > 2 4 ' 

Para los elementos triangulares, las ecuaciones para cada un son de la forma. 

Elemento(l) 

K\xu\+K\2u\+KX
nu\=f¡+Q\ 

*21«í + *22»2 + K\A = f ¡ + Ql 

Khul+Kl2u\ + Kl3ul=f¡+Ql 



Elemento(2) 

Khvì + kì2u2 + Knuì = f\ + Q\ 

Kluf + K¡2u¡+Ki3u¡^fi+Q¡ 

K31"? + K¡2U¡ + K¡3U¡ = / 3
2 + Q¡ 

Elemento(3) 

+ 4>«2 + ̂ 23"3 = f ì + 02 

+ ^332"2 + = f ì + Ö33 

Elemento(4) 

K?ìU} + A:,2«2 + Jfl3«34 = / . 4 + QÎ 

K2l"l + K22»2 + *23"3 = f ì . + 02 

^ l » ! + *32«23 + *33«3 = /<? + QÌ 

Continuidad de la variable primaria 

«1 =UX 

u\ =u\ =u\ =U2 

u* =u\=u2=U3 

u\=UA 

u2=uf =uj=U5 

u*=U6 



K\2 Kh 0 0 0 

^21 (K\i + £33 + Ky1 ) (K\3+K¡2) 0 

(£32+^23) 0 (JC2\ + ^ I 2 ) 
0 Kh 0 ^22 K f 

0 
0 ^32 +£33 +^22) ^23 
0 0 Ka a 31 0 *32 K4 A. 3 3 

Í l 
/ 2 + / 3 2 + / l 3 0 2 + 0 2

2 + a 3 

/ j + / 2 + /4 tí+el+a4 

// 
1 

a 3 

/ 2 + / 3 3 + / 2 4 a 2 + a 3 + a 4 

// a 4 

1 - 1 0 0 0 0" ¿A 1 
- 1 4 - 2 - 1 0 0 u2 3 

1 0 - 2 4 0 - 2 0 - / o » s 3 
2 0 - 1 0 2 - 1 0 U4 24 1 

0 0 - 2 - 1 4 - 1 U5 3 
0 0 0 0 - 1 1 v*. 1 

0 Í 
02 + 0 2 + Q\ 
03 + 02 + Q\ 

02 
Qi+QÍ+QÍ 

034 . 

La suma de las variables secundarías en los nodos globales (2),(3), y (5) son 

fii+fi?+fif = 6 2 

a ! + e f + a 4 = & 

a 2 + a 3 + a 4 = & 



" 1 -1 0 0 0 0" 1" & 
-1 4 -2 -1 0 0 3 & 

1 0 -2 4 0 -2 0 V* ./o » * 3 A 
2 0 -1 0 2 -1 0 VA 24 1 Ú4 

0 0 -2 -1 4 -1 V5 3 OS 
0 0 0 0 -1 1 V*. 1 A. 

Las condiciones de frontera especificadas en los grados de libertad de la variable 

primaria son. 

UA = £ / 5 = t / 6 = 0 

Los grados de libertad especificados en la variable secundaria son (todos por 

simetría). 

úi =0, £ 3 = o 

1 -1 0 0 0 0" 1 0 
-1 4 - 2 -1 0 0 u 2 3 0 
0 
0 

- 2 
-1 

4 0 0 
2 

- 2 
-1 

0 
0 

V3 
0 24 

3 
1 

0 
Ú4 

0 0 - 2 -1 4 -1 0 3 Ú5 
0 0 0 0 -1 1 0 1 & 

Usando los valores numéricos de los coeficientes ( Ky ) y ( / / ) con ( / 0 =1) , 

escribimos las ecuaciones condensadas para (C/¡), (í/2)» y ( ^3 ) como: 



0.5 - 0 . 5 0 " vx 1 vx i 
- 0 . 5 2 -1 .0 U2 3 

" 2 4 
0 -1 .0 2.0 

" 2 4 
3 

Ux =0.31250 U2 =0.22917 í /3 =0.17708 

TABLA 4.1a 

Comparación de resultados elemento finito solución por seríes 

Solución Solución 

Coordenadas Aproximada Por series 

U U 

(0,0) 0.31250 0.2947 

(0.5,0) 0.22917 0.2284 

(0.5,0.5) 0.17708 0.1801 

Las variables secundarías desconocidas ( ), ( ) , y ( ) pueden ser calculadas ya 

sea por las ecuaciones de equilibrio 

í&l 
1 

24 

1 "0 - 0 . 5 0" íV 
05 
06 

1 
24 

3 
1 

• + 0 

0 

0 - 1 
0 0 

u2 
U3 

<J4 =-0.19717 =-0.30208 0 6 =-0.04166 

o por la definición (4.19) 

Qi = J2W¡{s)qn(s)ds+ ¡ ^ ¿ ( ^ „ ( ^ 

QÍ=Qh+Qh+Qh (4.19) 



Note que no podemos explotar la simetría a lo largo de la diagonal x = y cuando 
usamos una malla rectangular. 

u = 0 

1 

i 
e-3 

t i 
o4 

1 

i 
T e-1 e-2 

( 1 i ( 
m = 0 

du 
dx 

= 0 

u = 0 

8 

1 2 
4 3 

1 2 
4 3 

6 u = 0 

du 

dy 

(b) 

Figura 4.7 

Discretizacion del dominio para elementos 

lineales rectangulares (a), (b ) . 

= 0 



Como todos b s elementos en la malla son idénticos, podemos calcular las matrices 

del elemento solo para uno, para el elemento(l). 

¥ ¡ = (1 ~ 2*)(1 - 2y\ y/2 - 2x(l-2y) 

y/3 = 4xy, yt 4 = (1 - 2x)2 y (4.10 a) 

tJ <> « { dx dx d y d y ) 
(4.4 b) 

(4.4 b) 

Evaluando estas integrales, obtenemos ( ver (4.11): [•£*]= a u [ s l l ] + ^ i ^ 2 2 ] ) 

M = 

H= 

2 - 2 - 1 1 

b - 2 2 1 - 1 
6a - 1 1 2 - 2 

_ 1 - I - 2 2 

' 2 1 - 1 - 2 

a 1 2 - 2 - 1 

6b - 1 - 2 2 1 
- 2 - 1 1 2 

22 = = 1 

a = b = \ 

/ o = l 

(4.17) 

4 - 1 - 2 - 1 
- 1 4 - 1 - 2 
- 2 - 1 4 - 1 
- 1 - 2 - 1 4 



W - 1 r ' 16 ' 

Ql 
Qi 
Ql 
Ql 

donde 

Qt = f[<?>,(*,*)] de+fiqe
nr,(x,y)] dp 

La matriz de coeficientes de las ecuaciones condensadas para las variables 

desconocidas puede ser directamente ensamblada. 

Elemento(l) 

+ K\2U\ + K¡3U\ + = /i1 + QL 

K\XU\ + K1
22U\ + Kx

23U\ + K\4«J = / j 

* 3 1 « í + ^ 3 2 " 2 + * 3 3 « 3 + ^ 3 4 " 4 = / s + Q¡ 

K\xu\ +K\2U\ +K\3U¡ +K]
uu\=f¡ +Q\ 



Elemento® 

* Í W + + Kl3u ì + *?4«4 = / l 2 + a 2 

+ + = f i + Ql 

KW\ + *32«2 + *33«3 + * £«4 = f ì + fi? 

+ *42"2 + ^43«32 + A&llJ = f ì + Ö4
2 

Elemento(3) 

+ ^132«2 + ^l33"33 + *14«4 = f\ + QÌ 

K\XU\ + K 3 ,« 3
 + K¡3U¡ + ^24^4 = /2

3 + Ô23 

ÄT3
31«3 + ^332«2 + *33«3 + *34»4 = f i + QÌ 

Klxu\ + K\2u\ + ̂ 3«33 + A&IlJ = f i + Ô43 

Elemento(4) 

K . V + *i2«2 + « . V I + *14"44 = / l 4 + ß.4 

*2l"l4 + ^242"24 + ^ ¿ " 3 + = fi + Ql 

K W x + *32»2 + K3
43«4 + *34»4 = £ + Ôî' 

^41"14 + K4V24 + ̂ 443"34 + = f i + Ô44 

Donde ( Ky ) y ( F¡ ) son los coeficientes globales. 

^22 + ^-n = ^22 

^44 + = ^44 

^33 + ^ 4 4 + ^ 2 2 + ^ n = ^55 

^ 3 3 +K22 =K66 



K33 + ^44 -

K23 + K14 = K25 

K43 + K\2 = £45 

^43 + K12 = ^56 

K23 + K u = AT58 

Continuidad de la variable primaría 

I <\ 

f / 2 = u2 =u{ 

u 3 = »2 

i / 4 = «Ì = a,3 

f / 5 =1<5 =1/4 =«2 =«,4 =U4 

f / 6 = «3 = «2 

= » 4 = » I 3 

C/8=«33=K4
4 

U 9 = U ¡ 
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\ 
6 

4 - 1 0 - 1 - 2 0 0 0 0 

- 1 8 - 1 - 2 - 2 - 2 0 0 0 
0 - 1 4 0 - 2 - 1 0 0 0 

- 1 - 2 0 8 - 2 0 - 1 - 2 0 
- 2 - 2 - 2 - 2 1 6 - 2 O - 2 - 2 

0 - 2 - 1 0 - 2 8 0 - 2 - 1 

0 0 0 - 1 - 2 0 4 - 1 0 

0 0 0 - 2 - 2 - 2 - 1 8 - 1 
0 0 0 0 - 2 - 1 0 - 1 4 

VX 1 QX 
u2 2 SI 
V3 1 a 
VA 

_ 1 
~ 16 

2 QA 
v5 

_ 1 
~ 16 

4 Ü5 
v6 

_ 1 
~ 16 

2 a 
u7 1 

v* 2 a 
v9. 1 a 

Condiciones de frontera. 

Uz=0, f / 6 = 0 , U7= 0, t / 8 = 0 , t / 9 = 0 

0 = 0 , g 2 = o , a = o , ft = 0 

" 4 - 1 - 1 - 2 " vx 1 

i - 1 8 - 2 - 2 v2 _ 1 2 
6 - 1 - 2 8 - 2 VA ~ 16 2 

- 2 - 2 - 2 16 v5 4 

^ =0.31071 í / 2 =0.24107 

t / 4 =0.24107 =0.19286 

TABLA 4.1b 

Comparación de resultados elemento finito solución por series 

Solución Solución 

Coordenadas Aproximada Por series 

(*.*) U U 

(0,0) 0.31071 0.2947 

(0.5,0) 0.24107 0.2284 

(0,0.05) 0.24107 0.2293 

(0.5,0.5) 0.19286 0.1801 



'vi 
Vi 

0 - 1 0 - 2 " 'vi 
Vi 

0 - 2 0 - 2 i 

0 0 0 - 2 V4 

"s. 

1 
16 

1 
2 
1 

a i 

Ss 

Ä . 

La solución de las variables secundarias es. 

03 =-0.16687 06 =-0.26964 ß 9 =-0.12679 

TABLA 4.1c 

Comparación elemento finito solución por seríes 

Para 4 elementos Para 4 elementos Solución 

Coordenadas Triangulares Rectangulares Por series 

U U U 

(0,0) 0.31250 0.31071 0.2947 

(0.5,0) 0.22917 0.24107 0.2284 

(0,0.5) 0.23022* 0.24107 0.2293 

(0.5,0.5) 0.17708 0.19286 0.1801* 

* Valores interpolados 



CAPITULO 5 

EL MÉTODO DE DIFERENCIAS FINITAS 

El método de diferencias finitas obtiene un sistema de ecuaciones finito de una 

ecuación diferencial ordinaria o parcial discretizando el dominio; los valores de la 

solución aproximada son encontrados solo para un conjunto finito de puntos. 

La diferenciación numérica, o aproximación por diferencias, se utiliza para evaluar las 

derivadas de una función por medio de sus valores dados en los puntos de una retícula. 

Aproximación por diferencias centrales para la primera segunda y tercera derivada. 

í //+1 ~fi-1 
(5.1) 

f¡+1 -2/i +/m 
h2 (5.2) 

f > 
fi+2 ~ 2fi+\ + 2fi-\ ~ fi-2 

2 A3 (5.3) 



Figura 2.1 Aleta rectangular 

Datos 

T0 - Temperatura en la base de la aleta = 25Q°C 

T^ = Temperatura del medio hambiente = 75°C 

t = Espesor de la aleta = 0.254xl0~2m 

k = Conductividad térmica del material de la aleta = 207.6 w 

m-°c 

w 

m2-°c 
P = Coeficiente de película = 283.9 

p = Perímetro de la aleta 

A = Area de sección transversal 

2 P P 
m 2 = =1076.79 

kA 

L= Longitud de la aleta = 1.524x10"2 m 

h = Espacio entre los puntos de la retícula 

h = -=0.00762 m 
2 



d2T P P 
- - T +—(7'-7,x) = 0 0 = (0,L) 

dx1 kA 

Las condiciones frontera de la ecuación diferencial 

7X0)=r0 (kA^) =o 
dx x = L 

haciendo un cambio de variable: 

0 = T ' T < x 

Oo'To-

2 P P m = 
kA 

La ecuación diferencial y las condiciones de frontera toman la forma siguiente. 

d2Ñ 

dx 

Condiciones frontera. 

0(O) = *o ~ = 0 dx x = L 



h 

- 0¡-i + (2 + m2h2 )0¡ - 0M = 0 i = 1, hasta N-l 

0'.= O i . U 
x = 0 1 h 2h 

i* = 0 1 2 

P a r a ( / = 1) 

-0o+(2 + m2k1)$l-02=O 0 ) 

Para (i = 2 ) Condición de frontera derecha. 

Utilizamos la aproximación por diferencias hacia delante con base en un intervalo de 

longitud ( 2 ) de la ecuación de la aleta en (x = L ). 

+ M O ( L ) = 0 (A) 

Por diferencias centrales 

0 '(£) = 0 

H L - ¿ - h JT 

(B) 

(C) 



sustituimos (B) y (C) en (A). 

-W\ +(2 + TH2/Í2)02 = 0 

Solucionando el sistema de ecuaciones. 

(2 + m2h2) -1 1*1 < 
- 2 (2 + m2h2) 1*2 J 0 

0¡ -160.205 $2 =155.374 

Tx =235.2°C T2 =230.37°C 

TABLA 5.1 

Comparación de resultados diferencias finitas solución exacta 

Temperatura Temperatura 

Distancia Solución aproximada Solución exacta 

x m T*C T°C 

0 250 250 

0.00762 235.20 234.95 

0.01524 230.37 230.05 



eléctrica de densidad ( I ) amp cm~2. Durante la transmisión de una corriente eléctrica, 

algo de energía eléctrica es convertida en energía térmica. La rapidez de producción de 

calor por unidad de volumen es dada por (q = ' 2 ). Suponga que la temperatura 

alcanzada en el alambre es suficientemente pequeña que la dependencia de la 

conductividad eléctrica o térmica en la temperatura puede ser despreciada. 

Determine la distribución de temperaturas en el alambre. 

Datos 

= Temperatura en la superficie del conductor = 60°c 

R0 = Radio del conductor = 2cm 

i = Corriente por el conductor =300amp 

R = Resistencia del conductor =0.0104/2 

L = Longitud del conductor = 10cm 

R = p k = / = 9 = 

p = .013!? - cm I = 23.S7 amp -cm 2 

k = 76.5/2"1 - cm"1 q = IM&wtts - cm'3 



r dr\ dr, = <l 0 úrílL 

kr 
dr) 

= 0 
r=0 

Reescribirnos la ecuación diferencial en la forma. 

Ld2T k dT 

Aplicamos la aproximación por diferencias centrales al primero y segundo termino 

del lado izquierdo de la ecuación diferencial. 

~k 
Ti+l-2Ti+Thl k T¡+1 ~T¡-\ 

r¡ 2h i = 12 

T\ 0) = 0 T(RC) = r3 

i . 1 • 

-h r = 0 h 2 h 

i = 0 / = 1 i = 2 i = 3 



La condición de la frontera izquierda, es equivalente a una condición simétrica en la 

frontera llamada condicion adiabatica en ia frontera en el caso de la transferencia de 

calor (7*o -T2). 

1k 2k 

Para (í = 2) 

h 2 hr2 

h2 2 hr2 h2 h 2 hr2 

El conjunto de ecuaciones se escribe en forma conjunta como. 

2 k 2 k 
h 

2 k 

h2 2Ar2 h-

M 

Tx =60.1721 C T2 = 60.1234 C 

TABLA 5.2 

Comparación diferencias finitas solución exacta 

Temperatura Temperatura 

Radio Solución aproximada Solución exacta 

r cm TC TC 

0 60.1721 60.09 

1 60.1234 60.07 

2 60 60 



Ejemplo 2.3 Encuentre la distribución de temperatura en la aleta que muestra la fig.2.3. 

Suponga que la temperatura en la base de la aleta es(T0 = 250°^ ) la conductividad 

térmica es (k = \20Btu -hr~l - ft~X-F~X), y el coeficiente de película 

( f i = 1 SBtu - - )• La temperatura del medio hambiente es (7^ = 7 5 T ) . 

¿ = 3w 

Figura 2.3 Aleta triangular 

m - - 0.249 m - 1 

k 

h = Espacio entre los puntos de la retícula 

h=-=\in 
3 

La ecuación diferencial y las condiciones frontera para esta aleta triangular son. 

jlrp JT1 
( 3 - x ) , -~-mT + mTa> = 0 

dx¿ ax 

r(0)=ro 
dr 
dx x = L 

= 0 



(3-x)0'-0'-m0 = O 

0(0) = 0o 0'(L) = Q 

La ecuación diferencial también puede tomar esta forma. 

[(3 - x)0fl¡ - m0 = 0 

0{O) = 0o=O 0\L) = 0 
h¡ */+i h, (/+i i 

x = 0 

/ = 0 

h 

1 

2h 

2 

3 h 

3 

El método de integración es una forma natural para obtener ecuaciones en 

diferencias con coeficientes constantes por partes. En este método, integramos la 

ecuación desde ( a ) hasta ( b ). 

£((3 - x)0')'dx - £ mddx = 0 (A) 

Para el primer termino de la ecuación (A). 

l{Q-x)0ydx=((i-x)0')b
a 

^({3-x)0Jdx = {3~x)0' -Q-x)0] 
o a 



Aproximamos las derivadas mediante diferencias hacia atrás. 

(3-x)0' 

(3 - x)6' 

(C) 

(D) 

Sustituimos (C)y (D) en (B). 

ñ . - ( 3 - i , ) + ( 3 - a c w ) 

. hi h¡-1 

( 3 - ^ ) 1 

^ r 1 
(E) 

Para el segundo termino de la ecuación (A). 

í (F) 

Sustituimos las ecuaciones (E) y (F) en (A) 

V i 

(3-x,.) + ( 3 - x M ) 
h¡ hh{ 

la ecuación anterior se aplica para i -1,2,....,W-l 

9¡ + 
"(3-x,.)" 

i 
. h ¡ 

- i 



Para( / = 1) 

"(3-«o)" 
- » 0 -

» 0 " 

Para(/ = 2 ) 

" (3-x , )" 

L J 

( 3 - * i ) l 

L *i J 
0 , -

<3-* , ) + ( 3 - x 0 ) 

h 
0, + ( 3 -

h 
* i ) L i 
ï r ~ 2 

m i f i Q + h ^ = 0 

( 3 - * , ) 0 2 = O (1) 

(3 -X 2 ) t ( 3 - s Q 

. *2 * 
02 + 

( 3 - * 2 ) 

h -
0 (2) 

Para el caso del punto frontera derecho 

x2 

*2 

a 

e\L) = 0 

4 
b 

*3 

b = x3 

h 

Para el primer termino de la ecuación (A) 

Í « 3 -x)0ydx = (3-x)0' 



Para el segundo termino de la ecuación (A). 

^m9dx ~ ^ mhfíi 

Sustituimos (G) y (H) en (A). 

(H) 

h2 2 2 3 

( 3 - * 2 ) 
h2 2 2 =0 (3) 

En resumen, las ecuaciones en diferencias (1)>(2) y (3) en notación matricial son: 

0 (3-*|) (3-jcq) mjho+hj) i A, + Ao 2 
(3-*,) 

A, 
0 

( M ) 

[(3-jc2) ^ (3-x¡) ^ »(fr+fr)] 
2 J 

(3-Xz) 

(3-*2) _f(3-x2) míAj) 
l /» + 2 

D 
02 • = . 0 

Oí 0 

5.25 2 0 - 5 2 5 

2 -3 .25 1 e 2 » ™ « 0 

0 I -1.125 0 

Solución del sistema de ecuaciones: 

0, =147.64 #2 =125 

7i = 222.64V r 2 = 2 0 0 V 

#3 =111.16 

r 3 = i 8 6 > 

TABLA 5.3 Comparación de resultados diferencias finitas solución exacta 

Distancia desde la base 

x in 

Solución aproximada 

TF 

Solución exacta 

T°F 

0 250 250 

1 222.64 218.75 

2 200 191.12 

3 186 166.72 



Las velocidades en el fluido son ajustadas tal que la parte media inferior de la región 

esta llena con el fluido f*\ (fluido mas denso y más viscoso) y la parte media superior 

esta llena con el fluido pi2 (fluido menos denso y menos viscoso), como lo muestra la 

figura. 

Queremos determinar la distribución de velocidades en cada región usando el método 

de diferencias finitas. 

Figura 2.4 Flujo en una tubería 

Las ecuaciones gobernantes para cada fluido son: 

Las condiciones frontera son: 

«!(-*) = 0, «i(0) = «2(0), U2(b)m o 

donde / 0 = es el gradiente de presión. 

Datos 

h = Espacio entre los puntos de la retícula = 0.25m 

b = 2h 

L = 5000m P0 = 2Q0kPa PL = 1 

Mi =0.01 Pa-s n2 = 0 .00035Pa- j 

PL =190 kPa 



f o 

La ecuación diferencial también puede tomar esta forma. 

K(0)=«o=0 u(2b) = tt4=0 
1 1 */ A/ xí+l fy+1 xi+2 fy+2 

1 
• 1 • 1 — • 

x = 0 fl /, 2 h 3 h 4/i 

/-O 1 2 3 4 

El método de integración es una forma natural para obtener ecuaciones en 

diferencias con coeficientes constantes por partes. En este método, integramos la 

ecuación desde ( a ) hasta (b) . 

(A) 

Para el primer termino de la ecuación (A). 

_ 1 

- > ujchc = -

uydx=-

h¡ V i . 

/¿/-i 

M 
«/-l + 

+ M¡A 

h¡ h¡_i _ 
u¡- f i 

k; 
(B) 



(C) 

Sustituimos las ecuaciones (B) y (C) en (A). 

Mi-1 

A i . 
ui-i + 

Mi+Mi-1 
_k¡ V i . 

Mi 

A 

La ecuación anterior se aplica para i = 1,2,...., JV - 1 

Para(/ = 1) 

Mo 
L^O J 

«0 + A + /*0 
" 1 -

Mi 

M 
« 2 = 0 ) 

Para(/ = 2 ) 

Mi 
"1 + 

Mi + Mi 
_h2 h¡ _ 

w 2 - y«2 
.*2 

" 3 = 2°(Ak+*2) (2) 

Para (/ = 3) 

Mi u2 + Mi w 3 - M3 

M . 
u2 + 

. h 
+ 

*2_ 
w 3 -

M . 
« 4 = 2° (3) 

En resumen, las ecuaciones en diferencias (1),(2) y (3) en notación matricial son: 

2MI Mi 0 
h h 

0 

Mi Mi+Mi Mi 
h h h 

0 _ Mi 2Mi 
h h 

" i 2A/o 

"2 2A/ 0 

"3 2A/o. 



0.08 -0 .04 0 «i 0.5 

-0 .04 0.0414 -0.0014 « 2 0.5 
0 -0.0014 0.0028 " 3 . 0.5 

Solucionando el sistema de ecuaciones: 

Ut = 30.4 m u2 = 48.3 m u3 = 2 0 2 . 7 2 -
s s s 

TABLA 5.4 

Comparación de resultados diferencias finitas solución exacta 

Distancia 

y m 

Velocidad 

Solución aproximada 

m 
u — 

s 

Velocidad 

Solucion exacta 

m u 
s 

0 0 0 

0.25 30.40 30.40 

0.50 48.30 48.28 

0.75 202.72 202.67 

1.0 0 0 



/ o 

Figura 2.5a Flexión de una viga empotrada en los extremos 

La ecuación diferencial que gobierna el problema es: 

dx' 

d2w 

dx2 = /o 

b = El = cíe. 

Datos: 

L = \0m 

/o = 4 0 0 * m 

E = 200x109 ^ 
m 

7 = 20X10"6/W4 

h = Espacio entre los puntos de la retícula = 5m 



Las condiciones frontera para este problema son: 

Para la frontera izquierda. 

y(0) = y0=0 

/ ( 0 ) = ^ = 0 

Para la frontera derecha. 

y(L) = y2= 0 

y\L) = y'2= 0 

La derivada ( y " ) de la ecuación diferencial del problema se evalúa numéricamente 

mediante la aproximación por diferencias centrales. 

El 
A , „ bi-2 - 4y¡-\ + 6yt - 4 y M + yi+2 ] = f(x¡ ) / = 1, N -1 

h 

/ = - 1 0 

jc = 0 x = L 
è • im-

para (/ = 1 ) 

El 

h1 
[v-1 - 4 ^ 0 - 4 ^ 2 + ^ 3 ] = / ( x , ) 



2h 

y\=y~\ 

0 ) 

Condición de frontera derecha. 

> - 2 =0 

' 2 = 2h 

y 3 ~y\ =o 

= o 

(2) 

Solucionando el sistema de ecuaciones. 

7 ( » ) ( f ) y\ » ĝ • 
M ) 

- 1 1 y y 0 

7(6400) (6400) 

- 1 1 
I V 

' s * - 4 0 0 

ta 0 

yx = -0.0078m y3 = -0.0078ro 

TABLA 5.5a 

Comparación de resultados diferencias finitas solución exacta 

Distancia 

x m 

Deflexión 

Solución apróximada 

y m 

Deflexión 

Solución exacta 

y m 

5 -0.0078 -0.00128 



/o 

t í 

< U | _ » 4 . < U 

Figura 2.5b Flexión de una viga empotrada en los extremos 

h = Espacio entre los puntos de la retícula = 2.5m 

Las condiciones frontera para este problema son: 

Para la frontera izquierda. 

y(0)=yQ=0 

/ (O) = > 4 = 0 

Para la frontera derecha. 

/ ( « = / « « o 



W2 - *y¡-1 + 6y¡ - 4y>+\ + yi+2 ]=/(*,-) ,•=i, n -1 

x = 0 

Para(/ = 1) 

E l 
, 4 [v-l - ^ O + - 4 ^ 2 + ] = / (*1) 
h 

Condiciones de frontera izquierda 

yo=0 

yi=y-\ 

El 

Para(/ = 2 ) 

E l 

x = L 
+ * • • • 4 « 

»= - 1 0 1 2 3 4 5 

- j f c v i +>- 3 ]= / (* , ) (1) 
h 

, 4 b o - 4 ^ 1 + 6 ^ 2 - 4 ^ 3 + > 4 ] = / ( * 2 > (2) 
h 



El 

h 4
 h " + t y 3 " 4>-4 + >5 ] = / (*3 ) (3) 

Condición de frontera derecha. 

y4(L) = y4 = 0 

^ 5 - ^ 3 = 0 (4) 

Solucionando el sistema de ecuaciones. 

7 El 
h4 

-aEI El 
h4 o" y\ - / o 

-A El 
h4 

-aEL 
A4 0 >2 - / o 

1 - 4 6 1 yz 0 

0 0 - 1 1 0 

yJ = -0.0020m y2 = -0.0029m 

=-0.0014m y5 = -0.0014m 

TABLA 5.5b 

Comparación de resultados diferencias finitas solución exacta 

Deflexión Deflexión 

Distancia Solución apróximada Solución exacta 

x m > /w y m 

2.5 -0.0020 -0.00089 

5.0 -0.0029 -0.00128 

7.5 -0.0014 -0.00054 



h I h I h 

Figura 2.5c Flexión de una viga empotrada en los extraños 

Ecuación diferencial del problema 

Las condiciones frontera son: 

Para la frontera izquierda. 

y( 0) = ̂ o = o 

Para la frontera derecha. 

y(L) = ys=Q 

/ (O) = ^ = 0 

o 

La derivada ( y " ) de la ecuación diferencial del problema se evalúa numéricamente 

mediante la aproximación por diferencias centrales. 

74 bi-2 -4yiA + 6y¡ -4yM + yi+2] = f(x¡) i = \,N-\ 
h 

h = Espacio entre los puntos de la retícula = 125m 

x = 0 x=L 



Condiciones de frontera izquierda. 

> o = 0 

y\=y-\ 

~T \jy\ ~ + >3 ] = / ( x i ) 

Para(í = 2 ) 

El r i 
7 7 b o " 4>i + 6>2 " 4>3 + >4 J = / ( * 2 ) 
h 

Para (z = 3) 

b i " 4 > 2 +6> 3 " 4 > 4 + > s ] = / ( x 3 ) 
h 

Para (i = 4 ) 

4 [>2 " 4 > 3
 + 6 > 4 " 4 y 5 + > 6 ] = / ( * 4 ) 

h 

Para (i = 5) 

^4 [>3 " 4 > 4 + 6 > s - 4 > 6 + > 7 ] = ° 
h 

Para (/ = 6) 

El 
- j t u - 4 > 5 + 6 > 6 - 4 > 7 + > g ] = 0 
h 

Para (i = 7 ) 

El i 
-7Lvs - 4 > 6 + 6 > 7 - 4 > 8 + > 9 ] = ° 



y i W ' y i ' ^ 3 - ' 0 

y9-y7 = 0 

Solució del sistema de ecuaciones: 

7 EL 
h4 _ 4 EL 

h4 
EL 
h4 0 0 0 0 0 y\ - / o 

_AEI 
h4 

-¿EL 
h4 

EL 
h4 0 0 0 0 yi - / o 

EL 6 4 _ 4 E I EL 0 0 0 >3 - / o 
h4 h4 h4 h h4 0 0 >3 

- / o 
A 

0 EL 
h4 V 6 F 

EL 
h4 0 0 >4 

' 2 • - / o 
A 

0 0 1 - 4 6 - 4 1 0 >5 U 

0 0 0 1 - 4 6 - 4 0 ye 0 

0 0 0 0 1 - 4 6 1 >7 0 

0 0 0 0 0 0 - 1 1 y9 0 

yx = -0.0005m 

y 2 = -0.0012/w 

y3 =-0.0018m y5 =-0.0014m y7 =-0.0003m 

y 4 =-0.0018m y6 = -0.0008m y9 =-0.0003m 

TABLA 5.5c Comparación de resultados diferencias finitas solución exacta 

Deflexión Deflexión 

Distancia Solución apróxiraada Solución exacta 

x m y m y m 

1.25 -0.0005 -0.000324 

2.50 -0.0012 -0.00089 

3.75 -0.0018 -0.00388 

5.00 -0.0018 -0.00128 

6.25 -0.0014 -0.000986 

7.50 -0.0008 -0.000542 

8.75 -0.0003 -0.000138 



2000IÒ / 

i — » -«44-

F i g u r a 2.6a Viga de sección variable empotrada en un extremo 

La ecuación diferencial que gobierna el problema es: 

dx' 
El 

dx2 
= 0 

Condición de frontera izquierda. 

X0) = 0 

/ ( 0 ) « 0 

Condición de frontera derecha. 

y"(L)=M =0 
y El 

ym(L) = El 

Datos: 

h - Espacio entre los puntos de la retícula = 20 in 

£ = 30x10 6 % 
in2 

d¡ = ton di = 3 iti = 2 in 



Las derivadas y",y" y se evalúan numéricamente mediante las aproximaciones 

por diferencias centrales. 

y" = Oí-2 - 4>M + 6 > Í " 4*/+1 + y¡+2)1 h* 

y" = (~y¡-2+2y¡-\ - + y¡+2)^ 

Los términos I¡ e I¡ se calculan mediante la aproximación por diferencias finitas 

como sigue: para / = 1,2,..,JV-1 

2/i 

7/+i - 2 7 , + / M 

La aproximación por diferencias hacia atrás; para N 

= 2* 

r» 2/jv - 5 / ^ . j + 4 / -

Sustituir las ecuaciones anteriores en la ecuación (1) para obtener las ecuaciones en 

diferencias. 

a¡y¡-2 +b¡y¡-\ +cy¡+diy¡+] +*/>,+ 2 =0 / = 1,2..., tf 



a¡ = EI¡¡hA - EI¡ / 

b¡ = -4EI¡/hA +2EI¡!hi + EIJ/h 

c ^ é E I i / t f - l E I Í f h 2 

<¡i=-4EIi/h*-2Eri/h* + Ei;/h 

e¡ - EI¡ / A4 + EI¡ / h* 

/ = - 1 0 

Para (/ = 1) 

Condiciones de frontera izquierda. 

y(0) = y0=Q 

y\=y-1 

Para(/ = 2) 

«2^0 + + c2>,2 + ¿ 2 ^ + V 4 



Para ( / = 3) 

Wi + hyi + W3 + y a + e3y5 = 0 

Condición de frontera derecha. 

y*(L)= M = y2-2y3+y4 _ 
EI h4 

0 

(4) 

El 2 h: 

EI¡ 

2 h2 
[-yi+2y2-2yA+y5]=V (5) 

Solución del sistema de ecuaciones para los siguientes valores. 

I) Para los siguientes radios: 

h = Espacio entre los puntos.de la retícula = 20 in 

r0=2 in r, =1.75 in r2 =1.25 in r3 =1 in 

/ 0 = 12.566 in4 

/ , =7.366 in4 7¡= -0.266 m3 /f =-0.00062 in2 

I2 =1.917 in4 V2 =-0.1645 m3 = 0.01079 in2 



ÍÍ! =30078 I&^/hi 2 

Cj =132960 I f ty / iu 2 

</, =-72618 l é y / w 2 

=14118 Lbfiin2 

b2 = -29637 L¿y/ /n 2 

c2 =28032 % / í h 2 

</2=-9897 % / w 2 

c2 =816 Z&///W2 

fl3 = 816 Lbfiin2 

63=318 Lbfiin2 

c3 =810 Lbf/in2 

d3 = -5838 2A//ÍH2 

e3 =3894 Lbfiin2 

(FL, + Q ) 4 «1 

¿ 2 C 2 ¿ 2 

« 3 C3 

0 

2 / I 3 

1 

2 

- 2 

0 

0 
e2 
¿3 
1 

- 2 

0 

0 

«3 
o 

1) 

>1 0 

>2 0 

>3 0 

>4 0 

>5. / 

yj = -0.3774 in y2 = -1.6235 in y3 =-3.3993 in 

yA =-6.3625 in y5 =-8.4966 m 

TABLA 5.6a Comparación de resultados diferencias finitas solución exacta 

Distancia 

x in 

Deflexión 

Solución apróximada 

y in 

Deflexión 

Solución exacta 

y in 

20 -0.3774 -0.0700 

40 -1.6235 -0.2260 

60 -3.3993 -0.4524 



h = Espacio entre los puntos de la retícula = 20 in 

= 1.668 in r2 =1.336 in r3 =1 in r0 = 2 in rj 

/ 0 =12.566 in4 

7, =6.079 in4 

12 =2.502 in4 

/ 3 = 0.785 in4 

a, =25785 Lbf/in2 

Cj =105060 i é y / w 2 

dx =-55671 Lbf/in2 

e¡ =10689 Lbf/in2 

7¡ =-0.2516 i»3 /,' 

= -0.1323 w 3 7J 

7J =-0.0393 m3 73" 

b2 =-36615 Lbf/in2 

c2 =42318 i f ty / í i i 2 

¿ 2 =-20739 Lbf/in1 

e2 = 3549 / in2 

= 0.00727 íw2 

= 0.00465 in2 

= 0.00202 in2 

a 3 = 3534 % / m 2 

63 = -11172 Lbf/in2 

c3 =12918 Lbf/in2 

d3 = -6456 Lbf Un2 

e3 =1176 Lbf/in2 



( t f l+^l) 4 ei 0 0 
h c2 d2 e2 0 
a3 h c3 ¿3 e3 
0 1 - 2 1 0 1 0 

2h 
2 0 - 2 1) 

y\ 0 

yi 0 
y* * s • 0 

y a 0 

y y / 

=-0.1976 in y2 =-0.7980 in y3 =-1.7377 in 

y4 =-2.6773 in y5 = -2.5976 in 

TABLA 5.6b 

Comparación de resultados diferencias finitas solución exacta 

Distancia 

x in 

Deflexión 

Solución apróximada 

y in 

Deflexión 

Solución exacta 

y in 

20 -0.1976 -0.0700 

40 -0.7980 -0.2260 

60 -1.7377 -0.4524 



2000/6 

i __ J x 

F i g u r a 2 .6b Viga de sección variable rari potrada en un extremo 

La ecuación diferencial que gobierna el problema es: 

d2 

dx' 
El d2y 

dx2 
= 0 

Condición de frontera izquierda. 

y( 0) = 0 

/ ( 0 ) = 0 

Condición de frontera derecha. 

y"(L) = — = 0 
El 

ym(L) = 
El 

Datos: 

E = 30x10 —r-
in2 

í/q = 4 in 

d4 = 2.672 in 

d¡ =3.668 in 

d5 = 2.34 in 

d2 =3.336 in 

d6= 1 in 

d3 =3 in 



EIiy''+2Eriy?+Ei;y; = 0 0 ) 

a¡y¡~2 + + + W/+2 =0 

donde 

a¡ =EIj/h*-EI¡¡h3 

b¡ = —4 El i i h4 + 2EI¡ i A3 + El] i h2 

c¡ =6EIjlhA-2EI¡Ih2 

^ = -4EI¡ fh4 - 2 £ / ; / / i 3 + ¿7 ,7 / Í 2 

e ^ V ^ + S / ; / * 3 

/i = Espacio entre los puntos de la retícula =10 in 

x = 0 
* 

x — L 

í = - 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 

Para(i = 1) 

«i + Vo + cxyx + dxy2 + e¡y3 = 0 



y\=y-\ 

(al+cl)yí+dly2+e¡y3=0 (1) 

Para (i = 2 ) 

«2^0 +^2^1 + c2>,2 + ^ 3 +«i>»4 = 0 

h y \ + c2^2 + d i y i (2) 

Para(/ = 3) 

+ ^ 2 + ^ = ° (3) 

Para (i = 4) 

^ 2 + ¿4^3 + <V 4 + ^ 5 + ^ 6 = ° (4) 

Para(/ = 5) 

^5^3 +Cs^5 + ¿5^6 +«5^7 = ° (5) 

Para (i = 6) 

«6^4 + ^ 5 + ^ 6 + e6.V8 ( 6 ) 

Condición de frontera derecha. 
A4 > 5 - 2 ^ 6 + ^ 7 = 0 (7) 



Eh 2 h: 

El 

2 h 
\[-y*+2y5-2y1+yii] = V 

(8) 

Solución del sistema de ecuaciones: 

r0 = 2 in 7] =1.834 in 

r4 =1.336 in r5 =1.17 in 

r2 =1.668 in 

r6 = 1 in 

r3 =1.502 in 

70 = 12.566 in4 

/ j =8.885 w 4 

/ 2 = 6.079 in4 

/ 3 =3.997 m4 

/ 4 = 2.502 m4 

/ 5 =1.471 HI4 

76 = 0.785 in4 

/ ; =-0.3243 in3 7,'= 0.00875 w 2 

7¿ =-0.2444 w3 7^=0.00724 in2 

7̂  =-0.1788 i»3 73 = 0.00587 in .-2 

7J =-0.1263 in3 

I'5 =-0.0858 in3 7£ = 0.00345 m 

7¿ =-0.05135 i»3 7^=0.00226 w 3 

.-„3 7 J = 0.00464 in 

.•„3 

q =36384 Lbf/in1 

q =-123453 ZJy/ in 

• 2 rfi = — 8 4 5 3 7 l è y / m 

ei =16926 Lbf Un2 

b2 = -85440 Lbf Un2 

c2 =105078 Lbf Un1 

d2 =-56112 Lbf Un2 

e2 =10905 % / m 2 

a 3 = 17355 Lbf Un2 

b2 =-56931 Lbf/in2 

c 3 = 68424 Lbf/in2 

d 3 =-35475 Lbf Un2 

e3 = 6627 Lbf/in2 



b4 = —36210 Lbf/in2 

c4 ~ -42252 Lbf/in2 

d4 =-21054 Xfty/in2 

=3717 Lbf/in2 

¿5 = —21765 ¿ ^ / w 2 

c5 =24408 ZAy/i»2 

¿ 5 =-11469 Lbf/in2 

=1839 % / m 2 

b6 =-11823 Lbf/in2 

c6 =-12774 Lfty/in2 

í/6 = -5661 Lbf/in2 

e 6 = 8 1 5 I / y / m 2 

(<*\+h) 4 «1 0 0 0 0 0 y\ 0 
h ¿2 d2 H 0 0 0 0 yi 0 

h ¿3 0 0 0 >3 0 
0 «4 h d4 e4 0 0 y4 0 
0 0 «5 ¿5 c5 ¿5 0 ys 

. — . 

0 
0 0 0 «6 h ¿6 e6 ye 0 
0 0 0 0 1 - 2 1 0 yi 0 
0 0 0 E [ ( -1 

Ih v 2 0 - 2 1) >8. 2000 

^ = -0.0092 m = -0.0402 in = -0.0969 in 

y4 =-0.1836 in =-0.3031 w =-0.4521 w 

= -0.6010 in y% =-.6096 in 

TABLA 5.6c Comparación de resultados diferencias finitas solución exacta 

Distancia 

x in 

Deflexión 

Solución aproximada 

y in 

Deflexión 

Solución exacta 

y in 

10 -0.0092 -0.0080* 

20 -0.0402 -0.0700 

30 -0.0969 -0.1480* 

40 -0.1836 -0.2260 

50 -0.3031 -0.3392* 

60 -0.4521 -0.4524 

* Valores interpolados. 



Ejemplo 3.1 Una barra delgada a una temperatura inicial de (0X), aislada, menos por 

uno de sus extremos, que se somete a la temperatura de (#o )> & Ia temperatura 

ambiente. La barra tiene una longitud (L) , determine la distribución de temperaturas. 

Ecuación diferencial del problema 

a 
d20 = <W 
dx2 " dt 

0(x(L 

a = 

f x 

9 = Temperatura 

a = Difusividad térmica 

t - Tiempo 

Condiciones de frontera 

9(x,0)=ex 

m t ) = 9 0 

dO(Lyt) 
dx 

= 0 

0 (x(L 

0 0 

» 0 

| 
W/////////////MV///////////^^^^^ 

em=0o 
d0(L,t) 

dx 
= 0 



Normalizando 

0-6 

' L2 

T=0-0Q T = aj_ x = x 

La ecuación diferencial y las condiciones de frontera del problema se transforma en 

d2T dT 

ÔX2 dr 

T(X, 0) = 1 0(X(\ 

r (0 , r ) = 0 ~ r>0 

e T ( M = 0 r > 0 dX ' 

0<AT<1 

r ^ o ) - ! i 
X 

h x=\ 

7 \ 0 , r ) = 0 
dX 



dT _ d2T 
dt ~ ex2 

Se utiliza Euler hacia atrás con respecto al dominio del tiempo y él termino de la 

segunda derivada de la ecuación mediante la aproximación por diferencias centrales. 

i 

AT A X 2 

AT 

T? =-r T^l)+(2y + \)TÍn+l) -y 

1) Malla con dos nodos 

AX = 1 

T ( 0 , T ) = TQ = 0 7 " ( l , r ) = r , = 0 



Condición de frontera derecha 

1 2 AX 

yr(n+l) _ ji(n+l) 

T* = - 2 y 7,
0
(rt+1) + ( 2 / + l)7,

1
(n+1} 

1(2/ + l)]{rl
(n+1) }= {r," + 2y T ^ } (1) 

At 0.05 n ft _ 
r = — f = , = 0 . 0 5 

a t 2 (i)2 

Solución de la ecuación (1) 

TABLA 5.7a Comparación de resultados diferencias finitas solución exacta 

n 

Tiempo 

r To 

Solución 

Exacta 

Ti 

0 0 0 1 1 

1 0.05 0 0.909 0.9969 

2 0.10 0 0.826 0.9493 

3 0.15 0 0.751 0.8642 

4 0.20 0 0.682 0.7723 

5 0.25 0 0.620 0.6854 

6 0.30 0 0.564 0.6068 

7 0.35 0 0.512 0.5367 

8 0.40 0 0.465 0.4745 

9 0.45 0 0.422 0.4119 

10 0.50 0 0.383 0.3708 



TQ=0 

i-0 

Ti = 0 

Para(/ = 1) 

T n = T{n+1) + ( 2 r + { ) T in + 1) 

Para (/ = 2) 

7? = - r r / n + 1 ) +(2/+ l ) r 2
( n + 1 ) - yT¡n+í) 

Condición de frontera derecha 

T,-7¡ ' i i - i i 
r 2 = 1 = 0 

r(«+l) _ T(n+1) 
h _ i i 

7? =-2y + (2y + \)T¡n+l) 



Y — ——2 = — = 0-2 
AX2 (0.5)2 

(2y + l) - y 
-2 y (2JI + 1) 

1 
<n+1) 

T" 

VT1 

TABLA 5.7b Comparación de resultados diferencias finitas solución exacta 

n 

Tiempo 

r Ti T2 

Solución 

Exacta 

h 

0 0 0 1 1 1 

1 0.05 0 0.8510 0.9574 0.9969 

2 0.10 0 0.7355 0.8940 0.9493 

3 0.15 0 0.6428 0.8222 0.8642 

4 0.20 0 0.5666 0.7490 0.7723 

5 0.25 0 0.5016 0.6783 0.6854 

6 0.30 0 0.4456 0.6118 0.6068 

7 0.35 0 0.3969 0.5504 0.5367 

8 0.40 0 0.3541 0.4943 0.4745 

9 0.45 0 0.3162 0.4434 0.4119 

10 0.50 0 0.2826 0.3974 0.3708 



3) Malla con cinco nodos 

A X = 0 2 5 

Para(/ = 1) 

T" = -y r0
(n+1) + (2y + l)7i(n+1) -yT¡n+l) 

Para(/ = 2) 

t í = - r 71(n+1) +(2r+i)7 ,
2

í"+1) - / r 3
( n + 1 ) 

Para(/ = 3) 

r3" = - / r2
(n+1) + (2 r +i) r 3

( n + 1 ) - ^ 4
( n + I ) 

Para(/ = 4) 

Condición de frontera derecha 

r 4 ' = ö = o 
2 ^ 

T(n+1) _ T(«+l) 
y 5 ~~ 3 

r ^ + c a r + i ) ^ 



At 0.05 A o 
y = , = =- = 0.« 

AX2 (0.25) 

"(2r+i) -Y 0 0 y («+!)' 71" 

-Y (2y + l) 0 r(»+1) ll 
' S ' Tí 

0 -7 ( 2 r + i ) -Y T(w+!) Tf 

0 0 - 2 r G r + i ) . 
f(n+l) Tn 

TABLA 5.7c 

Comparación de resultados diferencias finitas solución exacta 

n 

Tiempo 

r T0 Ti Ti h Ta 

Solución 

Exacta 

TA 

0 0 0 1 1 1 1 1 

1 0.05 0 0.6554 0.8799 0.9544 0.9720 0.9969 

2 0.10 0 0.4858 0.7596 0.8830 0.9172 0.9493 

3 0.15 0 0.3897 0.6591 0.8031 0.8470 0.8642 

4 0.20 0 0.3274 0.5769 0.7236 0.7711 0.7723 

5 0.25 0 0.2823 0.5084 0.6489 0.6959 0.6854 

6 0.30 0 0.2471 0.4501 0.5803 0.6247 0.6068 

7 0.35 0 0.2180 0.3997 0.5182 0.5592 0.5367 

8 0.40 0 0.1932 0.3554 0.4624 0.4996 0.4745 

9 0.45 0 0.1717 0.3164 0.4124 0.4460 0.4194 

10 0.50 0 0.1528 0.2819 0.3678 0.3979 0.3708 



/////////m^^ 

| l * W>) = 6 ' 
t 
^ j í j í ^ a ^ y / / / / / / / / / / ^ ^ 

Datos: 

- Temperatura inicial =100°F 

= Temperatura del media hambiente - 1600°F 

5 Btu 
P ~ Coeficiente de transferencia de calor por convección = 

0.54 Btu 
k = Coeficiente de transferencia de calor por conducción = 

hr - ft-°F 

0.2 Btu 
C„ = Calor especifico = 

Ü>m-°F 

144 Lbm 
p = Densidad = — 

K 

L - Longitud de la barra = 1 f t 

a =Difusividad térmica = — 
pC 

t = Tiempo 



Condiciones de frontera 

0(x,0) = ^ 0(x(I 

d<9(0,f) 

dx 
= 0 />0 

oo 
ex 

mm = 

& ñr 

Normalizando 

6>,-0o £2 L 



d2T dT 

dX2 dr 
<KX(\ 

T(X, 0) = 1 Q(X(\ 

^ > = 0 r)0 
dx 

= T)0 
dX 

&T(0>T) 
dX 

Solución de la ecuación diferencial parcial parabólica. 

Método implícito. 

dX H 

dT = d2T 
dT~ dX2 

Se utiliza Euler hacia atrás con respecto al dominio del tiempo y él termino de la 

segunda derivada de la ecuación mediante la aproximación por diferencias centrales. 



riM+1 TB ^fl+l I T"+l 

A* AX2 

r = AX2 

T¡n = -y + (2/ + l)r/ f l+1) - y i = 0,1, .^ 

1) Malla con dos nodos 

AX = \ 

ßn 
?o(0,r) = 0 T{( I t ) = - k 

Para(/ = 0) 

Tq =-r rif+1) + (2/+i)r0
(w+1)-rT¡(n+1) 

Condición de frontera izquierda 

TS = (2y +1 )r0
(B+1) - 2y r/"4"0 (1) 



Condición de frontera derecha. 

2AX 

^(„+1) _ - 2AXp yr(n+l) + j(n+1) 

k 

T" =-2y 7,
0
Í"+1) + ( 2 , + D + r ( 2 7 ) 

j{n+1) 

Solución de las ecuaciones (1) y (2) 

"(2/+D - 2 r 

- 2 r r ( 2 y + i ) + r ( 2 ^ ) 

jjti+i) r0" 

J>n 
v 1 

(2) 

* _0.01875 = 0 0 1 8 7 5 

AX2 (l)2 

TABLA 5.8a Comparación de los resultados diferencias finitas solución exacta 

n 

Tiempo 

r 

Solución 

Exacta 

T» 

Solución 

Exacta 

Ti 

0 0 1 1 1 1 

1 0.01875 0.9909 0 .7490 1.0210 0.3500 

2 0.03750 0.9747 0.5673 1.0082 0.2798 

3 0.05620 0.9552 0.4355 1.0034 0.2379 

4 0.07500 0.9329 0.3397 0 .9950 0.2102 

5 0.09375 0.9089 0.2699 0 .9810 0.1904 

6 0.11250 0.8839 0.2188 0 .9616 0.1753 

7 0.13125 0.8585 0.1812 0 .9384 0.1633 

8 0.15000 0.8330 0.1534 0 .9127 0.1534 

9 0.16875 0.8076 0.1326 0.8853 0.1450 

10 0.18750 0.7826 0.1169 0 .8572 0.1377 



i = -1 

T¿= 0 
— 

0 

Para( j = 0) 

Tq = - r + ( 2 / + i ) r 0
( n + 1 ) - r r / n + 1 ) 

Condición de frontera izquierda. 

T, - 7 1 
0 ~ Tn = 1 = 0 

r0" = (2y + l)7,
0

(n+1> -2/7 ,
1

(fl+1) 

Para(/ = 1) 

T? = - r r
0

( n + 1 )

 +(2y + l)7J
( n + 1 ) 

Para (i = 2) 

r2" = - r 7i(B+1) + ( 2 y + i ) 7 f + 1 ) +1) 

Condición de frontera derecha 

2AX k 2 

r(«+i) = -2AXßT(„+i) 
k 



T2 = -2/ 7'1("+1' + \(2y +1) + y(1AXl) (5) 

Solución de las ecuaciones (3), (4) y (5) 

(2y + \) - 2 r 0 r ( M+l) TS 

-r ( 2 r + D -Y f W ) » ™ « T" 

0 - 2 Y [ (2 , + l) + y (
2 7 ) l 

f(rt+\) jn 

Ar 0.05 

AX2 (0.5) 

TABLA 5.8b Comparación de resultados diferencias finitas solución exacta 

n 

Tiempo 

r 7¿ Tí T2 

Solucióo 

Exacta 

Solución 

Exacta 

Ti 

Solución 

Exacta 

T2 

0 0 1 1 1 i 1 1 

1 0.01875 0.9967 0.9751 0.6216 1.0210 1.0040 0.3500 

2 0.03750 0.9892 0.9393 0.4135 1.0082 0.9702 0.2798 

3 0.05625 0.9775 0.8999 0.2974 1.0034 0.9636 0.2379 

4 0.07500 0.9622 0.8603 0.2312 0.9950 0.8761 0.2102 

5 0.09375 0.9439 0.8221 0.1922 0.9810 0.8326 0.5812 

6 0.11250 0.9233 0.7860 0.1681 0.9616 0.7932 0.1753 

7 0.13125 0.9009 0.7521 0.1523 0.9384 0.7575 0.1636 

8 0.15000 0.8773 0 .7204 0.1411 0.9127 0.7248 0.1534 

9 0.16875 0.8529 0.6907 0.1327 0.8853 0.6947 0.1450 

10 0.1875 0.8280 0.6628 0.1258 0.8572 0.6667 0.1377 



3) Malla con cinco nodos 

á X = 0.25 

Para (* = 0) 

=-r +(2y+\yr¿K+l) - y r ^ 

Condición de frontera izquierda 

o 
0 2AX 

T$ = (2y +1)^0 -2yT^X) (6) 

Para(/ =1) 

7in ro
íw+l) + (2y+l )7 ' 1

( n + l ) - / T ^ 0 (7) 

P a r a ( / = 2 ) 
r2

rt = - y 7i(ff+l) + ( 2 r + i ) r 2 ° " 4 ) - r ^ 0 (8) 

Para(/ = 3) 

r3" r2
(n+1) + ( 2 r + i ) 7 Í J t + I ) - / r 4

( B + 1 ) 



Para (i = 4) 

TZ=-y T^+(2r + l)T¡H+l) - r 7 f + 1 ) 

Condición de frontera derecha 

T' - 5 i 4 - — 
2AX 

T(n+1) _ -2AX0 (n+l) T(*+D 
r 5 - r 4 + 3 

= - 2 / 7;(b+1) + + + 

Solución de las ecuaciones (6), ü ) , (8), (9) y (10) 

(2/ + 1) 
- r 
o 
o 

o 

J r 
1 AX 

-2r 

<2r+D 
- r 
o 

o 

^ 0.01875 

" (0.25)2 

0 

- r 
(2/ + 1) 

-r 

o 

= 0 . 3 

o o 

o o 

-r o 

P r + i ) - r 

- 2 r Í G r + D + r í 2 ^ ) 

(10) 

\T ((»+i)' 7o 
j,(n+l) r " 

1 t(/H-1) 
1 2 

» S « rpf} 
h 

T(n+1) 
3 Tz 

T(n+1) 
l 4 

rptt 
.'4 . 

TABLA 5.8c Comparación de resultados diferencias finitas solución exacta 

Tiempo 

r 
To T2 n Ta Tq T\ Ti Tí tx 

M 

0 l 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
0.01875 0.9986 0.9963 0.9817 0.9059 0.5166 1.0210 0.9936 1.0040 0.9174 0.3500 

0.03750 0.9944 0.9873 0.9500 0.8071 0.3350 1.0082 1.0000 0.9702 0.7853 0.2798 

0.05625 0.9863 0.9729 0.91190 0.7237 0.2574 1.0034 0.9916 0.9236 0.6960 0.2379 

0.07500 0.9743 0.9543 0.8720 0.6567 0.2180 0.9950 0.9734 0.8761 0.6310 02102 

0.09375 0.9586 0.9323 0.8328 0.6030 0.1940 0.9810 0.9501 0.8326 0.5812 0.1904 

0.11250 0.9396 0.9081 0.7956 0.5593 0.1772 0.9616 0.9238 0.7932 0.5414 0.1753 

0.13125 0.9181 0.8823 0.7608 0.5230 0.1643 0.9384 0.8959 0.7575 0.5086 0.1633 

0.15000 0.8947 0.8558 0.7282 0.4923 0.1538 0.9127 0.8672 0.7248 0.4808 0.1534 

0.16875 0.8700 0.8288 0.6979 0.4657 0.1450 0.8853 0.8383 0.6947 0.4567 0.1450 

0.18750 0.8445 0.8019 0.6695 0.4423 0.1374 0.8572 0.8095 0.6667 0.4353 0.1377 

T* Solucion exacta 



Ecuación diferencial del problema.(EDP elíptica) 

- V 2 T ( X ^ ) = / 0 

,d2T s2r 
- ( 

dx2 dy' 
) = /o 

Geometría del problema y condiciones de frontera. 

7 = 0 

T = 0 r = 0 

r = o 

(a) (b) 

F i g u r a 5.1 Dominio del problema (a), y retícula de análisis (b) 

Condiciones de frontera de la raticula de análisis. 

&T 
Frontera izquierda — = 0 (Tipo Neuman) 

dx 
Frontera derecha T = 0 (Tipo Dirichlet) 

&r 
Frontera inferior — = 0 

dy 

Frontera superior T = 0 



dT 
dx 

= 0 

T = 0 

T = 0 

///////SSS/S////SS/SS/SS. 

dy 
= 0 

' í 2Í 
7 = 1 I, 

//////////////////////// . 

X = 1 

d2 T d2T 

( ^ V ) = / o o ) 

La ecuación en diferencias para un punto (i,j) de la retícula situado dentro de la 

frontera. Si aplicamos la aproximación por diferencias centrales, aproximamos el primer 

termino de la ecuación (1) por 

d2T T¡_\ j - 2T¡j + 

dx' Ax' 
(2) 

De manera análoga, la aproximación por diferencias del segundo termino es 

d2r __ V i -2TitJ +TiJ+l 

dy' Ay' 
(3) 

Sustituimos (2) y (3) en (1) 

-Tj-ij +2Titj - T M j ^ - T¡ j_} + 2Tj j - Tj j+y _ 

Ax' Ay 
fo '<j (4) 

La ecuación (4) se aplica a todos los puntos de la retícula excepto los de la frontera. 



V u ~ 4K 
2 

( 2 hi= ^ (a> 

v js / j 7 (b) dv 2 Ay 

8T 
dy 
&T 

( — j = 0 (Condición de frontera inferior) (c) 

Sustituimos (b) y (c) en (a) 

d2T 27} 2 —27} j 

Sustituimos (5) y (2) en (1) 

Z~2 + 72 = K (6) 

Ax Ay 

La ecuación (6) se aplica para cualquier punto en la frontera inferior. 

La frontera izquierda, ecuación en diferencias para un punto. 

V<j<Jmax y / = 1 ) 

dT &T 
¿T 

2 

M _ T2,J - 7 j j 

Se 1+2'-/ Jx 

&T ( — ) j • = 0 (Condición de frontera izquierda) (f) 
dx 



Sustituimos (e) y (f) en (d) 

* 

Sustituimos (7) y (3) en (1) 

2Tu-2 T2j -TlH+2Thj-TIJ+l 

La ecuación (8) se aplica para cualquier punto en la frontera izquierda. 

' Ac2 ( 8 ) 

Ecuación en diferencias para el punto de la esquina (/ = j = 1 ) . 

Sustituimos (5) y (7) en (1) 

2Tu-2T2i 27\i - 271 2 . 
2 " A i W Ax Ay 

Aplicamos las ecuaciones (4) , (6), (8) y (9) para la sohicion de la retícula del 

problema. (Ax = Ay ) 

Para (i = j = l ) 

471,i-2T2tl-2Tl2=Ax2fo (10) 

Para(/ = 2 J = 1) 

- 2 7 ^ 2 = ^ 2 / o (11) 

Para(/ = 1 J = 2) 

- 7 i j + 4 r 1 > 2 - 2 r 2 ( 2 = ^ 2 / o 



Para(/ = 2, / = 2) 

Solución de las ecuaciones (10) , (11) , (12), y (13) 

4 - 2 - 2 0 " V à*2fo 
- 1 4 0 - 2 

* £ « 
àx2f0 

- 1 0 4 - 2 hi 
0 - 1 - 1 4 ?2,2 A V o , 

P a r a ( / 0 =1) y (Ax = Ay = 0.5) 

TABLA 5.9 

Comparación de resultados diferencias finitas solución por series 

Coordenadas 

< U ) 

Solución aproximada 

T 

Solución por series 

T 

(1,1) 0.2812 0.2947 

(2,1) 0.2187 0.2284 

(1,2) 0.2188 0.2293 

(2,2) 0.1719 0.1801* 

Valor interpolado * 



CAPITULO 6 

COMPARACIÓN DE RESULTADOS. 

G R A F I C A 6.1 

Comparación de los métodos elemento finito y diferencias finitas con la solución 

analítica para la distribución de temperaturas en una aleta rectangular (Ejemplo 2.1) 

l 
\ 

I" r, 1 ; ¡ ¡ 
i i i 

pementq finito oo¡ 
i i i 5 
Prferenctf s finitas+t-
i i i 
Solución analítica írx 

! ! ! \ I I I 
• i • i i i i i • i i ! i i i 
! ! ! 

' ^ ^ f c í . T 1 . . . . 
f. * 

> 5 ^ » i 
J ^ ^ f c J ! 1 

• ' » i i í 

*(m) 



GRAFICA 6.2 

Comparación de los métodos elemento finito y diferencias finitas con la solución 

analítica para la distribución de temperaturas en un conductor eléctrico (Ejemplo 2.2) 



GRAFICA 6.3 

Comparación de los métodos elemento finito y diferencias finitas con la solución 

analítica para la distribución de temperaturas en una aleta triangular (Ejemplo 2.3) 
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GRAFICA 6.4 

Comparación de los métodos elemento finito y diferencias finitas con la solución 

analítica para la distribución de velocidades en un fluido (Ejemplo 2.4) 

o 
o 

1 E l e m e n t o finito'oo 

D i f e r e n c i a s finrf¡as++ 

2 o l u c í ó h a n a l í t i c a x x 

r T í r f í i - ' M S t i l t r f - f 
; 
s 

l¡ 

i 
í 

7 

a 

t . . . . . . 

l 

j 

i 

\ 
i j 

1 1 

i 
ü p 

f 

V 

i 
L 

V < 
\ 1 

i 

1 

i 
* j 4 

i L 

\ ? \ 
V 
\ 
\ ' \ k 

Y M 



GRAFICA 6.5 

Comparación de los métodos elemento finito y diferencias finitas con la solución 

analítica para la fiexón de una viga empotrada en los extremos (Ejemplo 2.5) 
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GRAFICA 6.6 

Comparación de los métodos elemento finito y diferencias finitas con la solución 

analítica para la flexión de una viga de sección variable empotrada en el extremo 

izquierdo y con una carga concentrada en el extremo derecho ( Ejemplo 2.6 ) 
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GRAFICA 6.7 

Comparación de los métodos elemento finito y diferencias finitas con la solución 

analítica para la distribución de temperaturas en estado transitorio en una barra aislada 

en un extremo. (Ejemplo 3 .1 ) 
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GRAFICA 6.8 

Comparación de los métodos elemento finito y diferencias finitas con la solución 

analítica para la distribución de temperaturas en estado transitorio en una barra aislada 

en el extremo izquierdo y que intercambia calor por el extremo derecho. (Ejemplo 3 .2) 
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GRAFICA 6.9 

Comparación de los métodos elemento finito y diferencias finitas con la solución 

analítica para la distribución de temperaturas en estado estable dos dimensiones en una 

placa rectangular. ( Ejemplo 4 .1) 



CAPITULO 7 

CONCLUSIONES 

Las conclusiones que se originaron de mi investigación se apoyan en las gráficas del 

capitulo anterior y son las siguientes: para el método del elemento finito, se obtiene los 

mismos resultados cuando se utilizan dos elementos lineales que cuando se utiliza un 

elemento cuadrático; sin embargo cuando se hace muy fina la malla de elementos finitos 

no se mejora la aproximación a la solución analítica solo se obtiene mas información de 

la maya. 

Las aplicaciones mas fuertes del elemento finito son para geometrías complejas; es 

decir para todo lo que no sea cuadrado en problemas de estado estable. Lo interesante de 

este método es que proporciona además información de las variables secundarias del 

problema que pueden ser: el flujo de calor, las reacciones en vigas, los momentos etc. 

Otro de los puntos importantes de mi investigación es el método de las diferencias 

finitas, en este punto quiero señalar las siguientes conclusiones: es muy importante que 

las distancias entre los puntos de la retícula sean muy pequeñas para que se tenga una 

mejor aproximación a la solución analítica, por otra parte quiero mencionar que no 



recomiendo el método para problemas de vigas o de estructuras porque no sé obtendrían 

las variables secundarias solo sé obtendría la flexión si la geometría es sencilla; k) que 

me pareció muy interesante del método son: Las aplicaciones a problemas de valor 

inicial para problemas que tengan geometría sencillas; es decir cuadrados o rectángulos. 
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