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RESUMEN

Yezmfn Coronado Pérez Fecha de graduacién: septiembre del 2002
Universidad Auténoma de Nuevo Leén

Facultad de Ingenieria Mecénica y Eléctrica

Divisién de Estudios de Posgrado

Titulo del Estudio: SOLUCION A PROBLEMAS DE PROGRAMACION
LINEAL MEDIANTE EL METODO ELIPSOIDAL
MODIFICADO.

Niimero de Piginas: 126 Candidato para el grado de Maestria
en Ciencias em Ingenieria de Sistemas,

Area de Estudio: Analisis de métodos mateméticos y algoritmos de programacién
lineal.

Propésito y Método de Estudio: EIl propésito del signiente trabajo es analizar y
discutir los elementos basicos del algoritmo elipsoidal (AE) y proponer modificaciones a
la variante de corte profundo de este algoritmo. El desarrollo de la investigacién
considera: 1) Revisién de los antecedentes historicos del AE, 2) Anlisis de 1a aplicacién
del AE al problema de factibilidad, 3) Interpretacion geométrica de los elementos del
AE, 4) Anilisis de los parfmetros requeridos en el AE, 5) Andlisis de la convergencia
del AE y propuestas para su mejora, 6) Estudio de la adecuacién del AE para la



vi

solucion de problemas de Programacién Lineal. La parte computacional numérica de las
actividades seiialadas se realizaron con la herramienta computacional MatlLab. Se
disefiaron rutinas de cémputo para el Algoritmo Elipsoidal Bésico, para el Algeritmo
Elipsoidal Modificado de Corte Profundo y finalmente para el algoritmo de solucién de
Problemas de Programacién Lineal mediante el método propuesto del Algoritmo
Elipsoidal Modificado de Corte Profundo.

Contribucién y Conclusiones: La principal contribucién es la propuesta del método
elipsoidal modificado para la solucién de problemas de Programacién Lineal. El método
propuesto es una variante del método de corte profundo y toma en consideracién los
gradientes de la funcién objetivo y de las restricciones del problema, para establecer, en
cada etapa del proceso iterativo, el paso méximo de busqueda del éptimo con
factibilidad. E] algoritmo propuesto muestra mejoras en la convergencia del problema
de Programacién Lineal en comparacién con el método de corte central. El método
propuesto es una nueva alternativa de solucidn a problemas de Programacién Lineal a
Gran Escala, especificamente para problemas con bloques de restricciones lineales y con
la funcién objetivo como el Dual Lagrangeano de un subproblema.

Con lo anterior podemos concluir la satisfaccion del trabajo realizado ya que

creemos firmemente que lineas de investigacién interesantes en el 4res, son abiertas a
partir de este trabajo.

FIRMA DEL ASESOR
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INTRODUCCION

Existe en la optimizacién a Gran Escala la solucién de problemas con cierta
estructura especial a través de la definicién o transformacién de estos a su Funcién Dual

Lagrangeana [1]. Los problemas de Asignacién Generalizada, de Transporte y de
Localizacién de plantas son algunos de los problemas que poseen dicha estructura
especial, la cual esta formada por una funcién objetivo a ser optimizada, un conjunto de
restricciones de acoplamiento (cardinalidad y), un conjunto de restricciones con
estructura de bloque (cardinalidad 2) y las restricciones de signo. Si un problema posee
m =y + z restricciones y n variables, tenemos que

Para xe & determinar:
x =min{g"x|Bx2b,Dx>d,x20}

donde Be®™ yDe® ", be®ydeX.

Se tiene que
min{ g x| Bx2b,Dx2d, x>0 }=max{ L(u)|u>0}
x N



donde u € &. (ver [1], p-396).

L(w) es la Funcién Lagrangeana asociada al Problema de Programacién Lineal, que
se define como

L(u)=min{g"x+u" (b= Bx)| Dx<d,x20},
M X

La soluci6n de la Funcion Dual Lagrangeana suele ser una tarea bastante tediosa y
compleja, pues antes que nada esta funcién es Céncava Lineal Segmentada formada por
la interseccion de segmentos lineales generadores de puntos de quiebre. Por lo anterior
surgen varias pregunias; Jes posible resolver problemas de programacién lineal
aplicando el método elipsoidal?. Por otro lado, cudles serian los efectos de dicha
transformaci6n en la solucién de la Funcién Dual Lagrangeana si se aproxima:

a) el conjunto de restricciones de acoplamiento o,

b) el conjunto de restricciones con estructura de bloque, o bien,

c) ambos conjuntos

por un elipsoide.

Estés preguntas motivan al andlisis y discusién de los elementos bésicos del
Algoritmo Elipsoidal (AE). Se sabe que esta herramienta tiene la particularidad de
resolver el problema de factibilidad de un conjunto de desigualdades lineales dado
proporcionando ademés los elementos que definen el elipsoide contenedor de tal
conjunto. Histéricamente, existe una conexion bastante cercana entre la geometria y la
optimizacién, lo cual es claramente ilustrado por los métodos tales como: "el método del
gradiente 0 como el método simplex”, los cuales estin asociados con figuras
geométricas bastante claras. En los tltimos afios los métodos geométricos han venido
jugando un papel cada vez méds importante en la optimizacién. El AE es uno de los
algoritmos mé4s recientes cuyo contenido teérico lo vuelven bastante interesante, el cual
basicamente fue desarrollado para la programacion no-lineal por N.Z. Shor, D.B. Yudin
y A.S. Nemirosvskii. [2]



El objetivo principal de este trabajo es analizar y discutir los elementos basicos del
AE con la finalidad de proponer modificaciones a la variante de corte profundo de este
algoritmo. En el capitulo 5 de este trabajo se presenta un estudio de las adecuaciones del
AE para la solucién de problemas de Programacién Lineal. Pero antes deben ser
analizados y comprendidos cada uno de los capitulos anteriores respetando su orden de
aparicion ya que la metodologia utilizada para alcanzar ¢l objetivo se apegan al orden de
los capitulos.

Para el desarrollo de la investigacién fue necesario realizar lo siguiente:

1) Revision de los antecedentes histéricos del AE,

2) Anélisis de la aplicacién del AE al problema de factibilidad,

3) Interpretaci6n geométrica de los elementos del AE,

4) Anilisis de los pardmetros requeridos en el AE,

5) Andlisis de la convergencia del AE y propuestas para su mejora,

6) Estudio de la adecuacién del AE para la solucién de problemas de Programacién
Lineal.

Debido a lo complejo, desde €l punto de vista conceptual, que resulta el estudio de
este método, se ha introducido un Capitulo 0 sumamente importante para la mejor
comprensién y entendimiento de los capitulos posteriores ya que se proporcionan
brevemente conceptos bdsicos asf como la nomenclatura que serd utilizada pues
consideramos que incluir dichos conceptos a manera de anexos hubiese entorpecido la
lectura de este trabajo.

El capitulo 1 habla de los antecedentes histéricos del método elipsoidal asf como
ciertos aspectos algoritmicos sobre conjuntos convexos con la intencién de comprender
lo rico y bien fundamentado que resulta ser el AE y algunas de sus posibles aplicaciones
(para futuros trabajos). Este capitulo resulta bastante interesante pues es la justificacion
del adjetivo “bien fundamentado teéricamente” que se ha ganado el AE.



Posteriormente en el capitulo 2, se describe de manera sencilla el fundamento
ideolégico del algoritmo asf como la descripcién y definicién de los aspectos
geométricos que se encuentran implicitos en el AE basico, con la finalidad de ilustrar la
relevancia geométrica del método. Ya en el capitulo 5, se describirdn los elementos
bésicos y el algoritmo mismo del método elipsoidal aplicado al problema de factibilidad
de un conjunto de restricciones dados, as{ como, un pequefio ejemplo que ilustra el
desempefio del mismo.

El capitulo 4 justifica la seleccién del AE modificado bajo el llamado corte
profundo que es aplicado en nuestra propucsta, pucs s¢ marcan paso a paso las
consideraciones que se deben realizar para mejorar el desempefio del AE desde el punto
de vista prictico. Al final de este capitulo se presenta un ejemplo comparativo entre el
desempefio del AE bésico y el modificado bajo corte profundo.

Finalmente se presentan las conclusiones y recomendaciones a las que se llegaron
al final de este trabajo. '



CAPITULO(

CONCEPTOS BASICOS DE ALGEBRA

Y PROGRAMACION LINEAL

Este capftulo proporciona un pequefio resumen acerca de conceptos bésicos de
élgebra y programaci6n lineal que resultan fundamentales para el buen entendimiento de
este trabajo,

0.1. Algebra lineal.

En esta seccién se indicaré la notacién y algunos hechos bien conocidos sobre el
campo del 4lgebra lineal y teoria de poliedros. Este material es estindar por lo tanto
puede ser encontrado en muchos de los libros de texto (ver por ejemplo [2], [3), [4], [5],
[6]).

0.1.1. Notacién bésica.

Por &, Z, %, C denotaremos el conjunto de los niimeros reales, enteros, naturales y
complejos respectivamente. Si £ y R son conjuntos, entonces & es el conjunto de
mapeos de £ a R. El conjunto % de niimeros naturales, no contiene al cero. Los conjunto
®; ¥ Z», denotan los nimeros reales y enteros no-negativos respectivamente. Para



ne N, el simbolo ®*, denota el conjunto de vectores de n componentes, es decir, un
conjunto ordenado de n mimeros € &,

Adicién y multiplicacién de vectores con escalares son operaciones bastante
comunes, con estas operaciones, " es un espacio vectorial sobre el campo de &,

Para dos conjuntos M y N, la expresién M g ¥, significa que M es subconjunto
de N 6 N mismo, mientras que M < N,denota un contenido estricto. Para indicar que los
elementos de cierto conjunto M no pertenecen a otro conjunto N escribimos M N, es
decir {xeM |xg N}

0.1.2. Vectores.

Un vector renglén de n componentes es un conjunto ordenado de n mimeros
escritos de la siguiente manera:
|
Por otro lado, un vector columna de 7 componentes ¢s un conjunto ordenado de n

nimeros escritos de la siguiente manera:

Por notacién, cuando se hable de un vector se estard haciendo referencia a un
vector columna, a menos que otra cosa sea especificada.

El superindice 7, denota transpesicién de los elementos de un vector, as{ que el
vector x7 para un vector x € ®", es un vector fila.

Si a=(ay,..a,)’ y b=(b,..b,)7, son vectores, entonces a<b, se cumple
siempre y cuando esto sea valido para todos y cada uno de los elementos relacionados



uno a uno por la desigualdad, es decir, si @, <b,V i=1..n K", es dotado de un
producto interno (euclideano) definido como:

»
y= Extyv parax,ye®”.

0.1.3. Matrices.

La expresién ™ denota e] conjunto de matrices cuyos datos corresponden al
conjunto de los nimeros reales ® Para una matriz 4 € ™", cominmente se asume
que el indice asociado al conjunto de filas de una matriz 4 es {1,...,i,..m}, mientras que

el conjunto de columnas es{1,..., j,....n}.

Una matriz cuadrada, es una matriz con un nimero de filas m igual al nimero de

columnas n, es decir m=n, por lo tanto puede ser representada como A€ € ™.

A menos que se especifique lo contrario, los elementos o datos de la
matriz 4 € ™" son denotados por (a,) /<i<m, I<j<n Los vectores con n

componentes son también considerados matrices de dimensién nx1.

~ La matrix identidad denotada por J, es una matriz cuadrada. Cuando se desea
enfatizar su dimensién de nxn, entonces se denota por I,. Para matrices con todos sus
elementos igual a cero (0), el simbolo @ es el utilizado para denotar este tipo de matrices.
Cabe mencionar que esto se mantiene para cualquier matriz de tamafio apropiado, y de
manera similar para cualquier vector cero. El simbolo I denota un vector que posee
todos sus componentes iguales a uno (1). El vector j-ésimo unitario en ", denotado
por &, es un vector cuyo j-ésimo componente es uno y sus componentes restantes son
todos iguales a cero. Si x=(:u:,,...,x,)r , s un vector, entonces la matrix cuadrada rnxn
con los datos x;,...,x,, sobre su diagonal principal y ceros fuera de ésta se denota por

diag(x).



Sf Ae 2™ yBe ®"™, entonces (A, B), (o simplemente (4 B)), denota la matriz

en ® ™P") cuyas primeras p columnas, corresponden a la matriz 4 y las g restantes
son las de B.

El determinante de una matriz 4 € 8™ se denota como det(4) y su trasa por

tra(A). La trasa de una matriz es la suma de los elementos de la diagonal principal de la
matriz. Cuando se utilicen funciones tales como def, fra, o diag omitiremos los
paréntesis, por ejemplo escribir det A, en lugar de det(4), etc.

La inversa de una matriz 4 € ™", es denotada por A”. Una matriz para la cual
exista su matriz inversa es llamada matriz no-singular, de otro modo matriz singular.

Una matriz A € ™ es no-singular si y solo si su det A#0.

El rango de una matriz 4, denotado por rango(4) es la cardinalidad del conjunto
de sus vectores columna (vectores fila) linealmente independientes. Una matriz

Ae®™ se dice que posee rango de fila completo (rango de columna completo) sf el
rango(4) =m (rango(A)=n) (ver [3], [4]).

Dada una matriz4 € ™, todo niimero complejo A con la propiedad Au= Ay,

donde u es un vector no-cero y ¥ € C”, es un autovalor o valor propio de 4. El vector u
es llamado autovector de 4 asociado a A (ver [2], p-4].

La funcién f(A):=det(Al,~ A)es una polinomial de grado », llamada funcién
polinomial caracteristica de 4. Por lo tanto la ecuacién,
det(AI, - A)=0,

tiene » raices (miiltiples rafces complejas tomando en cuenta su multiplicidad). Estas
raices son los n autovalores (no necesariamente distintos) de 4.



Una matriz simétrica es aquella matriz 4 e ™, tal que 4=(ay) conay=ay, 1 <i
<j < n Es ficil observar que todos los autovalores de matrices reales simétricas son
numeros reales.

Existen itiles relaciones entre los autovalores 4,4, de wna matriz 4, su
determinante y su traza, las cuales se muestran a continuacién:

detA=[]4, wd=34,
f=i f=f
Una matriz 4 € ™, es llamada positiva definida (semidefinida positiva), si 4
es simétrica y sf ademés cumple con que x” Ax >0 para todo xe® " \{0) (x" Ax 20 pera
todo xe®"). Si A es definida positiva, entonces 4 es no singular y su inversa es también

definida positiva. De hecho, para una matriz simétrica Ae®™, las siguientes

condiciones son equivalentes:

(i) A esdefinida positiva.

(i) A" es definida positiva

(iii) Todos los autovalores de 4 son nimeros positivos reales.

(iv)  A=B"B para alguna matriz no singular B.

()  El det A4* > 0 para k=1,..., n, donde 4" es la k-ésima submatriz
principal dirigida de A. )

Es bien conocido que para cualquier matriz definida positiva 4, existe exactamente
una \nica matriz, entre las matrices B posibles, que satisface (iv) y que en si misma es
definida positiva. Esta matriz es llamada la raiz (coadrada) de A denotada por 4’2

Las matrices semi-definidas positivas pueden ser caracterizadas de manera
similar, es decir, para una matriz simétrica 4€®™, las siguientes condiciones son
equivalentes:

(i) A essemi-definida positiva.
(ii)  Todos los autovalores de A son niimeros no-negativos reales.
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(i) 4=B"B para alguna matriz B,
(iv)  Eldet Ay 20 para todas las submatrices 4;; de 4.

Nota: Si 7 es el subconjunto delconjuntodeindicestefas filasde A y Jes un
subconjunto del conjunto de indices N de las columnas de 4, entonces 4y denota la
submatriz de 4 generada por aquellas filas y columnas correspondientes a I y J
respectivamente. En lugar de 4uy (A, respectivamente) escribiremos 4.4 (41), Una
submatriz A de la forma Ay es 1lamada submatriz principal dirigida de A.

0.1.4. Normas de los vectores, bolas.

Una funcién N : ®" = ® es llamada una norma si las siguientes tres condiciones

se cumplen:
(i) N(x) 20 paraxe®, N(x) =0, siy solo si x=0.
(i) Nfax) =|alN(x), para todo xe &, aeg,.
(iii) N&x +y) < Nx) + N(p), para todo x, y € & (desigualdad

triangular).
: .
u=(xy)
&
&
. - R

Figura 0.1 Representaciéa grifica de um vector.

bl=V7+y v M=y +7

Toda norma N sobre & " induce una distancia dy definida por dyfx, »): = Nx-y),
parax, y € .
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Las siguientes definiciones corresponden a las normas que serdn utilizadas,
. \V2
K, =Vx"x =(Zx,’ ) (Norma Euclidiana).
=

Esta norma induce la distancia euclidiana d(x, 3)=||x - y||. Usualmente, la norma
euclidiana es denotada por|}{ en lugar de |{,. En la prictica las siguientes normas son
las de uso mas comin:

I"‘lr' = glxll (Norma1),
I, =maxx,| (Normaméxima),

I<i<n

H A:=JxrA"x (Norma Elipsoidal),

donde 4e®™ es una matriz definida positiva. La matriz A induce un producto
interno x'A™y sobre ®". Las normas de tipo |-| . algunas veces son llamadas euclidiana

generales o normas elipsoidales.

Siempre se consideraré el espacio ® " como un espacio euclidiano inducido por la
norma euclidiana |, , a menos que otra cosa sea especificada. Asi seré para todas las
notaciones relacionadas con distancias y aquellas que sean definidas a través de la norma
euclidiana. Para todo xe® ", las siguientes relaciones surgen entre las normas

mencionadas previamente:

Il < |ixllz < (1],
IKleS |l < VA |x]|o
Pl < |ixll7 S 7] .
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Ejemplo 0.1.

Para observar el efecto de las relaciones anteriores, veamos la aplicacion de estas a
!

3
un vector xe® ", definido comox=| , | paran=2.

2
s /‘; / ! / w 0 17 7] l’ u |\|:| “
Iell < [ixlls < i |x]) el Ilxl] < Vi lix]lo,

(] { M I 1 ] 1S

I¥llesTidlr < 7ll]] o

Figura 0.2 Grifica de las relaciones existentes eatre normas.

Dado un vector x # (), en ocasiones resulta conveniente definir otro vector que
posea la misma direccién que x (por ejemplo, algin multiplo de x) pero cuya longitud
sea la unidad. Para construir tal vector, se normaliza x estableciendo que,

u=H.
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Este vector normalizado posee la siguiente propiedad

H-L- k-

Si Ae®™ es una matriz definida positiva, cuyos autovalores menor y mayor

por consiguiente x =[x u.

son A y A respectivamente, entonces:

ﬁHSHA_, S\/lel, paratodox € ®".

Ejemplo 0.2.
- ]

DA S e e R e 7
i {/ / J x \ =2 V[ = 2.8284

|

! % y M, =Vx"4x =36056 A =42426
N /,
NusZ7i .
\ / por lo tanto, se cumple la relacién
(oo moen JZMSMA_, <vAal4 Vxeg”
3 DARECGIUN WER
Figura 0.3. Representacién grifica de los autovalores
de wna matriz definida positiva.
0.2. Programacién lineal.

La programacién lineal esta asociada a problemas en los cuales una funcién
objetivo lineal en términos de variables de decisién es optimizada (ya sea maximizar o
minimizar), mientras un conjunto de ecuaciones, desigualdades y restricciones de signos
son impuestas a las variables de decisién como requerimientos. La gran aplicacién que
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poseen los modelos de programacién lineal y la teoria matemética involucrada, as{ como
la metodologia computacional dirigida segin estos modclos, ha despertado un gran
interés tanto de profesionistas como académicos durante las ultimas cinco décadas (ver

[51, p-1).

0.2.1. Geometria de la programacién Lineal

En esta seccién se enunciardn algunos resultados y definiciones interesantes con
respecto a la programacion lineal, pero desde un punto de vista geométrico.

0.2.1.1. Conjuntes afines, convexos y conos.

Para un estudio detallado sobre conjuntos poliédricos y politopos se requieren las
siguientes definiciones.

Dados p puntos x',x%,..,x" €R", y p escalares A2y Ay €K, la expresién
Al + 2,57 + -+ A,xF, es una combinacién lineal. Una combinacién lincal llega a
ser combinacién afin cuando A,+4,+---+4,=1I; combinacién convexa cuando
il +i,=1; y 0 4,4, ,4,<I; y una combinacién conica convexa

cuando 0 £ 4,4,,-~,4, (ver [5], p-17).

Estas combinaciones son llamadas propias si el vector formado por los p escalares
A& ®?, no es 0, ni tampoco es ¢;para algin j={12,...,p}.

Para entender un poco el significado geométrico de la combinacién afin y
convexa, consideremos el caso de dos puntos x',x’ e®", y su combinacién lineal. Si
definimos A4;=1-s, y 4,=s para un escalar s, al remplazar la ecuacién
Jx! + 4,x% =1 vemos que:

Axl 4 Ax? =(1-s)x' +sx? =x' +5(x7 - %),
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Consecuentemente, el conjunto de todas las combinaciones afines de dos puntos
distintos %',x’ e ®" -es toda la linea determinada por estos dos puntos, mientras que el
conjunto de todas las combinaciones convexas es el segmento de linea que une a
x' yx?. Obviamente cada combinacién convexa es una combinacién afin, pero lo

contrario solo se mantiene cuandox’ = x*. Un conjunto C c®” es un cono si AxeC,

paracada x e C, y 2 20. Obviamente todo cono posee al vector cero (ver [5], p-19).

A partir de las definiciones anteriores, para un subconjunto no vacfo
S c®", decimos que S es afin si S contiene toda combinacitn afin de cualesquiera dos

puntos x',x’€S; S es convexo sf S contiene toda combinacién comvexa de

cualesquiera dos puntos x',x* € S.

Dado un conjunto no vacio Sc®”, el conjunto de todas las combinaciones

afines (convexas, conicas convexas) de puntos en § es un conjunto afin (convexo, cénico
convexo) al cual se le conoce también como emvolvente afin (convexa, comica

convexa).

Un subconjunto S C®" se llama linealmente (afinmente) independiente, si
ninguno de sus miembros es una combinacién linealmente (afin) propia. Recordemos

que los subconjuntos de ®" linealmente independientes (afinmente independientes)

contienen a lo sumo » elementos (n+1) (ver [2], p-3).
0.2.1.2. Sistemas de designaldades, definiciones de poliedro y dimensién,

Un conjunto de puntos x’,...fe®”"es linealmente independiente si la tnica

k
solucién de Y Ax' =0 es A =0,parai=I..k El méiximo mimero de puntos

f=]

linealmente independientes en el espacio & " es n.
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Dada una matriz €™ y be®™, entonces Ax<b, es llamado sistema de
desigualdades lineales, y Ax =5, sistema de ecuaciones lineales.

Un poliedro Pc " es el conjunto de puntos que satisfacen un niimero finito de
desigualdades lineales (ver [6], p-85), es decir
P={x| Ax<b}, paralo cual (4b) e & =™ |
el cudl es acotado (o politopo) si existe un @ ¢ ® , tal que,

Pc{xe®”|-w<x, <o,paraj=1...n}.

Unconjunto T ®" es un conjunto convexo si al tomar cualquier par de puntos
x',x? €T cumple la condicién Ax' + (1-1)x’ eTpara 0SA<1.

De las definiciones anteriores podemos concluir que un comjunto poliedral o
poliedro es un conjunto formado por la interseccibn de un mimero finito de
semiespacios cerrados. Si la interseccién es vélida y acotada, este poliedro es llamado
politopo.

Es bien conocido que todo subespacio S posee una dimensién dim(S), igual al
méximo nimero de vectores linealmente independientes de éste. Un poliedro P es de
dimensién dim(P)= £, si el miximo nimero de puntos afinmente independientes en P es
k+1. Por lo que un poliedro P < R” es dimensionaimente completo si dim(P)= n (ver
[6], p-87)

Si P no es dimensionalmente completo, entonces quiere decir que al menos una de
las desigualdades a x < b,(donde a es un vector fila) es satisfecha como igualdad por
todos los puntos de P.

Para mostrar lo anterior consideremos conjunto M integrado por el conjunto de
indices i de m desigualdades lineales, es decir M ={12,.,m}, a partir del cual
definimos los siguientes subconjuntos:
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v Conjunto de desigualdades que sean satisfechas como igualdad por todos los
puntos contenidos en P: M~ ={ie M |al x=b,paratodox e P},
v Conjunto de desigualdades que resulten de estricta desigualdad por algiin punto
enP: M*={ieM|d x<b paraalginxe P}= M\ M=,
A partir de lo cual podemos decir que la matriz (4,5) puede ser referida a partir de las
submatrices (A4~,5~)y (4%,6%), o bien, los conjuntos de igualdades y desigualdades,
respectivamente. Entonces el poliedro P puede ser definido de modo equivalente como:
P={xe®"|A"x=b",A°xsb*).

Observe que si ie M=, entonces (a’,b,) no pueden ser escritas como una
combinacién lineal de las filas de( 4~,b% ). A partir de la definicién de P en términos de

sus submatrices (47,57 )y (A%,b* ), surgen las siguientes definiciones:

o Unvector x € P, es un punto interior de P, sf a! x <b,, paratodoie M=,
o por otro lado xeP,es llamado un punto intermo de P, sf
alx =b,, para todoi € M.

Todo poliedro que sea no vacio P # & posee un punto interno. Lo anterior se debe

aque si M* =@, todo punto en P es interno

Si Pc®”, asociando la dimensién de P con el rango de la matriz de igualdad
(A°,b°) (siempre asumiremos que P#@), ¢l siguiente resultado dim(P)+
rango( A”,b" ) = n,, es vélido con la condicién de que si P = O, entonces dim(P)=-1.

Por lo tanto, un poliedro P es dimensionalmente completo, si y solo si tiene un tiene un
punto interior.
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Ejemplo 0.3,

Suponga que P c &, esta dado por las siguientes desigualdades lineales:

x+x+ x5 1 X3 4
—-X=X;- x38=1
x; + xS 1 2 /
-x + <0 /
-X, <0 Prs
%< 2 2
X+x,+2%38 2

X2

Figura 0.4, Representacién de am
Poliedro no dimensionslmente completo.

Los trespuntos (I 0 0) (0 1 0) (0 0 1) sc encuentran dentro de Py son
afinmente independientes. Por lo tanto la dim(P)2 2, porque todos los puntos de P

satisfacen la igualdad x, +x, +x; = I, tenemos que el rango( A~,b" )2 1; por lo tanto,

ya que
dim(P)+ rango(A",b")=n,

tenemos que dim(P)=2 (ver [6], p-87).

0.2.2. El problema de programaci6n lineal.

En esta seccién introduciremos un problema de programacion lineal estdndar. La
forma estindar de un programa lineal trabaja con un problema de minimizacién lineal
con variables de decision no negativas y restricciones funcionales de igualdad.

En general, un programa lineal es un problema de minimizacién o maximizacién a
una funcién objetivo lineal con variables de decisién restringidas o no en presencia de
restricciones en forma de ecuaciones y/o desigualdades lineales.
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Existen ciertos mecanismos para la conversién de un problema de programacién
lineal general a su forma estdndar (ver [5], p-4).

Un programa de programacion lineal en forma estdndar puede ser descrito de la
siguiente manera:

Maximizar z=¢px; +6;%; +...+C,%, — Funcién Objetivo Lineal
Sujetoa  a;x;+0a;,%, +...+ 4%, = bﬂ
a”x, + ayX, Fiot AypXy = b2 >. — Restricciones Funcionales

a,,,x, + a,;xz 4.+ amx = bny
X)X, %, 20 —> Restricciones de Signo

en el cual x;,x;,...,x, 20, son variables de decisién no negativas a ser calculadas y
€},€3:..,C, S0D los coeficientes de costos asociados a las variables de decision, de

manera que la funcién objetivo z =¢x; +¢;x; +...+¢,x,, sea minimizada.

Ademss,

) .
Z ayX; = b,
J=l

denota la i-ésima restriccién funcional para j=1,...,m donde ay, parai=I,...m y j=I,..n
son los coeficientes funcionales y b, para i=1,...,m, son los elementos de requerimientos
(ver [3], p-3).

Solucionar un problema de programacién lineal (en forma estindar) es encontrar
un valor especifico no negativo para cada una de las variables de decisién de tal manera
que la funcién objetivo alcance su valor minimo en cierta solucién, mientras que todas
las restricciones funcionales son satisfechas.
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Si denotamos que;
Vector de las variables de decision - x=(x;,%,.....x, ¥,

thor & COSto e d (c[:czn“-!cn)r,
Vector de lado derecho  — b =(by,b,....b, F ¥
Matriz de restricciénes funcionales — A = matriz(ay ),

entonces el problema de programacién lineal puede ser escrito en notacién matricial
como Se muestra a continuacién,

Maximizar ¢’ x
sujetoa  Ax=bh
x20.

Existen una serie de suposiciones necesarias para representar un problema de
optimizacién como un problema de programacién lineal (ver [5], p-3).

Ademés de la forma estdndar, los problemas de programa lineal son comunmente
representados en la forma canénica siguiente:

n

Minimizar }cx;
Fl

sujetoa ia#xIZb,. parai=1,...m
=1

x, 20, paraj=1,..n.

El conjunto P={xec®"|Ax=b,x20)} es el dominio factible o regién de
factibilidad del programa lineal. Cuando P es vilido, el programa lineal es llamado
consistente. Si un programa lineal consistente con una solucién factible x” € P, tiene a

c’x’ como el valor minimo de la funcién objetivo ¢’ x sobre el dominio factible P,
entonces x_ s la solucién éptima del programa lineal.
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Se dice que un programa lineal posee un dominio factible acotado, si existe una

constante B positiva tal que para toda solucién factible x € P, su norma euclidiana,
|x||=(x,2+x§+....+x:)’”,3menoroiguala B

0.2.2.1. Semiespacios, hiperplanos y conjuntos poliédricos.

Un semiespacio es un conjunto convexo, por lo tanto la intersecciéon de los

semiespacios es también convexa.

Una entidad geométrica fundamental que se presenta en la optimizacién lineal es
el hiperplano
H={xe®"|a'x=$),

cuya descripcién involucra al vector ae ®” y al escalar # e ® Un hiperplano separa
todo el espacio en dos semiespacios cerrados
H ={xe®"|d' x5 ),

Hy, ={xek"|a’x2 B}

que intersectan al hiperplano H. Eliminando al hiperplano H se¢ obtienen dos
semiespacios abiertos disjuntos:

Hi={xe®"|d'x<pB),

Hj={xe®"|d x> B).

La definicién de un vector a del hiperplano H es llamada Ia normal de H ya que
para cualquier vector y,ze H,

d(y-z)=dy-dz=p-8=0.

Sabemos que ¢l vector g es ortogonal a todos los vectores que son paralelos al -
hiperplano H. Més aiin, para cada vector ze H y we H},



g (w-2)=dw-a'z< 8- =0

Esto muestra que el vector normal ¢ genera un dngulo obtuso con cualquier vector
w que se dirige a partir del hiperplano H hacia el interior de H;. En otras palabras, a es
dirigido hacia el exterior de Hy. La figura 0.5. muestra lo anterior geométricamente.

Figura 0.5. Vector normal de un hiperplano.

Nota: Este vector normal, pude definirse también como el vector gradiente de la
funcién que representa el hiperplano. Es bien conocido que el vector gradiente es la
direccion de méximo incremento de una funcién dada (ver [6], p43).

Para un programa lineal en su forma estdandar, los hiperplanos
H=(xe®"|c"x=p), para e representan ¢l contomo de la funcién objetivo
lineal y el vector costo ¢ es la normal de sus hiperplanos contorno. Si denotamos
a, como €l vector columna que representa la i-ésima fila de la matriz restriccién 4 y

B, el i-¢simo elemento del vector de lado derecho b, tenemos m hiperplanos de la forma
H={xe®"|ax=p) panai=I..,m.

y un dominio factible P, generado por la interseccién de estos hiperplanos y el primer
octante de ®”".

Observe que cada hiperplano H es la interseccién de dos semiespacios cerrados Hy
y Hy y el primer octante de € * es la interseccién de » semiespacios cerrados
{xe®"x, 20 parai=1,..,n}. Por lo tanto el dominio factible P es un conjunto
poliedral.
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Una solucién 6ptima del programa lineal puede ser facilmente identificada si
vemos como el hiperplano contorno formado por el vector costo ¢ intersecta al poliedro
formado por las restricciones. Para visualizar lo anterior, considere el siguiente problema
de programacién lineal.

Ejemplo 0.4.

Minimizar -x,-2x,
Sujetoa  x;+x,+x; =40
2x;+x, +x,=60
X),%3,%3,%, 2 0.

Pese a que tiene 4 variables, el dominio factible puede ser representado como una
grafica de dos dimensiones definido por, lo cual se muestra graficamente en la figura
0.6.

X +x2 < 40, 2x1 +x2 560, X; 2 0, Xy 20.
5]
A
(0.60) =
A 2+ x; =60
YT
20'
0.0 & (20,20), pumse éptime
%+ x3=40
— ] > %

I
200) (4.0 (609

Figura 0.6. Representacién grifica de un
problema de programacién lineal.

De hecho, trabajaremos solo con politopos convexos que se encuentren incluidos
en el octante no negativo; en otras palabras, los semiespacios define un politopo que
siempre serd x 2 0, j=1..4d.
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Ejemplo 0.5.

En la siguiente figura se muestra un politopo en tres dimensiones, definido como
P=¢{x e®idx<d Ae®’*, deq’}, ¢l cual es generado por la interseccién de los
semiespacios indicados por las siguientes desigualdades Ax <d,

? 0,0,3

©.13) —
X +x,+x354
% <2
243 @92)

312 + x, < 6

X 20 00,0 Lo [
X, 2 0
x;20

0,2,0) (2,2,0)
X
Figura 0.7. Politopo

0.2.2.2. Caras de un poliedro.

Como es requerido, P es acotado porque resulta facil mostrar que éste se encuentra
totalmente contenido en el cubo definido por 0 < x;,x,,x; £ 3. Ya que P es un politopa
convexo de dimensién d=7 y dado que HS es un semiespacio definido por el hiperplano
H, si la interseccién f =P HS es un subconjunto de H (en otras palabras P y HS se
tocan justamente en sus exteriores) entonces fes llamada cara de P y H se define como
el hiperplano de soporte de £ Los tres tipos de caras (ver figura 0.8.) que posee un
politopo son los siguientes:

¢ Una faceta es una cara de dimensién d-1,
¢ Un vértice es una cara de dimensién cero (un punto),

o Una arista es una cara de dimensién uno (un segmento de lines).



Ejemplo 0.6.

La siguiente figura muestra ¢} politopo anterior con tres hiperplanos H), H; y Hs
los cuales definen tres caras: una faceta, una arista y un vértice respectivamente.

Figura 0.8. Caras de un poliedro

Un politopo puede ser definido ya sea como:

¢ la envolvente convexa de un conjunto finito de puntos (cuando se conocen
solamente los vértices del politopo), o bien

e como la interseccion de muchos semiespacios, tan grande como el
acotamiento de ésta (cuando un se considera un conjunto de desigualdades).

0.2.3. Definicién de didmetro y ancho de un conjunto X

El dismetro de un conjunto K&, denotado por diam(K), es la mayor distancia
entre dos puntos de X, formalizando lo anterior,

diam(lO:=szp{|x—y”Vx,y € K].
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El anche de un conjunto K&, es la minima distancia entre dos hiper-planos con
K entre ellos, esto es:

ancho(IQ:=ci:if_{mp lq?lxel( ~ inf {crxlxeK}}.

K=

Para cualquier Kc&, y cualquier nimero real positivo &, el conjunto
56.6): ={xe Q_'] - <e }. pard algin ye K
es llamado bola de radio & alrededor de y. Para y={a} tomamos S(a,¢): = S({a},c), y

llamamos S(a,s) Ia bola de radio | g ——— S(0,1) es la bola mnitaria
alrededor de cero.

La bola unitaria alrededor de cero con respecto a la norma méxima es el hipercubo
{xe®"|-1<x<Li=1..n}. Para cualquier matriz definida positiva 4, la bola

unitaria alrrededor de cero con respectoc a la norma H“es el elipsoide

{x eR"WA'xs I}.

Dado un conjunto T¢ & el cierre de este es denotado por ¢; T, que corresponde
al conjunto de todos los puntos que se encuentren cercanos a §. Particularmente x e ¢; T
si para cada £ > 0, T N S(,6) = D, donde SG,8 = {x : [k - y// S €. Se dice que el
conjunto es cerrado si §=¢;S.

Dado un conjunto 7 < & es acotado si este puede ser contenido en una bola de
radio finito.

A partir de las definiciones anteriores un conjunto T c & es compacto si este es
cerrado y acotado. Para toda secuencia {Xx}en un conjunto S, existe una subsecuencia
convergente que considera como limite el conjunto S,



CAPITULO 1

ANTECEDENTES HISTORICOS DEL
METODO ELIPSOIDAL Y PROBLEMAS

SOBRE CONJUNTOS CONVEXOS

A rafz del anuncio de Khachiyan [7] acerca de la existencia de un algoritmo
polinomial para la programacién lineal, surgieron innumerables publicaciones cuyo
principal objetivo era desmentir el hecho de que este algoritmo pertenecfa a Khachiyan y
que poseia conexién con la programacién convexa, en lugar de la lineal. En este
capitulo se describird brevemente el desarrollo del método, es decir, sus antecedentes
hasta llegar a ser el AE que hoy conocemos. Nuestro interés es la aplicacién del método
para encontrar una solucién factible a un conjunto de desigualdades lincales. Cabe
mencionar que el método elipsoidal es utilizado tanto para la localizacién de un punto
factible a un conjunto de desigualdades lineales dadas y para la solucién de problemas
de programacion lineal formado por tal conjunto de desigualdades lineales y una funcién
objetivo a maximizar (minimizar).

1.1. Métodos antecesores.

El método posee una fuerte relacién con otros métodos, los cuales seréin descritos
brevemente con la finalidad de obtener Ia idea principal de su desempefio y apreciar los
elementos que son tomados por el AE de cada uno de ellos (ver [8]).




Los métodos antecesores son los siguientes:
o El método de relajacion para desigualdades lineales,
e Algoritmos de plano de corte,
¢ El método de subgradiente y dilatacién del espacio y
o El método de secciones centrales.

1.1.1. El método de relajacién para desigualdades lineales.

Algoritmos de relajacién para desigualdades fueron introducidos por Agmon [9] y
Motzkin y Schoenberg [10] para encontrar un vector x € ®" tal que satisfaga um sistema
de desigualdades lineales dado de la siguiente forma,

Cx<d, (1L.1)

el cual consiste de m restricciones y n variables, es decir, lamatriz Ce 8™ yde®".

Ambos métodos proponen la generacion de una secuencia {x;} iterativa de puntos,
donde, sf en Ia k+1 iteracién el vector x; es factible, el algoritmo termina; de otro modo,
alguna restriccion estard siendo violada, digamos
CTI <y, (l 2)
donde ce®R"es el vector cotrespondiente a los coeficientes de la desigualdad y

y € ®.. Una vez seleccionada una restricci6n incumplida (¢"x, >y ) se establece,

T
ClC X3 —
Xy = 2y — 2k (c,: 23 13)

El método propuesto por Motzkin y Schoenberg, establece que el parimetro
A, =2, (Ay, es el antecedente del pardmetro de paso 1 utilizado en el método elipsoidal)

mientras que para el propuesto por Agmon dicho pardmetro cumple 0 <4, <2. Para la
seleccién de un valor A, =1, el vector es el resultado de la proyeccion del vector x,
sobre ¢l hiperplano fxe®”|c'x=y}. Este método con 0 < <2, cormesponde al
método de bola que serd enunciado a continuacién.



E] método de bola inicia con una bola E,, que se define como:
E =fre -5 ) B'k-x5)s1),

Esta bola posee una matriz B,, miiltiplo de la matriz identidad I. A partir de ésta
se construye una bola siguiente E,;=8={x€RVx—%;,1) I~ x,1) S 1}, que
contiene al conjunto {x € E,la”x < B}, cuyo volumen es menor al de E,.

La bola S posee su centro en x;,;, obtenido mediante la formula (1.3) y que se
encuentra sobre el segmento de linea abierto (x,.x, +2(%, —x;)), donde X; es la
proyeccién de x,sobre el hiperplano {xe®"|a’x=p}. Veamos lo antetior en la
siguiente figura:

Eper =S
E;

{xe®"|d'x=pg}.

Figurs 1.1. El método de bola

La bola S seré la més pequefia posible, si x;,; es X;.

No es necesario tener a priori una cota para la definicién de una elipsoide inicial
Ey para implementar el algoritmo. Sin embargo, éste puede ser Wtil para definir una
secuencia de bolas {Ey} correspondiente a la secuencia {xi}. Agmon mostré que si (1.1)
es un sistema factible, y si se selecciona la restriccién (1.2) mayormente incumplida en
términos de la norma euclidiana, y si ademss 4; es acotado més alld de 0 y 2, entonces
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el método converge linealmente; asimismo mostré que en cada iteracion el conjunto de
soluciones factibles es reducido, bajo cierta tasa fija, en comparacién con la iteracién
predecesora. Dicha tasa puede ser acotada tomando como base la razén de volimenes

existente entre las bolas E;,; y E;.

A diferencia del método elipsoidal ésta razén depende de los datos del problema
més que de la dimension.

1.1.2. Algoritmos de plano de corte.

La reduccion de la region factible de un sistema de desigualdades lineales
mediante planos de corte es bien conocida en la programacién matemética. Por un lado
Gomory, ademds de muchos otros, hizo uso de ello con la finalidad de descartar vértices
no-enteros en la programacién entera. Por otro lado, en la programacién convexa, la idea
bésica es remplazar una funcién convexa, localmente, a través de uno de sus hiperplanos
de separacién. Mediante el uso de cortes con la direccién de la funcién objetivo, uno
obtiene una secuencia de problemas con conjuntos factibles decrecientes asf como de un
valor de funcidn objetivo creciente (ver [11], p-66)

1.1.3. El método de subgradiente y dilatacién del espacio.

El método de subgradiente para minimizar una funcién convexa, no
necesariamente diferenciable, es decir una funcién f:®" — R, aparentemente fue
introducido por Shor [12].

El método posee la siguiente forma general:

xma-ﬁ, (1.4)

donde g; es un subgradiente de fen x;,.
Observe que sf se desea resolver (1.1), podemos minimizar
J) = max{ max, (] x—7,)0); (1.5)
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entonces, ¢ =c;es un subgradiente de fen x,, sf ¢/ x < dr, es la restriccién mayormente
violada de] sistema (1.1). Por lo tanto (1.4) incluye como caso especial una versi6én de
(1.3) en la cual una restriccién con méximo residuo es seleccionada. Polyak [13] y Shor
[14] demuestran convergencia lineal para ciertas opciones de longitud de paso de
i, bajo adecuadas condiciones sobre £ Sin embargo, la tasa de convergencia ain
resulta demasiado dependiente de la funcién £

Shor (ver [15] y [16]), fué el primero en darse cuenta que era posible obtener
mejores resultados si se trabajaba en un espacio transformado. Esta es precisamente la
idea que lleva del algoritmo de descenso acelerado (con convergencia lineal, la tasa
depende de la funcién) al método Newton (con convergencia cuadrética para funciones
suaves) y a algoritmos cuasi-Newton (con convergencia superlineal para funciones
suaves). La iteracién toma ahora la siguiente forma:

Xeat =% — S, 8 (1.6)
Jist =Ie(1- Bi8:2T ).

para ciertos pardmetros ¢, y £, adecuados, tales que cumplan
a, #0, (1.7)
0< By <l (1.8)
Ambos pardmetros a; y S,son respectivamente los antecedentes de los
pardmetros de expansion 8 y dilatacién o del método elipsoidal
El término que g; se interpreta como la distancia méxima (en términos de norma
elipsoidal) que puede alcanzarse en la direccién del subgradiente g,. El pardmetro
@, es un escalar de translacién, pues a,J,g, es un vector de transformacién de
translacién (ver [17], p-9) en la direccién del subgradiente g, sujeto a las condiciones
que imponga la matriz J;.
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Por otro lado la actualizacién de la matriz J, corresponde precisamente. a la
dilatacién del espacio en Ia direccién del subgradiente g,, es decir, J, debe ser una
matriz no singular definida positiva (o la raiz cuadrada de cierta matriz B;, tal que

B, = J] J;,(ver secc. 0.1.3),

La condicion (1.8) es la condicién caracteristica de las matrices de transformacién
de dilatacién (ver [3], p-496) . En el caso de la matriz J,,; la matriz de dilatacién es la

resultante de

Bi&i2i (19)
en la direccién del subgradiente g,.

Shor [16] describe la dificultad que existe con la tasa de convergencia lineal de su
mas reciente método de subgradiente publicado [14]. Su algoritmo modificado (1.6),
cuando f satisface ciertas condiciones que permiten que los parémetros a@; y f; sean
estimados, proporciona una convergencia lineal cuya tasa depende de la funcién f pero
resulta invariante con respecto a transformaciones lineales. Cuando f es cuadrética y
estrictamente convexa, los pardmetros pueden ser seleccionados de manera que el
método llegue a ser un método de gradientes conjugado [15]. Para la aplicacién de este
algoritmo, el valor minimo de f debe ser conocido. Shor y Zhurbenko (18] realizan la

dilatacién del espacio en la direccién de la diferencia y, = g;,;—g,. entre gradientes
sucesivos; este método evoca aun més a los métodos de minimizacién cuasi-Newton
(ver [19], p-343).

1.1.4. El método de secciones centrales,

Un método mis sobre el cual esta basado el AE es fquel desarrollado de manera
independiente por Levin [20] y Newman [21], quienes agregaron al problema de

minimizacién de una funcién convexa £, un poliedro acotado £y c ®" como restriccién
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al problema de optimizacién. El método produce una secuencia iterativa {x3} y politopos
{P:} mediante la seleccién de x; como centro de gravedad de Pr ¥

P, =fxePlgix<gix)

donde de nueva cuenta g, es un subgradiente de fen el punto x,. Ya que fes convexa,

P, . contiene a todos los puntos de F, cuyo valor de funcién objetivo no es mayor que el

de x,. En éste caso, ¢l volumen de B,; es a lo mucho (I—e™ )veces el de ;. Sin

embargo, calcular los centros de gravedad de politopos con muchas facetas en una gran
dimensidn espacial resulta ser una tarca en ocasiones imposible de realizar. Levin
propuso algunas simplificaciones para n=2.

1.1.5. El método elipsoidal.

El método elipsoidal fue descrito, de manera un tanto enigmética, en un articulo de
Iudin y Nemirovskii [22]. En ambas publicaciones [22, 23] plasman la problemitica
existente con respecto a la complejidad computacional de los problemas de
programacién convexa: dado un ntmero limitado de llamados de funcién y/o
subgradiente, con calculos indirectos ilimitados, jc6mo se puede obtener un valor
Optimo?. Para obtener una cota superior sobre tal desviacién de la optimalidad, métodos
especificos debieron ser propuestos en su momento. Iudin y Nemirovskii [22] utilizan
una variante (¢l método de secciones centrales) del método de Levin and Newman; los
pesados célculos indirectos de los centros de gravedad no son contabilizados en su
andlisis. Para problemas con paralelepipedos como regiones factibles, este método
utiliza solamente un factor m4s de iteraciones que un método éptimo para obtener una
calidad de solucién dada. En su segunda publicacién, Tundin y Nemirovskii [23]
discuten las dificultades computacionales del método de Levin y describen el método de
secciones centrales modificado, utilizando elipsoides en lugar de poliedros.

Este método modificado es descrito para minimizacién de una funcién convexa f
sujeta a un conjunto de restricciones convexas; sin embargo, para los problemas de
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minimizacién de fsin restricciones en (1.5), éste se convierte en el método elispoidal
aplicado al problema de solucién factible de un conjunto de restricciones. Este método
modificado puede llegar a tomar tantas iteraciones, como las requeridas por el método
sin modificacién, para obtener una calidad de solucion dada, pero resulta
computacionalmente inimplementable. Iudin y Nemirovskii describen el método
elipsoidal implicitamente, en términos de una secuencia {0y} de sistemas de
coordenadas. También puntualizaron e} sorprendente hecho acerca del método
elipsoidal, el de ser éste un caso especial del algoritmo de Sohr (1.6) con una dilatacién
del espacio en la direccién del subgradiente, cuando los parimetros «; y f§; son
adecuadamente seleccionados. Sohr [24] proporciona el primer enunciado
completamente explicito de] método elipsoidal tal y como se conoce hoy en dia.

Es de estos trabajos de donde el AE toma la idea del subgradiente para la
actualizacién del nuevo centro y la idea de transformacién del espacio para la
actualizacién de la matriz que proporciona, en cada iteracién, las modificaciones de la
longitud de los ejes asi como la direccién de estos, para generar una nueva elipsoide.

1.2. Problemas algoritmicos basicos para los conjuntos convexos y
formulacion de problemas.

Los conjuntos convexos y las funciones convexas son objetos tipicos de estudio en
diferentes &dreas (ver [2], p-46), tales como: Programacién Matemética, Anélisis
Convexo y éreas relativas. Algunas de las preguntas claves son las siguientes:

» Dado un punto y y un conjunto X, jes y un miembro de X, es decir, estd y
contenido en K7?.

» Siy no es miembro de X, jc6mo encontrar un hiperplano separador de y y K?.

» Dada una desigualdad lineal, jes ésta vilida para cada vector en K7.

» Dada una funcién lineal, jcOmo encontrar un punto maximizador
(minimizador) de la funcién en K?.

» Dada una funcién convexa, ;c6mo encontrar su minimo?.
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Las preguntas anteriores son llamadas, respectivamente, problemas de:
= Membresia,
- Separacidn,
« Validacién,
-~y Optimizacidn (para las dos Gltimas preguntas).

Los problemas de optimizacién han sido intensivamente estudiados en forma
particular desde un punto de vista algoritmico, debido a su relevancia en las aplicaciones
practicas, pero la diferencia entre optimizacién y separacién, membresia y validacion,
radica en que los resultados de optimizacién (teoremas o algoritmos) son el objetivo
final (desde el punto de vista de la aplicacién) mientras que los resultados de separacién
son utilizados como herramientas importantes para la derivacion de tales resultados.

Los problemas que se definirdn en breve son los objetos basicos de investigacién
del método elipsoidal. Una de las caracteristicas principales e interesantes que puede
observarse es la estrecha relacién algoritmica que existe entre estos problemas, y cémo
el AE aborda cada uno de ellos dentro de su aplicacién.

1.2.1. Formulacién de los problemas algoritmicos.

Sea K un conjunto convexo y compacto (ver secc. 0.2) en €. Se pueden formular
los siguientes problemas en relacién a K.

1.2.1.1 El problema de optimizacién fuerte (SOPT)

Sea ce® ™ encuentre un vector yeK tal que ¢’y =max{c’x|xeK}, o bien
determine que X es vacio (si tal valor y no es encontrado).

1.2.1.2 El problema de violacién fuerte (SVIOL)

Sea ce®" y un mimero ye & ; determine si ¢'x < y se satisface para cada xek, y
si no, encuentre un vector ye ®" tal que 'y > y.
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Podemos observar que si c=0yy = -1, el problema de violacién fuerte se reduce

al problema de revisar si X es vacio y si no lo es, encontrar un punto en K. A este
problema se le llama problema fuerte de no vacuidad (SNEMPT).

1.2.13 El problema de validez fuerte (SVAL)

Seace®” y un mimero ye ®; determine si ¢'x S y se satisface para todo xe K.

1.2.1.4 El problema de separacién fuerte (SSEP)

Sea ye®”; determine si yeK, y si no, encuentre un hiperplano que separe y de X;

en forma mas precisa, encuentre ¢ e ® " tal que ¢’ y > max{c" x| x € K }.

1.2.1.5 El problema de membresfa fuerte (SMEM)
Seaye®"; decida si yeK
Podemos observar que si podemos resolver el problema 1.2.1.1. también podemos

resolver el 1.2.1.2. De manera similar si el problema 1.2.1.2. es resuelto podremos
resolver el 1.2.1.3. Igualmente el problema 1.2.1.5 puede ser resuelto si 1.2.1.4 lo es.

La figura 1.2 muestra gréficamente la relacién trivial entre SOPT, SVIOL, SVAL,
SSEP y SMEM.

Figura 1.2. Relacién trivial entre
SOPT, SVIOL, SVAL, SSEP y SMEM
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La formulacién de estos problemas produce de manera inmediata una serie de
preguntas. Por ejemplo:

» (Es necesario proporcionar una solucién exacta a los problemas
1.2.1.1.,..,1.2.1.5. demasiado restrictiva?.

» Las suposiciones acerca de que K debe ser convexo y compacto, ;son demasiado
generales o demasiado fuertes?.

» Algoritmicamente, {estos problemas son del todo resueltos?

» (Existen otras relaciones entre SOPT,..., SMEM diferentes a las mostradas en la
figura 1.27

1.2.2. Ejemplos tipicos

En esta seccion mencionaremos brevemente algunos ejemplos tipicos
relacionados con los problemas mencionados en la seccién anterior (ver [2], p-49).

Ejemplo 1.

Dado que Xc K" es un poliedro definido por un sistema de desigualdades
al x<b,i=1,.,m, para cualquier vector y€®", los problemas separacién 1.2.1.4. y
membresia 1.2.1.5. son resueltos de manera trivial, simplemente se sustituye y por x en
las desigualdades. Si y satisface todas y cada una de ellas, entonces y es un miembro de
K, de otro modo no lo es y cualquier desigualdad violada, produce un hiperplano de
separacién. El problema de fuerte optimizacién 1.2.1.1. para X es un programa lineal.
Los programas lineales pueden ser resueltos a través de varios algoritmos, pero no son
tan sencillos como los problemas de separacién mencionados inicialmente.

Ejemplo 2.

Dado que K c®"es un politopo definido como la envolvente convexa de un
conjunto finito de vectores, es decir, X = conw({V;,....%; }). Aqui el problema de fuerte
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optimizacién 1.2.1.1 (y de manera similar los problemas 1.2.1.2. y 1.2.1.3.) para X
puede ser resuelto fécilmente mediante Ia evaluacion de la funcién ¢”x para todos los
puntos v, y seleccionando aquel para el cual el valor c7v, sea el mayor posible. Para
resolver el problema de membresia fuerte 1.2.1.5. dado un vector ye®”, debemos

revisar si y es una combinacién convexa del vector v; 0 no. Por lo tanto para este
problema es necesario decidir si un sistema de ecuaciones y desigualdades lineales tiene
una solucién factible. Para resolver el problema de separacién fuerte 1.2.1.4. se requiere,
ademés, encontrar un vector ce®”*, con la propiedad cTysev, (=1...k), si el

sistema no tiene solucién.

Ejemplo 3.

Dado que f&" >R es una funcién convexa y G, ={( x?.t)r e}x™
f(x)st} es el “epigrafo” de £ Si f{x) puede ser calculada, entonces el problema de

membresia 1.2.1.5. para Gy se resuelve de manera trivial; si ademés un subgradiente fen
x puede ser calculado, entonces ¢l problema de separacién 1.2.1.4. para Gy puede ser

resuelto fécilmente. Sea (/, s)reG; Entonces por definicién, £ € ® " es un subgradiente
de fenysi fix)2 fp)+x (x~y), para todo xc®". Asf que e =(#"-1) e®™
satisface

6T Jc=x"y-s>z"y~ fy)2x"x- fi) 2(a".9¢c

para todo (xT,s)r € G, Asi que c produce un hiperplano de separacion.

Ejemplo 4.

En la geometria clésica, los conjuntos convexos K a menudo son descritos
términos de la funcién de soporte.

Para todo vector ve®", con |v] =1, considerar al hiperplano de soporte H de K
con su vector normal exterior v y p(¥) como la definicién de la distancia con signo que
existe entre el cero y el hiperplano H medido a partir de cero, sucede que
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p):= max(v'x [xeK}, H=fx [V'x =p(v)}, Hnk=Z ¥y {x IV >pWINK=&L

Si la funcién p esta dada, entonces el problema de validacién (1.2.1.3) se resuelve
trivialmente, ya que ¢’ x < ¢,, es vélido si y solo si p(c/lcl)Sco /]cl (si c=0; el caso

¢=0 es resuelto trivialmente, asi como K=&).

La dificultad de cada uno de los problemas anteriores depende de la descripcién
del conjunto K.

1.3. Definicion de cuerpe convexo.

Un conjunto convexo X es llamado circunscrito si la siguiente informacién acerca
de K esta dada explicitamente:
(a) El entero n = n(K) tal que Kc®",
(b)Un numero racional positivo R = R(K), tal que X S(O,R).

asi que un conjunto comvexo circunscrito es un triple (X; n, R).

Un conjunto convexo (K; m, R), es llamado bien-acotado o bien delimitado, si
ademas sé otorga la siguiente informacién:
(c)Un numero racional positivo r = r(X), donde r comresponde al radio de una bola
contenida en X (no es necesario conocer el centro de dicha bola).

Por lo tanto un conjunto convexo bien acotado (K; n, R, 1) es llamado ap-centrado (o
solamente centrado), si adicionalmente se tiene la siguiente informacién:

(d) Un vector ap= ayK)e (" tal que S(@ar) ¢ K

Entonces se tiene que un conjunto convexo gg-centrado es un quintuple (X; n, R, »,
ag), con todas las propiedades anteriores.
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Un conjunto convexo centrado siempre es bien-acotado, y un conjunto convexo bien
acotado es siempre circunscrito. La mayoria de los conjuntos convexos que se utilizan
en las aplicaciones son compactos y dimensionalmente completo (ver secc. 0.2.1.2). A
los conjuntos convexos con estas dos propiedades se les llaman Cuerpos Convexos (ver
[2], p-53).

Al restringir el interés a conjuntos convexos (bisico para nuestro método) definidos
con las propiedades enunciadas en la definicién anterior, podriamos enunciar lo
siguiente:

e  El requerimiento del inciso (a), simplemente establece que debemos conocer
el nimero de variables involucradas.

e  El radio exterior R, nos dice en que porcién del espacio & se localiza K.
Esto nos da una burda estimacién acerca del espacio en el cual tendremos
que realizar nuestra bisqueda de K.

e El requerimiento del inciso (b), regula el tratamiento de conjuntos no
acotados, es decir, solo trabajar con conjuntos acotados.

e  De manera similar, el requerimiento del inciso (c) es una condicién explicita
con respecto a la dimensionalidad completa.

e  En algunas aplicaciones, los requerimientos de los incisos (a), (b) y (c) para
un conjunto convexo son suficientes para calcular un punto interior en un
tiempo polinomial. Esto sin embargo no siempre sucede, por lo cual
necesitaremos el conocimiento a priori acerca de algin punto interior ay(X)
con las propiedades descritas en la definicién de la seccién 1.3.
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CAPITULO 2

FUNDAMENTOS IDEOLOGICOS Y
GEOMETRICOS DEL ALGORITMO

ELIPSOIDAL

2.1. Introduccidn.

En 1979 una nota de L. G. Khachiyan [7] indicé como un algoritmo, ¢l llamado
método elipsoidal, ideado originalmente para la optimizacién no diferenciable no lineal,
pudo ser modificado para revisar la factibilidad de un sistema de desigualdades lineales
en tiempo polinomial (ver ANEXO ii, a.). Este resultado causé gran entusiasmo en el
mundo de la programacién matemética puesto que implica la solubilidad en tiempo
polinomial de los problemas de programacién lineal. Algunas de las causas de tal
entusiasmo fueron las siguientes:

v" Primero, el hecho de que muchos investigadores, alrededor de todo el mundo
ya habfan trabajado en la biisqueda de un algoritmo de tiempo polinomial para
programacién lineal; esto resolvia uno de los més importantes problemas en el
drea,

¥ Segundo, se pensaba que # =HP N co-AP (ver ANEXO ii, a) y que el
problema de programacién lineal era precisaments uno de los pocos
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problemas pertenecientes a PN co-%P pero no habia sido demostrado que
perteneciera & 2. Por lo tanto, se obtenfa una correccién a esta conjetura.

v'  Tercero, el método elipsoidal junto con cierto nimero adicional, teéricamente
“truco”, resulto ser un método bastante diferente a todos los algoritmos para
programacién lineal considerados hasta el momento.

v’ Cuarto, el método elipsoidal, pese a su “eficiencia tedrica”, no ha probado el
ser “practicamente eficiente”, por lo que fueron puestas a discusién
controversias en teoria de complejidad computacional (ver ANEXO ii, a.) con
respecto al comportamiento polinomial del algoritmo, ademés del c6mo medir
la longitud de codificacién de los problemas y los tiempos de corrida.

Para la mayorfa de las versiones conocidas del método simplex, existen algunos
ejemplos (artificiales) para los cuales el algoritmo tiene un tiempo de comida
exponencial. Los primeros ejemplos de este tipo fueron descubiertos por Klee y Minty
[25].

El método elipsoidal en promedio ha resultado ser mucho més lento que el método
simplex en cuanto cdlculos précticos. De hecho, existen casos para los cuales el tiempo
de ejecucion esperado de una versién del método simplex es polinomial y mucho mejor
que el tiempo de ejecucién del método elipsoidal.

Aunque el método elipsoidal no parece haber sido un descubrimiento en la
programacién lineal aplicada, resulta de gran valor en la optimizacién no lineal. La
optimizacién no lineal es una de las raices del método elipsoidal. El método se
desarroll6 facilmente en 1a optimizacién no diferencial convexa (métodos tales como:
relgjacién, subgradiente, dilatacion del espacio, de secciones centrales y algoritmos de
plano de corte (ver secc. 1.1), asi como en los estudios sobre complejidad
computacional de los problemas de programacién convexa.
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La historia del método elipsoidal y sus antecedentes han sido cubierta
extensamente por Bland [8] and Schrader [26], los cuales se basaron en trabajos previos
de Shor [15, 16], quien describié un nuevo algoritmo de proyeccién de subgradiente con
dilatacién del espacio para programacién convexa no diferenciable. Iudin y Nemirovskii
[22, 23] observaron que el algoritmo de Shor otorgaba una respuesta al problema
discutido por Levin [20] proporcionando un esbozo del método elipsoidal. El primer
enunciado del método elipsoidal, tal como se le conoce hoy en dia, se le adjudica a Shor
[24].

En el lenguaje de la programacién no lineal, el método elipsoidal puede ser visto
como un algoritmo de correccién de rango uno (ver [27]. P-45) y como uno, muy lejano,
andlogo al método de métrica variable cuasi-Newton (ver [28]) para tales
interpretaciones del método elipsoidal. Este método fue adaptado por Khachiyan [7]
para establecer la solubilidad en tiempo polinomial de los problemas de programaci6n
lineal.

La aplicabilidad del método elipsoidal a la optimizacién combinatoria (ver
ANEXO ii, b.) fue descubierta de manera independiente por Karp y Papadimitriou [29],
Padberg y Rao [30] y Grdtschel, Lovész y Schrijver [2].

La intencién no es pensar que el método elipsoidal llegue a ser un verdadero
competidor para el método simplex desde el punto de vista prictico; sin embargo, el
gran fundamento tedérico del método elipsoidal, lo hace ser una clegante y atractiva
herramienta para probar tiempo de solubilidad polinomial de muchos problemas de
optimizacion geométrica y combinatoria (ver ANEXQ ii, b.)

2.2 . ;Coémo se puede capturar un leén en el Sahara?

Es bastante simple la idea bajo la cual trabaja ¢l AE para resolver el problema de
factibilidlad de un conjunto dado de desigualdades lineales, el cual se puede ser
enunciado de la siguiente manera:



“Determinar si un conjunto de desigualdades lineales dado es vacio o no;y si este
es no- vacio, encontrar una solucion factible a dicho conjunto de desigualdades”.

o propiamente dicho,
Para un poliedro P={xe&"Cx<d), donde Ce®™ y de®", establecer si

P =@, si no, encontrarun x€ P.

La técnica “Capturar un leén en ¢l Sahara”, puede ser aplicada para resolver
este problema. Su funcionamiento es el siguiente:

1. Cercar el Sahara,

2. Divisién del Sahara en dos partes y cercar la parte en la cual se encuentra el
leén, '

3. Repetimos el proceso de dividir la parte de interés y cercar la seccién en la cual
se encuentre el leén para que,

4. en un mimero finito de pases la cerca sea tan pequefia que el leén ya se
encuentre atrapado por el cercado anterior o para darnos cuenta que la zona es ya
tan pequefia que no podrd contener al leén; es decir, no existe leén alguno.

Basta con revisar esta técnica para captar su fundamento ideol6gico, pero antes de
distinguir cémeo se aplican cada una de estas ideas en el método elipsoidal, es necesario
conocer los siguientes fundamentos geométricos del método, asf como sus elementos
bésicos.

2.3. Fundamentos geométricos.

El propésito de esta seccién es explicar la idea geométrica que existe detrés del
método del elipsoide y para ello iniciaremos resumiendo hechos geométricos bien
conocidos sobre elipsoides.
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Posteriormente en el capitulo 3 se mencionarén los elementos bésicos y el
algoritmo del método elipsoidal aplicado al problema de la de factibilidad de un
conjunto de desigualdades lineales dado.

2.3.1. Definicioén de elipsoide.

Un conjunto E c®"es un elipsoide si existe un vector ge®"* y una matriz

definida positiva 4€ ™", tal que:
E=EAa=f(eRNc-a A x-a)<s1}. Q2.1)

Utilizando la norma elipsoidal H, podemos escribir equivalentemente:

E=E(A,a)={xeﬂ,'*x—a)|“ <1} 2.2)

Es decir, el elipsoide E(4,a) es la bola de radio unitario alrededor de a en ¢l

espacio vectorial ® " inducida por la norma |,

Como podemos ver el elipsoide E define inicamente a la matriz 4 y al vector g,
donde a éste \iltimo se le conoce como el centro del E, por lo tanto se dice que E(4,a) es
el elipsoide asociado a la matriz 4 y al vector a.

2.3.2. Relacidén entre las propiedades geométricas del elipsoide E(4,q) y las
propiedades algebraicas de la matriz A.

Existen conexiones interesantes entre las propiedades geométricas del elipsoide
E(A,a) y las propiedades algebmaicas de la matriz 4, las cudles serin enfatizadas a

continuacion.
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Para toda matriz definida positiva 4, todos sus autovalores son positivos y reales
(ver secc. 0.1.3.). Si representamos al autovalor mayor y el menor de 4 como A y 3
respectivamente, tenemos que:

o El dismetro del E, o longitud de su eje mayor, es igual a2y .
o La direccién del eje mayor del E comresponde al autovector de A.
¢ El ancho del E, o longitud del ejemenor,sigualaZ\a.

lo anterior produce lo siguiente:

e La bola mixima contenida en E(4,a) se define como S(av/2).
e La bola minima contenedora de £(4,a) se define como S(a,«/] ).

De hecho, este es el contenido geométrico de 1a desigualdad,
Vid s, <V4j} paratodoxe @’ 2.3)

De manera més explicita, los ¢jes de simetria del elipsoide E(4,a) corresponden a
los autovectores de la matriz 4. Para visualizar mejor estas relaciones veamos el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.1.

Dado un elipsoide E(40)c®", donde A=diag((16,4)" ). Los autovalores de 4
son A=16 y A=4,con sus autovectores correspondientes e, =(1,0)7 y e, =(01)".
Por lo tanto el didmetro de E(4,0), es 2JA =8 mientras que el ancho es

242 =4. Ademés podemos observar en la figura 2.1, que para este ejemplo la bola
méxima contenida en E(4,0), es definida como S(0,2), mientras que la bola minima
contenedora de E(4,0), se define como S(0,4).
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5(0.4) \
E4,0) .Na S
S(ol‘z) 1 £ = h : 1 Al

=
T
b
-

Semir¢je mayor

Figura 2.1. Bola méxima y minima
contenedors de y contenida en E(4,9)

2.3.3. Todo elipsoide es la imagen de una bola unitaria.

El hecho de que todo elipsoide E(4,0) sca la imagen de la bola unitaria
S(0,1) alrededor del origen, se debe a que para toda matriz definida positiva 4 existe
una tinica matriz definida positiva denotada por 42, tal que 4= 4’2 42,

Lo anterior permite, bajo simples célculos, determinar que:
E(4,a)= A"?5(01)+a 24

lo cual se obtiene si denotamos por ¥€® " a todo punto x € S(0,1); es decir;
S(0,1):=fke®NF£<1).

Por otro lado denotamos simplemente por xe®" a todo puntox € E(4,a) donde
A es una matriz definida positiva.



Entonces 4 partir de lo anterior, tenemos que:
Eda):=fxeRx-a A'x-a)si).

Observamos que (x—a)’ 4™/(x—a) < I, puede expresarse como
G- A4V g1,
que es equivalente a
@ -a) 4" x-a)s1
y finalmente:
E(Aa)={xe®"|A"x-a) (A"x-a)<1}.

Ahora, si se define %= A""/’(x - a), entonces los puntos x € E(4,a) en términos
de x € S{0,1)se definen como

x=A"*%+a.

Con lo anterior podemos establecer que todo xe®" en el elipsoide E(4,q) es el
resultado del mapeo de los puntos cormrespondientes a la esfera e S(0,/), bajo una
transformacién bijectiva afin. Se dice transformacién bijectiva afin porque se aplica una
matriz de transformacién de rotacién y expansién 4’2 sobre los ejes de Ia bola unitaria
(que da como resultado la direccién y magnitud de los semi-cjes del elipsoide E(4,a), asi
como un vector g que traslada la posicion de la bola unitaria a partir del origen.

Podemos concluir que si se aplican simultineamente una matriz de transformacién
(ver [3], p-500) 4"? y un vector a de translacién a la bola unitaria S(0, 1), obtenemos el
elipsoide E(4,a).

E(4,9)=4"S(01)+a 2.5)

Lo anterior confirma e] hecho de que todo elipsoide es la imagen de una bola
unitaria bajo una transformacién bijectiva (doble) afin.
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2.3.4. Volumen de una elipsoide.

Otra caracteristica geométrica que podemos obtener a partir de Ia matriz 4 es el
volumen del elipsoide E{4,a) denotado™por wol(E) el cual solo depende del
determinante de tal matriz y de la dimensién n del espacio. El volumen de una elipsoide

se define como:
vol(E(4.a))=detA -V, (2.6)

donde V¥, es el volumen de la bola unitaria S(0,/) en & °, para el cual se sabe que:

- tﬂz . i ( Zﬁ )ll/z
""“Tw2+1) Nm\nm )
Sea:
Ie:=[e'¢'dt,  parax>0,
0
donde la funcién gama:

I'(n):=(n-1)! paratoda n e

2.3.5. Razén de volumenes entre dos elipsoides.

Sf x> A™"*%+a es la transformacién bijectiva afin T entonces,
vol(T(E(4,a)) = det A" Jdet A -V,
esto en particular muestra que:

vol(E(4,0)) _ vol(T(E(A,a))
vol(E(Bb)) vol(T(E(Bb))’

es decir, 1a razén de volimenes de dos elipsoides es invariante bajo la transformacién
bijectiva afin.
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CAPITULO 3

ELEMENTOS BASICOS Y EL ALGORITMO

DEL METODO ELIPSOIDAL

Este capitulo proporciona inicialmente, una descripcién detallada de los elementos
bésicos bajo los cuales trabaja el método elipsoidal para posteriormente describir los
elementos que forman el algoritmo en si. La informacién contenida en los capitulos 2 y
3 es de suma importancia para el mejor entendimiento de los capitulos 4 y 5 posteriores.

3.1. Elementos basicos del método elipsoidal.

Hasta ahora se han mencionado algunos hechos bien conocidos sobre los

elipsoides, conceptos que se encuentran implicitos en el AE. Ahora, son descritos los
elementos del método antes de definir el algoritmo explicitamente.

3.1.1. Generacién de un 1/2E(4,a) o E'(A,a,c).

Dado un elipsoide E(4,a) y un vector ce ®”"\{0}. La interseccion del elipsoide

E(4,a) y el semiespacio {xe®"|c"x<cTa} se define como un medio elipsoide
E'(A,a,c); esto es '



1/2E(Aa)=EAac)=E(4a){xeR"|c"xs a).

) |

G.1.

Por lo tanto, E'(4,a,c) es obtenido a partir de un corte central de E(4,a) utilizando

el hiperplano H={xe®"|c’x=c"ajque pasa exactamente por el centro & del

elipsoide.

Ejemplo 3.1

Sea E(4,a) el elipsoide denotado por A=diag((16,4)") y a=(0, 0)" y considere el
vector ¢=(-1,0)". La figura 3.1. muestra a el E'(4,0,¢c) (regi6n sombreada de acuerdo

a la definici6n (3.1)), formado a partir de los datos anteriores.

H{xe®"|c"x=c"a}
Figura 3.1. Geperacién de un //2E(4,a)

3.1.2. Optimizacién de funciones objetivo lineales sobre elipsoides.
Sea x€®", dada una funcién lineal ¢’x y un elipsoide E(4,a) encontrar:
2, =c'x, =max{c’x|x € E(4,a)).

donde E(d.a)={xe®"|(x-a) 47'(x=a)<1}.

G2)

El problema anterior puede ser resuelto si se transforma el problema actual con

una sola restriccién, a uno equivalente sin restriccién; lo anterior puede lograrse al

establecer la funcién Lagrangeana (ver (19], p-167) correspondiente.
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Para facilitar los célculos denotamos A4~ =Q’. Como la restriccién es de
desigualdad, se considera para la transformacitn al problema equivalente que se desea
generar, un solo multiplicador Lagrangeano Ae®, A20, pues se aplicard una

penalizaci6n siempre que el vector x€®" incumpla la restriccién establecida por la
elipsoide E(4,a), es decir, siempre que ocurra (x—a FA (x=a)> 1.

A partir de lo anterior, la funcién Lagrangeana de este problema se define como:
LxA)=c"x-M(x-a) Q(x-a)-1), (3.3)
y su solucién como:

2, =max{c'x|xe E(A,a)}, o bien, z, =maxminl(x,) (3.4)

Para resolver lo anterior es necesario considerar y satisfacer las condiciones de
optimalidad (1) y (2). A partir de lo anterior cualquier solucién 4 y x satisface la
condicién complementaria (3). Estas condiciones se presentan a continuacién:

) "Lg;’” 0 > c-200°w-a)=0 Ec.1
) a—"g’;ﬁw > -G-ad QPhr-a+1=0 Ec.2
B Mx-a"Qx-a)-1)=0 Ec.3

Resolviendo el sistema de ecuaciones generado, obtenemos de (1) la expresién

Q-2
(x-a)= ==Y sustituimos en (2)

o] fo%

Gk

'g700 % _,
412 ’

142

2
Por o tanto, sustituyendo A en la expresion obtenida para (x —a), tenemos que



k-a)= g

c'07%

y finalmente la solucién es:

. -20 zc

Xy =G+ ,0 su equivalente, X, =@+ ——r.
- e =k,

Transformando °=A", para volver a nuestro problema original:

® Ac
X =

—a+m, o bien, x__. =a+|4+02c"
El problema
x = crx:,,, =min{c'x|xe E(A.a)},
se resuelve de la misma manera, por lo tanto su soluci6n es:

Ac

xo QL Ac obien, xo A N
- 57 | iy uAuz n
Si definimos un vector be & ", tal que

b= 28 , obien, b= 'f/cz .
JcrAc P cI
podemos redefinirx_, . y x.,, en funcién del vector b como:

Xo.=a+h y x, =a-b,
y el valor de la funcién objetivo para cada caso se define como:

Cf.

¢
2o =C Xoer ¥ Ztn =€ Xy

534

(3.5)

(.6

G.7

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

Dada una desigualdad lineal c'x<y tal que ¢’a >y, el punto méximo que puede
alcanzar cualquier punto x € E(A4,a) a partir de su centro a en la direccién del vector

—c es X, lo cual se muestra en la figura 3.2. Por lo anterior, concluimos que la
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optimizacién de la funcion lineal se alcanza & partir del centre @ del elipsoide en la
direccién del vector +5 & —b, segiin sea el easo, (3.2) 6 (3.7).

Ejemplo 3.2.

Sea x e ®";dada una funcién lineal ¢"x y un elipsoide E(4,a) encontrar xfﬂy
x_, tal que:
Z s =crx;_ =max{c'x|xeE(4a)} y 2., =crx:,, =min{c’x|xe E(4,a)).
Sea E(4,a) el elipsoide para el cual a=(0,0)"y A=[1 0,0 1] siendo el vector
ce®?’ de la funcién objetivo lineal ¢ = { ~1-1)7. La figura 3.2, ilustra graficamente
ambas soluciones x,, . =(—0.7071-0.7071)7 y x_,, =(0.7071,0.7071)" resultantes.

Figura 3.2. Optimizaci6n lineal sobre un E(4,q)

3.1.3. El elipsoide Ldwner John E(4',a’) contenedor de E’'(4,a,c).

Existe un hecho bien conocido, el cual afirma que todo cuerpo convexo (ver secc.
1.3) es contenido en un tinico elipsoide de volumen minimo, y que dicho cuerpo a su vez
contiene a un Unico elipsoide de volumen méximo.
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En particular, el primer resultado se atribuye a8 K. Ldwner John (ver [2], p-69)
quien prové el siguiente teorema més general en el cual se basa el método elipsoidal.

Teorema.

Para todo cuerpo convexo K CR" existe un tmico elipsoide E de volumen
minimo contenedor de K. Mds ain, K contiene al elipsoide obtenido a partir de E
mediante la reduccion de este a partir de su centro mediante un factor de n.

Llamaremos elipsoide Lwner John, al elipsoide de volumen minimo contenedor
de un cuerpo convexo K. En férmulas, la segunda parte del teorema establece que, si
E(4,a) es el elipsoide Lswner John de X, entonces K contiene al elipsoide E(17°4,a). Para
un simplex regular S, la elipsoide Lwner John es una bola E(R’La) con un radio R
apropiado alrededor del centro de gravedad a de S. Una bola concéntrica E(w’R’La), es
la elipsoide méxima contenida en §. Esto muestra que el parimetro n enunciado en el
teorema es el mejor posible.

Para la construccién del elipsoide Lswner John E(4',d) contenedor de E'(4,a,c)
(ver secc. 3.1.1) se aplican las siguientes férmulas:

s __I_ v w ( y 2 T}
d=a-—b,y A‘n’-zk" ——bb (.12)

donde b es el vector definido en la secc. 3.1.2, por (3.9).

Las férmulas anteriores pueden ser reescritas en términos de los parfimetros de
paso (1), dilatacién () y expansion (§) (ver sus antecedentes en el Capitulo 1):

d=a-t y A=56A-obb7]. (3.13)
donde:
1 2 n’
f—m, 0'—"+I, 5—,'2-1. (3.14)
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Dado P={xe®"|(x<d,CeR™ de®"}=(xeR"|cIxSy,i=l..m} ¥y
un elipsoide E(4,a), el elipsoide Lowner John se define como E(A4'.d')=E(4,a)n

{xe®R7|cTx<cla).

La figura 3.3 muestra la construccién del E(A',a’) y sus pardmetros (), (o) y (8)
a partir de un hiperplano H,={xe®" |¢/x=cTa), llamado de corte central por dividir
elipsoide E(4,a) a partir de su centro g.

HE -
H={xe®T|cx=c]a},—>
RS

E(Aa ‘E
T
4 .ﬁ '\_--
x;n “/‘7 i
P2
—
T 1-g]
< ¥
+b b

Figura 3.3. Gifica del Elipsoide Liwmer John
bajo corte central.

Se puede observar que el centro @' del elipsoide Léwner John E(4',a’) contenedor
del medio elipsoide E'(4,a,c) (regién sombreada), se encuentra sobre la linea que une a

i L]
los puntos x,., ¥ X

Por lo tanto el centro @’ puede ser obtenido a partir de a realizando un paso de

longitud ﬁl“;‘" = 4



57

Ademis la frontera del elipsoide E(4,a) toca al E'(4,a,c) en ¢l punto xme ¥ €0
el conjunto fxe®"x € E(4,a)}nfre®cTx=c[a}. En el caso particular de & este
tiltimo conjunto esta formado por dos puntos p1 ¥ p2-

3.2. Descripcion del método elipsoidal basico.

Inicialmente en la seccién 3.2.1. se describird inicialmente el AE bésico para la
solucién de problemas convexos de fuerte vacuidad (ver secc. 1.2.1) para politopos
dimensionalmente completos o vacios (ver secc. 0.2.1.2) y posteriormente se
mencionardn ciertas caracteristicas de los elementos que lo conforman.

3.2.1. Algoritmo basico elipsoidal bajo el criterio de corte central.

Los datos de entrada.. Sistema de desigualdades Cx <d donde tanto Ce®™ y
de®™ poseen coeficientes enteros, Los parimetros del problema garantizan que el
poliedro P ={x € ®"|Cx < d} sea vacio o acotado y dimensionalmente completo. Estas

condiciones en los datos de entrada garantizan la convergencia de la solucién del
problema mediante el AE bajo el criterio del corte central (ver [2], p-75).

v' Paso de iniciacion,
a) k= 0, (contador de iteraciones)
b) N=2n((2n+1)}C)+n{d)-n’, * (maxiter)
c) a=0y 4,=R’Icon R=J;2(C‘+'3 (o cualquier R que contenga a P), de
manera que E; = E( 4),a,)es el elipsoide inicial.

v’ Paso general,
d) Si k=N = jel algoritmo para!, y se declara que P es vacio.
e) Si a, € P = jel algoritmo para!, g, es la solucién factible buscada.

* Nota: (»), longitud de codigo, ANEXO II, a.
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f) Si a ¢P = esto implica que¢ 8l menos una desigualdad lineal a sido
violada digamos c'x <y, por el actual centro g, del sistema Cx<d, es

decir, cra, > 7. Entonces se establece que:

_ A4¢ I P i R r)
9 b= f\z B gy == b D = | b

j) volver al inciso d).

3.2.1.1. Datos.
Como datos del algoritmo se considera un sistema de desigualdades de la forma

cfx <y, para i=l,..,m, con coeficientes enteros y n variables. Lo que se desea resolver
con este algoritmo es la determinacion de si,
P={xe®"|Cx<d}=({xe®"|cTx<y,i=1]..m} (3.15)
es vacfo o no, y de ser no-vacio, encontrar un punto que sea contenido por P. Para
obtener una respuesta correcta, los datos deben poseer las siguientes caracteristicas:

v’ P debe ser acotado.
v’ Si P es no vacio, entonces P debe ser dimensionalmente completo.

(.16

3.2.1.2. Radio inicial.

Haciendo referencia a la técnica “Capturar un ledn en el Sahara”, mencionada en
la secc. 2.2, como Sahara seleccionaremos una bola S(O,R) alrededor del origen que
contiene al politopo P, nuestro leén. Si el sistema de desigualdades (3.15) proporciona
explicitamente tanto el limite inferior como superior de las variables, digamos,
I, <x,Su, i=1,...,n, entonces un radio R tal que P g S(0,R) es ficil de encontrar.

Considere por ejemplo, el radio R siguiente:

R= |3 max{ul I}

inl
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Cuando no se tienen dichos limites, solo la informacién sobre los coeficientes
enteros de la matriz C y el vector d, y que ademds P es un politopo, entonces para
definir un radio R se utiliza el siguiente lema.

Lema. PcS(0,R), donde
R=n2C4~ (.17)
(C.d) denota la longitud de codificacion de C y d (ver ANEXO ii, & y prueba de
lo anterior en [2], p-76) .

A partir de este radio se define el primer elipsoide E(4,,a,) contenedor de P,
cuyo centro a, (centro inicial) es el origen y la matriz 4, (matriz inicial) que se define
como Ay=R’I Describiremos a continuacién el k-ésimo paso, k20, del

Llamaremos E, = E(4;.a,), al clipsoide actual contenedor de P. El
elipsoide E; posee un punto caracteristico que conocemos como el centro actual a;. Por
lo tanto, para revisar si todas las desigualdades son satisfechas solo tenemos que sustituir
a, en el sistema de desigualdades (3.15). En caso afirmativo podemos parar, habiendo
encontrado ya la solucién factible del sistema. Pero en caso contrario, si el centro a; no
es factible, al menos una de las desigualdades del sistema (3.15) estard siendo
incumplida, digamos:

x< Y,
lo cual implica que en realidad,
c'a,>y.

Con esta informacién sabemos que el hiperplano H =f{xe®"c"x=c"q,} pasa
por el centro g, del elipsoide E, y lo corta en dos mitades y que ademés el politopo P
esta contenido en la mitad del elipsoide E; definida por:



E(4.0,.6)s{x € E(Aa Jc xS ¢ ay). (.18)

Por lo tanto seleccionamos, como siguiente elipsoide E;,; en nuestra secuencia,
al elipsoide Lowner John de E°( 4;,a,,c), el cual esta dado por las férmulas (3.9) y
(3.12).

3.2.1.3. Criterio de parada,

El criterio de terminacién es un clemento de suma importancia dentro de la
estructura del algoritmo. Si se localiza algoritmicamente un punto en P, el proceso
termina; pero, jcudntas iteraciones se deben realizar, para obtener un punto factible?. El
criterio de terminacién surge o se establece a partir de un argumento relacionado con la
razbn de volumen entre elipsoides sucesivas considerando que siempre es posible
determinar el volumen de cualquier elipsoide E(4,a) aplicando la fSrmula (2.6).

Durante el AE, en cada paso % se construye un nuevo elipsoide E,,; cuyo
volumen es estrictamente mis pequefio en comparacién al vol( E,), de hecho se puede

mostrar que bajo los pardmetros de paso (), dilatacién (o) y expansi6n (5) indicados en
(3.14) ocurre que,

Lema.

R+l n-1\1/2
S [ () e o
DEE

(ver prucba [2], p-77).

El siguiente lema muestra el interesante hecho de que el volumen de un politopo
dimensionalmente completo, no puede ser extremadamente pequefio; es decir, es posible
definir una cota inferior sobre el wo!(P) que puede ser calculado en tiempo polinomial.
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Lema. Si P={xe®"|Cx<d} es un politopo dimensionaimente completo y si ademds
la matriz C y el vector d poseen datos enteros, entonces

vol(P)2 7 ™INCH", (3.20)
(ver prueba [2], p-79).

De la teoria de poliedros se sabe que todo politopo dimensionalmente completo
Pe®" contiene n+1 vértices v,v,,...,v, afinmente independientes y que la envolvente

convexa de esos vértices forma un simplex S que es contenido en P. Por lo tanto, el
volumen de P es acotado por el volumen de un simplex, determinado por la siguiente

formula [ver R1-p79],
I are I
volfSj=L { y ]
"! VQ vI ena v"

vol(P) 2 vol(S)2 é(z"-’*" Jme) 5 g mINCH

Se tiene ademés que

Por lo tanto, ya que es posible la estimacién del volumen de una elipsoide inicial
E, = E(4y,a,)asi como el volumen del politopo P y que ademds se conoce la tasa de

reduccién de volimenes, podemos concluir que el nimero de iteraciones méximo que
debemos realizar serd hasta que el elipsoide actual E; tenga un volumen més pequefio
que el limite inferior (3.20) del volumen de P. De alcanzar dicho estado, en el paso ¥,
podemos parar el proceso iterativo ya que, para un ciclo adicional si P ¢ Ey, implicaria
que

vol(Ey ) <woi(P).

El mimero N de iteraciones mAximo que tendremos que realizar, en el peor caso,
puede estimarse de la siguiente manera:
N =2n((2n+1)C)+n{d)-n’, (3.21)
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Lema. SeaP={xe®"|Cx<d} un politopo y Cx<d un conjunto de desigualdades

lineales con coeficientes enteros.

Sf Ey=E(4ya), cona=(00), A=R’I y R=J52‘q“)"‘3, es el elipsoide
inicial y si el paso gemeral del método elipsoidal de la secc. 3.2.1. se aplica
N =2n((2n+1)(C)+n{d)—n’ ) veces, entonces

vol(Ey) < 27" XM <uo1(p),
Por lo tanto podemos concluir que el vol(E )< 2 DCH’

3.3. Ejemplo

El siguiente ejemplo tiene como fin principal mostrar las analogias del AE con la
técnica “capturar un le6n en el Sahara”. Al aplicar una primer iteracién del AE bésico se
har4 referencia a definiciones correspondientes a secciones ya enunciadas anteriormente.

3.3.1. Analogia del AE con la técnica “Captura de un leén en el Sahara”.

Mediante un ejemplo sencillo seré facil mostrar la analogia existente entre la
técnica “Captura de un leén en el Sahara” con el AE, al mismo tiempo se enfatizarin
las caracteristicas principales de cada paso del algoritmo de la secc. 3.2.1. Cabe
mencionar que los datos mo posecen coeficientes enteros, pero recordemos que esa
caracteristica del problema se utiliza para determinar un maxifer (méximo nimero de
iteraciones) con el cuil se pueda asegurar que si una solucién factible no es encontrada
en dicho nimero de iteraciones, implica que el conjunto de desigualdades lineales es
vacio. La intencién de este ejemplo es simplemente mostrar paso a paso el
funcionamiento del AE.



3.3.1.1.Generacién del “Sahara”.

Este primer paso comresponde a la definicién de la zona de busqueda inicial
(Sahara) contenedora del poliedro acotado (leém) definido por wun sistema de
desigualdades lineales dado, para ¢l cual se desca encontrar una solucién factible.

Sea P={xe®"Cx<d} donde el sistema de desigualdades lineales

Cx < d correspondiente es:
X; < 08
-X;-%; S-10,
x,s 05

Dicho politopo se muestra en la figura 3.4.(a).

3.3.1.2.Cercamiento inicial — Sahara.
Para realizar el cercado de nuestro ledn, utilizaremos el elipsoide inicial

E,=S(0,R)= E(4,a,), donde a,=(00) y Ay = R’I = diag((1,1)" ) que produce una
bola lo suficientemente grande para contener a P, como se puede ver en la figura 3.4.(b).

3.3.1.3 Divisi6n del Sahara en dos partes iguales.

Es precisamente en esta parte del método, donde se lleva a cabo la aplicacién de la
idea de los algoritmos de corte, con la finalidad de reducir la regién de factibilidad
cubierta por el elipsoide. Para realizar la reduccién de la regién de factibilidad,
necesario antes que nada, que el centro actual sea un punto no perteneciente al politopo
P, a lo que llamamos “revisién de membresia”.

a) Revisién de membresia. Una vez cercado el politopo P es necesario revisar sf el
centro actual a, satisface todas las desigualdades lineales, para lo cual solo tenemos

que sustituir ¢l valor de xpor a, en cada una de las desigualdades. De ser este el

caso, se indica que el centro se encuentra contenido en el politopo P.



q o E]
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(a) Definicién del politopo (b) Elipsoide imicial
Figora 34

b) Violacién. De estar a, contenido en P, el algoritmo para y se declara una solucién
factible encontrada a,; en caso contrario, al menos una de las desigualdades lincales
se encuentra incumplida por g, digamos ¢'x<y. En nuestro ejemplo, esto se

presenta en la desigualdad nimero 2, —x, - x, <-1.0, donde, ¢ =(-1,- 1) o cual se
ilustra en figura 3.5.

¢) Generacién del hiperplano de corte. Una vez identificada la desigualdad
incumplida, tomamos el vector de coeficientes ce ®” [ver secc. 3.2.1.f)] de tal
desigualdad para generar un hiperplano de corte central H =fxe®"c'x=c"a,}. En
la figura 3.6 se muestra el corte central generado por e hiperplano
H={xe&’|(-1-Ifx=0}.

El hiperplano central H, genera dos semiespacios H, = {fxre®\c'xs ¢ a,} quees
donde queda contenido Py Hy, ={x€®"c"x2c"a,}. El siguicnte paso es cercar la

media elipsoide E'(4;4yc)= E(4p.ap))NH,en la cual queda contenido P (ver
secc.3.1.1), como se puede observar en la figura 3.6.
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Figura 3.5. Seleceién del veetor . Figura 3.6. Corte central

3.3.1.4. Cercamiento de la regiém en la cual se encuentra el leén. Una vez
identificada la regién de factibilidad, se realiza un nuevo cercado con el clipsoide

Lowner John E(4',d) = E( A),a,) contenedora de E'(4,,a,,c) (ver secc. 3.1.3). Para ello
es necesario determinar el punto maximo que debe ser contenido por el nuevo cercado

(ver secc. 3.1.2). Dicho punto corresponde a x:,,, que se obtiene aplicando con (3.9) y

£ ta, 5" ‘donde b=ﬁ.
c

La figura 3.7. muestra el x,, =(0.7071,0.7071)7 correspondiente al ejemplo
analizado.

(3.10), es decir

2) Generacién del elipsoide L-J. La elipsoide Lowner John E(4'.,d))= E(4;,a,) del
elipsoide E’(4j ayc) es obtenido a través de las formulas (3.9), (3.12) y (3.14) de Ia

secc. 3.1.3.

1 n ( 2 .71
“= n+l ¥ ! n’—lkdo n+1bb}



Evaluando tenemos
a;=(0.2357,0.2357) y A, =[0.8889 —0.4444;-0.4444 0.8889].

La figura 3.8. muestra finalmente el elipsoide Ldwner John correspondiente a la 1*
iteracién del método elipsoidal bésico para el ejemplo dado.

El proceso anterior se repite tantas veces como sea necesario, hasta alcanzar aquél
punto a, que se encuentre contenido en el politopo P. Recuerde que el maxiter N,
garantiza que el sistema de desigualdades lineales tenga solucién factible, o que el

conjunto factible sea vacio.

: |
Xomin
va J
R T T DN AT e PR T Y Y T N TR YR A TR |
L]
Figura 3.7. Punto méximo X, . Figura 3.8, Elipsoide Lowaer Jobs,
bajo corte central

Nota: En el ANEXO i se proporciona la programacién del algoritmo 3.2.1 en
MATLAB Ver. 5.3.0. asf como la rutina utilizada para la generacién de los gréficos

presentados en las figuras 3.4. a 3.8.
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CAPITULO 4

ALGORITMO ELIPSOIDAL BAJO

CORTE PROFUNDO

4.1. Introduccién.

El método elipsoidal bajo corte central posee una lenta convergencia, lo cual ha
sido ya analizado por algunos investigadores cuyos resultados han generado
modificaciones interesantes al AE basico. La primer pregunta préictica que surge al
analizar el desempefio del AE, con la idea de mejorar la tasa de convergencia del
algoritmo, es el cuestionar la forma en que se da la posicién al hiperplano de corte

H={xe®"|c"x=c"a}, también llamado hiperplano de corte central, utilizado para
dividir al actual elipsoide E; = E(4;,a; ) en dos partes iguales.

Observando la figura 3.6. del capitulo anterior, puede verse claramente que en
lugar de cortar el elipsoide E, con el hiperplano de corte central, podemos remplazar la

cantidad c’a de éste, por la cantidad y € ® correspondiente a la desigualdad c'x <y
incumplida por el centro actual a;, es decir, utilizar el hiperplano

H={xe®"|c"x=y} en lugar de H={xe£”|crx=cra} y de esa manera generar
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una seccién elipsoidal, mucho menor al medio elipsoide £’ = E( A4,,a,,¢), que permite
una mayor reduccién de la regién de blisqueda. Del mismo modo, el elipsoide Lowner
John comespondiente a la seccién elipsoidal generada bajo el corte central serd
estrictamente menor a la contenedora del medio elipsoide generado bajo el corte central.

La idea de una reduccion de la regién de biisqueda es la que motiva a considerar
secciones elipsoidales menores al utilizar una forma de dar posicién al hiperplano de
corte, diferente al enunciado por el algoritmo bésico enunciado en la seccién 3.2. A
continuacién serdn descritas las modificaciones que se realizan al algoritmo bésico con
la finalidad de generar en cada iteracién elipsoides Lowner John menores.

4.2. Modificaciones al método basico elipsoidal

Si sc realiza la modificacion al algoritmo como se mencion6 anteriormente, se
mantiene la idea de generacibn de secuencias de elipsoides (E,} con sus
correspondientes centros {a;}, pero no asi, la razén constate de volimenes existente
entre E,,; y E; enunciada en la seccién 3.2.1.3 (ver (3.19) bajo los parimetros de paso
(1), dilatacion (o) y expansién (5) definidos en (3.14); es decir,

vol(E,,;) _ [ n )"'( n )H i @1
wi(E,) \\n+1) \a-1I d ‘

Es esta la idea que sustenta la posibilidad de un aceleramiento en la tasa de
convergencia del algoritmo, pues el método bésico para encontrar una solucién factible a
un sistema de desigualdades lineales bajo el corte central utiliza um criterio de
convergencia basado en dicho factor (ver secc. 3.2.1.3).

De manera general, las modificaciones realizadas al método bésico en la k-ésima
iteracién utilizando el corte profundo, en lugar del corte central, son las siguientes:

v Cambio en el criterio de seleccién del vector de coeficientes ¢ de la
desigualdad incumplida por un centro actual a,.
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v’ Forma de dar pesicién al hiperplane de corte, ¢l cual genera cierta porcién del
elipsoide actual E(A,,a;) a ser cubierta por el elipsoide Ldwner John

E( A\ 831)-

v’ Modificaciones en los pardmetros de paso %, dilatacién o y expansién
&, requeridos para la obtencién de a,,, ¥ 4.,
Debemos enfatizar que todas estas modificaciones se realizan con la firme idea de
mejorar la lenta convergencia a una solucién factible (de existir esta) del algoritmo
bésico.

La propuesta para resolver problemas de programacién lineal, que serd
expuesta en el capitulo 5, utiliza las bondades del corte profundo pero cabe mencionar
que existen otros hiperplanos de corte (ver [2], p-72]. La figura 4.1 muestra cuatro tipos
de cortes utilizados en otras versiones del método elipsoidal.

(a) corte profundo (b) corte central (¢) corte poco-profundo (d) corte paralelo
Figura 4.1.

4.3. Parametros considerados en el corte profundo.

El AE bajo corte central, sefialado en el inciso f) de la seccién 3.2.1, indica que
una vez que se determina que el actual centro a, comespondiente al elipsoide E;
incumple al menos una de las desigualdades lineales, es decir, a; ¢ P, se puede tomar el

vector de coeficientes ¢ de cualquiera de las restricciones incumplidas para la generacién
del elipsoide Lowner John.
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La seleccién de dicho vector se realiza ahora de la siguiente manera:

v’ Identificacién del conjunto de desigualdades incumplidas por el centro
actual a,.

v’ Cusntificacién del incumplimienty del cemtro actual g, sobre: cada
desigualdad lineal mediante un parimetro ae®,que se definirh més
adelante.

¥" Finalmente se toma el vector ¢ de coeficientes de la desigualdad mayormente
incumplida por el actual centro a; es decir aquella que poseael ..

El hiperplano que ahora se utiliza para seccionar el elipsoide actual E; es aquél
generado por la desigualdad ¢"x <y mayormente incumplida, es decir el hiperplano de
corte profundo

H={xe®"|c"x=y) 4.2)

en lugar del hiperplano de corte central
H={xe®"|c'x=c"a} 4.3)

que utiliza el método elipsoidal bésico.

Debemos aclarar que el criterio de sustitucién del hiperplano de corte central (4.3)
por el profundo (4.2), no garantiza que el mimero de iteraciones necesario para encontrar
una solucién factible a un conjunto de desigualdades lineales dado, sea necesariamente
menor al requerido por el método bésico (bajo corte central).

La posibilidad de obtener una mayor reduccién de la regién de bisqueda de una
iteracién a otra, en lugar de la reduccién siempre constante que se obtiene con ¢l método
bésico, rompe la dependencia del nimero de iteraciones méximo N (ver (3.2.7)) de la
razon del volumen, necesario para determinar si el poliedro P es vacio o no (ver
secc.3.2.1.3).
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4.3.1. Seleccién del vector c.

Para realizar la seleccién del vector de coeficientes ¢ de la restriccién mayormente
incumplida es necesario, identificar el conjunto de desigualdades incumplidas por el
centro actual a; y realizar la cuantificacién del incumplimiento de cada una de ellas

mediante la relacién

L/ (a4)

a-m-

El pardmetro a cuantifica la distancia realtiva medida a partir del hiperplano de
corte central (4.3) que pasa por el centro g; del elipsoide actual E( 4;,a, )a la frontera

del semiespacio {x € ®"c”x <y} generado por alguna desigualdad ¢"x <.

4.3.2. Andlisis del pardmetro a.

Dado un elipsoide E; = E( 4;,a; )definido por su correspondiente centro a4, y
matriz 4, y una desigualdad lineal ¢"x Sy generadora del hiperplano de corte
profundo H ={xe®”|c'x=y)}, analizemos los valores posibles que puede tomar el
parametro a.

Caso 1.

Cuando a <0, indica que el centro a; se encuentra

contenido en el semiespacio {xe ®"c'x<y), generado
por la desigualdad lineal, crx$7, es decir, cra,‘ <7y,
por lo tanto, la desigualdad no es incumplida, como
se muestra en la figura 4.2(a).




Caso 2. a=0

Si a =0, implicaqueel centro a; pertenece al

hiperplano {xe®"lc'x=y), es decir, c'a, =y, porlo __[ _._ %[

tanto, la desigualdad no es incumplida por dicho punto,
como se muestra en la figura 4.2(b).

(®)

Caso 3.
Finalmente si a€(0,/), indica que el centro

a, es contenido en el semiespacio fxe®"c'x27),
generado por 1a desigualdad lineal c'x <y, de hecho al
evaluarla con el centro a, sc obtiene que ¢, >, por

lo tanto, la d&eiguéldad es incumplida como se
muestra en la figura 4.2(c).

(©
Figura 4.2 Anilisis del pardmetro @

Esinteresantequeelutilizar\{mcomodenominadorde @ nos permite
determinar si el el semiespacio factible de la desigualdad lineal se encuentra 0 no
cubierto por el clipsoide actual, pues este valor es la distancia méxima que puede
alcanzar cualquier punto que pertenezca al elipsoide.

Por lo anterior podemos afirmar que dado un elipsoide E;, un vector ce {0} y
un escalar ye®, el hiperplano H, correspondiente a la frontera del semiespacio
fxe®"cTx<y}, intersecta el clipsoide E(A;,a; ) siy solo si,
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lo cual se debe a que los méximos puntos que pueden ser alcanzados en una elipsoide
dada bajo la direccibn del vector ¢, dependen de los puntos resultantes de las
optimizaciénes lineales:

T = Xy ={Max x| 5 -0 ) 4 (6~ 0 ) < 1),

Zpn =€ Xy = minc’ x|(x—a )T 4 -0, ) < 1),

El procedimiento enunciado en la secc. 3.1.2 define que la solucién a cada uno de
estos problemas como

xo=a,+ - 4 y X.=a -
- = l - 3
N ;]cTAkc - cTA,c

El hiperplano de corte profundo H={xe®"|c'x=y} posee una interseccién no

vacia con E(4;,a;) siy solo si: crx:,,,, <ysclx estoessiysolosi,

lcra,‘ -7| s JcrA,c.

Como se puede apreciar en la figura 4.3.

] )=

crx:,, <ys crx:m,

cx=y

Figura 4.3. Interseccién mo-vacfa del hiperplano
de corte profundo con &) E(4,ay.



Sustituyendo x,,,, ¥ ., en ¢’x.,, Sy<c’x._, tenemos:

T| . Ac T Ay
c !a, JacrAic ]sySc ["1 *T:r/i‘c }

T
T ¢’ A r cT 4c
£a SYSC ap + ke,
Ve 4ye Ve dye
i-
¢’ A
—T"‘—, obtenemos que
\jc Ac

¢’ 4c A,cTA,c o

;;cTA,,c ;;cTA‘c

cra, - ‘}cTA*c <y< cra,, + \’cTAtc.

separando las desigualdades para que sean ambas < ‘chA,,c i

racionalizando

Desigualdad 1 cTa, =T Ac <y

cTay—y <y Age.

Desigualdad 2 (yScTa,,h’cTA*c)-(—I),

~y>—~Ta, —\lcTAtc,

—cTa +y<qcT 4c.

por lo tanto:

Icra‘ —y{ < \chA,c.
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Se concluye que siempre que exista al menos una desigualdad para la cual
a2 1, no existe solucién factible para P, ya que el semiespacio de la desigualdad lineal
no se encuentra cubierto por el actual elipsoide, Asi mismo, el conjunto de
desigualdades que no se satisfacen por el centro actual @;, son aquellas para las cuales

0< ax <l

La seleccién del vector c requerido en la actualizacién del nuevo centro a;,; y de
la nueva matriz A4;,, se realiza considerando la desigualdad mayormente incumplida, es
decir, aquella desigualdad cuyo valor a sea el maximo.

4.4. Construccion del elipsoide Lowner John bajo corte profundo.

El elipsoide Léwner John E( 4, ,;.a;.;) que contiene el elipsoide:

E'(4,a,cy)=E(A, a,)nfx e RN x <y} 4.5
se obtiene mediante las formulas (3.13)
Apoy=8[A, -obb” ] Gy =a—th

con las siguientes modificaciones a los pardmetros de paso (%), dilatacién (0 y
expansion (&):

o 1tna _ Al+na) _n’(1-a’)
T n+l “(n+1)(1+a) -l

(4.6)

El pardmetro b permanece sin cambio alguno, pues es el vector a partir del cual se
alcanza el punto méximo que debe ser contenido en el elipsoide Ldwner-John, definido
en la secc.3.1.2.

b=t
¢ Ac

La figura 4.4 muestra la construccion de la elipsoide Ldwner John a partir del
corte profundo, asi como los parimetros de paso, expansi6n y dilataci6n.:



H={sxex"|x2y)

Figura 4.4. Grifica del elipsoide Lowner John
bajo corte profando.

4.5. Descripcion del método elipsoidal modificado bajo corte profundo

En esta seccién se describird inicialmente el AE modificado bajo corte profundo
para la solucién de problemas convexos de fuerte vacuidad (ver secc.1.2.1), para
politopos dimensionalmente completos o vacios (ver secc.0.2.1.2) y posteriormente se
aplicaré una iteracién basica del algoritmo modificado al ejemplo enunciado en la secc.
3.3. del capftulo anterior.

4.5.1. Algoritmo elipsoidal modificado bajo el criterio de corte profundo,

v’ Los datos de entrada.. Sistema de desigualdades Cx <d, donde tanto Ceg™
como de®™ poseen coeficientes enteros. Se considera que el poliedro
P ={x € "|Cx < d} es vacio o acotado y dimensionalmente completo.

v’ Paso de iniciacién,
a} k = 0 (contador de iteraciones)



b)

<)

N = 2n(( 2n+1)(C) +n{d) -’ ,(maxiter)

ay=0y Ay=R’Icon R=Jn2cAr~ (o cualquier R que contenga a P), de
manera que E, = E( 4y,a,)es el elipsoide inicial.

¥ Paso general,

d
e)
f)

g

h)

»

k)

D

Si k=N = jel algoritmo para!, y se declara que P es vacfo.

Si @, € P = jel algoritmo para!, g, es la solucién factible buscada.

S{ a, ¢ P = esto implica que al menos una desigualdad lineal a sido violada
por el actual centro a,, digamos crx57 del sistema Cx<d es decir,
c’a, >y, entonces determinar:

El conjunto de desigualdades incumplidas (si mis de una desigualdad es
incumplida).

Cuantificar el incumplimiento a cada desigualdad por centro actual a, a
través de,

c'a, -y

Si @ 21 = el algoritmo para!, y se declara que P es vacio.

Si ae(0,1) = Seleccionar el vector de coeficientes ¢ y el @ resultante de
la desigualdad mayormente incumplida, y establecer

b= %
¢ Ac
I+na
ak+I=ak-( —vy }‘

a=

(n+l1)(1+a)

) Am:_(n’(l a’)I 4- 2(I+ua) b,}

n)

volver al inciso d).



4.6. Ejemplo.

En este ejemplo aplicaremos una primer iteracién del AE modificado bajo corte
profundo enunciado en la seccién previa 4.3.1, para ello consideraremos el mismo
ejemplo de la seccién 3.3. del capitulo anterior. La finalidad principal es ilustrar las
modificaciones al método bésico enunciadas en la seccién 4.1, asi como el desempeifio
del pardmetro a analizado en la seccién 4.3.1.

Hemos considerado el mismo ejemplo del capitulo 3, para ilustrar de manera mas
evidente la ventajosa reduccién de la regién de bisqueda que ofrece el método
modificado bajo corte profundo en comparacién al corte central.

4.6.1. Definicién del politopo.

Sea P={xeR"|Cx<d} donde el sistema de desigualdades linecales
Cx < d correspondiente es,

x, < 08
—x’ -xz S ‘1-0;
X, < 05
el cual se muestra en la figura 4.5(a).

4.6.2. Definicién del elipsoide inicial.
Sea E;=S(0,R)=E(4,q,), para el cual consideramos un centro inicial

ay = (0,0 y 4y = R’I = diag((11)" ) lo cual genera una bola lo suficientemente grande
para contener a P, como se puede ver en la figura 4.5(b).

4.6.3. Divisién del elipsocide actual.

La division del elipsoide actual se realiza con la intencién de reducir el espaci6 de
bisqueda en el cual quede contenido P, para lo cual es necesario identificar un
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hiperplano de corte profindo que genere la proporcion del elipsoide aciual (ver
secc.4.3.formula (4.5)) la cual se define como

E'(Ay.a,.09) = E(Ay, @, )N {x € R " x S 3.

:] -Wﬁ': oy N
T 1

432 ° %z 04 aé o8 1 YT a5 a & ¢ & MW 1

(=) Definiciéa del Politopo (b) Elipsoide inicial
Figura 4.5,

Para lo anterior, es necesario que el centro actual a, sea un punto no

perteneciente al politopo P, a lo que llamamos revisién de membresia.

a2) Revisién de membresia. Una vez cercada el politopo P es necesario revisar si el
centro actual a, satisface todas las desigualdades lineales; de ser este el caso, indica que

el centro se encuentra contenido en el politopo P.

b) Violacién. De ser a, contenido por P, el algoritmo para y declara solucién factible
encontrada, pero en caso contrario, al menos una de las desigualdades lineales se
encuentra incumplida por @, digamos ¢”x<y. En nuestro ¢jemplo, esto se presenta
solo en la desigualdad nimero 2, - x,—x, <-10, es decir ¢=(-1,—1) lo cual se
ilustra en figura 4.6.
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Como se menciona en el algoritmo modificado bajo corte central (ver secc.4.5.1),
es aqui donde se presenta la primer modificacién al métoda basico. Una vez

determinado el conjunto de las designaldades incumplidas, el siguiente paso es la
cuantificaciéon del incumplimiento mediante la relacién

r —
a=58"1
¢’ ;e
Para ilustrar lo mencionado en la seccién 4.3.2. aplicaremos esta férmula a las tres
desigualdades de nuestro ejemplo.

Desiguldad 1. Sea ¢, =(1,0) yy=08,

Desiguldad 2. Seac, =(-1,-1f y y=-1,

Desiguldad 3. Seac; =(0,1) y y=05,

Para este ¢jemplo, las desigualdades 1 y 3, son satisfechas por el centro actual,
por lo tanto, se confirma lo enunciado en la seccién 4.3.2. para el caso 2:
“Cuando a <0, indica que el centro a, se encuentra contenido en el

semiespacio {xeR"c'x<y), generado por la desigualdad lineal, c'x<y, es
decir, ¢'a, <y, por lo tanto, la desigualdad no es incumplida”,
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Por el contrario, en el caso de la desigualdad 2, se confirma lo enumciado en la
misma seccién, para el caso 3:

“Si ae(01), indica que el centro a, es contenido en el semiespacio
fxe R"cTx 2y}, generado por la desigualdad lineal c"x Sy, de hecho al evaluarla

con el centro a, se obtiene que c'a, >y, por lo tanto, la desigualdad es

incumplida’.

¢) Generacién del hiperplano de corte. Una vez identificada la desigualdad
incumplida, tomamos el vector de coeficientes ce®”, (ver 4.5.1. inciso (j)) de tal
desigualdad para generar un hiperplano de corte profundo H={x€®"|c'x=y}, En
la figura 4.7 se muestra el corte central generado por el hiperplano
H={xe&’|(-1-1fx=-D.

Figura 4.6, Seleccién del vector ¢ Figura 4.7. Corte profundo

El hiperplano profundo H, genera dos semiespacios H; =fxe®"c'x<c"a)} que es
donde queda contenido Py Hy ={x€ & x2 crao }. El siguiente paso es cercar el

elipsoide E'(4;,a;,c,7) = E(4y, a, ) {xe®X (e x<y} (ver secc4.4) en la cual queda
contenido P,
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4.6.4. Generacién del elipsoide L-J.

Finalmente para la generacién del elipsoide Ldwner John E( 4;,4;) contenedora
de E'(Ap.apc,y) (ver secc.4.4 (4.5)) es necesario determinar el punto méximo que debe
ser contenido por dicho cercamiento (ver secc.3.1.2). Dicho punto corresponde a x;,,,,
que se obtiene aplicando con (3.9) y (3.10), es decir

X =ay—b, donde b=ﬁ%. '

La figura 4.8. muestra ¢l x,, =(0.70710.7071)" correspondiente al ejemplo
analizado. Finalmente el centro y matriz correspondientes a la 1* iteracién a; y 4,
obtenidos a través de las formulas de los incisos k), 13 y m) del algoritmo de la de la

secc. 4.5.1, son 4, =( 0.5690,0.5690) y A, =[0.3524 -0.3143;-0.3143 0.3524].
Cuyo elipsoide Lowner John se mustra en la figura 4.9.

at Eo
T2 Q507 az 0 07 64 0k a8 | 1T 4
Figura 4.8. Punto méximo x:,,,,. Figura 4.9, Elipsoide LOwner Joha,
bajo corte profando

La figura 4.10 ilustra la gran diferencia de volumenes que se puede obtener entre
una elipsoide Lowner John obtenida bajo corte central y un bajo corte profundo veamos
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, bajo corte profundo
E,, bajo corte central by s

Hiperplano corte central /% b woris peofino

a;, bajo corte central

'-—l-[ipetplmo corte profundo

Figura 410.Gréfica comparativa

4.7. Comparacién entre el desempefio del algoritmo elipsoidal bésico y el

modificado.
El siguiente ejemplo se ha considerado para ilustrar el desempefio del método
elipsoidal basico de manera gréfica.

Sea xe®’y P={x|Cx<d} definido por el siguiente conjunto de desigualdades
lineales:
-x"-xz 5-2.0,
31, s 4,
-2x;+2x,<3

Para encontrar un punto en P se aplica el método elipsoidal bésico considerando
una elipsoide inicial E(4,a,) (figura 4.11) para el cual a,=(0.0f y 4,=R’I=
diag((49,49)7 ). El centro a, incumple la desigualdad 1, asi que la primer iteracién del
algoritmo produce ¢l elipsoide E(4,a;) (figura 4.12) cuyo centro a, incumple la
desigualdad 2. Actualizamos y continuamos de la misma manera. Hacia la 5ta iteracién
el elipsoide E(4;a;) (figura 4.16). Finalmente en la 7ta iteracién el elipsoide
E(4,a,),mostrado en la figura 4.17 ¢l centro @, =(1.2661,2.3217) es contenido
finalmente en P.
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Figura 4.15.
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Ahora veamos ¢l mismo ejemplo pero utilizando el algoritmo elipsoidal
modificado bajo con corte profundo. De igual manera iniciamos con el elipsoide
E(4y.a,) (figura 4.18) donde a,=(00f y 4, =R’I= diag((49.49)7). El centro
ay = (0,0 incumple la desigualdad 1. La primer iteracion del algoritmo produce el
elipsoide E(4,a;) (figura 4.19) donde g, incumple la desigualdad 2. Actualizamos y
continuamos de la misma manera. Finalmente la Sta iteracibn el centro
a; = (0.7028,2.0064)" del elipsoide E(4,,a;) (figura 4.21) es contenido en P.

/
=

1 6 4 2 0 2 4 6 80 M3 4 4 2 8 2 4 6 1 »

Figura 4.18. Figura 4.19.



&

14 43 0 1 4 681w
Figurs 4.22.

Nota: En el ANEXO i se proporciona la programacion del algoritmo 4.5.1. en
MATLAB Ver. 5.3.0. asi como la rutina utilizada para la generacién de los grificos
presentados en las figuras 4.6- 4.22.
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CAPITULO 5

SOLUCION DE PROBLEMAS DE
PROGRAMACION LINEAL MEDIANTE EL

METODO ELIPSOIDAL MODIFICADO

§.1. Introduccion.

Dentro del campo de la programacién lineal el problema de optimizacién es
realmente lo mas interesante a ser resuelto, es por ello que el contenido de este capitulo
es sin duda alguna la parte medular de este trabajo, sin restar mérito alguno a los
capitulos previos, ya que para llegar hasta éste fue necesario analizar minuciosamente el
contenido de ellos. Cabe aclarar que la importancia de éste trabajo radica en la
aportacién que se realiza en ¢l actual capftulo y en la explicacién detallada y sencilla
posible sobre el método elipsoidal. Hasta ahora solo hemos considerado la aplicacitn del
método elipsoidal al problema de factibilidad de un sistema de desigualdades lineales
formalmente definido como,

Sea xeR" y P={xe®"Cx<d} determinar si P es o no vacio, y 5.1

en caso de no serlo encontrar un punto x € P.

Durante el desarrollo de este trabajo se buscé el cémo adaptar el algoritmo
elipsoidal utilizado para resolver tal problema, con la finalidad de resolver el problema
de programacion lineal descrito como,



Para xe®" determinar:
x =max{g x| Bx<bx20} (5.2)

donde BeR™ b e®™ xyge k"

En el capitulo 3 se analizan y se describen tanto los elementos como el algoritmo
elipsoidal bésico mismo. En el capitulo 4 se presentan las modificaciones que se realizan
al algoritmo, para solucionar el problema de factibilidad (5.1) en un menor tiempo
posible, ademéds de reducir el espacio de bisqueda de algiin punto xe P en cada
iteracion.

La propuesta pars problemas de programacién lineal utiliza el algoritmo
elipsoidal modificado bajo corte profundo enunciado en la secc. 4.5.1 como herramienta
fundamental para solucionarlos. En la literatura existen adaptaciones del algoritmo
elipsoidal bésico (ver secc. 3.3.1) para resolver el problema de programacidn lineal. Por
ejemplo en Bland [8] se discuten desde el punto de vista préctico como del teérico, cada
una de las aproximaciones siguientes:

» Solucién simult4nea del primal y el dual en & ™™ (ver Bland [8], p-1058).
> El método de biseccién (ver Bland [8], p-1060),
> El método de deslizamiento de la funcién objetivo (ver Bland [8], p-1060).

5.2. Definicion informal del algoritmo utilizado en la propuesta,

En esta seccion se describirdn de manera informal los elementos y el algoritmo de
la propuesta y posteriormente en la seccién 5.3. se dard la definicién formal de los

elementos bésicos.

La propuesta aplica el algoritmo elipsoidal modificado bajo corte profundo (ver
secc. 4.5.1) para resolver el problema de factibilidad (5.1). El conjunto Cx< d de
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restricciones considerado se forma a partir de B LI, lo que implica que xe BU I, si xeB
6 x& I, 6 xeBn I, del problema de programaci6n lineal (5.2).

De ser encontrado un xe€ P, es decir, un elipsoide E(4,a) cuyo centro a sea
contenido por P, se realiza una optimizacién lineal sobre dicha elipsoide. La
optimizacién lineal se resuelve de la misma manera como se enuncia en la secc. 3.1.2.
considerando a la funcién ng del problema de programacién lineal (5.2) como la
funcién lineal a ser optimizada.

La solucién de dicha optimizacién lineal se considera como la cota superior ¥ de
la solucién x° del problema (5.2) y el centro @ del elipsoide actual como la cota inferior
x. De manera similar se establece que el valor de la funcién objetivo 6ptima ¢~ es
acotado por la evaluacién de la funcién objetivo del problema (5.2) tanto en X como en
x, que denotamos como £ y { respectivamente.

Una vez definidos estos parametros se realiza lo siguiente:
1. Se genera un nuevo puntoe denotado cOMO Xy,
2. Se evalua la funcién objetivo de (5.2) en Xy, 10 cual se denota como &,y

3. Seaplica un criterio de terminacién considerando tanto ¢ como o,

Si se satisface el criterio de terminacién se declara que la solucién 6ptima x° es el
valor comrespondiente al punto x,.; de no ser asi, se forma una restriccién del tipo

c"x<y para la cual el vector de coeficientes ¢ de la restriccién es el vector de
coeficientes de la funcién objetivo del problema (5.1) en su direccidn contraria, es decir
el vector -g y como valor del lado derecho y, la evaluacion de la funcién objetivo con
signo contrario de x,y, que denotamos como -Gayo-

La restriccién generada —g"x S, se agrega al conjunto Cxs d para forma un
nuevo conjunto de restricciones al cual aplicar el algoritmo elipsoidal modificado bajo
corte profundo (4.5.1), al cual denotaremos como Cx<'d",



5.3. Elementos basicos de la propuesta.

Los elementos bisicos de la propuesta son descritos en esta seccién con la
finalidad de formalizar ciertos aspectos que han sido mencionados ya en 1a seccién 5.2

5.3.1. Datos.

Los datos del algoritmo de la propuesta consideran las caracteristicas requeridas
para la aplicacién del algoritmo bdsico elipsoidal mencionadas en la seccién 3.2.1.1.
Para nuestro problema:

Sea xe ®" encontrar:
x =max{g x|Bx<b,x20} (5.3)
x
donde Be®™, be®®yge "

Aplicamos el algoritmo elipsoidal modificado de la secc. 4.5.1. a un conjunto Cx<d
que seré formado de la siguiente manera

R

donde Ce ™"y deg™".

Una vez encontrado el elipsoide E(4,a) cuyo centro a € P es necesario definir los
limites superior e inferior tanto para la solucién 6ptima x” como para el valor de la
funcién objetivo 6ptima ¢,

5.3.2. Definicién de cotas inferiores para x'y .

La definicion de una cota inferior para x y ¢ denotadas como xy{
respectivamente, resulta bastante sencilla pues una vez alcanzado el punto g, € P se
realiza lo siguiente:
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x=a, y {=¢"x (5.5)

5.3.3. Definicién de una cota superior parapara 1 y ¢,

Para definir la cota superior x dex~ consideramos el elipsoide E(4,q) cuyo centro
ae P y la funcién objetivo del problema (5.2) g"x para resolver el siguiente problema
de optimizaci6n lineal,

Sea xe®k", encontrar
x=max{g'x|xeE), (5.6)
x
donde gek”

Este problema se resuclve aplicando la metodologia enunciada en la seccién 3.1.2.
A partir de lo anterior, la solucién al problema es
” A4g
x=a; + \ 5.7
Ve 4e
Por otro lado, la definicién de la cota superior del valor de la funcién objetivo 6ptima ¢

se obticne al sustituir el valor x en la funci6n objetivo g"x, es decir:

que es equivalente a

F=ga + g 4g. (5.8)



5.3.4. Generacién de Xy ¥ Svo

Una vez definidos las cotas inferior § superior x y ¥ asi como sus valores
objetivo correspondientes ¢ ¥  se genera un nuevo punto denotado como x,,, asf
como el valor de la funcién objetivo en dicho punto £,,-

El nuevo punto Xmo €(8x+(1-6)x), 0<8 <1 splicando la siguiente relacién:

X, =x+As, 59

donde Ae® yseg”.

El pardmetro A es llamado paso de factibilidad miximeo y el vector s la direccién
ascendente de la bisqueda del nuevo punto. La direccién ascendente s se define de la
siguiente manera:

(5.10)

Para el paso de factibilidad A debe considerarse el hecho de que toda solucién
factible x al problema (5.2) debe cumplir la condicibn xe P donde P={xe®R"|
Cx<d}

Por lo anterior, sustituyendo x,,, =x+A4s en la desigualdad Cx <d, tenemos que
C(x+As)<d, obién

Cx+ACs<d,
ACs<sd-Cx

por lo tanto,



1 =m[ d-Cx ]parai=1,....m (5.11)

Finalmente

- [d-cx), || x-= (5.12)
Xmvo §+[¢=’Zl’i CS' :,IF—QI]

_oT (5.13)

5.3.5. Criterio de terminacién.

Los calculos pueden ser concluidos una vez que Gy ¥ ¢ son lo suficiente

cercanos.
El criterio de terminaci6n del algoritmo propuesto para declarar si X, ¥ $me SON

la solucién x‘yvalor ;‘ optimos, establece como tal que 7S 8, 7y B e K , donde

p=b o (5.14)

¢

y 8 un parmetro de terminacién preestablecido.
Cuando este criterio se cumple podemos afirmar que la solucién éptima ha sido
encontrada

X m%y ¥ =Ly (5.15)

En caso contrario se utilizard la funcién objetivo como hiperplano de corte del
actual elipsoide.

5.3.6. Utilizacién de la funcién objetivo g’x come hiperplano de corte de E.

Una vez revisado que la condicién de terminacién ha sido incumplida, procedemos
a la determinacién de un hiperplano de corte H={xe®"|g'x=¢,,,} que seccione al
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elipsoide E para el cual a€P, con la finalidad de reducir la regién de factibilidad del
problema (5.2).

Lo anterior se realiza agregando la desigualdad ~ g'x< -Gne 8l conjunto Cxs d
formado segun la secc 5.4,

Concluimos que la definicién del nuevo politopo, al cual se le aplicaré el algoritmo
elipsoidal modificado bajo corte profundo enunciado en la secc. 4.5.1. es

P={xe®"|Cxsd—g'x<-{, )} (.17
por lo tanto,
P={xe"|C'x<d'} (5.18)

es el nuevo politopo al cual se puede aplicar de nueva cuenta el proceso antes

mencionado.

5.4. Algoritmo para solucionar problemas de programacién lineal
mediante el algoritmo elipsoidal modificado.

v Los datos de entrada. Una funcién lineal g"x, donde x y g ¢ ®™ poseen
coeficientes enteros, & ser maximizada sujeta a un conjunto de restricciones
funcionales y de signo Bx<5 y x 20 respectivamente donde Be &™".b e®",
también de coeficientes enteros, que transformaremos a la forma

B b
Cx <d donde C=|:_I'], y d—l:an}

x =max{gTx|Cx<d)}
x

para determinar:

v'  Paso de iniciacién
i) e, (parimetro de terminacién preestablecido).
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B b
ii) c"xsd"dondec"=[ 1] yd°=[0}

v Paso general
iiiy  Aplicar algoritmo elipsoidal de la secc. 4.5.1 al sistema de desigualdades
C'x<d' donde tanto C' e ®™"™ como d' e®™" poseen coeficientes
enteros. Se considera que el poliedro P’ =fxe®"|C'x<d'} es vacio o
acotado y dimensionalmente completo.
» Paso de iniciacidn,
a) k=0

b) N=zn((2n+1)(c°)+n(d")-n’.

¢) ap=0yA,=R’Icon R=+n 2(("."")-"J (0 cualquier R que contenga a
P), de manera que E, = E( 4,,a, )es el elipsoide inicial.

» Paso general,

d) Sik=N = jel algoritmo para!, y se declara que P es vacio,

¢) S a;, € P = jel algoritmo paral, g, es la solucién factible buscada ir

al inciso o).

f) Sia, ¢P = estoimplica que al menos una desigualdad lineal a sido
violada por el actual centro a,, digamos ¢"x <y del sistema C'x<sd',
decir, ¢"a, >, entonces determinar:

g El conjunto de desigualdades incumplidas (si m4s de una desigualdad es
incumplida).

h) Cuantificar el incumplimiento a cada desigualdad por centro actual
a, através de,

a= o t
JCTA,‘C
i) Si @21 - el algoritmo para!, y se declara que P es vacio.



iv)

v)
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j) Si ae(01) - Seleccionar el vector de coeficientes ¢ y el a
resultante de la desigualdad mayormente incumplida, y establecer

4ic
k) b=
) ;;CTA,,c v
) ay=a- (I::;z}

) 'LH _(n’(l GZ)IA': 1+na) }

(n+l)(l+a)

Establecer:
o) Cotas inferiores parax’ y ¢ "= x=a,; £=gra,.

p) Cotas superiores parax’y {'=>;=ak+JA"_g; E=gr;.
@) Nuevo punto x,, =x+4s, donde Ae® y seR". Tal que

ﬂF;:_il' 2 =m.-{£dz;_ffb] para il .,m

P-loowe =grxm

r) q=%”ﬂ, donde ne®

g)irav.
8i 7 < f=> jel algoritmo para! y declara solucién 6ptima encontrada, la cual
se define como
x =x,, Y & =Cmoe
Si 7> B = realizar

PHafxe®"|C'x<sd' ~g'x<s~L . ) =(xeR” IC’*’de“’)

y volver al inciso iii).

Nota: En el ANEXO i se proporciona la programacién del algoritmo 5.4 en MATLAB

Ver. 5.3.0.



CAPITULO 6

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

6.1. Conclusiones.

La interrogante con la cudl se inci6 este estudio sobre la posibilidad de resolver
problemas de Programacién Lineal aplicando el método elipsoidal quedé contestada con
el método propuesto en el capitulo S, por lo que podemos concluir que propésito se
cumplid. Enlistando los resultados obtenidos en el desarrollo de este trabajo tenemos
que:

1. La principal contribucién es la propuesta del método elipsoidal modificado
(ver capitulo 4, secc. 4.5.1) para la solucién de problemas de Programaci6n
Lineal (capitulo 5) con la particularidad de ser una variante del método de
corte profundo que toma en consideracién los gradientes de la funcién
objetivo y de las restricciones del problema, para establecer, en cada etapa del
proceso iterativo, el paso méximo de bisqueda del 6ptimo con factibilidad.



2. Se comprobé que el AE resulta ser de alto contenido tedrico (ver capitulo 1)
lo que se impone a su deficiencia desde el punto de vista prictico, pues
ciertamente es un algoritmo de lenta convergencia (ver seccién 4.7).

3. Quedé claro el fundamento ideolégico implicito ea el algoritmo elipsoidal
bésico (ver capitulo 2).

4.  Se demostr que el AE bajo corte profundo es mejor que bajo corte central
desde el punto de vista préictico (capitulo 4), pues la reduccion de la regién de
biisqueda en cada iteracién es bastante considerable en comparacién con la
siempre constante que marca el AE (ver secc. 3.2.1.3., (3.19)) bajo los
parémetros utilizados en el corte central.

5.  Desafertunadamente no fué posible obtener informacién suficiente para
modificar los parimetros de dilatacion, compresién y expansién considerados
en el AE bajo corte profundo (ver seccibn 4.4., (4.6)) para mejorar la
convergencia del algoritmo.

6.  Durante la aplicacién del AE pudé observarse que es de ficil programacién
computacional (ver ANEXO i).

7.  Otro de los aspectos interesantes que se encontraron durante el desarrollo del
presente trabajo fué la motivacién al estudio, andlisis y mejoramiento (desde
el punto de vista algoritmico) de los problemas de membresia, separacién y
validacién implicitos en la estructura del AE.

6.2. Limites del estudio.
Las principales limitantes del estudio se presentaron en virtud a la complejidad del

método. Tal como se menciond ea el capitulo 0, para realizar el trabajo fue necesario el
conocimiento de conceptos basicos de diversas disciplinas, tales como: la Programacién
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Lineal, el Algebra Lineal y la Complejidad Computacional asf como el discernimiento

de los elementos del AE. Siendo est4 tltima la de mayor grado de dificultad.

Sin duda alguna como todo princiante en la aplicacién de cualquier técnica la

carencia de destreza en ¢l manejo de la misma no permitié la agilizacién del estudio.

6.3. Recomendaciones.

Guardando las debidas proporciones creemos que seria benéfico en pro del

desarrollo de tecnologias en la optimizacién sugerir las siguientes recomendaciones:

Determinacion del elipsoide de volumen minimo con respecto al politopo inicial
con el cudl se incia la aplicacién del método propuesto (ver secc. 5.4), asf como
el analisis y mejoramiento del paso de factibilidad (ver (5.11)) enunciado en la

secc. 5.3.

Sugerimos que el método propuesto en el capitulo 5 sea andlizando y mejorando,
para posteriormente aplicarlo en la solucién de problemas con la estructura
especial mencionados en la Introduccién de este trabajo, o bien para solucionar la
Funcién Dual Lagrangeana realizando opcionalmente la aproximacién de
cualquiera de los siguientes conjuntos:

a) El conjunto de restricciones de acoplamiento.

b) El conjunto de restricciones con estructura de bloque

c) El conjunto generado con la unién de los conjuntos anteriores.
por el elipsoide Lowner John generado bajo corte profundo obtenido a través del
algoritmo enunciado en la secc. 5.4 de este trabajo.

Realizar comparaciones entre ¢l método de deslizamiento de la funcién objetivo
(ver [8], p-1060) y el método propuesto en este trabajo (ver capftulo 5).



ANEXO1



BASE DE DATOS
%ARCHIVO datss
=8; d=[4;1];

%DATOS PARA EL EJEMPLO
%DE LAS SECC'S.:33 Y 46

9%-BOLA INICIAL 8, A'

%=2; %R=1; %a={0;0;
%Ae=[R"2 0;0 R*2|;

%-SISTEMA DE DESIGUALDADES
%C={1 0;-1 -1;8 1; %dr=].8:-1;5];
%-Criterio de parada/propacsts
Y%error=8.01;

%PROBLEMA DE LA SECCA7
k=0;
%-BOLA INICIAL 8, A’
=2; R=7; #={0;0]; Ae={R"20;0 R*2};
%-SISTEMA DE DESIGUALDADES
Ca=l-1 -1;3 8;-2 2|; dr=(-2;4;3];d={4;1];
%-Criterio de parada/propuesta
error=—4.01;

RUTINA PARA PROBAR CENTRAL-DEEF,

GRAFICAMENTE,
datos; maxiter=0; zmax={|; vaew=#; xmew={];
for y=0:1:maxiter

%CENTRAL

%lZ,a,R,viels,C dr,d,Ae,n,vmew crron,bj=PFeendZ(s.R,8
JAe,Cdrd,yaewerror)

%|w,C,dra,Acd,viast xeew,yeew maz,vinax ervori=gra
renp:ummmmmm

%|n,Cdra,Ac,d viast xnew,vaew zmaz, vaaz crverf=gra
felipsed2(Z,2.R viois,Car.d.Ac,veew.b)
%CENTRAL

%DEEP

[Z.2,R,viols,C dr.d Ae,nvacw ervor,bi=PFdecpd2(a,R 3,
Ae,Cdrd,vhewerTor)

[m.C.dr.a,Ae,d visst, xmew,vynew zmax,vasaz,errorj=grafel
i::mwmmm
re

[n,Cdr,a,Ae.dviast xmew,vRew zmax vimax errorj=grafel
ipsed2(Z,a.R, viola,C,dr,d,Ac,vaew,b)

figure
%DEEP
Ycnando cucwentra el panto factible
%I vielasl
% a
%y
Sobreak

% elee
% yyl;
Yoend

Yoend
%Criterlo de terminscién segéim sece.5.4
%

if ervor<=9.01
'ya ermine con xmEW
mew

y
break
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{Algoritmos de In secciémes 3.2.1)
fanction

Z,a,R,viols,C.dv d,Ae,n,vRew.crvor,bj=PFeeaf(n,R,0,.4
&,Cdr.d.vmew,crvor)

%Algnrl!-o Mésodo Elipsoidal bajo cewtral cut
M="peo-fact' si-existe restriccion violada
%M-'M-o , 8l mo-existe restriccien violada

%MEMBRESIA
(m,8=size(C);
%CUANDO a, SATISFACE Cxondy
i Craondr
8; Aes Z=inv(Ae); I=0; vioie=@;
% CUANDOQ s, NO-SATISFACE Cx<=dr
%RUTINA PARA EL CENTRAL CUT
else
for i=1:1:m
U C(l,2)*a>dr(l)
e=C(L:)';
viola=i;
end
=13
end

end
%RUTINA PARA EL CENTRAL CUT
switch )
%P2so iterative General
ease
%CENTRAL
% Pardmetros de paso, diistecién y expansita
tao=1/w+1); sigme=2/(w+1); delta=n"2(n"2-

S%CENTRAL
%ACTUALIZACION DE LOS PARAMETROS
bas,Ae
b=(l/aqra(c’®Ae*¢))*|Aste); ama-t00"D;
Ac=delta*(Ae-sigma®(b*b'));
Z=iwv(Ac)k =8
S CENTRAL
%
case 8,
end %del SWITCH
ead%del FOR

(Algoritmes d¢ las seccidmes 4.5.1 y 5.4)

function

|1Z.a,R viols,C.dr d Acs,veew.errer.bj=PFdecpl2(n.R 2,
AeCdrd,veewexror)

1

%PROCESO ITERATIVO
%k INDICA LA ELIPSOIDE A OBTENER A PARTIR
DE
%LO8 ULTIMOS DATOS 5,Ae,C'y dr, se aplica
%o siguiente para modiflear o valor de k.

S%lf Me='pto-fact’',

Soeise
% 4
Socnd




2%%NOTA: Esta coadiciém se evalfia en iy oira reting
% M="pto-fact’ si-existe restriccion violada
% M="pto-optime’, si ms-existe restriccion vislads
Sefor j=0:1:k
%MEMBRESIA
D={]; o, )=size(C);
%CUANDO g, SATISFACE Cx<=dr
if C*g<=dr
8; Ac; Z=igv(As); I=8;
viola=@
%CUANDO a, NO-SATISFACE Cx<=dr
%

%RUTINA PARA EL DEEP-CUT
clse
%ENFOQUE SOLO AREST'S QUE NO-
SATISFECHAS! -> Cfi,;)*a>dr(})
D={};

rh=dr(i);
alfal=((¢’*a)-rh)/aqri{c'*Ac*c);
D={D;alfal i}
end
=1
end
end
%RUTINA PARA EL DEEP-CUT
%
switch |
% Paso irerative General
came 1,
%
%DEEP
alfar=D(:,1)
[alfaij=max(alfas);
alfa; viola=Dyi,2);
%Pardmetros de paso, dilatacida y expansite
tao=(1+n*alfa)/(n+1);
sigma=2*(1+a* alfa){((w+1)*(1+alia));
delta=(n*2*(1-alfa*2))}{(n*2-1)3
%DEEP
%
%ACTUALIZACION DE LOS PARAMETROS

b,a,Ae
At
b=(1/sqrife'*Aete))*[Ae*e];
2=a-120%b;
Ac=deita®(Ac-sigma®(b*D));

function
[m,C,dra,Ac.d viast xnew, vaew zmsx,vimax errorj=grafel
Ipse62(Z,a,R,viols,C dr,d,Ac,vmcw,b)
%PRIMERA PARTE, SOLO GRAFICAS, NO
OPERACIONES
%GRAFICA bola iniclal a partir de R

x1=R:0.01:R; x2=sqrt(R*2-x1.”2);

plot(xl,i2,'r-',x1,12,'r-)

hold on

%GRAFICA-clipse (Z,2)
VS, V=svi(Z);
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blas=diag(Bk
%Eigeavalores
o LI

alfa)=zeres(2,101);
alfal(2,:)=-e(2):2*e(2)/108:2(2);
kl 1=omes(size(atfal (2,)K:
ki2=bins(2)*alfal(2,:).~2;
nifad(l:)=e(1)*sqre(kl 1-ki2);
Xi=diag(a)*ones(size(alial)}+V*alfal;
%
alfa2=zeros(2,101);
alfa2(2,:)=e(2):2*c2)/108:2(2);
K21=omes(size{alfa2(2,:)));
i22=hins(2)*aifa2(2,:)."T;
alfa2(1,:)=-e(1)*sqre(k21-k22);
X2=diag(a)* ones(size(alfa2))+V*alfa2;
X={X1 X3}
%GRAFICA-clipse
Ploa(X(L,1),X(2,2).'h-", mewidth',1)

S%grid
%GRAFICA-Centro de i3 elipse
plot(a(l),n(2), kdiamend*)
kold oa

%CUANDO NECESARIO GRAFICAR EL MAXIMO
PUNTO
%QUE DEBE CONTENIDO FOR EL
ELIPSOIDE Lowner Jobn
S%grafica de b (min-max), La minimizaciés interna.
%b %plot{(-b(1),-b(2),'go") Yebeld on
Yoplot(b(1),b(2),'mo") oxi={-b{1) 8];
%x2={-b(2) 8]; “%plot(xi,x2,'s-")
%bold on %GRAFICA-¢jes
axis([-1.2 1.2-1.2 1.2))
kold on

%ceatro incial
21={0]; x2={8); plot(x1,32,'re’)
hold on

%ejesx
xi=(121.2); x2={0 0}; ples(x1,x2'k-")
bold oa

%ejes y
s1={0 8]; x2={-1.2 12]; plod(x1,x2,'s")
bold om

%-GRAFICA DE LAS RESTRICCIONES
%-POLITOPO-INICIAL
%-Restriccién 1) x1<=0.8
x1={.3 .8]; x2={0.2 .5};
plotix1,x2,'b-",' Enewidth',2)
bold on
%-Restricciéa 2) -x1-x2o={
x1={5 0.3]; x2=~{0.5 2|;
plot(x1,x2,'b-",' limewidth'.2)
bold on
%-Restriccién J) x2<=8.5
x1={.5 8); x2={S 5|;
Mxl ’n"b_.’lwl 'z)
bold o

%-RESTRICCION ADICIONAL
 vmew-=9
xli={{-vaew/-d(1)) 0);
X2={0 (-vmew/-d(2))];
plot(x1,x2,'k~')
hoid on
end
%-RESTRICCION ADICIONAL
%-SEGUNDA PARTE, GRAFICAS-OPERACIONES
switeh viola



%-IDEA, viole=1,2,3.Rest-origainales
case |,
%-Restriceién | xi<=8.8
xi=(.8 .3|; x2=|-1 1|;
plot(xl.x2,'y-'Esewidth',S)
hold on
o=2;M=l;
case 2,
%-Restricciéa 2 -xl-x2<=1
x1={-.4 14]; x2={1.4 -4];
plot{x].x2.'m-.")
hold on
o=2; M=|;
case 3,
%-Restrieciéa 3 12>=0.5
xI={-1 1}; x2={.5 5};
plot(xl,x2,'c-’, linewidth'.S)
hold on
w=2;M=1;
%IDEA, vicla=f.a-fact.calcnlay xpew!
case B,
%SOLO CUANDO s FACTIBLE!!
axis([-21.4-21.2))
%GRAFICA-dir (zmax-e)
bi=(1/sqre(d"*Ae*d))*|Ac*d]
zmax=g+b]; vimax=d'*zmax;
x1={a(1) zmax(1)]; x2={a(2) zmax(2)];
Pplot(x1,x2,'k-~")
hoid on
%grifica de zmax
xl=jzmax(1)]; x2={zmax(2)];
ploi(zl,x2,'rk’,' markersize',5)
bold on
%Grafica de la Fun-Obj 4x1+x2=vmnax
xi={@ 2|; x2=|vmax (vmaz-8)};
Mxl,ﬂ.'--“')

%xlew-t’{hllnh"dm
%direceion=dir, sormalizada
dir=(zmax-a)/norm(zmax-a);
%Prso=lambda, depende de
%Cinew<ndr, C(xH{lambds*dir))<o=dy
%Ca+Clambda* diryonds
Y%lambda(C*dir)<=dr-Ca, por lo
%tanto lambda<o={dr-Ca){C*dir)
%de los casos posibles
%1) lambda<=(N-)/(N+), lambde=libre
%2) lambdg<=(N-) (+), iambda=min
G=C*dir; H=(dr-C*s);
|mmj=size(H);
%para la seleccién de lambds CHECAR
%(C*dini>8->lambds<={(dr-C*al{C*dir)i)
d=f);
for i=1:1:m
if Gpe
S={JHI/GD);
lambda=min{J);
ead
cad

% 'checar que se cumpls lamda*(C*dir)o=(dr-C*a)’

% lambda*Go=H
9%Cou esa lambds, encontrar ol xmew y
%grafiacario

mewsn+(lambda
x1=znew(1); x2=xmew(2);
plot(x1,12,'kp",' markersize’,§)
bold oa

"Hsy tiguna restriceiéa sctiva :)?*
Ri=C*xnew==dr

[mmj=size(R1);

103

for i=l:1:m
W RI{)=—=1
& AceC(i;) dr(D);
el
e

"PUNTOS PRINCIPALES Y VALOR FUN-OBRJ'

L}

1
viast~d'*n
mew
vERewed  Tew
Zmax
mar=d"*zmax

%Sicmpre camplir cste cusnde mazimizaciia
‘siempre camplir veew>=visst'
vmew>=vigst
'tambiéa checar vaax>wviaef®
vmar>=yiast
% para agregar s nueva restrieciéa
O={C;-d')
dr=jdr;-veew]
Ags a3 85 0=2; M=2;
9% Checando la diferencia entre vinax y veew
error=(vmax-veew)/vaax
%cou mua sprox del 1% es suficiente
% errer<=0.81
% ‘'ya termine com xmew’
% mew
Y%end
%enueva restricciin, grafica d'*xnew=vnew
%-4x1-12o=vmax
Segrifica de zmax
xl={(-vmew/-d(1)) 8);
x2={8 (-vaew/-d(2))};
Mxl.n.'l-')

%IDEA, mu-o,:,z,s » qudere decir
%que se esta violando la restriccien gue
%pasa por xnew!

otherwise,

Y%unecvs restriccitn, grafica d'*xnew=veew
%-4x1-x2<mymax

de zmax
xi=j-vmew/-d(1)) #};
x2={0 (-vmew/-3(2))];
plot(xl,xd,'s-.")
hold on
M=1;
—-2;

end Yodel switch



ANEXO 11
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a. Complejidad Computacional,

Con el progreso en la programacién combinatoria, autémata y en las funciones
recurrentes llegb a ser necesario el estudio de Ia eficacia de los algoritmos. El término
complejidad computacional de algoritmos aparecié por primera vez en 1963 en el
contexto de de las secuencias recursivas,

Para saber la clase a la cual pertence un algoritmo, existen dos posibles criterios
para su clasificacion: sm tiempo de ejecuciém y el espacio wtilizado durantc la
aplicacién del mismo. Es importante saber que el tiempo de ejecucion de un algoritmo
para resolver algiin problema depende precisamente de su tamafio.

Existen dos formas para definir el concepto de tiempo de ejecucién con el fin de
indicar el nimero de operaciones bit elementales necesarias en la ejecucién de un

algoritmo por computadora: el peor caso y el llamado caso promedio.

Por la cantidad de digitos disponibles en las computadoras y los lenguajes de
programacién, los algoritmos varian considerablemente en su desempefio, por lo tanto
uno debe modelar los célculos de la complejidad computacional bajo métodos
universales; por ejemplo, el modelo “Méquina de Turing” (ver [2], p-22).

La apliacién de un algoritmo para la solucién de un problema [Ic T 'xY a
una lista de datos de entrada ze Y, determina un resultado y tal que (z,y) esten en [T,
o termina sin enviar tal resultado y, cuando no existe tal resultado.

Un algoritmo puede tener la forma de un programa computacional, el cual
formalmente se ajusta a una cadena de simbolos tomados de un alfabeto finito.
Mateméticamente un algoritmo puede ser definido como una cadena finita 4 de 0's y
1’s. Se dice que un A resuelve el problema [] o A es un algoritmo de éste, si para
cualquier instancia z de ], cuando se proporciona la cadena (4,z) a una miquina
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universal Turing, la mAquina para después de un mimero finito de pasos hasta
proporcionar una cadena y con (zy) €[], 0 no envia nada en caso de no existir tal
cadena y.

En la prictica, el tiempo de ejecucién de un algoritmo depende de la
implementacién eventual del algoritmo. Definimos la funcién de tiempo de ejecucién de
un algoritmo 4 como la funcién (:z+ - Z,, tal que,

f(a)=’Mmﬁm(mmpodeejecuc16ndez!pamlosdaxosz).

donde ceZ,.

Si f,8)...8a %0 funciones de valor real (posiblemente multivariabies),
entonces f se dice que es polinomialmente acotada por g,,...,8,., Si existe una funcién
¢ tal que 92 f y tal que ¢ surja como consecuencia de la composicion de gjve,8u, ¥
de algunos polinomios.

En el caso particular en el cual gj,...,g,, son polinomios, esto da como resultado
que f seca polinomialmente acotado por g;.....€, Por lo tanto, la cota superior de f es
un polinomio. Cuando ocurre lo anterior se dice que f es una funcién polinomialmente
acotada (ver [31], p-17).

Un algoritmo de tiempo polinomial o polinomial, es aquel cuya funcién de
tiempo de ejecucién es polinomialmente acotado. Se dice que un problema posee un
tiempo de solucién polinomial o es polinomialmente resuelto, sf existe un un algoritmo
de tiempo polinomial que lo resuelva. El principal interés que existe sobre el tiempo de
ejecucion de un algoritmo es su comportamiento asinttico. A menudo se dice que el
tiempo de ejecucion es O(g( o)), para alguna funcién g(o ), es decir

f(o)=0(g(a)),
si existe una constante ¢>0 tal que f(o)<cg(o) pama 0 20, para algin o, (ver
[31], p-17], lo que significa que existe una constante c tal que la cota superior del tiempo

de ejecucion es cgf @ ).
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Las operaciones aritméticas elementales que realiza todo algoritmo son: suma,
resta, multiplicacién, divisién, y comparacién de nimeros. Es fécil ver que en aritmética
racional estas pueden ser realizadas por algoritmos de tiempo polinomial. Por lo tanto,
para derivar la polinomialidad de un algoritmo el cual desempefia una secuencia de
operaciones aritméticas elementales, es suficiente mostrar que el niimero total de estas
operaciones es polinomialmente acotado por el tamafio de los datos de entrada, y que el
tamafio de los numeros intermedios para los cuales estas operaciones aritméticas
elementales son aplicadas, estd polinomialmente acotado por el tamaiio de los datos de
entrada (ver [10], p-17).

El concepto tamafio de los datos de emtrada puede ser formalizado si
consideramos un esquema de codificacién que mapee el problema en particular a una
cadena de simbolos que los describa. La longitud de codificacién o tamafio de los datos
de entrada de un problema se define como la longitud de esta cadena de simbolos (ver
[2], p-23]. Existen diferentes esquemas de codificacién que pueden proporcionar
diferentes longitudes de codificacién. Para mimeros enteros la codificacién mas utilizada

es la representaciéon binaria.

Cuando un nimero real a es denotado por el simbolo |_aJ (el piso o la parte entera
inferior de @) se esta indicando que debemos tomar el entero més grande que no sea
mayor que @ mientras que el simbolo [a] (el techo o la parte entera superior de @)

denota el entero mds pequefio no menor que a, entonces, para la codificacién o
representaciéon binaria de un niimero entero 7 # 0 necesitamos un bit para el signo y

rlog2|;|i+l] bits para la cadena de 0’s y 1°s de la representacién binaria de su valor

absoluto. Para el cero, solo necesitamos un bit. Por lo tanto el espacio necesario para
codificar un entero es:

(n)=1 +|-log,|n| +1] Vne 2,

donde (n), denota la longitud de codificacion de 7.
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De manera similar si ¥ es un vector @ una matriz en ¢l cual cada uno de sus
componentes ¢s un nimero entero, (x) se define como la suma de la longitud de

codificacion de sus entradas. Si a’x<b es una desigualdad con @ y be®”, entonces
decimos que (a)+(b) es la longitud de la desigualdad; y para obtener la longitud de

un sistema de designaldades solo se requiere sumar la longitud de codificacién de sus
desigualdades (ver [2], p-28).

Es importante mencionar que la publicacién del método elipsoidal puso en
controversia qué pardmetros debian ser considerados en la longitud de cédigo del
problema. Por ¢jemplo, para un problema de programacién lineal dado por una matriz
Ae®™ y los vectores b yce®”, una de las preguntas iniciales fué saber si el
mimero nm (r=variables por m=restricciones) debia ser considerado como el tamafio del
problema, o si ademis debia ser contabilizado el espacio necesario para codificar 4, b y
c. Ambos puntos de vista tienen su propio mérito. Cada uno de ellos llevan, sin embargo,
hacia diferentes notaciones de complejidad (ver [2], p-23).

a.l. Las clases & 914, y co- 9%

Edmonds [32] clarificé el término tamafio de los datos de entrada para incluir la
medidad de tamafio del elemento mayor y/o sus digitos significativos. Hoy en dia el
tamafio de los datos de entrada de un problema P es el total de espacio necesario para
escribir las caracteristicas del problema en codificacién binaria, con la adicién de la
dimensi6n, del nimero de vértices, etc., como parémetros adicionales (ver [11], p-6). Si
denotamos por:

v I(P),(l, abreviando) el tamafio del problema y,

¥ o =0(P), al mayor elemento en valor absoluto de la representacién de P;

por ejemplo, en el caso de la programacién lineal o es el elemento mayor
end b ec.
Claramente I(P) < f(logo) donde f(-} es un polinomial en log o, n, etc.
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Por otro lado, se dice que un algoritmo para un problema P es de complejidad de
tiempo:

A) Polinomial (polinomial, abreviandp):. si el peor caso del tiempo de ejecucion
es acotado por f(!), para algtin polinomial en [, n, etc, esto ¢s, para todas
las instancias de P con los mismos pardmetros, f(J) es una cota superior de
su complejidad de tiempo.

B) Pseudo-polinomial: si f es un polinomial en & en lugar delog o.

C) Exponencial: si existe una instancia para tal problema cuyo tiempo de
ejecucion 2a’M, para algin a> !,

Por lo tanto se define # como la coleccién de los problemas para los cuales existe
un algoritmo de tiempo polinomial para su solucién. La definicién equivalente, en el
lenguaje de la teoria autémata, es la siguiente:

Un lenguaje L € @, si puede ser reconocido por una mdquina deterministica de
Turing en tiempo polinomial.

Existe otra clase muy conocida en la teoria de complejidad, $4. Se dice que
Pe 2P si dada una descripcion de P y como informacién adicional una solucién
candidata, puede decidirse con esfuerzo polinomial en el tamafio de la descripcién; por
ejemplo /(P ) y cierta informacién adicional, si la solucién candidata es en efecto una
solucién de P. La definicién equivalente, en el lenguaje de la teoria autémata, es la
siguiente:

Un lenguaje L € X2, si puede ser reconocido por una mdquina no deterministica
de Turing en tiempo polinomial.

De hecho si P tiene una buena caracterizacion, entonces, P € %2 Neo- %, donde
co-%P es el complemento de X%,
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Finalmente se dice que un problema es 922 completo, si:
i)Pe %9,
ii) para otro problema Q en & puede ser transformado a una instancia de P.

b. Optimizacién Combinatoria.

El concepto combinatoria se refiere al estudio de estructuras discretas y sus
propiedades.

La optimizacién combinatoria (ver [33], p-3), incluye oonceptoé de teoria de
codificacién, disefio combinatorio, teoria de enumeracién, teoria de grafos y teoria de
poliedros. Su objetivo es buscar métodos eficientes para la construccién de buenas
soluciones y al mismo tiempo métodos que midan la calidad de las soluciones; es decir,
producir cotas sobre las soluciones ptimas que nos permitan trabajar con minimo error.
La optimizacién combinatoria, es un 4rea de combinatoria que interfiere con la
programacidn lineal, teorfa de grafos, investigacién de operaciones, teoria de algoritmos
y complejidad computacional.
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