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Resumen

Estahilidad y Controlabilidad Robusta de Sistemas Lineales
Con Incertidumbre Multilineal

Publicacion No.

Cesar Elizondo Gonzdlez
Universidad Autonoma de Nuevu Ledn
Facultad de Ingenieria Mccanica y Eléctrica
Profesor Asesor: Dr. Mikhail V. Basin.
Abril, 1998

El contenido de la presente tesis estd orientado a analizar y resolver el problema de estabilidad y
controlabilidad robusta de sistemas lineales invariantes en el tiempo, de multiple entrada y mdltiple
salida, que dan lugar a familias de polinomias caracteristicos con incertidumbre paramétrica
multilineal o polinémica, se analizan los casos reportados concernientes al area. Se investiga en el
espacio de los coeficientes, donde ¢l problema de estabilidad robusta es “mapeado”™ a un problema
de positividad de funciones reales multivariables con términos no decrecientes en un espgcio
vectorial, para lo cual se desarrolia una herramnienta matematica capaz de detenminar, en condiciones
necesarias v suficientes, la positividad de esta clase de funciones llamandole Descomposicidn
de Signo  Esta hcrramicnta no tienc restricciones de aplicacion a cualquier caso dc estabilidad,
contrulabilidad u observabilidad robusta parameétrica, pero el tempo de coOmputo crece con la
compigjidad del sistema como sucede con cualquier algoritmo.

La Descomposicidn de Sigha v su aplicacion al control robusto paramétrico, la Tabla Equivalente
de Routh y la solucion al problema de controlabilidad robusta de sistemas lineales invariantes en
el tiempo de multiple entrada multiple salida con perturbacion unidireccional, son las principales
aportaciones personales en la tesis. También se aportan algunos hechos, lemas, teoremas y
corolarios en diferentes puntos como: propiedades de familias de polinomios con incertidumbre
multilineal. asi como las condiciones para la convexidad de su imageu. En si todos los hechos,

lcmas, teorcmas y corolarios que no aparezcan con referencia y los que aparecen con referencia

|17, 18] son una aportacidn personal.
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Capitulo 1
Introduccion

1.1 Planteamiento del Problema de¢ Estabilidad, Controlabilidad y
Observabilidad Robusta

Todo sistema fisice tiene un madelo matemadtico que describe su comportamiento, en muchos casos
no ¢s facil el obtener dicho modelo, vy se obtiene un modelo aproximado a la realidad. Dando lugar
asi a una incertidumbre, que puede ser de diferentes tipos:

Incertidumbre paramétrica, es cuando €l modelo matematico es correcto, pero se desconoce el
valor exacto de los parametros fisicos del sistema. Por ejemplo, en una resistencia eléctrica que
circula una corriente eléctrica, se conoce el modelo matemadtico: el voltaje es igual al producto de
la corriente eléctrica por la resistencia, pero de la resistencia s¢lo se sabe que tiene un valor de 950
a 105092.

Otra incertidumbre puede ser de refardo. Por ejemplo, para un termopar se puede obtener la
gcuacidn de la temperatura en funcién del milivolaje, sin tomar en cuenta el retardo causado por
el calor que absorbe su masa. La incertidumbre de estructura, es cuando se desconoce parte del
modelo, como puede ser €l caso de un motor eléctrico, ue en su modelo se desprecian algunas
inductancias mutuas, por la dificultad para calcularlas.

Cuando un sistema posee incertidumbre de algan Gpo, por gjemplo paramétrica, se convierte
en una familia de sistemas. El control robusto es ¢} area de la tearia de control, que en ¢l caso
de analisis, determina el cumplimiento de cierta propiedad como: estabilidad, controlabilidad,
observabilidad; en todos los elementos de la familia. En el caso de sintesis, determina el controlador
que garantice el desempefio dptimo de todos los elementos de la familia en algin aspecto particular.

En el drea de control robusto, existen vanas t€enicas para atacar los problemas de incertidumbre,
como por ejempla: H, (19], 4 sintesis [15], margen dc ganancia k,,, [25]. La teoria, H,,, puede
ser utilizada para problemas de: minimizar el efecto de perturbaciones, estabilidad en caso de

incertidumbre de estructura o inclusive incertidumbre paramétrica. En H, el problema se trabaja
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en el dominio de la frecuencia, y es reducido a un problemzi de optimizaciéon. Las técnicas de
J4 sinlesis y margen de estabilidad &, son métodos iterativos, y se emplean para determinar una
“medida de robustez”, como lo es el margen de estabilidad, de sistemas con perturbacian en block
diagonal en su retroalimentacidn, También pueden ser empleadas para determinar el controlador
que optimize el desempeiio de la familia en algin aspecto especifico deseado.

En esta tesis, se ataca el problema de: estabilidad, controlabilidad y observabilidad robusta, de
sistemas lineales invariantes en el tiempo cor incertidumbre paramétrica. En éste tipo de sistemas,
los coeficientes del modelo matematico dependen de pardmetros fisicos g;, tal que ¢; € [g, , g;'].
La coleccién de todos los pardmetros g;, fortan un vector de pardmerros q, que s elemento de una
caja de incertidumbre paramétrica Q).

La estabilidad de los sistemas lineales invariantes en el tiempo, se¢ determina a partir del
polinomio caracteristico p($, ¢), con caeficientes ¢;(g). De acucrdo a la ccuacion de los coeficientes,
luy polinomios caracteristicos se clasiflican ¢n general, en los siguientes cuatro tipos que se
estudiardn en el capitulo 3. Los polinomios pueden ser de tipo: intervalo, afin, multilineal y
polinomico. La estabilidad robusta de polinomios intervala, fue resuelta por Khantonov, en 1478.
La estabilidad robusta de los polinomios ufin, fue resuelta por A. C. Bartlet, C. V. Hollot, Huang
Lin, en 1988, con ¢! teorema de las anistas,

La estabilidad robusta de polinomios mululineales, esta resuella s6lo para algunos casos
particulares, pero el caso general sigue sienda un problema abierto sin resolver, al igual que el
caso polindenico.

Fn el 4rea de controlabilidad y observabilidad robusta de sistemas lineales invariantes en el
tiempo, existen soluctones para casos particulares de controlabilidad, de una entrada-multiple
salida, o de observabilidad para sistemas de multiple entrada-una salida, o0 multiple entrada-miiltiple
salida con incertidumbre sélo en una de las matrices Aa B.

El caso general de controlabilidad y observabilidad robusta de sistemas lineales invartantes en
el tiempo, de multiple cntrada-multiple salida, con incertidumbre paramétrica en ambas matrices A

0 B, no esta resuelto, es un problema mas dificil de resolver que el de estabilidad robusta del caso

multilineal o polinamico.



El problema de determinar la estabilidad, controlabilidad u observabilidad robusta de sistemas
lineales invariantes en el tiempo, de multiple entrada multiple salida, que dan lugar a polinomius
caracteristicos con incertidumbre paramétrica de tipo intervalo, afin, multilineal o palindmica.
Realmente es un problema de positividad de una funcidn real multivanable, para lo cual se propone

en esta tesis la herramienta matematica Descompasicion de Signo.

1.2 Aportaciones principales

En esta tesis se aportan resultados en diferentes dreas como: Propiedades de familias de polinomiaos
con incertidumbre multilineal, donde se apourtan €l teorema de combinacion lineal de la imagen
de los vértices, y un hecha que explica como varos vértices de una caja pucden secr mapeados
a un mismo punto en los compleios. Convexidad de la unagen de familias de polinomios con
incertidumbre multilineal. Asi también, se aportan resultados en estabilidad y controlabilidad
robusta de sistemas lineales invanantes en el tiempo, en si todos los hechos, lemas, teoremas v
corolarios que no aparezcan con referencia y los que aparecen con referencia [17, 18] son una
aportacion personal, pero las principales aportaciones son:

La herramienta matematica Descomposicién de Signo, aplicable a la estabilidad y
controlabilidad robusta, de sistemas lineales invariantes en ¢l tiempo, de multiple entrada multiple
salida, con incertidwnbre paramétrica de cualquier tipo: intervalo, afin, multilineal o polindmica.
Fn esta herramienta matemutica, las funciones multivariables son representadas en coordenadas
(fr fo) O en coordenadas (e, ), ésta ultima, con ventajas tanto algebraicas como graficas,
Ordenando de acuerdo a su importancia, los resultados principales de descomposicion de signo,
tenemos: primeramente el teorema del rectangulo en coordenadas (fn, f,); este mismo teorema
en courdenadas (a, ), por la disminucion de operaciones algebraicas y por la facilidad de
interpretacién grafica; el teorema del poligono en coordenadas (fq, f;), con una notable mejora en
las cotas con respecto al teorema del rectangulo; €l teorema del poligono en coordenadas (o, J);
el teorema de determinacion de signo rediante particion de cajas, con condiciones necesarias y
suficientes de positividad de funciones multivanable de tipo polindmica; la descomposicion de

signo del determinante, asi como su aplicacion a la matriz de controlabilidad. Cabe mencionar que
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el teorema del rectangulo en coordenadas (fa, fp)s €5 sdlo el inicio de descomposicion de signo,
pero es un resultado superior a la aritmética de intervalos, dada la complejidad de las operaciones
de esta ultima. Otras principales aponacibnes son:

La Tabla Equivalente de Routh, que mediante descomposicion de signo, aporta condiciones
necesarias y suficientes de estabilidad robusta de polinomios con incertidumbre paramétrica de
cualquier tipo: intervalo, afin, multilineal, polindmica. La relacién entre los elementos de la
tabla equivalente de Routh y los menores principales de la matriz de Hurwitz. La solucidn de
controlabilidad rabusta de sistemas lineales invanantes en el tiempo, con multiple entrada myultiple

salida, tanto en matriz intervalo, asi como el ¢aso de perturbacion unidireccional.

1.3 Organizacion de la Tesis

Capitulo 2. Represeriacidn de Sistemas Lineales en Entrada-Salida y Wariables de Estado. En
este capitulo se analizan los sistemas lineales en su representacion entrada-salida, en el que el
comportamiento del sistema queda determinado por la matriz de transferencia, que relaciona
algebraicamente la transformada de la salida con la transformada de la entrada. La estabilidad
del sistema queda determinada por las raices del pulinomio caracteristico.

Asi tambicno se analiza la rcpresentacion en variables de cstado de un sistema lineal invariante
c¢n cl ticmpo y algunas propiedades como: estabilidad, contsolabilidad y observabilidad.

Capitube 3. Estabilidad en Sistemas Lineales Invariantes en el tiempo con Incertidumbre
Paramétrica En este capitulo se mencionan algunos criterios de estabilidad de polinomios fijos, se
describe el concepto de incertidumbre paramétrica, asi como la clasificacién de los polinomios
que la contienen, de acuerdo a la dependencia paramétnca son: Iatervalo, Afin, Multilineal y
Polindmica. Se analiza la solucién al problema de estabilidad robusta de los polinomios intecvalo
y afin. Asi tambi€n, sc analiza cl grado dc dificultad de la solucién del mismo problema cn las
familias de polinomios con incertidumbre multilineal, €l cual es un problemna abiesto.

Capitulo 4. Descompasicion de Signo. Aplicando el concepro no decreciente a funciones reales
multivariables, se propone la herramienta matematica Descomposicidn de Signg, para funciones

reales multivariables con dominio en una “caja” contenida en un cono canvexo positivo. Asi



como una funcidn compleja se descompone en su parte real e imaginaria, co este caso la funcidn
multivariable se descompone en sus partes negativa y positiva, con representacion grafica en R?.
Con sélo evaluar ambas partes en los vértices minimo y maximo Euclidianos dc la caja, nos aportan
una cota minima y una maxima de la funcion, que son condiciones suficientes de positividad o
negatividad de la funcion evaluada en todo el dominio. La funcién queda contenida en un rectingulo
en R2. Mediante division de cada variable, en un miumero de partes, se genera ua conjunto de nuevas
cajas, cuya union es la caja original. La funcidn es positiva (negativa) en todo el dominio original
si y sdlo si existe un conjunto de cajas para el cual la condicidn de signo se cumple para cada una
de ellas,

Aplicando una transformacion lineal, se convierte la representacidn negativa, positiva (f,., f,).
€n una representacion alfa, beta (@, f) con venlajas tanto algebraicas como graficas. Mediante
la descompasicidn de cada parte de la funcion en sus partes lincal, no-lineal ¢ independicnte, se
oblienen mejores cotas de la funcion evaluando sélo en los puntos extremos del dominio. Con
estas cotas la funcidn qucda contenida en un poligono, que a su vez es contenido en el rectangula
de las cotas anteriores. Finalmente se analiza la descomposicion de signo del determinante, y del
determinante de la matriz de controlabilidad.

Capitulo 5. Estabilidad Robusta de Folinomios en el Espacio de los Coeficientes. En
este capitulo, se analiza el problema de estabilidad robusta de una familia de polinomios con
incertidumbre paramétrica multilineal o polinéinica. El problema es trasladade a un problema de
pousitividad v asi es resuelto por medio de descomposicion de signo. La funcion real representativa
de la estabilidad del sistema, debe poseer la propiedad de descomposicion de signo en ia caja de
incertidumbre paramétrica, para lo cual, se propone la ‘labla Equivalente de Routh, en la que sus
coeficientes poseen la propiedad de descomposicion de signo. La estabilidad robusta es estudiada
también mediante e! teorema de Frazer y Duncan y descomposicién de signo del determinante.

Capitulo 6. Controlubilidud y Observabilidad Robusta en Sistemus Lineales Invariantes en ¢l
Tiempo. En este capitulo se analiza la controlabilidad y observabilidad robusta de sistemas lineales
invariantes en ¢l ttempo, cun perturbacion unidireccional, y con matsices wmtervaly, para maluple

entrada y multiple salida. En el caso de perturbacion unidireccional, se trata de encontrar los limites



minimo y maximo de un paramctro real que es la perturbacion. En el caso de matrices intervalo, '
se genera la matriz de controlabilidad mediaute el teorema correspondiente del capitulo 4, para asi
analizar la positividad del determinante de la matriz de controlabilidad. La observabilidad es tratada
por medio del teorema de dualidad.

Capitula 7. Aplicaciones. En este capitulo se aplica la herramienta de descomposicion de
signo para determinar la estabilidad robusta de casos reales, como lo son un avion militar I['4-E
mencionado por Ackermann (2], y la maquina Fiat mencionada por Barmish (5].

Capitulo 8. Conclusiones. En este capitulo se analizan los resultados obtenidos en estabilidad,
controlabilidad ¥ observabilidad robusta, asi como la aplicacidn de Descomposicion de Signo a
estos aspectos de la teorfa de control rabusto paramétrico. Finalmente se incluyen en esta tesis el
listado de reterencias citadas en la misma, en la que aparecen las publicaciones [17, 18] de algunos

resultados de la investigacion que fucron presentados en dos congresos internacionales.



Capitulo 2

Represcntacion de Sistemas Lineales en
Entrada-Salida y Variables de Estado

Un sistema fisico es una coleccion de dispusitivos existentes en el mundo real; un sistema es
cl modela del sistema fisico. Los sistemas pueden ser fineales o no lineales (los sistemas no
lineales no serdn considerados en esta tesis). Los sistemas lineales son aquellos ¢n que la ccuacion
diferencial que los describe €s lineal, por ejemplo del tipo (2.1), que consta de dos variables en
funcion del tiempo: una y(t) que se le llama salida, que es la respuesta del sistema; y otra u(t)
que se le llama enirada, que es el estimulo al sistema. El sistema lineal descrito por (2.1), es de

una entrada-una salida (SISO), pero en general pueden ser de multiple entrada-miiltiple salida

(MIMO).

L)+ a5+ +ant(t) = oo ul) + B () 4+ bnlt) @1

Los coelicientes de la ecuacién anterior dependen de parametros fisicos que iatervienen en el
proceso y pueden ser fijos 0 funciones del tiempo (en esta tesis solo se estudiaran los casas de
coeficientes {1jos ). Los sisteinas lineales se pueden representar en enfrada-salida y en variubles

de estado, de acuerdo al caso.

2.1 Descripcion Entrada-Salida

La wransformada de Laplace del sistemna lineal (2.1) con coeficientes fijos y condiciones iniciales
cero, permiite relacionar algebraicamente la entrada y la salida en Ya forma Y (s) = G(s)U(s),
donde G(s) se le llama matriz de iransferencia para maltiple entrada multiple salida, & funcién
de transferencia para una entrada una salida (2.2) y (2.3). En la representacion entrada-salida, se

obtiene menos informacion del sistema que en variables de estado; en entrada-salida pricticamente

sc¢ analiza lo referente a la estabilidad.



Y(S) BT+ G+ -+ 0,

= <n 2.2
U(S) s*+as* 1+ 4+ a5+ aa ™ @2)
Y'(S) G5+ Bys™ 24 -1 8
- < = 2,
U(S) 3"+a;s“"+--~+an_1s+an+d m=n @3

2.2 Variables de Estado

Para todo sistema lineal del tipo (2.1) tal que n > m, se puede representar la dinamica por un
conjunta de » variables z,(¢) llamadas variables de estado. Estas se definen de tal manera que la
primer derivada con respecto al tiempo de cada una de las z;(t), es funcion lineal del conjunta de
variables z;(t) y de Ia entruda ©(¢). La salida y(t) es también una funcion lineal algebraica de las
variables dc cstado y la entrada.

2.2.1 Ecuaciones de Estado

La representacion de la dindmica del proceso en variables de estado requiere del vector de estado
z(t) — [z1(t), z2(t), - -, z.(t)]T. El sistema es definido cn variables de estado mediante (2.4),
(2.5}, y se le llama una realizacion o representacion en variables de estado (Kalman en 1963). En
cste caso corresponde a un sistema lineal invarianie en el tiempa (es el caso que se estudiard en esta
tesis), ya que sus matrices, {A, B, C, D}, estan formadas por elementos invaniantes en el tiempo,
debido a que los pardmetros fisicos de (2.1) son de esta misma caracteristica. Este sistema de
ecuacjones también es conocide camo: ecuucion lineul de estado [38|, ecuacion dinamica [13]. De
la representacion de un sisterna en variables de estada (2.4} y (2.5), es posible obtener propiedades

del desempeiio del sistema sin resofver las ecuactones diferenciales.

z{t) = Ax(t) + Bult) (2.4)

y(t) = Cz(t) + Du(¢) (2.5)
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Cn el sistema representado en variables de estado por (2.4) ¥ (2.5), A es una matriz de (n. x n);
B es una matriz de (n x m), donde m es el nimero de entradas; C' es una matriz de (p x n), donde
p es ¢l numero de salidas; D es una matriz de (p X m), z(t) ¢s cl vector de estado de (n x 1), u(t)
es el vector de entradas de (rn x 1) y y(¢) es el vector de salidas de (p x 1),

Enclcasao general, los clementos de las matrices de (2.4) ¥ (2.5) pueden ser variantes en el tiempo
0 invariunies en el tiempo. En ¢l caso de invariantes en el tiempo los coeficientes pueden ser fjjos
o con incertidumbre paramétrica. Esto ultimo significa que los pardmetros fisicos que conforman
los clementos de las matrices son fijos, pero se desconoce el valor de ellos, solo se conocen sus
limites inferior y superior.

La representacidn de un sisterna en varables de estado no es tnica, ésta depende de como
se definan las variables de estado, ademds se puede hacer una transformacién de similaridad

T = QT donde () es una matriz no singular, substituyendo en (2.4) y (2.5) se obtiene una nueva

representacion:

I = AT+ Bu (2.6)
y = Cz+ Du

A=Q"'AQ, B=Q'B, C=0CQ, D=0

De la representacion en variables de estado de un sistema lineal invariante en el tiempo, se puede
obtener la matriz de transferencia G{(s) que relaciona la entrada con la salida: Y(s) = G(s)U{(s).
Para el sistema descrito por (2.4) y (2.5), se obtiene: G(s) = C(sI — A)™'B + D, siendo ésta,
la marriz de transferencia obtenida de un sistema lineal invariante en el tiempo represeatado en
variatles de estado.

Par otra parte, si se tiene la funcion de transferencia de un sistema lineal invariante en el
tiempo como (2.3), se puede obtener su representacion en variables de estado (2.4) y (2.5). Unas

representaciones muy comunes de la ecuacion antenor son la forma candnica contrelable y la forma

candénica observable:



0

—Gn_1

0

—Q&n_3

y=| 8. Ay B

Forma candnica controlable [13]

Forma canénica observable [13]

0 Qg 0
0 .- 00
0 0 0
00

0 1
y=[0oo

0 0
0 0
£+
g 1
Gz —C@ |
B, B ] z + du
—Cn ﬁu
—Q; ﬁn—]
_O'ﬂ_g = + ,fg.n_z
—Q3 )62
—&) | L ﬁ[ i
0 1 ] T+ du
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Debe de notarse que las formas canonicas correspondientes a (2.2) son iguales a las anteriores

tomando d = (.

2.3 Estabilidad

La cstabilidad de un sistema lineal se puede obtener tanto de su representacion en entrada-salida

0 en variables de estado. La la representacion entrada salida, la estabilidad se puede tomar de la

siguiente manera:
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Propusicion 2.1  [13] Un sistema relajado es BIBO Estable ("Bounded Input - Bounded QOutput”)
si y solo si para toda entrada acotada la salida es acotada.

Lo anterior significa de acuerdo a [38] que el sistema relajado es enfrada acotada - salida
acotada si dado un tiempo £g y una entrada u(¢) satisfaciendo ||u(¢t)|| < & para todo ¢ > ¢, donde §
es una constante finita positiva, existe una constanie finita positiva ¢ tal que [[y(t)|| < & para todo
>t

En la representacion entrada-salida, el denominador de la fraccidn de la funcion de transterencia
(2.2) a (2.3), o el detenninante de {sI — A) de 1a matriz transferencia s¢ le conoce como polinomio
caracteristico §"+ay "1+ « -4 ttn_1 5+, sus raices son equivalentes a los valores caracteristicos
X; dc la matriz A en la representacion de variables de estado.

Dado que la respuesta en <l tiempo de la salida y(t) ésta en funcién de exponenciales ™ ?,
entonces para estabilidad asintdtica es necesarig y suficiente que las raices de su ecuacion

caracteristica tienen parte real negativa. Esta dcfinicion de estabilidad es la que serd empleada

en esta tesis;

Delmicion 2.1  Un sistema lineal es estable si y y6lv si las raices de su polinomio caracteristico o

equivaleniemente los valores caracteristicos de la mairiz A se encuentran en el semiplano izquierdo
de los complejos.

2.4 Controlabilidad

La propicdad de cantrolabilidad esta rclacionada con la capacidad que puede tener la entrada «(t)
en modificar el estado z(¢) del sistema. S pérdida de generalidad se puede considerar que

dicha modificacidn sera llevarlo al origen en un tiempo finito, como se considera en la siguiente
definicion.

Definicion 2.2 [38] La ecuacion lineal de estada (2.4) se dice ser controlable en (ty,tf| si para
cualquier estado inicial £(tq) = zq # 0 existe una entrada continua ult) definida en [to, 7] tal que

la solucidn de (2.4) satisface z(tf) = O en un tiempo finito.
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Para cualquier sistema lineal en general, la controlabilidad es determinada mediante
el Grammiano de controlabilidad W {lg,tf) = f:o"' P(to, T)B(r)BY(r)®T (tg,7)dT, ¥
posteriormente, de condiciones de la matriz de transicion ®(ty, ') y la matz B(-), de acuerdo a

los siguientes teoremas:

Teorema 2.1 [38) Laecuacion lineal de estada (2.4) es cantrolable en ty si y solo si W (tg, t¢) es

no singular en (ty, ty).

Teorema 2.2 [13] La ecuacion lineal de estada (2.4) es controlable a tqg si y 5600 siexiste ty > tg

tal que los renglanes de ®(tg,-)B(-) son linealmente independientes en (to, tg].

Para los sistemas lineales invarianies en el tiempo, la controlabilidad es determinada mediante
la matriz de controlabilidad de Kalman [B AB A*B --- A™!B], mediante la cual se obticne una

condicion necesaria y suficiente de controlabilidad, independiente de intervalos de tiempo, como

lo muestra el siguiente teorema.

Teorema 2.3 (13] La ecuacion lineal de estada (2.4) con matrices Ay B invariantes en el tiempo

es controlable si y solo si se satisface: p|B AB A’B --. A" !B =n

Se puede probar [24] que una matriz M tiene sus renglones linealmente independientes si
y s0lo si M M* es no singular, donde M~ es el wanspuesto conjugado de M, de tal forma que
U = [B AB A’B --. A" 'B] de dimension »n x nm tiene sus n renglones independicntes si y

sdlo si UU” es no singular, obteniendo asi el siguiente corolario.

Corolario 2.4 Lu ecuacion lineal de estado (2.4) con matrices Ay B invariantes en el tiempo es

controlable si y sélo si UU* es no singular

Otra prueba interesante de controlabilidad es la de Popov-Belevich-Hautus, donde se establece
que un sistemna lineal wvanante en el tiempo ey vontrolable s1 y solo st nu existe un vecior
caracteristico izquierdo de A que sea ortogonal a todas Yas columnas de B, dicho de otra manera

queda expresado en el siguiente teorema,
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Teorema 2.5 [13] Laecuacidn lineal de estada (2.4) con matrices Ay B invariantes en el tiempo
es controlable si y solo si para todo A; de A y consecuentemente para todo A elemento de las
complejos se sutisface.

p[AI—AEB]=n

La controlabilidad es invariante bajo cambio de coordenadas y a la retroalimentacion de estado.
De la forma canonica controlable [13] se puede ver que el signiticado de controlabilidad, esta
relacionado con la capacidad de cambiar todos los polos del sistema ya que cada una de las
componentes k; de la retroalimentacion de estado K, modifica el valor de los coeficientes «;
del polinomio caracteristico, de tal manera que si el sistema es controlable se puede modificar su
dinamica mediante retroalimentacion de estado. Cuando un sisterma no es controlable, el teorema

(2.5) permite determinar los polus no controlables, y pur lo tanto no se les puede reasignar su valor

mediante retroalimentacion de estado.

2.5 Observabilidad

Fl concepto de observabilidad se refiere a la pasibilidad de determinar el vector de estado inicial
a partir de la entrada v la salida del sistema en un tiempo posterior al inicial. Sin pérdida de
generalidad se puede considerar entrada cero (u{t) = 0) ya que la propiedad de observabilidad

no depende de un valor especitico en la entrada, entonces se puede definir como aparece abajo.

Defimicion 2.3 [38] LY sistema lineal descrito por las ecuaciones lineales de estado (2.4), (2.5}
con enirada cero (u(t) = Q) se dice ser observable e [to, | si cualguier estado inicial T(tg) = x4

es unicamente determinado por la correspondiente salida y(t) para t € [tg, t4].

La observabilidad para cualquier sistema lineal en general, es determinada mediante el
Grammiano de observabilidad V(tg,t;) = _[t:’ OT(7,80)CT(7)C(T)®(7, to)dT. Asi también se
puede determinar de la matriz de transicion (-, ty) y la matriz. C'(-) del sistema, de acuerdo a los

siguientes dus teoreinas:
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Teorema 2.6 [38] E! sistema lineal descrito por (2.4) ¥ (2.5) es observable en [ty, ty] 5i y sdla si
V(to,ty) es no singular en [tg,t5].

Teorema 2.7 [L3] Elsisterna lineal descrito por (2.4) y (2.5) es abservable si y sélo si las columnas

de C(-)®(-,to) son linealmente independicentes en [to, ]

Para los sistemas lineales invariantes en el tiempo las condiciones de observabilidad se
simphfican de acuerdo al siguiente teorema:

Teorema 2.8 [13] Lisistema lineal descrito por las ecuaciones de estado (2.4), (2.5) con matrices

Ay C invariantes en el riempo, es observable si y solo si se satisface:

3]
CA
p| CcA? | =n

CAn—l

Al igual que en controlabilidad existe una prucba donde intervicnen los valares caracteristicos
de lanatriz A. En observabilidad también existe un teorema similar mediante €l cual se puede
determinar para queé valores caracteristicos de la matriz A se pierde la observabilidad, comu

lo muestra ¢l teorema siguiente. La propiedad de observabilidad es invariante a cambio de

coordenadds y a la retroalimentacion de salida.

Teorema 2.9 [13] Elsistema lineal descrito por las ecuaciones de estado (2.4), (2.5) con matrices
A y C invariantes en el tiempa, es observable siy sélo si para toda A; de A, y consecuentemente

para todo A elemento de los complejos se satisface.

A - A
o -n
C
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Un tema intcresante en la tcoria de sistcmas lineales, ¢s ¢l de los sistemas duales, de acuerdo
a [13], para todo sistema lineal (2.7) existe su sistema dual (2.8) con dtiles propiedades en

controlabilidad y observabilidad de acuerdo al siguiente teorema.

(1) = A(t)z(t) + B()u(t) 2.7
y(t) = C(t)z(t) + D(t)u(t)

(t) = —AT(O)z(t) + C(ult) (2.8)
(@) = B(t)z(t) + D*(t)ult)

Teorema 2.10 [13] El sistema (2.7} es controlable (observable) a ty siy sélo si el sistema (2.8) es
observable (cantrolable) a ty.

Lste teorema pemmte aplicar a la observabilidad un resultado de controlabilidad, o viceversa, ¥
serd utilizado en el capitulo 6.



Capitulo 3
Estabilidad en Sistemas Lineales Invariantes
en el Tiempo conlncertidumbre Paramétrica

En este capitulo sc estudiard el problema estabilidad robusta de sistemas lincales invariantes en
el tiempo con incertidumbre en sus parametros fisicos. La estabilidad de estos sistemas lineales
se obtiene mediante sus polinomios caracteristicos. Existen criterios que resuelven la estabilidad
rabusta de los casos mas sencillos, para los casos de mayor complejidad solo existe solucion de
algunos c¢asos particulares, pero ¢l caso general de ese nivel sigue siendo un problerna abierto. Por

esta razon la mayor parte de la tesis concierne al estudio dc cstabilidad de polinomios caracteristicos

con incertidumbre paramétrica.

3.1 Antecedentes de Estabilidad de Polinomios Fijos

Resolver el conjunto de ecuaciones diferenciales que representan el comportamiento de un proceso
fisico cualquier, es un prablema dificil en el caso general. Dada esta dificultad, uno de los objetivos
es determinar si las variables del modelo matematico son estables, La historia de 1a estabilidad de
polinomios nominales puede decirse [2] que inicia con tres criterios algebraicos: Hermite en 1856
[2] 1854 [8], Routh en 1875 [2] 1877 [24] y Hurwitz en 1895 [24].

Para aplicar el criterio de Hermite-Biehler [8], el polinomio se descompone en sus partes par €
impar p(s) = py(s) + spi(s). El critcrio establece que un polinomio de coeficientes reales p(s) es
estable si y solo si, las raices wy de fa parte par p(3w) y w; de la parte impar p;(jw) satisfacen la
propiedad de entrelazamiento: 0 < wp1 < wig < Wpa < Wz~ --

Routh mediante indices de Cauchy, cadenas generalizadas de Sturm y el teorema de Sturm

(24, 34], demuestra [24] su teorema:

16
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Teorema 3.1 [24] El nuimero de raices con parte real positiva del polinomio p(s) = c¢q + ¢15 +

€28% + ++ + + ¢, 8", ey igual al nimero de variaciones de signo de la primer columna de la tabla de
Routh.

Ca Cn—2 Cn—y
Ci-1 Cn-a ©Cn-5
azL Gz2 3.9

04,1 Q4.2

(“:‘—1‘1%‘—2,;‘4-1 =1 U:—Z,lai—l,j+l)
G 1

0y = Vi2 3 g =Carr-i—zg--1y VI £ 2

Otro resultado interesante de Routh [23] es aquel que generando un polinomio g(s) = a9 +
@18 + a8’ + -+ s"degradom = in(n — 1) apartic de p(s) = co+¢15 + 28 + -+~ + s"
demuestra que p(s) es estable si y sdlo si los coeficientes de p(s) y g(s) son positives. El
procedimiento para obtener a; descrito por Fuller [23], no es sencillo y posiblemente requiera
mds operaciones matemdticas que las empleadas por la tabla clasica de Routh para determinar
estabilidad. Existen algunos trabajos relacionados con el de Routh como es el caso de Duffin [16],
donde la estabilidad de un polinomio p(s) = co + €5 + €26 + - - - + cos™ se estima mediante un
polinomio reducido py(s) = ¢;¢; + (cyez — cgea)s + ccas® + (e1cq — cgeg)s® + <= + €1ca5™ 7}
de grado » — 1; ¢l polinomio p(s) tiene sus raices en ¢l semiplano izquierdo de los complejos siy
solo si: cgey > 0y pi(s) es Hurwitz, esto cs, si satisface la condicidn de Hurwitz de los menores
principales, que se establece en el teorema (3.2). Un procedumiento de reduccion de polinomio
mds sencillo que el anterior es propuesto par Meinsma [33] para demostrar la tabla de Routh: el
polinomio p(s) = cg + 15 + 252 + -+ + 15" ! + ¢, 5™ con coeficientes reales y ¢, # 0,
es eslable si y sélo $1 Cpy es diferente de cero y tiene el mismo signo que ¢, y el polinomio
q(s) = p(s) - Cn— (o™ + Cai3s™ ™2 + crgs™ 4+ - -.) de grado n — | es estable. En cualquiera

de los politlomios reducidos de Duffin o Meinsma no se ahorra trabajo de cdlculo pumérica con
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respecto a la tabla de Routh al determinar la estabilidad de un polinomio.

Hurwitz en 1895 basado en lgs trabajos de Hermite y sin conocer los trabajos de Routh [24] logra
un resultado semejante al de éste (iltimo, propone la Matriz Hurwitz H creada con los coeficientes
del polinomio, existiendo una estrecha relacion [24] entre los menores principales de la matriz de
Hurwitz & y los elementos e, de la primer columna de la tabla de Routh. Hurwitz. establece su

teorema [24] de la siguiente manera;

Teorema 3.2 [24] Tado polinomio p(3) = cp + €18 + €p3° + - - - + (3™ con coeficientes positivos

tieng todas sus raices con parfe real negativa 5i y solo si todos los menores principales A\, de la

matriz H son positivos.
= A nxa
Gi—1 Cn—3
Ch G2
2 0 Ch 1 Cn 3
0 & ©-2
L |
Ca—-1 G35 Gr-s
" Cn-1 ©Cn-3
Ay =c¢ l, A2= 3 A5 = Cn Cn-2 Cn—q {1°°-
G Cn-2
0 G-l -3
= Ay
Ay =c"lagiea1 Qe Ghy = A k>2
£—2

En 1938 Mikhailov logra probar la estabilidad de un polinomio de coeficientes reales mediante

un procedimiento grafico en cl plano de los complejos como lo establece el siguiente teorema.

Teorema 3.3 [35] Un polinumio p(s) = co + ¢15 + c28% + €35° + + - + 8™ de grado n con
coeficientes reales positivos, es estable si y s6lo si cy es positivo y la grdfica del polinomio p(jw)
en el plano de los complejos rodea ul origen en el sentido contrariv a las manecillas del relo],

girando un dngulo de n3 cuanda lu frecuencia se incrementa de cero a infiniio.
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3.2 Clasificacion de Polinomios con Incertidumbre Paramétrica

Un caso importante de los sistemas lingales es cuando los pardmetruy fisicoy g; del sistema
son constantes pero sc desconocen sus valores precisos, solo se sabe que cada uno de ellos se
encuentra dentro de una incertidumbre de (a que se conocen sus limiles minime y maximo ¢, g
respectivamente, tales que ¢; € [¢; , ¢]. La coleccion de todos los € pardmetros que intetvienen

en el proceso, forman un vector de parametros q = [q,, g2, -, qe]T que es elemento de una caja

de incertidumbre paramétrica Q.

Q={4=[Q1<12 e QC]T|Q€€[q;_* qzalsi=l|21'-~,e}

La mayoria de los casos permiten hacer una ransformacidn de coordenadas de los paramctros
fisicos sin perder las propiedades originales, dicha transformacion puede ser: p, = [¢: — ¢ |/[¢F —
g, |, y cn este caso ¢; € [qi7, ¢'] s¢ transforma en p, € [0, 1] que por simplicidad podemos seguir
llumandole ¢ a la nueva coordenada; g, € [0, 1].

Existen casos particulares donde las propiedades de interés se pierden al aplicar la tansformacion
de coordenadas, como ¢s el caso de polinomios con la propiedad de simetaa con una caja de
incertidumbre paramétrica con la propiedad de no trasiape, que se analizarin mis delante. Con
excepcion de casos particulares, en la mayoria de los casos se puede aplicar una transformacion de
coordenadas.

Los parametzos fisicos ¢; con incertidumbre forman parte de los coeficientes ¢,(g) del polinomio
dando lugar a lo que se le conoce como un polinomio con incertidumbre paramétrica p(s,q), en el

que se basan las siguientes definiciones..
p(5,q) = aolq) + c1(g)s + calg)s” + -+ + calg)s™

Definicién 3.1 [S) Una familia de polinamios P(s,Q), es el conjunto de polinomios p(s.4), tal

gue q es elemento de (4.

P(S, Q) = {P(Svfi) I qc Q}'
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Definicién 3.2 [5] Dada una familia de polinomios P = {p(-,q) g€ @} el "value set” a
frecuencia w € R es dado por

P(jw,Q) = {p(jw,q) | g € Q}-

Equivalentemente: p(jw,q) es la imagen de Q) en los complejos bajo p(jw, q).

Cuando un sistema tiene incertidumbre paramétrica, entonces existe una familia de sistemay 7
(5.
Determinar que cada elemento f de una familia F posec una propicdad P en particular, es un

problema de un alto grado de dificultad, en el que son ttiles las siguientes definiciones.

Definicién 3.3 (5] Dada una familia F y alguna propiedad P, se dice que F es robusta si todo
elemento de la familia f € F posee la propiedad P.

Deflipicion 3.4 [5] Unr subconjunio de prueba, es un subconjunio finito de elementas F* =

{ [ f,;} , tal que todo elemento f € F pose una propiedad P si y sdlo si todo elemento
I € F* puse la misma propiedad P.

En ¢l caso de que la propiedad a analizar sea la estabilidad robusta, entonces se establece la

siguiente definicion:

Definicion 3.5 [5] Una familia de polinomios P(s,Q) = {p(s,q) | g € Q} es robustamente
estable 51 para todo ¢ € Q, p(s,q) ex extuble.

De las definiciunes anteriores, se puede decir que, la estabilidad robusta paramétrica es el area
de la teoria de control que analiza la estabilidad de todas los polinomios elementos de la familia
P(s,(). En ¢l 4rea de estabilidad robusta paramétrica, ha sido de mucha utilidad €] concepto de

"value set”, subconjunto de prueba y el teorema de Exclusion del Cero de Frazer y Duncan de 1929,

que se muestra en seguida.

Teorema 3.4 [20] (Korema de Exclusion dei Cerv, Frazer, Duncan) Una familia de polinomios

(., Q) de grado invariunte, con coeficientes coniinuos ci(y), con al menos un elementa estuble,
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donde Q es un conjunta arca-conexo. Entonces la famitia P(:, Q) es rabustamente estable si y solo

si P(jw, Q) no contiene al cero pura toda w elemento de los reafes.

Nata 3.1 Un conjunto Q C R se le Hama arco-conexo si para cada par de puntos a, b elementos
de Q) existe una funcion continua f : [0,1] —= Q tul que f(0) =ay f(1) =0

En el analisis de estabilidad robusta es util el concepto de convexidad. Se verd mas delante que
los casos que poseen esta propiedad son los mds ficiles de resolver.

Sc dice que un conjunta ¢s convexa si para cualquier par de elementos del conjunto p?, p* el
pumto p(A) = Ap! + (1 — A)p? pertenece al conjunto para todo valor de A talque 0 < A < 1 [32].

Dentro del contexto de convexidad, existen algunas definiciones necesarias como las siguientes.

Definicion 3.6 [32] Dado un arbitrariv conjunte P. Lu evolvente convexa conu(FP) es el conjunto

mds pequeiio que cantiene a P.

Definicion 3.7 (5] Unpolitopo P enR* es la evolvente convexa de un conjunto finito de elementos

[pl,FJ, ,pt}

P = conv {pi}

'lodoe elemento de un politopo se puede expresar como p = E Apt | A > 0, Z: N —1,yala
=1 =1
coleccion de elementos {p', p?, ..., p} sc le llama un conjunto generador
Los elementos del conjunto generador ue forman parte de la frontera P se les llama vértices

{v*, v, ..., v™} y es el conjunto generador minimo de P, {v'} = {p’} N P. Una definicién
importaite en tema de politopos, es la siguiente:

Definicion 3.8 [S] Dado un politopo Py un par de vértices v*, v°. Al segmento lineal convexo

generado por v°, v° tal que ningin elemento de él intersecta con oiro segmento lineal convexo del

politapo se le lama arista.

De acuerdo a los conceptos anteriores, la ¢zja de incertidumbre paramétrica @ € ¢ es un
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politopo con un conjunto generador que es el conjunto de vértices de la caja q.
¢ - q™t={a=lae .- ad" el o} i=12,....8}, m=2"

Al evaluar un polinomio p(s, ¢) tomando un valor complejo fijo de s, y siendo ¢ cualquier vector
de la caja g € Q C R, entonces se dice que se esta mapeando de R a los complcjosp : R — C,
De esta manera los vértices ¢* de la caja Q se mapean en polinomios {¢'} - {p(g")}, y el conjunto
minimo generador de ellos son los polinonuos extremaos.

Los polinomigs con incertidunbre parametrica p(y, ¢) se pueden clasificar en cuatco tipos, de
acuerdo a la estructura de los cocficientes ¢;(q): [ntervalo, Afin, Multilineal y Polindémico.

Los polinomios intervalo son aquellos en los que cada coeficiente es una funcion lineal de un
sdlo pardmetro y cada parametro se relaciona solo con un coeficiente. Mediante transformacién
de coordenadas toma {a forma acostumbrada como la que se muestra cn ¢l siguiente ejemplo:
P(s:¢) = Qo+ 15 + ¢25% + ¢35” + g5

En los polinomios afin los coeficientes dependen lincalmente de varios parametros y cada
parametcu se puede relacionur ¢on varios coeficientes. Ejemplo: p(s,q) = (21 + ¢2) + (41 +
5¢z)s + (3gy + 2ga)9® + 2(1 + qy)s° + st.

Los polinomios multilineales poseen coeticientes que como su nombre lo dice son sumas de
productos de parametros caon potencia unitaria. Ejemplo: p(s, ¢) = (3q, +q2q3) + (2¢1g2 + 5qa) s +
(32193)s* + (@1 +q3)s* + 5.

En el caso polinomico los coeficientes son semejantes a los anteriores pero por lo ruenos algin
pardmeltr¢ aparece con potencia mayor a la unidad. Ejemplo: p(s,q) = (2¢2¢3) + (1@ + q1)s +
(g1 + 2q793)s” + (a1 gz + dyy)s® + s°.

3.3 Polinomios Intervalo

De acuerdo a la descripeion de polinomios intervale, cada coeliciente se puede expresar como
e(q) = as9 + a1, donde a;, son constantes. Tomando en cuenta que ¢ € [¢;, ¢;'| entonces
& € o7, ¢ donde ¢ = a,q+ ¢ Y ¢ = a0+ 6.7 pudiéndose expresar asi un palinomio

intervala camo p(s, ¢) = cg + €18 + €28% + ¢ys° + - - - + & s™ donde [a incertidumbre paramétrica
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esta en sus cocficientes ¢, € [¢], ¢f] ¥ por facilidad se acostumbra llamarles ¢: € (¢, ¢]- La
estabilidad robusta de las familias dc polinomios intervalo es resuelta en 1978 con €l teorema de

Kharitonov. El teorema se establece mediante cuatro polinomios llamados de Kharitonov:

Ki(s)=cg +eistcds® +ads® +eyst +egs® + 78 +cts™ + -,
Ko(s)=cg +cis+as +egsl+elst+ads®+gs¥ +e5s" 4+ -,
Ki(s)=ci +eys+as +cefs’+cfsd +5 +gs® +cfs™+ -+,

Kis)=cy +cfs+es* +ess +epst +ads® + s 458"+

Teorema 3.5 [29] (Torema de Kharitonov) Una familia de palinomias intervalo P(s,Q) es

robustamente estable si'y s6lo s5i sus cuatro polinomios de Kharitonav K(s) son estables.

3.4 Polinomios con Dependencia Afin

En este tipo de polinomios los coeficientes son combinaciones lineales de los £ parametros fisicos
ci(q) = o + caq1 + g2 + 0 - + cieqe, en el caso general los coeficientes no necesariamente
son independientes entre si. Cada polinomio con incertidumbre pararnétrica afin p(s, ¢) se puede
expresar como una combinacidn lineal de los pardmetros q; | p(s, q) = ag(s) +ay(s)q +aa(s)g2 +

-« 4+ a¢(s)q, donde los coeficientes g;(s) son complejos.
p(s,9) = ao(s) + A(s)g, A(s) = [ai(s) aals) ... ae(s)]

Si la expresion p(s, ) = ag(s) + A(s)q es cvaluada en un vértice ¢* de la caja de incertidumbre
Q, se abtiene ¢l polinomio p'(s). Por otra parte, dado que la caja de incertidumbre es un politopo,

¢
entonces para todo vector ¢ € @ existe un conjunto de valores A; > 0 tales que g = > A,
=1
¢

> A — 1. Aplicando esto @ lay ecuaciones anteniores se tiene: p'(s) = aofs) + A(s)q,
=1

€ ¢ ¢
P8, q) = ag(s) + A(s) 2 Mig® = aols) + 3 AA(s)g', donde toda A; es positivay 3 A = 1,
=1 i=1

i=1
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¢
substituyendo A(s)g' = pi(s) — ao(s) se obtiene p(s.q) = ag(s) + EZ] (p'(s) —ao(s)) X =

e ¢
ay(s) + 3 ' (s)A: — ag(s) X A, para finalmente llegar a:
=1 =1

{ 14
pis,q) =3 Ap(s), Nz0 Y A=1
=1

i=1

Con lo anterior s¢ demuestra que todo polinomio atin p(s, q) € P(s, Q) se puede expresar como
una combinacion lineal convexa de sus polinomios {p*(s), #*(s), ..., P™(s)}, siendo eutonces
éste el conjunto generador de un politopo que es la familia de polinomios con incertidumbre afin.
Dicho de otra manera, un polinomio afin mapeu ¢l pulitopo ) en el politopo P(s, Q). Debe ngtarse
que todo vértice p'(s) praviene de un vértice ¢*, pero no todo vértice ¢* mapea en un vértice
de P(s,Q). Asi también si el analisis se particulariza al caso ¢ = ¢*(1 — X) + ¢}, se abtiene
pls,q) = p(s,¢*)(1 = A) + p(s, ¢*)(X), lo que significa que un segmento de linea recta en la caja
de incertidumnbre paramétrica con extremas en ¢°, ¢, es mapeado en un segmento de linea recta en
el plano de los complejos con extremos en pis, q%), p(s,q*). Haciendu el anilisis unterior en orden
inverso se obtiene que todo segmento de linea recta en el plano de los complejos con extremos en
p(s, ¢*). p(s,¢") es mapeado de un segmento de linea recta en la caja de incertidumbre paramétrica
con extremos cn ¢*, ¢°. Por otra parte dada la definicién de arista, entonces cualquier arista de
P(s,Q) no intersecta con ningin otro segmento en los complejos, y dado que todo segmento de
linea recta contenido en P(s. @) es mapeada de un segmento de linea recta contenido en Q y todo
segmento de linea recta contenido en @ sc mapea cn un segmento de linea recta contenida en
P(s,Q), entonces toda arista de P(s, Q), proviene de una arista de @, pero no toda asista de ¢
se mapea en arista de P(9,Q).

La estabilidad robusta de las famulias de polinomios con incertidumbre paramétnica de estructura

afin queda resuelta en 1988 con el teorema de A. C. Bartlet, C. V. Hollot, Huang Lin (1988), que se
describe en seguida.

Tearema 3.6 [6] (Arisias) La familia de polinomios P(s,Q) con incertidumbre afin es estable si

y solo si el mapeo de las aristas de Q es estable.
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El mapeo de una arista de {J es estable si cumple el tcorema (3.4) de Frazer y Duncan. Si se
desea hacer un andlisis algebraico de la estabilidad de las aristas de @, se puede hacer mediante un
resultado de [21], de donde sc obtienen condiciones necesarias y suficientes de estabilidad de un
segmento. Un segmento [p(s, ¢*), p(s,¢’)] es estable si y solo si se cumple: (i) Los coeficientes
¢a de las polinomios evaluados en los vértices (s, ¢*) deben de tener el mismao signo. (ii) Los
polinomios evaluados ¢n los vértices p(s, ¢°) deben ser estrictamente Hurwitz. (iii) Tomando H;
como Ya matriz de Hurwitz correspondiente a p(s, ¢*), el producto H; * H, no debe de tener valores
caracteristicos puramente reales en (—o0, 0].

La estabilidad de las aristas se pueden analizar tambi¢n empleando las condiciones de estabilidad
de segmento de S. P Bhattacharyya, H. Chapellat, L. H. Keel, [7, 8, 9], en el que un polinomio
plIw) = o + cpjw + ¢Hw)? + a(iw)® + a(w)* + - + cn(jw)™ es representado mediante
pliw) = p°(w)+ jwpt (W), donde p°(w) = 1w — 3w’ +-a5w® ++ ¥ Polw) = cg—cpw?+cqwi+-+-.
La estabilidad del segmento se establece de acuerdo al siguiente lema.

Lema 3.7 [7] (Segmento). Sean pi{s),pa(s) polinomios Hurwitz de grado n con coeficientes
principales del mismo signa. Entonces el segmenta de polinomios [py{s) , pz(s)] es Hurwitz estable
si y 36lo si no existe w > 0 tal que: 1) pi(w)p§(w) — p5(w)pS(w) = 0, 2) Pt {w)pi(w) < 0, 3)
Pilw)pi(w) < 0.

E! lema anterior requiere sélo la primer condicién y una de las otras dos, como se puede ver
en el siguiente analisis: si p}(w)p3(w) = 0, entonces multiplicando 1) por pf{w)pi(w) # 0 se
obtiene (p§(w))® pi(w)pslw) — pip§(w) (PF(w))? = 0 que implica pj(w)pg(w) = 0. Por otra parte,
si p5(w)ps(w) < U, entonces multiplicando 1) por g5(w)p3(w) # 0, se tiene (p%(w))* (pY{w))® —
(P} (W) (w)) (P (w)ps(w)) = 0 lo cual implica p§(w)pf(w) < 0, con lo cual queda probada que
la primera y segunda condicién implican la tercera y dc mancra similar se prueba que la primera y

tercera condicion implican la segunda.

3.5 Polinomios con Dependencia Multilineal

Un polinomio p(s, q) de dependencia multiafin que cominmente se le llama multilineal, se puede
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definir de la siguiente manera.

Definicién 3.9 Un polinamio con dependencia multilineal p(s,q) tal que ¢ € Q C RE, se puede
expresar linealmente en cualquier parametro q; mediante las funciones fi(s, q) ¥ 9i(s,q), siendo

ambas dependientes de s y de loda q tal que k # i, p(s,q) = fi(5,q) + 9:(5,9)q.

Dada la naturaleza de los polinomios multilineales, es atil emplear una nomenclatura que permita
trabajar un vector paramétrico parcialmente determinado, es decir, que parte de los pardmetros
fisicos ¢ que lo componen, estén detcrminados en uno de los extremes de la incertidumbre ¢t o
g, . Esto se puede expresar mediante un pardmetro a; € {0, 1} | ¢ = ¢; (1 — a;) + ¢, de
tal manera que un vector de incertidumbre paramétrica ¢ con algunos de sus pardmetwos ¢, 7,k
determinados en alguno de sus extremos se puede representar como g 12, y el parametro que no

) T
se especifique un valor determinado, sera elemento de su intervalo de incectidumbre: oy J‘-“:'_':_'"""' =
(qle=q(l—a) +¢a, ¢=q(l —a;)+qe;, g =g (l —ae) +qlo, ...)5 & @,
Uk, -.-, € {0, 1}, (q:;::_"fo"m)r € (g7, gt vr # 1,3, k, -++. Asi también podemos adoptar
la notacion de que entre dos vectores parameétricos qujz"o y ¢iiet!| la dnica diferencia que
tienen es que g, = q; en el primero ¥y gx — g; en el segundo, mientras que todos los demds
pardmetros tienen el mismo valor en ambos vectores incluyendo odo ¢, tal que » # ¢, J, & En
esta notacién, un segmento recto en Q paralelo al eje g,, es expresado por ¢ = ¢?A + g} (1 — A).
Las funciones empleadas en la definicion (3.9), cumplen las siguientes equivalencias si el vector
paramétrico ¢ cs clemento del segmento paralelo al eje ¢, | f.(s.qY) = fi(s,q}) = fils,a) ¥
g:(s,q7) = g:(s,al) = wils, @)

Si g es elemento del segmento (gf, ¢}, entonces de acuerdo a la definicion (3.9), las funciones
f(s.9) v gi(s, q) se pueden obtener valorando el polinomio en ¢ ¥ ¢! | p(s.¢¥) = fi(s,¢¥) +
9i(s,@0)q7 v p(s,q}) = fi(s,q!) + 9i(s,q})g". y omando A; = g — g; se obtiene:

995 — (s, qd)g ? 5,qt) —P(s: g7
fl, ) = p(s,9)9 A.P( 7 )4 . gila.gl= N it 4] <> pls.q )AP(S q:) (3.10)

Substituyendo fi(s,q) ¥ 9:.(5,¢) de (3.10) en la ecuacion de la definicion (3.9), se obtiene una

expresion para el polinomio p(s, ¢) ¢n funcion de los polinomious p(s, qf) y pls.q}) para todo vector
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paramétnco g elemento del segmento [q? " q,l], COmaO aparece en seguida'

p(s, )¢ - p(s,q)e | p(s.4) — pls, qP)

pls.q) = A, A a0 = 9l ) % g, )

A,
Esta ultima expresion se simplifica en una sola sumatoria como aparece en seguida, dando lugar

al siguiente hecho:

+ —
ag (13 q — qi —q" ) Xy
p(s.9) =) #s,q™)85 | v € {0, 1}, B =R e+ A al>_0|§jﬁ. =1

wy

(3.11)

Hecho 3.1 (5] Bdo segmento en Q < R puralelo a un ¢je y; en Q se mapea mediunte p(s, ¢)
multilineal en el segmenta en las complejos [¢° , qt] 5 [p(s,q%) , p(s,q})].

Dado que p(s,q?) ¥ p(s,q!) son funciones de € — 1 parametros por que ¢: no ¢s variable en
ellos, entonces pueden ser expresados en funcion del resto de los parimetros para ser substituidos
en (3.11) obteniendo asi (3.12)

pls.af) =3 pls.a5)By, plsial) =) pls,9;" )65

Ay

p(,Q) = { D p(s.a5)8 ) B2+ | D plesa™)o | B}

ps.q) =) pls, 05" )BR0Y | i, o5 € {0, 1}, ARAY 20, D AF67 =1 Q.12

age, a.aj
El tesultado anterior muestra que dejando variables sdlo dos parametros en la caja de
incertidumbre el polinomio multilineal p(s,q) es una combinacidén lineal de los polinomios
p(s,q;;™) con cacficientes A%37° . Aplicanda (3.11) en fos polinemios p(s, ¢;; ') para {ea,} =
{00, 01, 10, 11}, se obtendria una funcion semejante a (3.12) en funcién de los parametros 1,
4, k. Mediante aplicacidn sucesiva de (3.11) como lo ha sido para obtener (3.12), se obtiene una

expresion para cualquier numero de parametros:

pls,g) = D plsgi™ ) (B BB - ) (3.13)

Q1 Wy ey
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BROFOY - 20, BROPAY=1

UG Ry g~

A : e
ﬁ?' Sqi‘&__Qt(l—ﬂe)_F{;‘Ai_q‘aiaol ; ¢ {0, 1}
4 1

Si el numero de parametros en (3.13) es la dimensian £ del espacio donde se encuentra la caja
de incertidumbre Q C R, entonces ¢l conjuato de vectores {g;,2;" "'} se convierte en los 2¢

vértices de la caja de incertidumbre paramétrica {¢'} enumerados por 2, siendo éste ¢l valor en

decimal del nimero binario: oy ag ... a¢ | a; € {0, 1}. Asi también el caonjunto de polinomias
DXy X —<x¢

{2 EN )} se convierte en los polinomios {p'(s)} que son el conjuato generador de la

familia de polinomios P(s, @). Con la anterior queda demostrado el siguiente teorema.

Teorema 3.8 (Teorema de Combinacion Lineal de fa Imagen de los Vértices) Cualquier poliromio

mudtilineal (s, ) elemento de una famnilia P(s, Q) se puede expresur como una combinacion lineal

de la imagen de los vértices de Q.

pls,q) = ) pls, gl N BTAT A 870,

@y @y Qg ol

ﬁ?‘ﬁ?’ﬁ:k"'ﬁg'ZO, Z G:Iiﬁ;.’ﬁ:k___a?!:l
[ TR T TR 4

_— a
ﬁ?‘=q*~{l—_i’l(|—ai)+q‘ b6, >0, o {0, 1)

A,

Para los casos ¢n que se puede hacer una transfarmacion de parametros sin perder las propiedades
del caso, los nuevos parametros, que por simplicidad se le sepuican llamando ¢;, son normalizados
ag € 10, 1, y entonces 8% = (1 — ¢:){1 — &) + (¢g:)a, 2 0. La idea de cxpresar un
polinomio multilineal F(s,q¢) con una caja de incertidunbre (¢ normahzada a ¢, € [0, 1], en
funcion de polinomios extremos ¢s mostrada por N. K. Tsing, A. L. Tits [41], pera los detalles

dec su demostracion son omitidos y lo mencionan coma una combinacion convexa sin realmente
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serlo como se verd en seguida; la misma idea es empleada para otros fines en [40].

El contenido del teorema (3.8) no implica que la familia P(s, Q) sea convexa, ya que los
coeficientes 8" 3 By - - - Oy de cada polinomio p(s, q;,..¢ ) Son dependieates entre si. Para
¢l caso Q@ C R? el polinomio se pucde expresar como p(s,q) = pis,¢{9)(1 — ¢:1)(1 — ¢2) +
p(5, g% (L — qi)g2 +2(s, 19)q1 (1 — g2) + p(s, a}3 )ar42, pero se puede ver que un segmento que unc
dos veértices cn Q tal que de uno al otro cambicn dos parimetsos, por ejemplo el segmento[¢% . ¢l)']
no es mapeado en unarecta en el plano de los complejos uniendo los polinomios p(3, ¢} ), P(s, ¢i;'),

como Se muestra en la figura (3.1) del siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1 Dado el polinumio [5] : p(s, q) = co+crs +cps? +cxs® +5, ¢g = 1.853+3.773q1 +
1.985q¢3 1 4.032¢192, ¢; = 3.164+4.841¢g,+ 1.561q,+1.06¢,¢3, ¢z = 2.871+2.06q1 +1.561q2+q1 g2,
¢a = 2.56 +q +qg; ¥ dada la caja de incertidumbre paramétrica: ¢ € [0, 1], 2 € [0, 3]. Graficar
en el plano de los complejos, los polinomios p(jw,q) correspundientes a 20 lineas de q; constante,

uniformemente distribuidas en @}, a una frecuenciaw = 1.5
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Figura 3.1 “Value set” de familia multilineal. Ejyemplo 3.1

Para entender mas las propiedades del mapeo multilineal se puede ver que de acuerdo al hecho
(3.1) toda arista de @ es5 mapeada en un segmento recto en los complejos. Por otra parte, dada la

definicion de arista, ésta no se intersecta con ningin otro segmento del conjunto, asi que si p(s, §)
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es elemento de ung arista entonces ¢ no serd interseccidn de dos segmentos en @ y por lo tanto
pertenecera a una arista en @, implicando que toda arista de P(s, ()) proviene de una arista de Q,
PEro no necesariamente una arista de ¢ se mapea en una arista en P(s, Q). De acuerdo a estu altimo
y al teorema (3.8) se puede concluir que: conuP(s, Q) = conu{p*(s)} y P(s, Q) T canu{p*(s)}
En este analisis el polinomiv p(s, q) es uma funcidn que mapea de R a los complejos, pero se
obticnen los mismos resultados si el andlisis se hace para una funcién multilineal que mapee a mas

de dos dimensiones f : B¢ — R* como lo muestra ¢l Teorema de Mapeo de L. Zadeh y C. A,
Desoer (1963) [46].

Teorema 3.9 [46] (Mapeo) Suponga una caja de incertidumbre paramétrica Q@ C %R con
vértices {¢°} y unu funcion multitineal f : Q — R*. Sea f(Q) = {flg) | ¢ € Q} enfonces:
convf(Q) = conv {f(g')}

Si la familia de polinomios multilineales P(s, @), csta contcnida en el politopo generado con sus
polinomios extremos, enfonces de acuerdo a [21] se puede establecer que una condicidon suficiente
de estabilidad para una familia de polinomios multilineales P(s, Q) de grado n, es que cumpla:
(i) Los coeficicntes ¢, de todos los polinamios evaluados en las vértices p(s, ¢*) deben de tener el
uisiow signo. (i) Todos los polinomivs ¢valuados en los vertices p(s, ¢*) deben ser estrictamente
Hurwitz. (iii) Tomando H; como la matriz de Hurwitz correspondiente a p(s, ¢*), el producto
H'Hy no debe de tener valores caracteristicos puramente reales en (—oo, (] para toda i = 1,
2,-, 25 k=44 1,2,---,2%

Una familia de polinomios con incertidumbre multilineal P(s, Q) no necesariamente es convexa
atn cuando su frontera esté constituida por el mrapev de anstas de ¢4, como fué planteado por errur

en la conjetura de Haollot y Xu [27]. Coma se muestra en a figura (3.2) del siguiente contragjemplo.

Ejemplo 3.2 (Contraefemplo a la conjetura de Hollot y Xu) (3| Dada la familia de polinomios
muitilineales p(s.q) = (s — @ )(s — qz) (s — qa) +6(3%) + 45 + 6, con una caja de incertidumbre
paraméirica Q tal que |q;| < V3. Obtener un bosquefo del “value set” para w = L, graficando en
el plano de los complejos la imagen de lineas paralelas a gy, correspondientes a cada punio de la

cuadricula formada por 15 puntos unifarmemente disiribuidas en qu ¥ qz.
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La falta de convexidad en ¢l “value set” del caso general de familias de polinomios multilineales,
hace dificil el analisis de estabilidad robusta, provocando en los investigadores del area el interés por
resolver diversos casos particulares como por ¢jemplo cuando se tienen productos de polinumios
intervalo, si los pardmetros de cada polinomio son distintos a los de los demas polinomios, el
resultado es un polinomio multilineal; mediante la generalizacion del teorema de Kharitonov [10]
este tipo de caso es estudiado en [9, 11, 12] como estabilizibilidad.

Existen algunos trabajos de mvestigacion para determinac los casos particulares de polinomios

con incertidumbre multilineal que su “value set” es un politopo al cual es aplicable el teorema de
las anstas.

111

fma,

1n

e ST RTINS |
0 IR 22 VRS s -’
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Re
Figura 3.2 Contraejemplo a la conjetura de Hollot y Xu,

3.5.1 Polinomios con Incertidumbre Multilineal e Imagen Convexa

De acuerdo al teorema de mapeo, cuando un poliomiv con incertidumbre paranmétnca multilineal
tiene imagen convexa €sta es un politopo. Dado esto, existen varios trabajos en los que se investigan
estos casos que cn genera! son de condiciones suficientes de convexidad y se pueden clasificar en

dos tipus: condiciones de convexidad en el espaciu de lus coeficientes, y condiciones de convexidad

dependientes de la frecuencia.



32
3.5.1.1 Couadiciones de Convexidad en el Espacio de los Coeficientes

En esta clase de casos jucga un papel importante los conceptos de: simetria, mencionada por
W. Chen, L. R. Petersen [14] y no traslape, B. 'L Polyak [14, 37|. Pata describir la simetria ¢s
necesario emplear dos vectores paramétricos, en uno las componentes 4, y g, estan intercambiadas
con respecto al otro: ¢ = [q1,92,- -, %-1, G Qirl-- -, G—1, 3

d=lq1!q21"*!q‘—11 @iy Gy e - Yi-1r Y, Q;i+h---1!!f-1,¢l£]-

q3+ls oy Qe—y, flel;

Defimicion 3.10  [14] Un polinomio p(s,q) = <olg) + ¢i(g)s + -+ + ca(q)s™ se dice ser de
estructura con incertidumbre simétrica si c;(§) = ¢:(q) parai =1,2, .-, n.

Un ejemplo de estructura con incertidumbre simétrica para Q C R es el coeficiente clg) =
@19z + GGy + Q-

Definicién 3.11 [l4] Una caja de incertidumbre paramétrica cumple la propiedad de no trasiape

st los limites de los pardmetros cumplen: i, > q7 -

Si un polinomio cumple la propiedad de simetria y la caja de incertidumbre paramétrica es tal
que g =avg =bparai = 1,2, ..., £ entances un polinomic evaluado en un vértice con
mq parametros en valor minimo ¢ y m; parametros en valor maximo b no altera su valor si se

intercambian de lugar dos paramctros cualquiera, dando lugar al siguiente hecho.

Hecho 3.2 Dado un polinomia multilineal p(s, q) que cumple la propiedad de simetria, con una
caja de incertidumbre puramétrica tal que ¢7 = ey q =bparai=1,2, ..., {, entonces todos
los vértices con una cantidad mg de pardmetras en valor minimo y una cantidad vy de parametros

i s s e 0.0,0,,01,1,1,1 .
en valor méximo sin importar su lugar en la notacién g, """ ! °)",  son mapeados al mismo

00.0,- 0,L.1,1,- -1 )

punto en los complejos. P(S\ G, 0" o ee s )-

El hecho anterior explica el por que varios vértices de la caja @ son mapeados a puntos comunes
en los complejos en la figura (3.2) del contraejemplo a la conjetura de Hollot y Xu. Ademas el

contenido de este hecho, sirve de base para demostrar otras propiedades del tipo de polinomios que
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se estén analizando, para esta [inalidad es necesario primeramente establecer el siguiente lema para
ser aplicado en la demostracidn del teorema (3.11).

Lema 3.10 Un vector ¢(X) con una componente eri combinacion lineal con dos elementos u = q;
yb =gt a(X) = a(l — A) + b\ y las demds componenies fijas, es mapeado por una funcicén
multilineal f(q(A)) en ia misma combinacién lineal de las funcianes en f(q7) y f(a}), para tode

valor de .
Flg(N) = f(g)1—X) + Flg)A

Prueba. Por simplicidad q()) scra anotada solamente como ¢, entances f(q) = fi(q) +
9:i{d)q(}) = fila) + gi(q)(a(l — A) + bA) sumando y restaado f(¢)A en la Qltima expresion s
obtiene f(q) = (fu(g) + 9:(q)e) (1 — N) + (£ilg) + g:(q)b) A, dado que fi(q) ¥ 9i(g) no dependen
de g,, entances: f(q(M)) = f{g)(1 = A) + f(g;) =

Teorema 3.10  Seu p(s,q) un polinomia multlineal con s = constante, que cumple la propiedad
de simetria. Sea Q@ C W una caja de incertidumbre paramétrica tal que ¢ = q; = ay
af = af = b, que mapea sus vértices a los complejos en ¢*°, p'' y p' = p'0 Sea K c R?
ofra caju de incertidumbre puraméirica que cumple la propiedad de no wraslape tal que k, € [a, b),
ky = a{l—a)+ba, ky = a(1—B)+b8, 4 > a > |, que mapea sus vértices a los complejos en §*°,
Pt 0y p'0. Entonces los vértices de K son mapeados formande un politopo en los complejos,
con la arista [p°°, p™*| alineada con [p*V, p“!| y la arista [p**, p**| alineada con la [p*°, pY,
teniendo ambas lineas como punta de interseccion al vértice p°* = p*'% como lo muesiran el mapeo

fos vértices de K
0= 7 = a - 1), B = N8 - 1)
=0+ (" - p' e, V' ="+ (" ')

Prueba. El mapeo del vértice k%° a los complejos es p'* que se puede expresar como

%Y = fi(kT) + gi{k3)k], substituyendo k; y k; en funcidn de los parametros de la caja
@ se obtiene P9 = fila(l - @) + ba) + gi{a(l — &) + bo)a. Aplicando el lema (3.10)
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resulta p%° = fi(a)(1 — a) + filbla + gi(@)a(l — @) + gi(b)ac, rcagrupanda se obtiene
%0 = (fi(a) + gi(2)a)(} — @) + (f1(b) + gi(6)a)a en donde f,(a) + gi(a)a es el polinomio
evaluado en ¢l vértice ¢*%, ¥ fi(t) + gi(b)a es ¢l polinomio evaluado en el vértice ¢%! | logrando
asi p%0 = pY9(1 — a) + p"'o que es igual a P90 = F*0 + (pP — p99%a, que es equivalente

0 = p0 ¢ (p! — p"®)(@ — 1). De manera similar se prueba para los demés, logrando asi:
ﬁn,o — pﬂ,l + (po,1 _p0,0)(a - L), ﬁo'l o p(l.l + (pﬂ,l _ p“t“)(ﬂ -1), ﬁl-" - pl,n + (pl,l _ pl,ﬂ)u y
P = plO 4 (pl — )8

De las expresiones anteriores se pucde ver que los puntos %9, %1, 99 y p%'estdn en una misma
linea y $'9, gt p' y p*! estén ¢n otra linea y de acuerdo al hecho (3.2) ambas tienen como punto
comin a p®! = p'9 entonces la arista [p%9, 79!] esta alineada con [p®9, p%'] y laarista [p*9, ph!
esta alineada con [p*9, p'|.

Los puntos p*Y, p®!, p"' pueden formar un triéngulo o estan en una sola linea. Si forman
un tridgngulo entonces las lineas determinaday por ™0, %4, p®9, g% y 19, gU1, p*0, p%L tienen
angulos diferentes, de lo contratio estardn en una sola linea, dando lugar a dos casos de andlisis.

Caso A: los puatos g™, p*!, p*! formaran un tdangulo. De las expresiones de 57 y dado que
8> a > 1, entonces (4 — 1) > {a — 1) > 0, se deterinina que en una l{nea ¢l puato % esta mas
algjado de p®! que el punto £°°%. D¢ la misma manera en la otra linea el punto p** esta mas alejado
de p”". que ¢l punto 9, de tal forma que Iz linea que contiene al segmento (P21, pt1] y la linea
que contiene a [p%°, p*Y] no intersectan dentro de la evolvente convexa de los puntos pU¢, ',

50,1
p

, o' al igual que las lineas de los segmentos {p49, pt1] y [p%¢, p%]. Por lo tanto estos cuatro
segmertos en los complejos son aristas de un politope P(K) limitado por las aristas: [p*9, p"9],
[]10 11] [pll, (ll]y[pﬂl l

Caso B: los puntos p®%, p%!, p!'! estdn en una sola linea. De acuerdo a las expresiones del
mapea de los vértices de K, las lineas dcterminadas por %9, p*%, p%1, p'!, cstin en una sola
lined, habiendose colapsado entonces ¢l politopo del caso A en un segmento de recta sin perder su
convexidad. B

El resultado del teorema antenor se puede interpretar facilmente en las graficas correspondientes

al polinomio p(s,¢) = col7) + ci(@)s + c2(q)s? + c3(q)s® + ca(g)s?, con coeficientes: ¢y =
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(1+q)(1+ @) e =(15+g) (1.5 + qa), c2=(0.3+ q.){(0.3 + g2), ¢ = (0.2 + ¢,)(0.2 + q3),
¢y = (0.25 1 q1)(0.25 4 ¢2), con una caja Q tal que ¢; € [0, 1], y una caja X tal que k; € [0, 1],
k, € (2, 3]. Laregidn de lineas cruzadas corresponde a la imagen de Q y ¢l politopo corresponde
a la imagen de K, como aparece en la figura (3.3).

Una consecuencia inmediata del teorema (3.11), sin necesidad de demostracion es el siguiente

corolario, este resultado es obtenida en [14] por métodos muy diferentes.

Im s,
5
7F
65}
s.

a 3 o 5 p
Re
Figura 3.3 Familia multilincal con simetria y no traslape.

Corolario 3.12 [14] Dado un polinomia muitilineal p(s,q) can s = constante, que cumple la
propiedad de simeiria, con una caja de incertidumbre paramétrica @ C R? 1al que cumple la

propiedad de ro-traslape, la familia P(s, Q) es un politopo.

Una vez obtenido el resultado del corolario anterior se puede extender a cajas de incertidumbre
paramétrica @ < R como aparece en [14] y por lo tanto se tiene que para una familia de polinomios
con incertidumbre paramétnica multilineal que cumple la prapiedad de simetria, cap una caja de
incertidumbre paramétrica (¢ C Rf tal que cumple la propiedad de nu-traslape, se puede analizar la

estabilidad robusta por medio del teorema de las aristas.
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3.51.2 Condiciones de Convexidad Dependientes de la Frecuencia

Las condiciones de convexidad mencionadas en el punto anterior son condiciones suficientes en el
espacio de los coeficientes, existen varios trabajos en los que las condiciones de convexidad son
dependientes de la frecuencia.

N, K. Tsing, A. L. Tits [41] e¢stablecen para un pelinomuo multilineal, una trayectoria cerrada
c=[lg" 4%, g% &%, - [¢7". ¢*], [¢%. ¢']] . k& = 2en Q C R’ donde cada segmento es arista
de Q, y de acuerdo a la posicidon que guarda el mapeo de los vértices contenidos en la trayectoria

pis, q'), pls,q?), ... p(s,q") en el conu (p(s, {¢'})), establece sus teoremas y corolarios de los

que podemos citar los siguientes:

Corolario 3.13  [41] i existe una curva cerrada ¢ = ((¢* ,4%), [¢% &%), ... [¢* ™", ¢%]. [¢" . 4*]],
k > 2 en Q donde cada segmento es arista de Q y p(s,q'), pls, @), ... p(s,q") son vértices
sucesivos de conu (p(s, {¢*'})) entonces P(s, Q) ¢s ur poligono igual a conv (p(s, {¢'})) -

Teorema 3.14 [41] Sipara un polinomio multilineal, cada vértice de conv (P(s,Q)) es mapeado
de 5610 un vértice de Q y ningiin atro vértice de Q mapea en una aristade conv (P{s,Q)) ;entonces

P(s,Q) es un politopo si y sdlo si las aristas de conv (F(s, Q))son mapeadas de aristas de .

El ordenamiento de los vértices mapeados a los complejas y el dngulo entre sus aristas son
empleados por B. D. O. Anderson, E Kraus, M. Maasour y S. Dasgupta [3] para determinar
condiciones suficientes ¢n lus que el “value set” de una familia de polinomios de incertidumnbre
multilineal es un politopo. Para una caja de incertidumbre paramétrica tal que ¢; € [0, 1]y &, = 1,
de acuerdo a (3.10) g:(jw,q) = p(jw,q!) — p{jw, ¢¥) que geométricamente es el “vector” que
conecta el polinomio p(jw,q}) con p(jw, ¢!) en cl plano dc los complejos, se puede decir que
g.(jw. ¢") apunta hacia donde crece el mapeo de ¢; en el punto p(jw,q") al incrementar g;de Ua 1.

Dado que la [uncion g;(juw,q) es un niumero complejo que se puede expresar en su parte real €
imaginaria o en magnitud y angulo, emances g, (jw,q) = gur(w, ¢) + 39u(w, q) = lgi(yw, )| &*
y girlw, ¢) = |9:(jw, ¢)| <os 8, git (v, q) = lg:(jw, q)| senby; si se obtiene el Jacobiano de p(jw, g)
con respecto a los pardmetros go Y Yg. €ste quedara en funcién de la parte real e imaginaria de las
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. a b 2 .
derivadas parciales % que a su vez son ¢:(jw, ¢) de ucuerdo a (3.10), entonces el Jacobiano

de p(s,q) con respecto a ';u Y 98, Jag(w, q). es:
_(’iP_R(‘“" q) 5PH(U. q)

3 049q 9qg
Jos(w9) = | 950w q)  Bprlw,q)
g 9g;

var(w,9) gor(w,q)
Juﬂ'(w1q}=
Gar(w,q)  gpi(w,q)

Joglw, q) = |9a(Gw, 9)| lgs(iw, q)| sen(s — 6,,)

Valorando el Jacobiano en un vértice ¢" de (, entonces el signo de Jog(w,q") determina la
relacidn entre los dngulos de las aristas @ y 8 en los compiejos que salen de p(¢7). Si el angula
entre las anistas oy J es 0 < 65 — 8, < m, dicho de otra manera si el angulo ¥z es mayor que el
dngulo 6, pero no por mds de 7, entonces el Jacobiano J,gz(w, ¢7) es positivo, de lo contrario es
negativa.

La imagen de toda ansta correspondiente a un pardmetro g; sale del vértice donde g; = 0 y entra
en ¢l vértice donde ¢, = 1. El angulo dc una arista donde 5 entrante es el negativo del angulo donde
es saliente. Si se analiza el Jaccbiano en un vértice ' de () para todo par de parametros posibles w
y B tal que @ < B y el Jacobiano resulta J.5(w, ¢7) positivo, significa que los dngulos de todas las
aristas salientes del vértice ¢" estan ordenados 8, < 8, < --» <8,y 0 < 8¢ — 8, < 7. Si se inicia
este analisis en el vértice donde todos los parametros ¢stin en cero y ¢l ordenamiento de angulos se
cumple, significa que la arista de menor dngulo es la que incrementa ¢, y la podriamas identificar
por anista 1. Si se recorre en la direccion de esta arista y se analiza este nuevo vértice, el angulo
de la arista 1 cambia de signo porque en ese nueva vértice €s entrante y serd entances la de dngulo
mayor. Si el Jacobiano cs positivo entonces el ordenamiento de angulos se sigue cumpliendo y
ghora la arista de menor angule es la ansta 2 que es la que incrementa go. Si al continuar el analisis
la condicidn de ordcnamiento de angulos se sigue cumnpliendo, sc habra creado cn los complejos una

trayectoria de aristas cerrada con los vértices ordenados. En [3] utilizan esta propiedad y la aplican
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primero a una caja en R* para la cual al cumplirse el orden de los vértices es obvia su convexidad
y por induccidn matematica llegan 4 probarlo para @ C R-.

Otro trabajo interesante de polinomios con incertidumbre paramétrica multilineal esel de B. T,
Polyak [37], que basa su trabajo en cierta relacion de las funciones g:(jw. 9) que le llama propiedad
D, que de cumplirse es condicion suficiente para que la familia de polinomios sea un politopo. Para
un vector paramétrico ¢ cualquiera de la caja se analiza la posicidn relativa que se guarda enutre
las funciones ¢;(jw, ¢), si sus dngulos estin ordenados entre cero y « (como las aristas del trabajo
de Anderson), lo representa por g, (Jw, q) < g2(jw,q) < - < ge(jw,g) < —91{yw,q), ¥ si se
cumple para todo vector paramétrico de la caja se le llama propiedad D ; par otra parte establece
los segmentas principales, quc son el mapeo de aristas de Q que partiendo del origen, incrementa
prmerg ¢; de § a 1, posteriorinente ¢; de 0 a 1, hasta legar al vértice maximo donde disminuys
primero ¢ de 1 a 0, posteriormente ge de 1 a 0, hasta llegar al origen, mediante la propiedad D

y los segmerttos principales establece vanigs tegremas, para el caso multilineal podemos tomar el

siguiente;

Teorema 3.15 [37] Si la propiedad D es cumplida por un polinomio multilineal p(jw,q) con
coeficientes positivos, para toda U <. w < oq, entfonces la famiha P(s, Q) es robustamente estable

si y solo 5i todos los coeficientes son positivus Vg € Q y lus 2€ segmentos principales son estubles.

3.6 El Problema del Caso General de Incertidumbre Multilineal

La convexidad en las familias de polinomios intervalo y afin es de gran ayuda para lograr criterios
sencillos para determinar la estabilidad robusta de la familia, en ambos existe un subconjunto de
prueba [1, 5|, que es el conjunto minimo de polinomios tal que la familia es eswable si y solo si el
subconjunto de prucha es estable. En los polinamios intervalo el subcanjunto de prucba fuecron
los cuatro polinomios de Kharitonov; en los polinomios atin €l subconjunto de prueba tueron
las aristas. En las familias de polinomios multilineales no existe subconjunto de prueba, J. E.

Ackermann [1, 2] publica un contragjemplo en 1992 que es un polinomio multilineal p(s,q) =
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¢ Lt
co(q) + <1(q)s + c2(@)s® + %, con coeficientes colq) = €(£ — 1) + * + 2(£ + 1) ):i a@+2 3 ¢y
= <3

¢
ci(g) = €+ Y gucale) ~al@dyee @ =19 |« >0 2:=1,2 -, ¢} Mediante el
=1
criterio de Hurwitz, Ackertnann determina que para tener estabilidad robusta, deben cumplirse que
¢

e1(g)ealg) — colg) > 0, que equivalentemente es: ¢;(g)ea(g) — alq) = ;(qf 1)? - r?, de

donde i(Qi —1)? » »?, entonces la familia de polinomios es estable fuera de una bolu de radio
T centra_;lzl engo = (1, 1, - -, ), si se hace que r tienda a cero, el polinomio serd estable en toda
q € @ excepto en el punto gg. Se puede seleccionar arbitrariamente una caja (J tal que satisfaga la
positividad de los parametros y que contenga a go. La posicion de go en ¢ puede ser tan arbitraria
como sc desec, entonces no existe un subconjunto de pruehba capaz dc contener a qg.

De lo antenior se puede ver que la solucion del problema de estabilidad robusta de familias
de polinomios multilineales, no puede estar basada en un subconjunto de prueba vy la bisqueda de
casos de imagen convexa resuelve solo esos casos particulares pero no el problema general. Existen
algunos resultados que pudieran ser Utiles al analisis de la estabilidad robusta de polinomios con
incertidumbre multilineal. En [26] se prueba que para una funcién multilineal real, si existe una
raiz dentro de @, ésta esta lambién en lus aristas, En [31] demuestra que una familia de polinomios
multilincales tienen raices invariantes si y solo si ¢stas lo son también de la imagen de los vértices
de la caja, la existencia de tales raices es funcion de la independencia lineal de ciertos vectores con
un numero de elementos que puede ser muy grande y por lo tanto dificil de trabajar. En [30] se
resuelve la estabilidad robusta de casos particulares de familias de polinomios “amdados™, dada
una familia de polinomios con su subconjunto de prueba y dado un polinomio fijo, al substituir un
elemento cualquiera de la familia de polinomios como argumento ¢n ¢l polinomio fijo sc genera una
nueva familia de polinomios, se demuestra que la nueva familia es estable si y solo si el polinomio
fijo es estable cuando el argumento es substituido por cada elemento del subconjunto de prueba.

Dada la falta de convexidad y de subcanjunto de prueba del caso multilineal; y dado que no
es facil encontrar la frontera del “value set” para el caso general, puede pensarse en determunar
la estabilidad robusta utilizando la metodologia de analisis cmpleada en [25] para detcrminar

mérgenes de estabilidad mediante una particion del duminic original en subdominios, € iteraciones
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cn bisqueda de la interseccion con el origen de \a imagen de ciertas aristas; el problema es que el
prucedimiento hay que repetirlo a diferentes frecuencias que puedan asegurar el resultado por lo
menos en un ancho de banda. Puede pensarse también que es de utilidad €l trabajar en ¢l cspacio
de los cuelicientes. Rantzer define la direccion convexa como sigue: ua polinomio manico g(s) se
dice ser de direccion convexa si se cumple la siguiente condicion, dado un polinomic f(s) estable de
grado 7, v f{s)4g(s) estable, f(s)+Ag(s) de gradan, entonces el polinomio p(s, A) = f(s)+Ag(s)
es estable parn toda A € {0 ,1]. Asi también demuestra que un polinomio g(s) es de direccién

d&i(ju) .sen(2:g(]w)} es satisfccho para toda w > 0 tal que g{jw) # 0, donde
w

£ significa el argumento de un nimero complejo.

canvexa st

lp\

B. R. Barmisk, H [. Kang (4] demuestran que si un polinomia mdénico satisface la condicion

extendida de los menores alternantes de Hurwitz entonces es una direccion convexa, pero este
resultado en el espacio de los coeficientes es menos general que la direccion convexa de Rantzet

Por otra parte L. H. Keel, §. P Bhattachfryya [28] muestran que si un polinomio p(s) =
h(s?) + sg(s?) es Hurwitz y X(w) = %, la condicion de Rantzer es satisfecha si se cumple

dX(w) | | X(w)
do T | w |
P. Misra [36]. Aplica aritmética de intervalos para analizar la estabilizacién de un polinomio

intervalo inediante la tabla de Routh. La aritmstica de intervadlos se fundamenta en las cotas minima

y maxima de las operaciones bdsicas: “+”, “—7" “x” “+7; entre dos variables g, b, tal que

a € [a1, az), b € [by, by, de al manera siguiente; [ay, az] + [b1, b2] = [a1 + &1, az + b4,
@1, ag] — [br, B2 = [a1 — b2, az — By}, [@y, ag][by, b2] = [min(aiby, @bz, @2b1, azbs),
max(a;6y, a1bg, aghy, azby)l, (a1, @]/ (by, b2] = [ay, 0'21[31;: 51;] 10 ¢ [by, kgl

Continuando con la idea de Misra, se puede pensar en determuar la estabilidad robusta
de polinomias con incertidumbre paramétrica, de cualquier tipo, mediante la tabla de Routh y
aritmética de intervalos. Para esto es necesario determinar la positividad de todos los clementos
de la primer columna de la tabla, para todo g € Q.

Los ¢lementos de la primer columna de la tabla dc Routh, son funciones polindmicas, en ¢l caso
general. Al analizar el signo de una funcidn polindémica f(g) para todo ¢ € Q, mediante aritmética

de intervalos, se abtienen catas de la funcidn, que no son los valores minimo y méximo de la funcioén.
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De tal manera que se obtiencn condicioncs suficientes de posi.tividad o necgatividad de la funcion
en todo su domimo. Para obtener condiciones necesanas y suficientes de signo de una funcion en
su dominio, basta con dividir ¢l dominio en subdominios, y verificar la condicién de suficiencia
de signo en cada uno de ellos, pere el problema radica en que la multiplicacién de intervalos es
una operacion complicada, haciendao inoperante la idea en los casos de incertidumbre parametrica
multilineal o polinomica, y mas aln cuandg se trata de resolver la positividad de un determinante,
¢n twdo su dominio. Para medir 4 magnitud de esta difivultad, solo basta con intentar por medio
de aritmética de inervalos, determinar la positividad en toda la caja @Q, del coeficiente c3(q) del
polinomuo caracteristico de la maquina “Fiat® |5] que aparece en el capitulo de aplicaciones.

Los criterios en el espacio de los coeficientes tienen la ventaja que se hace un sélo andlisis y
no uno para cada valor de w como sucede en el dominio de la frecuencia, por esta razon, por la
falta de convexidad de las familias de polinomios multilineales y por no poder contar para ellos
con un subconjunto dc prucba, sc propone una alternativa en el espacio de los coeficientes para
analizar estabilidad tobusta de familias multilineales, dicha alternativa se le llama en ¢sta tesis

Descomposicion de Signo, contenida en el siguiente capitulo.



Capitulo 4
Descomposicion de Signo

4.1 Delinicion de la Operacion

Al analizar una funcidn es comun la necesidad de descomponer €sta en sus partes que la constituyen
de acuerdo al caso, por cjemplo si se estd haciendo un andlisis de un polinomio p(s), puede ser
atil descomponerlo en sus partes par e umpar, si se esta haciendo el andlisis de un poluomio
en el dominio de la frecuencia p(jw), normalmente es util descomponerlo en sus partes real e
imaginaria, pero si se esta haciendo €l analisis dc la positividad de una funcidn, podemos pensar en
descomponerld en sus partes positiva y ucgativa,

La dcterminacidn de la positividad de una funcion real polindmica multivariable es un problema
diticil de resolver, normalmente se le ve a la funcion real como un toda completo y posiblemente eso
aumenta la dificultad del problema, en vez de ver la funcion descompuesta en sus posibles partes
que la constituyen. En este casg se propone descomponer una funcion multivariable f : R — R
€n sus partes positiva y negativa fp(-), fa(:), para poder definir esta descomposicion, es necesario
primeramente recordar el concepto de cona canvexo positive P = {z € R¢|z; = 0} [32], asi como

las siguientes definiciones:

Definicion 4.1  [32] Sea P un cono convexo positive en un espacio vectorial R, para z, y € B

sediccque T > y (1 > y) conrespecioca Psiz —y € P(x —y € P°, el interiorde P ).

Definicion 4.2 Sea f : R — R una funcién continuay Q C P C R un subconjunta canvexo, se

dice que f{-) es una funcion no-decreciente en (Q 5si T > yimplica f(z) > fly), Vz,y€ .

Las funciones no-decrecientes presentan algunas propiedades interesantes respecto a las

operaciones de suma y multiplicacién como se muestran en seguida:

Lema 4.1 Sean f, g : R* — R dos funciones ro-decrecientes no-negativasen Q C P C RE,

entonces: f(q) + ¢(q) ¥ fF(q)g(q) son funciones no-decrecientes y no-negativas en Q.

42
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Prueba. Como f(-) y g(-) son funciones no-decrecientes en Q, entonces para ¢°, ¢* elementos
de ) tal que ¢° > ¢* implica que f(¢®) > f(q%) ¥y ¢(¢®) > ¢(¢*) de donde es inmexdiato ef resultado:
F(@) +9(g) 2 flg®) +9(e®) ¥ f(¢')g(¢®) = fla®)g(q®) m

Dado que una funcion real constante positiva @ > 0 cumple con la definicion de funcion no-
decreciente, entonces una consecuencia inmediata del lema anterior es que dada una funcion no-
decreciente f{:) en Q C P C R¢ y un real positivo o > 0 entonces @ + f(-) y @f(-) son funciones

no-decrecientes en ). Una vez definidas las funciones no decrecientes y analizadas sus propiedades

podemos entonces tratar la descomposicion de signo.

Definicion 4.3 Sea f : RE — R una funcion continua y sea @ C P C R un subconjunto
convexo, se dice que f(:) tiene descomposicion de signo en Q si existen dos funciones acotadas
no-decrecientes fo() 2 0, fo(-) > 0, tales que f(g) = f,(a) — fn(q) para ioda q € Q. Dichas

Sunciones se llamardn: lu parte positiva de la funcion [,(') y la parté negaliva de la funcion f.(-).
fl@) = fulg) — fel@) Ve €Q
f,() & Parte Positiva de f(')
fa) & Parte Negativa de f()

Nota 4.1 Los nombres “parte positiva’ y “parte negativa®, son sdlo por facilidad de expresion,

realmente deben ser interpreiadas como: parie ne regaiiva y parte no positiva respectivamente.

Dche notarse que si una funcion esta definida en Q' & R que no estd contenida en un cono
convexo positivo, entonces se puede hacer una transformacion de coordenadas para que la filncion

yuede definidaen @ C P C R* como se muestra en ¢l siguiente hecho.

Hecho 4.1 [17] Sea f : R¢ — R una funcion continua definida en Q C R que no esid contenida
€M un cona convexo positive, entonces siempre se puede hacer una transformacion de coordenadas

G =G + (g — g WG —a7)/ (4] —4)) tal gue ¢ > g > 0 para que la funcién quede definida
en @ C Pc R

Mediante el lema(4.1) y ¢l hecho (4.1} se obtiene una propiedad util de las funciones polindmicas



como aparece en el siguiente lema.

Lema 4.2 Sea f(q) una funcion polinémica cualquiera tal que § € Qc ¢ entonces mediante la
transformacion de coordenadas del hecho (4. 1) de Q C R e Q C P C R la funcion pulinomica

F(q) tiene descompasicion de signo.

Prueba. Del hecho (4.1) se obtiene que la funcidn polinamica f(§) se transformaen f(g) tal que
g € @ C P C R Reagrupando lu funcién se puede expresar como f{q) = >, gi{q) — 2_; h;{q) tal
que ¢ € Q, dondc ¢,(q) y h;(g) son productos positives de g, clevados cada uno a alguna potencia y
multiplicados por alguna constante con resultado no-decreciente, dado que ¢ € Q < Fy aplicando
el lema (4.1} entonces ), 9:{q) ¥ 3_; h;(¢) son funciones positivas no-decrecientes en Q y califican

como la parte positiva y negativa respectivamente de la funcion f(q).

Ejemplo 4.1 Dada una funcién real continua f(q) — 4-+q —qe+8¢iqa—9q:1q3 tal que ¢; € [0, 1],

obtener la descomposicion de sigrio en Q de la funcion [(q).

El dominiv de las variables estd formado porQ = {¢ = |¢; ¢2]" | @ € [0, 1}, = 1,2}, de donde
s¢ puede ver que @ estd contenido en un cono convexo positivo. Reagrupando separadamente los
términos que aparecen sumando y los que aparecen restando en la funcién, se obtiene: f(g) =
(4 + g1 + 8¢7g2) — (g2 + 9q143) . Revisando el concepto de no-decreciente obtenemos: ¢° > ¢ =
(4+at+8(d)’a) = @+ar+8@) e y (8492 (@)7) > (¢ +94 (a5)") de donde
ambas funciones son no decrecientes y por lo tanto fo(g) = 4+ ¢ + 8¢i @2 ¥ fal9) = 2 + 9.

4.2 Representacion (f, , f;)

Cuando una funcidn continua f ;: R¢ — R se descompone en @ € P C R4 en sus partes
positiva y negativa f,(-) y fa(-), realmente se estd haciendo una transformacion de R a R?, Ia
represertacion grafica de la funcidn en un plano (f,., f),) esde utilidad pasa entender mas facilinente

las propiedades que poseen las partes positiva y negativa de la funcidn, para lo cual sc establece la

siguiente proposicion.
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Proposicion 4.1 (17} Toda funcion continua f : R® -» R con descomposicién de signo en el
conjunto convexa Q C P C R, se puede expresar como una transformacicn de R a R2 mediante

sus partes positiva y negativa fp(*) ¥ [a(-) con representacion grdaficu en el planv (fa, fp).

R (ful), S() R

Ejemplo 4.2 Dadalafuncion real continua f(q) = 4+ q.—q2+ 84792 — 9145 con descomposicion
de signoen Q@ — {q = [ )T | @ € [0, 1]}, tal que f(q) = fo(q) — f(q) Yq € Q dande
fol@) = 4+ qu + 8¢idr y frlq) = g2 + 9143, obtener la representacion grdfica de la funcion f(q)
en el plano (fa, fp) para 15 lineas, de q, = cte. y q; = cte. Uniformemente distribuidas en Q.

Caleulando las valores de las partes positiva y negativa de las funciones f,(q) =4 + q1 + 83 ¢2
vy fa(q@) — g2 + 9192 correspondientes a cada punto de las lineas, se hace una transformacién de
@ a R? enel plano (f., f3),de esa manera podemos tomar 195 lineas de ¢; = cle. uniformemente
distribuidas en @ que son transformadas en las lineas llenas en ¢l plano ( f,, f5), y de la misma
manera se toman 19 lineas de ¢, = cte. uniformemente distuibuidas en @, que se transforiman ¢n

las lineas puntcadas come aparece en la figura (4.1).

10
fa
Figuta 4.1 Plano { f... f,). Ejemplo (4.2)
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Cuando una funcion con descomposicion de signo en @ es igual a cero para todo ¢ elemento de
Q, implica que f(q9) = fu(q) V¢ € Q y su representacion grafica en el plano (fq, f;) es una linea
recta a 457 que conticnc al origen, a la cual nos referiremos como {a recta a 45°, l0s puntas arriba
de ella correspanden 4 la tepresentacion grafica Je funciones con valor positivo y obviamente los

de abajo a negativo.

4.2.1 Propiedades en la Representacion (f, , fo)

Al expresar una funcidn en sus partes pasitiva y negativa f(g) — fo(q) — fa(y) diremos que estd
representada en ( fo. fp), es evidente que la funcién no se altera si s¢ le suma y resta una misma
cuntidud que puede ser constante o funcion no-decreciente en cualquier variable inclusive ¢, perv
también es evidente que las partes pasitiva y negativa ya no conservan su minima expresion dando

lugar a la propiedad que se muestra en el siguiente hecho que no requicre demostracion.

Hecho 4.2  Seu f(-) unu funcion con descomposicion de signo en (J con paries positiva y negativa
fo(q), falq) respectivamente, y sea g(q) = 0 ¥q € Q una funcion na-decreciente en Q, entonces:
a) (fula) + 9(q). fr(q) + glq)) es también una representacion de la fimcion f(q) Vq € Q. b) la

representuacion ( fu(q) + g(q), fo(q) + 9(q)) de la funcidn f(-) se reduce a su minima cxpresion en:

(fe(a). fr(q))

Las funciones que poseen descomposicion de signu presentan la propiedad de conservar la
descompostcidn de signo en las operacianes de suma, resta y multiplicacion como se muestra en el

siguiente teorema.

Teorema 4.3 Sean f. ¢ . R — R dos funcivnes con descomposiciin de signo en Q; enfonces:

Fla) + g(q), f(@) - 9(q) y f{alg(q) son funciones que tienen descomposicion de signo en Q :

fla) +9(q) (JQg) +9l@))p  (flq) + gla))~
(flg) +9(g)n = (Ful@) +9a(9)), (f(q) + 9(q))p = (Fela) + 9p(q))

fla) —9l@} — (fla) ~gl@))p — (Flq) - g(a))n
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(fle) —gladn = (fal@) +5(0)), (F(@) — 9(D))n = (fulq) + gn(q))

fa)gla) = (F(@)9(a))p — (f(9)9(q))n
(F@e(d)n = (fp(@)ga(a) + fa(@)gp(2)),  (F(@)9(a))p = (F,(a)9p(q) + fa(q)gn(q))

Prueba. Sean f(-) y g(-) funciones con descomposicion de signo en @, entonces f (@) =
£(9) = fala) ¥ 9(9) = 95(a) — gn(q), para toda g elemento de @, donde £,(-), ful-), gp() ¥ 9n ()
son funciones no-negativas y no-decrecientes en , de tal manera que la suma de las funciones
queda expresada por f(q) +g(q) = (f(q) + g5(q)) — (fa(q) + ga(g)) y de acuerdo al lema (4.1) la
suma de funciones no-decrecientes es no-decreciente, entonces (f,(q) + g,(¢)) ¥ (fa(@) + 9n(q))
son funciones no negativas y no-decrecientes siendo asi las partes positiva y negativa de la suma
f(q) +¢(q). Laresta queda expresada por f(q) — g(g) = (fo(q) +9x(q)) — (f2(q) +9,()) y por los
mismos argumentos que en el caso anterior, (f,(g)+9.(¢)) ¥ (fn(q)+9,(q)) son las partes positiva y
negativa de laresta f(q) — g(g). El producto f(q)g(q) = (fp(a) — fa(9))(95(q) — 9r(q)) que es igual
a f(9)g(a) = (F3(9)9p(q) + J/n(0)9(2)) — (f(9)9-(q) + fu(q)gx(a}), por la misma argumentacion
anterior (f5(¢)gp(q) + fa(9)92(a)) ¥ (/5(9)9(q) + fn(9)95(q)) son las partes positiva y negativa
del producto f(q)g(g). B

La forma como se obtiene la resta de cualquier par de funciones en el teorema (4.3) asegura que
las expresiones de la parte positiva y negativa sean funciones no negativas y no-decrecientes, pero
existe el caso particular donde se pueden obtener expresiones mas simples como el que se muestra

en el siguiente corolario.

Corolario 4.4 Séan f(q), g(q), h(q) funciones continuas con descomposicion de signo en Q) tales
que: f(q) = g(q) + h(q), entonces las partes positiva y negativa de la resta f(q) — g(q) se reducen

a su minima expresion de la siguiente manera:

f(@)— 9@ = (fa) — 9{@))p — (f(q) — 9(a))n

(f(q) = g('?))n = fn Q) gn(Q)
(fla) —g9(@)) = Jela) — 9p(a)
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Prueba. Scan f(q) y g(g) funciones continuas con descomposicion de signo en @, entonces de
acuerdo al teorema (4.3) las partes positiva y negativa de la resta f(q) — g(q) son: (f(q) —g(q)), =
(Fpla) + gn(@)) ¥ (F(¢) — 9(g))n = (falq@) + 9n(g)). Por vura parte duda lu condicion f{q) =
g(q) + h(q) entonces mediante el teorema (4.3) fo(q) = gplq) + p(a), fnla) = 9n(a) + hale),
substituyendo éstas dlumas en las partes positiva y negativa de la resta f(g) — g(y) queda:
(£(a) — 9(a))s = (90(9) + Bn(q) + gul9)), (F(@) — 9(@))n — (gnlg) + hrlq) + g(q)) ¥ de acuerdo
al hecho (4.2) su minima expresion es: (f{g) — 9(@))e = (fp(a)), (Fg) — 9(@))n = (falq)).
Tomando nuevamente la condicién f{q) = g(q) + h(g) que mediante el teorema (4.3) tenemos
fola) = 9p{q) + hp(q), fala) = guly) + hnlq), entonces se puede despejar hy(a) = f(q) — ¢,(4),
hn(q) = fn(g) — gn(q) siendo ambas expresiones no negativas y no-decrecientes pudiendo
asi calificar como partes positiva y negativa, por lo tanto: (f(q) — g9(a)), = fola) — gp(q),
(@) — 9(@))n = falq) = ynly) cun lo cual queda demostrado. B

Debe nowrse que séla en condiciones como la del coralario (4.4) se cumple que la resta de
fola) = 9,(0) ¥ fa(9) = g-(q) son funciones no negativas y na-decrecientes, peto cn el caso general
no se puede suponer lo mismo y la resta de funciones debe manejarse por el teorema (4.3). Otras
propiedades de las funciones que tienen descomposicidn de signo, son las referentes a las cotas de

la funcion, para lo cual es necesario definir algunos conceplos antes de analizar dichas propiedades.

Definicion 4.4 [17] Se le lamara vértice mintmo y mdximo Euclidiano v™®, v™** q los vectores

elementos de @ T P C R con minima y maximu norma Euclidiana respectivamente.
il — H ==
lo{l, = mig llallz . 1le™*(]; = max [laf,

Lemad.5 [L7] Sea f : R — R unu funcion continua no-decreciente y sea Q ¢ P C R una

caja con vértices minimo y maximo Euclidianos v™" ™% entonces:
min q) = (“nlm 1 max = 7R
i fl@) = flv™") nax f{q) flo™)
Prueba. Tomando que ¢ 2 #™° Vg ¢ @ y dado que f(q) es una funcion no-decreciente,

entunces f(g) 2 f{v™™) Vg € Q, de donde se concluye min f(@) = f(v™"). De la misma manera
7

v > g Vg €  entonces f(1™) > flq) Y¢ € Q de donde se abticne max fq) = flv™). |
<€
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La aplicacion del lema anterior a las partes positiva y negativa de una funcién permite obtener

una propiedad del acotamiento de cada una de estas partes como se muestra en €l siguiente tevrema.

Teorema 4.6 [17] Sea f : R — R una funcion con descompasicion de signo en Q, sea
Q C P C R una caja con vértices minimo y maximo Euclidianos 1™® | 3™ entonces las partes

positiva y megativa de lu funcion estan acotadas comao se muestra:
foo™) < folg) £ /oo™ ) Vg€ Q) fulv™") £ fulg) S fa(v™*) Yo C Q

Prueba, 1.as partes positiva y negativa de una funcidn son funciones no-decrecientes, entonces
51 l;rélé] folq) £ ful@) ﬁ[;l.caé( fo(q) y de acuerdo al lema (4.5) se obtene f,(v™™) < f,(q) <
fo(2™*) Vg € @, de la misma manera se demuestra f,.(v™®) < fu(q) € fa(v™)Vgec Q.|

El hecho de que las partes positiva y negativa de una funcion estén limitadas por sus valores
minimo y maximo di lugar a poder obtener cotas de la funcion analizando solo sus partes positiva

y tegativa en los vértices minimo y maximao Euclidianos come aparece en el siguicnte teorema.

Teorema 4.7 [17] (Teorema del Rectingulo) Sea f : R* — R una funcién continua con
descomposicion de signo en Q) tal gue Q C ' C RE es una caja con vértices mimimo y
maximo Euclidianoy v™®, v™** emonces: a) f(qg) estd acotada inferior y superiormente por
Folo™®) = f(u™) y fa(v™F) = f,(u™*) respectivamente, b) la representacion grdfica de
la funcién fla), Y¢ € Q en &l plano (fo, fp) €si@ contenida en el recidngulo con vértices
(Falomn), folem)), (falv™), flo™=)), (Jalo™), f(v™)) ¥ (fav™), fo(v™®)), ¢) siel
vértice inferior derecho (f.(v™%), f,(v™")) esta arriba de la recia de 45° entonces la funcion
f(4) > OVq € Q, d) si el vértice superior izquierdo (fo{v™), f (V™)) estd abajo de la recta de
45" entonces la funcion f(q) < 0¥q € Q.

Prueba. Del worema (4.6) tenemos fo(v™*) < foly) < folv™) y fu(v™®) < fulq) <
f.(vax) de esta Gltima desigualdad se tiene — Fale™) « _ [.(9) < —fu(¥™"), sumando
la desigualdad de f,(q) con la de —f.(q) se obtiene fo(umin) _ g (ymaxy < Fla) = falg) <
folvma®) = fa{v™™"). Considerando que la funcion tiene descomposicion de signo entonces f(gq) =

fola) = Fala) ¥ por lo tanto: f,(w™") — fu(v¥®%) S flg) < f,(u) — [ (5) Vg € Q
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De acuerdo al teorema (4.6) las partes positiva y negativa de la funcion f(q) estin acotadas:
fa(2™®) < fal@) £ fu(v™), fo(v™™) < f.(g) < fp(v™), entonces la representacion grafica
de f(g) Vq € Q enel plano (f, J;) esta contenida en el recténgulo de la figura (4.2) con vértices
(falo™), fp(v™), (£fa(v™™), Lo(2™)), (fa(@™), fp(v™) y (fa(o™), f(v™")) Vg € Q.
Si el vértice inferior derecho (f.(v™), f (™)) esta arriba de la recta a 45° en el plano (fa,
f»), entonces cualquier punto contenido en el rectangulo esta también arriba de la recta de 45° y
f(g) > 0Vq € Q. Si el vértice superior izquierdo ( fn(v™"), fp(v™)) esta abajo de la recta a 45°
en el plano (f,, f,») entonces cualquier punto contenido en el rectangulo esta también abajo de la

rectaa45%y flg) < 0Vge Q. W

fr

fp(V max ) |
frlq)

L 45
...... L

£p(vmin) b flq)

oty me) = oy mer)

BEH R F T =4

el A

fn(me) f"(q) fn(VﬂHlJ) fn

Figura 4.2 Rectangulo que contiene a la funcién en el plano (f,,, f,)

La positividad de la cota inferior de] teorema anterior, es una condicion suficiente de positividad
de la funcion. Asi cuando lacota f,(™") — f.(v™*) es negativa no implica que existan vectores
g en (Q para los cuales la funcién sea negativa, en este caso e¢s necesario hacer una division
de lacaja Q ¢ P < Ry definirfla como Q = [q7. ¢] x [g5, ¢F] x -+ x [¢7, qf).
podemos dividir el intervalo de cada variable [, ¢"| en & partes, generando % nuevos intervalos:

1,4 f¢f ' q'], podemos llamarle [+, , +,'] a uno de los k nuevos

lo,, @) la}. &)+~ .ld]. &
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intervalos de una de los € pardmetros, dando lugar asi a la generacion de kf nuevas cajas I, siendo
una de ellas: I = [y7, 77] % |12, 73] % --- % [vg, 7¢]- Con lo unterior la caja original queda

expresada como Q@ = U [ y tomanda ™", u™* ¢ TI'* como los vértices minimo y méximo

Euclidianos de [* se puede cstablecer el siguiente lema.

Lema 4.8 [17] Sea f : R® — R una funcion continua cun descomposicion de signo en & tal

que ) C P C RE es una caju con vértices mimmo y mdximo Euclidianos p™o yTx entonces la
Suncign f(-) es positiva (negaiiva) en Q si y s6lo si existe un conjunto de cajas I tal que = U r

¥ Fol ™) = falu™) > ¢ > 0 para cada caja T (£, (™) — fu(u™) < ¢ < 0 para cada caja
.

Prueba (d¢ necesidad) en caso de funcion positiva. Sea f(q) > 0Vq € @, si f{v™") —
fu(v™*%) > 0 la prueba de necesidad esta concluida. En caso contrario se procede a probar que si
f(g) > 0¥q € Q entonces siempre es posible dividir cada variable en k partes iguales generando
un conjunto de cajas I tales que fp(u™®) — f{p™) > O para cada una de ellas.

Dividicndo cada variable en k partes iguales sc genera un conjunta de cajas [ con vértices
minime y maximo g™ "= con cota minima f,(£™") — fa(u™>). que al sumarle y restarle
Ja(7) s¢ obtiene (™) — Fa(u™) = (fpa™) = fali™m) = (Fali™S) — fulpmio))
siendo fp(p"*) — fa(u™") l2 funcién evaluada en el vértice minimo Cuclidiano f(z™®) de la
caja I, y dado que la funcion ¢s positiva en cualquier vector ¢ € Q entonces f(u™®) > 0 para
toda caja I' Por otra parte como f.(-) es una funcion no-decreciente y ™ > 4™ entonces
Falg™®) > fo(u™") implicando que f (g™} — Falp™") es positive. Taunbién al ser la funcion
fa{*) continua no-decreciente y estar acotada de acuerdo al teorema (4.6), entonces la magnitud
de fn.(u™) — f.(™") puede scr tan pequefia como sc desee de acuerdo a la seleccion de k.
asi que seleccionando en forma adecuada la generacion de las cajas [ siempre se puede lograr
que f(pm) > (f"(,_;‘““") — fu(u™")) para toda caja I, y tomando que fp(u™®) — £, (ymex) =
Flu®) — (fu(p™) — Fu(it™")) se tienc que existe k tal que f(u™") — fo(u™=) > ¢ 5 g
entonces si f(q) > 0 vq € @, implica que siempre se puede generar un conjunto de cajas I tales

que fo(umin) — f(p™) 2 €2 {) para cada una de ellas.
14 T
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Prucba de suficiencia en caso de funcion positiva. Esta es muy sencilla ya que si sc tienc un
conjunto de nuevas cajas 1™ tales que = U 'y fo(u™") — fo (™) 2 ¢ > ( para cada una de
ellas, entonces dc acuerdo al teorema del rec‘uingulo (4.7) implica que f(g) es positiva en cada una
de las cajas I, y dado que @ es la unidn de wdas las cajas 1™, entonces f(q) es positiva en todos
los vectores g clementos de Q.

Prueba de necesidad en caso de funcion negativa. Sea f(g) < 0Vq € Q, entonces si
fo(r™) — fo(v™n) < Q de acuerdo al teorema del rectingulo (4.7) la prueba de necesidad esta
concluida. En caso canfrano siempre se puede dividir cada variable g. en &k partes generando
k! nuevas cajas [ tales que f,(#™) — fa(p™®) < 0 para cada una de las cajas [, esta se
prueba con el mismo procedimiento que en el caso anterior pero sumando y restanda f, (™)
ala Gota superior f,(***) — fa (™) se obtiene £, (1) — Fo(u™n) = (£(5™) — fu(u™)) +
(falp™*) — f (™)) | siendo fo{pm™) — fa(u™=) = f(u™) < 0y fo(p™) — fa(u™) > 0
con magnitud tan pequefia coma se desee de acuerdo a la seleccion de k. Asi que seleccionando
en forma adecuada la generacion de las cajas [' siempre se puede lograr que f(u™) +
(falp™*) = fo{u™™)) < ¢ < 0, entonces si f(q) < 0Vq € Q implica que siempre se puede
generar un conjunto de cajus [ tales que fu(p™*) — f (™) < ¢ < 0 para cada una de ellas.

Prueba de suficiencia en caso de funcion negativa. Igual que en el caso de positividad

es muy sencilla ya que si se tiene un conjunto de nuevas cajas [¥ tales que ¢ = LJI.'i ¥

Folp™*) — f,(u™") < ¢ < 0 para cada una de ellas, entonces de acuerdo al teorema (4.7) i:-nplica
que f(q) cs negativa en cada una de las cajas I'', v dado que @ es la union de todas las cajas [
entonces f{g) ¢s negativa cn todos los vectores ¢ elementos de Q. B

El determinar la positividad o negatividad de una funcion en todo su domimio, no es un problema
facil, de tal forma que no es raro que de las cotas obtenidas de la caja original no se pueda determinar
el signo de la funcién en todo sudominio, necesitindose asi hacer uso de la division de cada vaniable
¢. en F: partes, que puede tomarse como k& = 2 y dividir en dos partes iguales. De ¢sta manera se
generan 2° nuevas cajas I, si en cada una de las nuevas cajas no existe algin valor de f(u™")
o f(u™>) que demuestre la pérdida de condicign de signo que se esta determinando, entonces a

la caja [ que no cumpla la condicion de positividad folp™®) = fo(u™) > 0 o de negatividad
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F(u™*) = fo (™) < 0 si es lo que se estd analizando se le vuelve a aplicar el proceso de dividir
cadd vaniable g, en dos partes iguales y venificar la condicion de signo que s deseu determinas en
cade una de las 2¢ nucvas cajas de I'*.

Para una funcidn con descomposicion de signo en {J, se puede determinar el signo en todo su
dominio aplicando el teorema anterior, inicialmente con k = 2, dividiendo cada variable en dos
partes iguales, generando 2t cgjas . Mediante aphicaciones sucesivas del proceso de division en
dos partes iguales a cada variable g; s6lo en la caja que asi lo requiera se genera el conjunto de cajas
I', “cerrandose” los puntos de analisis sélo donde se necesita y hasta donde se necesita, ya que la
division de variables se aplica s6lo en las nuevas cajas que lo requieran. Otra forma de determinar el
signo de la funcion en su dominio, es en forma gréfica, haciendo una divisidn de cada variable en k
partes iguales, generando &‘ cajas I'. Se grafican en el plano ( f,,, f,) los vértices inferior izquierdo
y superior derecho del rectangulo (ver figura (4.2) pagina 50) que contiene a la funcion como * x ™,
Para determinar positividad de la funcién se grafica el vértice inferior derecho como “+7, o si se
estd determinando la negatividad de la funcion enlonces se grafica el vértice supenior izquierdo
como “+"; si todas las marcas “x” y *+" cumplen de acuerdao al teorcma (4.7) la candicién de
signo analizada (ya sea de positividad o negatividad de la funcion), entonces la tuncién cumple la
condicion de signo en todo su dominio. Si todas las marcas “ x” cumplen la condicion de signo
analizada pero algunas “+7 no lo cumplen, entonces se awnenta & y obviamente si1 al menos una
marca “ x” no cumple la condicion, entonces la funcidn es positiva en una regién de Q y negativa
en otra. Para apreciar lo anterior veamos el siguiente ejemplo que para facilidad tiene Q@ C ®?

pera el lema (4.8) se cumple en general para cualquier funcién definida en Q@ ¢ R

Ejemplo 4.3 Dada la funcién f(q) = 4+ g, — q2 1 8¢iq — 9q1q% con descomposicidn de signo
enQ C P C R2¢al que q; € [0, 1], determinar si f(q) > 0Vq € Q, a) mediante la aplicacion del
fema (4.8), b) en forma grafica

Para el mnciso “a”, las partes positiva y nepativa de la funcion son f,(q) = 4 + q, + 8qfqs
y fu(g) = @2 1 9q.¢3. Los vértices minimo y mdximo Euclidianos de Q son v™" = [0 0]T y

a4 _ [1 11T con los cuales se calculan las cotas de las partes positiva y negativa f(v™") = 4,
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fo(v™*%) = 13, fa(v™") = 0, fu(v™) = 10, d¢ donde oblenemos f(v™") = 4, f(v™*) = 3.
De acuerdo 4 estos valores y 3l teorema del rectingulo (4.7) no cumple la condicién de suficiencia
de positividad de la funcion f(q) para todo vector q clemento de @ ya que fp(v™*) — f.(v™=) =
4 - 10 = -6 < 0, pero tampoco se sabe si existan puntos en ¢ donde la funcion tenga valor
negativo, de tal mancra que hay quc aplicar la division de cada variable. Aplicando el procesa de
division en dus partes iguales de cuda variable g; s¢ generan cuatro nuevas cajas {I™, 2, ¥, '}
cen cl valor de fi(u™") — fa(4™) como siguc: 2.375, —1.5, 1.75, —4.5, la ubicacion de las cajas
[" dentro de ¢/ y el signo de su ¢ola minima se muestra en la figura (4.3).

De acuerdo al teorema (4.7) la funcidn es positiva en las cajas I'* y I'3, pero no se sabe en las
cajasI'?2 y [, mediante aplicaciones sucesivas del proceso de division en la caja que asi se requiera,

se logra finalmente que para un conjunto de 31 cajas I tales que @ = U I[* y para cada una de ellas

Solprminly _ f (u¥msx)) > ¢ - 0 como aparece en la figura (4.4), por 1o tanto se satisface el lema
(4 8) y la funcidn es pasitiva patra todo vector ¢ elemento de Q.

[ = [[V, [?3, 22 [23 [241 [242 [243 [2441 [2442 [2443 2444 [S [e1 42l

k] ’ o hl 1 ) 1 : ’ ] ? 1 9

[4221 (4222 (4223 [4324 [423 (4241 [4242 (4243 [4244 [43 (441 4421 4422

4423 4 4.2.4 4473 4.4.4
[4423 [Md26 443 pady

9, r
K7 B
U ? 9
U6 ) )
04} 1—‘1 l“J
02} + +
1]8
9% g 02 e 06 Us 1

9
Figura 4.3 Signo de la funcion en cajas I'. Ejemplo (4.3)
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a6k - + * +
04}
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032 i X R i i s
a2 a 02 0.4 06 a9 1

9,
Figura 4 4 Signo de la funcion en cajas I'. Ejemplo (4.3)

Para el inciso “b™ se dividid cada variable en 14 partes iguales de lo que resulta la grafica de la
figura (4 5), donde se puede apreciar que tados los vértices “ x * y las cotas mirumas “+7, de cada
una de las cajas [, s¢ encuentran arriba de la recta de 45°, con lo cual se comprueba que la funcidn
es positiva para todo g elemento de Q.

0 2 4 6 8 10 12 14
fi

Figura 4.5 'leorema del rectangulo en cajas [. Ejemplo (4.3)
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4.3 Representacion (« , )
La facilidad para resolver un problema depende de las coordenadas en que se este analizando, existe

por lo menos un sistema de coordenadas ademas de (f,., f;), que llamaremos (, ) y estan giradas

45° con respecto a las ( fn, fp), por esa razén el rectdngulo que contiene a la funcién aparece como
se observa en la figura (4.6). Estas coordenadas presentan ventajas tanto en algunas operaciones

matemadticas como en la interpretacion gréafica.

B
p™

BDcr
B

Blnf

S Der
T ONOME DE ST
Figura 4.6 Rectangulo en el plano (e, 3)
Definiciéon 4.5 Sean f,(q) ¥ f,(q) las componentes de una funcion f(q) con descomposicion de
signo en Q. Sea T la transformacion lineal descrita tal que existe T ~*, entonces se le llamara una
representacion de la funcion f(q) en coordenadas (cx, B) a la transformacién lineal (a(q), 3(q)) =

T(falq), fu(q)) ¥ la transformacion lineal inversa de una representacion (a(g), 8(q)) serd una

representacion ( f.(q). f;(q)) de la funcion.
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ale) = fld+Ful0)  Tole) = lala) + B0)
fla) = Sl — fula) Juld) = 5(ale) - 6D

Debe notarse que como a(q) es una suma de funciones no-decrecientes y no negativas cntonces
a(g) es no-decreciente, B(q) = f(g), y a(q) > B(g) para toda funcion f{q) ¥ para todo vector
q € Q-

4.3.1 Propiedades en la Representacion (¢, )

Algunas de las propiedades que tiene una funcién en la representacion (fr, fp) s€ manticnen en
forma similar en la representacion (@ , 3), mientras que otras se simplifican en esta dltima. Las

propiedades del hecho (4.2) en { fr., fp) existen similarmente en la representacion (o, 3) como se
muestran en el siguiente hecho.

Hecho 4.3 Sea f(-) una funcion con descompasicion de signo en Q con represeniacion
(aly), G(q)) y sea g(g) > O Vg € Q una funcion no-decreciente en Q, entonces: a) (a(q) +
g(q), B(q)) es también unua representucion de la funcion f(q) Vg € Q. b) la representacion
(a(q) + 9(q), B(q)) de la funcién [{) se reduce a su minima expresidn en: (a(q), 6(g)).

Prueba. mediante la ransformacion inversa de la definicion (4.5), la funcién f(g) también
es representada en (f.(q), f(¢)) v de acuerdo al hecho (4.2) (fa(q) + 39(9), fu(q) + 39(q)) es
también una representacion de la funcién f(q) entonces mediante la transformacién de la definicién
(4.5) abtenemos su tepresentacion en (a, ) con lo cual se termina de probar el inciso “a” como
se muestra en seguida: T(fn(g) + 59(¢), fi(a) +39(q)) = T(Jala), fp()) + T(34lq), 39(0)) =
(a(q), 3(q)) + (9(q). 0) = (alq) +g(q). Bla)).

Para demostrar €l inciso “b” tomamos la representacion (a(g) + g(y), A(g)) que es el lado
derecho de la tltima ecuacidn y aplicando su transformacién inversa en ambos lados se obtiene su
representacion en (fu, f,) @ (fa(@) + 39(a), fol@) + 49(q)) v de acuerdo al hecho (4.2) ésta se
reduce a su minima expresion en: (fa(q), fp{q)) cuya transtormacion a (a, 0) es («(g), B(g)). =

Las operaciones de suma, la resta y ¢l producto de funcioncs que tienen descomposicién de
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signo, se pueden efectuar en la representacion {& , () y €l producto se efectiia con mas facilidad

que en (f., fp ), para obtener estas propicdades son necesarios los siguientes lemas y corolario.

Lema 4.9 Sea f(q) unafuncion con descompasicion de signo en Q representada por («(q), B(q)),

entonces el negativo de la funcidn esid representada en coardenadas a, 3 por (a(q), —6(q)).

Prucba. La funcion f(q) estd representada en covrdenadas fu y f, por (fu(q), fr(q)), por lo

tanto el negativo de la funcian estara representada por (f.(¢), fa(g)) ¥ entonces su transformacicn
acoordenadas a, 8 serd: T([,(q), fele)) = (fol@) + fula), = fulg}+ fulg)) = (alq), ~O(g)) M

Lema 4.10 Sean fi, f; : R* — R dos funciones con descomposicion de signo en Q, entonces
la suma, resta y multiplicacion de lus funciones f1(q), fz(q) queda expresada en la representacison
(e, B) por:

Swmna filg) + fala) a(q) = a\(g) + aalg),  B(q) = Bi(g) + Az(q)

Resta fi(gq) — f2(q) a(q) = au(g) + e2lq), B(g) = Bi(q) — Bilq)

Producto fi(q)fa(q) al(g) = aa(g)az(g), B(g) = B,(9)8:(¢)

Prueba (Suma). Dc acuerdo al teorema (4.3) las componentes negativa y positiva de la suma
de las [unciones sun: ¥ fu(g) = (fua{0) + fon(@)) ¥ fo(@) = (fip(q) + fop(q)), utilizando
la transformacion lineal de la definicién (4.5), la representacion {a , [J) de la suma de las
funciones sera: (a(g), 8(q)) = T(f1n() + faal@) Fipl@) + Foplq)) = T(fi2(Q), fip(g)) +
T(f2(9), f2p(2)) = (oa(g), B,(¢)) + (2(g), Ba(a)) = (ar(q) + aa(g), By(q) + Bo(a)).

(Resta). De acuerdo al worema {4.3) las componenles negativa y positiva de |a resta de
las tunciones son: y falg) = (fin(q) + fopla)) ¥ Fo(@) = (fia(a) + f2n(q)), aplicando
la transformacion lineal de la definicidn (4.5), la representacion {(« , 3) de la resta de las
funciones serd: (alq), 8(g)) = T(f1a(q) + farla) Fip(@) + foul@) = T(finla), fip(g)) +
1'(falq), fonlg)). De acverdo al lema (4.9) el ultimo término de la expresion anterior es
la represenwacion (a , /3) del pegativo de¢ le funcion f2(9), quedando la resta expresada por:

(alq), B(q)) — (o1(q): B,(q)) + (a2lq), —B,(g)) = (an(q) + a2lq), Fi(q) — Fa(a))-

(Producto), De acuerdo al teorerna (4.3) las componentes negativa y pusitiva del producia de las
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Funciones son: (£5(0)9n(0) + fu(@)9p(0)) ¥ (f5(2)95(@) + fa(4)gn(g)), mediante la transformacion
lineal de la definmicién (4.5), la representacion {a¢ , () del producto de las (unciones serd:
(a(q), 8(@)) = T(frp(q) fanla) + fLalq) - f20(a). frp(q) fopla)+ fi(9) forla)) = T(fr0(q)-
F2al@)y frp(0) - f2u(@) + T(fia(q) - fopl@): finl@) - fan(@)) = AT (fon(0), fonle)) +
fln(q]T(pr(Q)a fan(q)) = fl.p(Q)[(QZ(Q), B:(0)] + fl.n((i)[(a2(<1): =B;(¢)] = ((fuplg) +
FralaDea(q), (fra(@) — fialg))By(q)). De acuerdo a la definicion (4.5): (fix(q) + finlq)) =
a(g) ¥ (fiple) = fin(9)) = Bi(q), quedando alg) y H(g) del producto expresados como sigue:
(alq), Bla)) = (enlg)az(q), Bi(q)8z(q)) m

Al igual como sucede con la resta en la representacion ( f,,, fp) en el corolario (4.4) donde las
partes positiva y negativa se reducen a la minima expresion, en la representacion (a, () sucede lo

mismo como se muestra en ¢l siguiente corolario.

Corolario 4.11 Sean f(q), g(q), h(q) fimciones continuas con descomposicion de signo en Q tales
que: f(q) = glq) + h(g), entonces las partes o y 8 de la resta f(q) — 9(q) se reducen a su minima

expresion de la siguienie manera:

afq) —ap(q) — a,(q), Bla) = Bflg) — B,(q)

Prueba. Sean f(g), g(g) ¥ 4(g) funcioees continuas con descomposicion de signo en @,
entonces de acuerdo al lema (4.10) laresta f(g) — g(q) estd representada por a(q) = af(q) +ay(q) ¥
3(q) = ﬁf(q)—ﬁg(q), por otra parte de lacondicion f(g) = g(g)+-h(g) y el lema (4.10) obtenemos:
aglq) = aglq) + anlq). B;(q) = B,(g) + B4(q), substituyendo estas Ultimas en las anteriores
se obtienc a(q) = aglq) + ax(g) + a,lq), fla) = 8,(q) + Bi.la) B,(q), simplificandose en
a(q) = an(q)+2a4(q), B(g) = F.(q), y deacuerdo alinciso “b” del hecho (4.3) esta representacion
s¢ reduce a su minima expresion: a(q) = anle) y 8(g) = B.(q). Dado que de la condicidn
f(q) = g(q) -+ Alq) ¥ el lema (4.10) se obtuva: ar(q) = ay(q) + an(a), B,(y) = B,(q) + Orle),
entonces axrl(g) = as(q) — a,lq). 8.(q) = 8,(q) — B,(q), de donde se obtiene la representacion
de la resta f(g) — 9(¢) en su minima expresion: a(q) = arig) — a,(q), 8(q) = B,{q) — B,(q). ™

Las transformaciones de la definicion (4.5) permiten trasladar los resultados del teorema del

rectangulo (4.7) de (f.(q), fo(q)) a (a(q), Big)) como sc expresa en el corolario siguiente, de
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acuerdo a la figura (4.6).

Corolario 4.12 (Corolario del Rectdngulo) Sea f . R — R una funcion continua con
descomposicion de signo en Q tal que @ < P C R¢ es una caja con vértices minimo y mdximo
Euclidianos v™", 4™ entonces. a) f(q) estd acotada inferior y superiormenie por L(a(v™") +
Blo™n) — a(v™) + F(v™)) p Ha(v™™) + fe™) - a(v™®) + F(u™")) respectivamente,
b} la representacion grafica de la funcion f(q), Yq € Q en ¢l plano (a, B) estd contenida en el
rectdngulo con vértices: a*? = a{v™"), A7 = Bv™0); g = a(v™™), %" = F(v™=); ¥ =
La(e™)+a(um™)) - MO —B™n), B = 1(F™0)45(0m))— b (a(veer) —aumn));
a*® = Ha(v™ ) +a(v™)) + 5(Bu™) - B, 6P = L) +B(u™)) + b(afu=) -
a{v™)); ¢ si el vértice inferiar (a™, ™) esta arriba del eje o en el plano (a, 8) entonces la
Suncion f(g) > 0¥q € Q, d) si el vértice superior («**P, [°"?) estd abajo del eje o en el plano
(c, [3) entonces la funcion f(q) < 0 Vg € Q.

Prueba. Al Aplicar las transformaciones inversas de la definicién (4.5) fa(g) = %(a(q) - B{q))
y f.(g) — 3{a(g) + B(q)) en las cotas inferior y superior el inciso “a” del teorema del rectangulo
(4.7) se obtiene: fo(v™") — fo(v™) = Ha(v™") + SE™?)) — Ha(v™) - Bv™)) y
folo™) = fu(0™®) = J(a(u™) +F(=*)) - j(a(@™®) ~ F(v™*)), con lo cual queda demostrado
el inciso *a”. Tomando nuevamente f,(q) = 1(ala) - A(@)) ¥ fla) = blalq) + fla)) de
la definicion (4.9), y dado que los ejes a, @ estan girados 45° con respecto a los gjes f, fp,
entonces los vértices del rectingulo en el plano (a, 3) son: (@', 9 = T(f.(v*), f,(v™)),
(a®r, %) = T(fulv™), fplom™)), (@, F) = T(fu(0™), f(o™), (2, £%) =
T{Fulv™), f,(v%)), de donde se demuestra el inciso “b™. Dada que 3(g) = f(g), entonces G
y " son lus colas minima y maxima de la funcidn, por lo tanto si el vértice (o™, 3°) esta arriba
del ¢je @ en el plano (@, ) entonces la funcion f(g) > 0V¢ € Q y si el vértice (o7, F°'P) esta
abajo dei eje @ en el plano (a, 3) entonces la funcién f(q) < 0 ¥Yq € Q, quedando demostrados
los incisos “c”y “d”. W

En la representacion grafica (a, ) de una funcién, la escala de /7 cubre sdlo el espacio donde se

encuentra la funcion, inientras que en la representacidn { fu, f;) ¢l valor de la funcién en un punto
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es solo la altura que éste sobresale a la recta de 45, disminuyendo su apreciacion grafica , como se
puede ver comparando la figura (4.7) en el plano (o, 3), que corresponde a la misma informacion
de la figura (4.5) en el plano (f., fo)-

B

Figura 4.7 Corolario del rectangulo en («, 3). Ejemplo (4.3)

4.4 Partes Lineal, No-lineal ¢ [ndependiente

Al analizar la positividad de una funcion f(q) con descomposicion de signo en Q con ¢; €
[3,, g;] para todo ¢ € @, es muy comin la necesidad de hacer dicho andlisis en un conjunto
de cajas I' tal que ¢ =|J IY. En cada una de las cajas [Y con vértices minimo y maximo
Euclidianos p™%, u™*, c;da componente de ¢ se puede expresar como ¢ = p™ + §; donde
§, € [0, &M] | £ = pmax — M0 entonces se puede considerar la existencia de una caja A
con vértices minitno y maximo Euclidianos: @ y 6™ donde este ultimo es O™ = ymax — o
y A ={6]6 € [0 &, F = ui™* — u™} C P . R de esta manera se puede expresar
g—p"m+EVEE A Ve ET.

Es muy conociklu yue unz funcidn puede (ener una parte lineal y owa no-lineal, entonces la

tuncion f(q)leer = f {1¢™™ + &) dcbe cantener estas partes que deben scr funcion de § ya que p™*
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es una constante en la cgja [V

Una manera facil de encontrar la parte lineal y otra no-lineal es considerando que ellas no
contienen términos independientes de &, y por io tanto son nulas al evaluarlas en § = 0, de tal
forma quc si sc evalia la funcion cn § = 0 se abtiene f(p™" + 0) = f(p™"), siendo también esta
Gltima una parte de la funcion f(g) que ex la parte independiente de 6. Esto concuerda con la serie
de Taylor de f(g) donde g = ™" + & :

o min - af(Q)
fle) = flu )+§ B

6; +¢(0)

(1

Se puede ver que la funcian estd compuesta de tres partes: un término independiente de § que es
J (™), otra parte lineal que es ¢l gradiente de la funcion f(g) evaluado en u™" y multiplicado por
el vector 4 y la funcién $(4) que representa los términos de orden superior en 4. La parte na-lineal
@(6) puede ser dificil de abtener y sc puede despejar restando de f(g)l,er = f(1™ + 6) la parte

f{u™") vy la parte lineal, dando lugar asi a la siguiente proposicion.

Pruposicion 42 Seu f - R* — R una funcién continuaen Q C P C R, sea T una caja contenida
en &) con un conjunto de vértices {|i'} con vértices minimo y mdxima Euclidianos ju™®, g™ seq
A= {816 €0, dM, §I* = pma _ miny « P < R con un conjunio de vértices {8} con
vértices minimo y maximo Euclidianos Q0 y 6™ = p™* — ™0 y sea g € [ tal que ¢ = p™® + §
donde & € A, entonces la funcicn f{q) se puede expresar mediante sus partes lineal, no-lineal e

independiente en su minima expresion, para toda q € T
fl@) = ™+ f(8) + fn(8) |6 €A YqeT
FU = Parte Independiente = f{u™")
f(8) = Parte Lineal = Vf(g)|ma -8 YO EA

In(0) = Parte No — lineul = f(u™™ +8) — f™® — fr(8) vé€A

La expresion de la parte wo lineal se puede lograr desartollando f(/+™" + §), obteniendo asi una

expresion algebraica de fw(8), si esto resulta muy complicado para alguna funcién en particular
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eatonces la aplicacion s 5010 numénca obteniendo as{ solo el valor de la pare no-lineal en e| punto
deseado. Como un ejemplo mucho muy simple de esta descomposicidn, podemos tomar la funcion
F(q) = 3+2q, —4g;+¢f, entonces f™0 = 4 M0~ 4pmn 4 pinin2 £ (§) = 26, — 485+ 206,
y fn(6) = 6.

4.4.1 Propiedades Basicas de las Partes Lineal y No-lineal

De acuerdo a la proposicion (4.2), las partes: negativa, positiva, alfa y beta de una funcidn se pueden
descomponer en sus partes lincal, no-lineal ¢ independiente, asi también las partes lineal, no-lineal
¢ independiente de una funcién, se pueden descomponer en sus partes negativa, positiva, alfa y
beta.

Al hacer un analisis de positividad de una funcién que es resultado de la operacion matemdtica
de otras funciones, entonces se presenta la necesidad de obtener las partes lineal, no-lineal e
independiente de la suma, resta o producto de funciones, que se pueden obtener mediante el

sigujente hecho.

Hechu 4.4 Sean fi(q) y f2(q) dos funciones con descomposicion de signoen Q, seu I' C (J una
cajaparael cual fi(q) = fI*" + fiL(8)+fin(6) ¥ f2(g) = ™+ for(8) + fan{d) Vq € T, entonces
la representacion alfa, beta de la suma fi(q) + f2(q), resta f1(q) — f2(q) y producto f1(q) f2(q)
Vg &€ [ de las funciones estd dado por o = o™ + ar(8) + an(d), 8 = i g 0,,(8) + On(8) de

acuerdo a lo sigutente:

Suma
o™ =O:Lnin +a§rlin' grin _ ﬁm'" 4 ﬁmm
ar(8) — a1 (8) + @2i(8),  BL(8) = By.(8) + 55.(8)
an(d) = oy (§) + a2 (), On(8) = B n(0) + Oy (9)
Resta
= Q™" 4 o™, [ — grie _ i
ar(8) = a1 (6) + ez (8),  O(8) = 6,.(9) — ﬁar. d)
an(d) = oy (&) + aan(6),  Bn(8) = Bin(0) — Byn(0)

amin



Producto

AT i
o min

Qg

— c!linin.
ar(0) = a™az.(8) + aftay(8)

an(8) = af™aw(8) + e1.(8) (2L (8) + aen () + arn(0)(aT™ + age (§) + aon(d))

ﬁmin = ﬂ;ninﬁsznin
B.(8) = BB, (8] + /35“1“[3‘15(5)
B (8) = BT Bop(8) + B1.(8)(B21.(6) + Byne(8)}) + Byn(8)(GF™ + By, (6) + B2n(6))

Prueba. Descomponiendo &,(q), 3,(q) en sus partes lineal, no-lineal ¢ independiente en el lema
(4.10) y agrupando cada término con su semejante, se obtienen los resultados de cada una de las

operaciones. l

4.4.2 Limites de la Funcion

En la proposicién (4.2), la funcidn se expresa como f{q) = f® + fi(§) + fy(d) paratodage T’
y para toda & € A, donde f™" es el valor constante de la funcion evaluada en ¢l vértice minimo
de [, fi (&) es la parte lineal de la funcién f(g) que tiene su miximo y minimo en los puntos
extremos de A y fa(5) es la parte no-lineal de la funcion, dado que A € P c R, se le puede
aplicar descomposicion de signo abteniendo sus cotas de valor médximo y minimo, dando lugar asi

al siguiente resultado.

Teoremu 4.13  (Teovrema del Paligono) Sea [ : RE — R una funcion con descomposicion de signo
en Q, sean: q, 6, T y A de acuerdo a la proposicion (4.2). Entonces, a) lg funcion f{q) estd
acotada inferior y superiormente por: Cota inf = f™ + fr o — fua(8™%) y Coata sup =
F™ 4 fLmax + fap(6T%) Vg € Q, 8) las cotas del inciso “a’ estdn contenidas en el intervala que
definen las cotas del teorema del recténgulo (4.7) fo{p™") — fo(u™) < Cota inf < Cota sup <
Fla™) — Fa(1™"), ¢) la representacidn grdfica de la funcion f(q), Yq € I ¢n el plano (fz, fp),
esta dentro del poligono que se define intersectando el rectangulo del teorema ¢4.7) con el espacio
entre las rectas @ 45° separadas del origen la cota minima [™° + fro. — fo (5"), y la cota

meaxima frnm #+ fL wax + }-Np{b.m‘x}‘
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Prueba. a) Primeramente ¢nemos que f™*" = f(u™") es un valor constante independicnte
de §. Por otra parte sc sabc que una funcién lineal f,.(8) | 6 € A tiene su mimmo y maxima
fLain, fLmax en los vértices {8'} de la caja A entonces fimin '—'?SE fo(6) =m‘in fui8) y
fL max =max fild) =max f1(8"). La parte no-lineal depende de & y tiene descomposicidn de signo
en A, aplicando el inciso “a” del teorema del rectangulo (4.7) (pagina 49) en la forma adecuada a la
caja A « la parte no-lineal se tiene que fap(0) — fva(§™) < fin(8) < Fap(8™™) — fra(0) V6 €
A, dado que la parte no-lineal no posee términos independientes, entonces equivalentemente es
= fren(8™%) £ fn(0) < fap(8™) VO € B

Dado que g(:}) = ai1(-) + g2} implica g1 qin + 92rmin < Gmin, €0ONCES f™ + frin —
Fan(6™%) =min (f(g)), Vg € T, y de manera scmejante, si g{-) = gy(-) + ga(*) implica
gmax < Jimax + Jzmax) EOLONCES MAX (F(@)) < ™ + fram + [3e(6™) Vg € I, ubteniendo
ast ™ + fumin — fva(6™) £ f(@) S ™ + frmax + fap(6™%) Vg € T b) Considerando
que los vértices minuno y maximo de A son 0 y §™* y mediante el teorema (4.7) se obliene:
Fuol0) — fLal8™) < f1(8), dado que frp(0) = 0, entonces — [z (™) < fy mun, Sumando en
ambos lados de la desigualdad f,(p™") = fo(™®) = f(p™®) = ™ y — fr,.(6™*) se obtiene:
Jol™) = fa(l™") = fua(6) — fua(8) < flu™®) = fuls™) 4 foan — fa(6™),
d¢ acuerdo a la proposicion (4.2) fo(p'®**) = fa(p™®) + fLa(§™) + fan(E™) con lo que se
demuestra: fp(£™") = [ (1) < f™3 4 f7 in — fn{6™*). Por otra parte, del teoreraa (4.7) se
tiene: f(6) < frp(6™) — fL(0) que es equivalente a f.(8) S fi,(6™*) de donde se obtiene
Frmax < frp(6™F) sumando en ambos lados de la desigualdad f,(p™0) — f(pit) = f(pmir) =
™"y frp(6"%) se obtiene: fo(p™e) — fult™®) + frmax + fop(§™) < folu™™) — fa(p™™) +
FuplE™) + Fp(6™), pero de acuerda a Ia proposicion (4.2) f, (™) + fr(6™) 4 fy, (67%) =
fo(p™*) conlo que se obtiene: f™ + f; pax + fup(6™*°) < f(4™) — fi.(1™7). ¢) De acuerdo
al teorema (4.7), la representacion grafica de la funcién f{q) Yq¢ € T en el plano (f., f,) esta
contenida dentro del rectangulo, de tados paralelos a los ejes, definido por ( fa(u™™), Folu™n)),
{(Felp™2%), fo(p™)). Par otea parte de acuerdo al inciso “a” de este reorema, sc tiene que la
funcion estd acotada: Cote inf < f(g) < Cota sup y de acuerdo al inciso “b” de este teorema,

cstas ultimas cotas estan contenidas en lus del rectangulo. Entonces la representacion grafica de la
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funcién f(¢) Yg € T en el plano (fa, fp), esta contenida dentro del rectédngulo y entre las rectas
a 45° separadas del origen por las distancias: C'ota inf y Cota sup, por lo tanto la representacion
grafica de f(g) Vg € T estd dentro del poligono de la figura (4.8) W

Ir 45
...... . 2
fp(v mnt) .......... pnbme sl
frig [ i 4
Fotvimin Y P2 oo

——— i —————

Cota min

Cota max

4
1
!
'
)
1
U
'
'
1
|
'
'
'

fn(\r' min ) _fn(Q) fn(v mar) fn

Figura 4.8 Poligono que contiene a la funcion en el plano (f,, fp)

La seric de Taylor de f(q) donde ¢ = p™" + §, que fundamenta a la proposicién (4.2) es la
suma de: una parte independiente de & que s f(u™"), otra lineal Vf(q)|,,ms- + 6 y lafuncion ©(6)
que contiene los términos de orden superior en 8. Es facil ver que si 4 tiende a cero, entonces $(6)
tiende a cero, y la parte lineal V f(g)| ui. - 6. s mucho mayor que ®(d). Por otra parte, cuando se
aplica la division de variables en k partes iguales, cada componente del vector § se obtiene mediante
8; € [0, 5’%’;], de tal manera que kl’ixgc 8; = 0, implicando, asi que leno]o flg) = f™ + £.(8)-
Descomponiendo f(q), f™" y f.(6) en sus partes negativa v positiva, y reagrupando cada una con
su semejante se concluye: klx_{l; (@) = A4 f1.(8) y kh_.To fol@) = ™+ frp(6) Vg €T, VT C

(2 quedando demostrado el siguiente hecho.
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Heche 4.5 Sea f : B! ~ R una funcion con descomposicién de signo en Q. Sean: q, 8, [ de
ucuerdy a lu proposicion (4.2), donde I es generado por division de cada variable en k partes
iguales. Fntonces: Jim f(g) = f™ + fu(8), lim fala) = F7'° + feal6) y fim flq) =
B+ fr(8), vg € 1, vl C Q.

El resultado del lema (4.8) es mejorado si se emplean las cotas inferior y superior del tegrema

dcl poligono (4.13) como se muestra en seguida:

Teorema 4,14 (Z%evrema de Determinacion de Signo mediante Particién de Cajas). Sea f : R¢ —
R una funcion continua con descomposicién de signe en Q ral gue @ C P C R s una caja con
vértices minimo y mdrximo Euclidianos v™=  »™®*. Entonces la funcidn f(q) es positiva (negativa)

en @ siy s0lo si existe un conjunto de cajas T (al que ) = U I'* y Cota inf > ¢ > U para cada
i
caja [ (Cota sup < ¢ < 0 para cada caju I,

Prueba ( mecesidud). Del lema (4.8) se tiene que f(q) > 0, Vg € Q, 51y s6l0 si existe un
conjunto de cajas [ tal que Q = Ul“‘, y que fo{e™°) — fa(u™=) = ¢ > 0V f(g) <0 Vg € Q,

si y s6lo si existe un conjunto de cajas I' wal que @ = U I y que fp(1™) = fullp™™) << 0

i

¥I™. Del tcarema del poligono (4.13), se tiene que [(u™") — fo(u™**) < Cota inf < Cota sup <
fo(p™** ) = fu(u™), de tal manera que si f, (™) — f.(u™*) > ¢ > 0, entonces C'ota inf > ¢ > 0
ysi f (=) — [ (™) < ¢ < U, entonces Cota sup < ¢ < 0.

Entonces, si f(g) > 0Vg € Q existe va conjunto de cajas [ tal que @ = U "y Cota inf >
¢ » ( para toda [, y si [(q) < 0Vq € { existe un conjunto de cajas [ tal que @ = U [™* v que
Cota sup < ¢ < 0 para toda [

(Suficienciaj. Si existe un conjunto de cajas [ tales que @ = U [y Cota i > ¢ > 0 para

cada una de ellas, entonces de acuerdo al teorema del poligono (4.13), implica que f(g) es positiva
para toda ¢ ¢ [ y para toda I'". Dado que @ es la unidn de todas las cajas [, entonces f(q) es

positiva en todos los vectores ¢ elementos de Q). Por otra parte, si existe un conjunto de cajas 1"
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tales que ¢ = U [y Cota sup < ¢ < 0 para cada una de ellas, entonces de acuerdo al teorerna

del poligono (4.‘1 3), implica que f(q) es negativa para toda g € [ y para toda I'* Dado que @ es
la union de todas las cajas [, entonces f(g) es negativa en ledos los vectores ¢ elementos de Q. @

La tendencia de la funcién f(q) a una funcion lincal al aumentar & coma se mucstra en e hecho
(4.5), explica por qué el teorema de determinacion de signo mediante particidn de Cajas (4.14),
tiene ventaja sobre el lema (4.8) en la determinacion de signo de una funcion; ya que las cotas del
teoremna (4.14) estan mas cercanas del minimo y maximo de la funcién, permitiendo asi obtener un
resultado con un nimere menor de cajas [ que el necesario en el lema (4.8).

El ejemplo (4.3) fuc rcsuelto por medio del lema (4.8), requiriendo 31 cajas para probar su
positividad; si se resuelve mediante el teorema (4.14), sdlo se requiere un conjunto de 10 cajas
[ = (I, 03, r22 r+ red o, v 42 re} v} para probar la positividad de la funcion
para todo q elemento de Q).

Dada la conveniencia de trabajar en la representacion en (o, ), entonces es de utilidad expresar
las cotas minima y maxima del teorema del poligono (4.13) y del teorema de determinacion de signo

inediante particion de cajas (4.14) en esta representacion como se muestra en €l siguiente hecho.

Hecho 4.6 La represeniacién en (@, 3) de las cotas minima y mdxima del teorema del poligono
(4.13) estan dadas por:

o i = @ - g+ 2 (e (67 = A4(5))
B e = 0™+ D = 5 (5%) = By (67%))
st e = @™ 4 G vae + 5 (@n(E™) + By (67))
B man = B+ Bran + 5 (O (E™) + B (™)

Prueba. (Cota minima). La cota minima del teorema (4.13) es f™" 4 f, rin — Sun(67F), de
acuerdo a la demostracion del teorema (4.13) la parte de la cota minima — fy,.(6™*), es un valor

e (fq. f5) con fp =0, por ¢so la cota minima es f™ + f1 i + (0 = fv,(6™%%)). De acuetdo a la
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definicion (4.5), fan{é™) = Hana(6™*) — Bna(6™)), y de acuerdo 2 la misma definicion la
representacion (a, 8) de (fya(6™), 0) es (0+ fvn(6™), 0— fan(6™)), que equivalentemente
es (L{an(6"=) = Ay(0™)), —L(an(6™") — By(5™%)}). Dado que la representacion (a, A)
de f™ y frmn € (@™ ™) y (@rmin: Bymie) Te€Spectivamente. Entonces eots ms
0 O i+ H@NE™) = (6™ ), Bera win = B™ + By iy = $an(67) = B (6°).

(Cota mdxima). La cota maxima del teorema (4.13) y (4.14) es f™" + fr imax + Fnp(6™),
y de la demastracidn del teorema (4.13) la parte de 1a cota maxima + fyp(6™), es un valor, que
representadoen ( fn; fp) tiene f, = 0, por lo cual lacota méxima es ™" + f7, pax+ ( fivp (8™%) —0).
Segun la definicion (4.5) fap(d™) = (an(8™) + By (6™*F)), mediante esta misma definicion
la representacion (o, S) de (0, faygmes)) €5 (fvpemery + 0, fapamx) — 0), que equivale a
(L{an (87*) + B (6™)), S(an(6™) + Jy (8"*))). Dado que la representacion (a, §) de f™=
Y FL max €5 (@™ ™) y (op o) B max) TESPECtivamente. Entonces ot max = @0 +Cr, gox +
Han(8™) + By (6™ Bosa man = B™" + Bp max + 3lan (§™) + Ay (6™)). B

La aplicacion del teorema de determinacion de signo mediante particidn de cajas (4.14) aplicando
el hechy (4.0) para determinar ya sea la positividad o negatividad de una funcion en todo su dominio

se puede hacer de acuerdo al el siguiente procedimiento.

Procedimiento (4.1). Dada una funciér f(g) con descomposicion de signo en Q < R* y un
conjunto de cajas T tal que Q = . Tomando para cada caja T como * X la representacion
grdfica de la funcion f(g) en los ve;rlices minimo y maxima p™n, 1% en el plano (a, ),y como
*+ " la representacion grdfica de la cota minima en caso de analizar positividad o cota mdxima en
caso de negatividad, de acuerdo al teorema del poligono (4.13) incisa “a 'y al hecho (4.6). Enconces
la positividad o negatividad de la funcion se determina como sigue:

a) Si por lv menos un punto * %" aparece abajo del eje « en representacion («, [3), entonces
la funcién no es pasitiva, para todo q elemento de Q. O si al meros urt punio “ X~ aparece arriba
del ¢je a entonces la funcion no es negativa, para todo ¢ elemento de ().

b) En el andlisis de positividad si todos los puntos % " aparecen arriba del eje a en
representacion (o, 3), pero existe al menos un punte *4 ™ abajo del ¢je a; o para el andlisis de

negatividad si todos los puntuy * x " aparecen abajo del eje v, pero existe al menos un punty “+"°
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arriba del eje «, entonces la division de cada variable es insuficiente y hay que aumentar k.
¢) La funcion [(q) e¢s positiva para todo q elemento de Q si y $0lo si todas los puntos “+°
apurecen arriba del eje a en representacion (o, B), o la funcion f(q) es negativa para todo ¢

elemento de Q si y s6la si todos los puntas “+° aparecen abajo del eje «.

Ejemplo 4.4 Determinar en forma grdfica si el producto de las funciones fi(q)f:(q) con
descompasicidn de signo en Q@ C R? es positiva para toda q € Q | ¢ ¢ [0, 1], siendo las
Sunciones. fi(q) — 4 +q1 — g2 + 8¢z — 99193, folg) =20 +2q1 + 7q7q: — g — 6043 -

Solucion. Las partes negativa y positiva de cada funcién son: fia(¢) = g3 + 90143, fiplq) =

4+ g + Baiga foul(g) = 2 + 6192, foplq) = 20 4+ 2¢1 + 7qfqz, de cllas se obtienen las partes
lineal, no-lineal ¢ indcpendicnte de fi(q) ¥ f2(q) :

frnm =4 4 ptlnln_}_g(#ﬂnu)'z“z n frmn — ul;'lil'l + gurlnin(#;nih)?,
Nip(0) = (1 + 16400 ymi0) g, 4 8(u7 )82, fion(8) = ez ™) 6y + (1 + 18uP""ug™)6,,
Frovp(6) = 160618, + 805 (uF™ + 82), fima(6) = 1836183 + 9(p™™ + 81)83,

fmm _ 20+2 min +7(#mm) min)Z‘. min mim -4-6;.1“““( mm) .

+

f?Lp — (2+ ldurlnmul;nn)él & 7(#mm 202‘ fZLn —_ ( """)25 S (1 o+ l2umiup'|2uin)62’

Fann = 6uTE2 4 125978165 + 66,62, fanpy — 14ui 8102 + Tug"67 + T6502.

Mediunte la definicién (4.5), todas las expresiones anteriores son transformadas a la
representacion (a. ), y mediante el hecho (4.4), se obtiene la representacién (o, 3) del producto
de las funciones, de donde se lugra lu cota minima del teorema del puligune (4.13).

Debe de notarse que en la cota minima del teorema del poligono en su representacion (o, &)
s0lo se necesita para cada caja [ : calcular en ¢l vértice minimo el valor de la funcién (o™, g™ia),
l4 parte lineal minima (Qz min, B¢ min) QUE se encuentra cn algunos de los vértices de ' y calcular

la parte no lincal en el vértice maximo {ay(6*), 5 {(8"**)], su fundameato matematico esta en

el teorema del poligono (4.13) y el hecho (4.6).
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Dividiendo cada variable en 8 partes iguales, se gencra un conjunto de cajas [ que satisface
el teorema de determinacion de signo mediante particion de cajas (4.14), va que lodas las cotas
minimas (a, 8) son positivas, como se puede ver en la figura (4.9). Debe de notarse que este caso

es mas complicado que el del ¢jempla (4.3), sin embargo, se requiere una divisidn de cada variable
en partes iguales, nutablemente menoc

150 X
p x ¥ X
X
Xy X
X + % *®
€<+>< *ox
x
109 >f‘— +x X x
x
X
3 X X + s
+Xi %
>j_+ x4+
x
50+ x X 4 +
.+ x X
Frox X +
! R I
X x
] -
i " 1 .++ V.. .+ " n L J
n 10 200 300 400 500 600 700 600 90

o
Figura 4.9 Teorema (4.14). Ejemplo (4.4)

4.5 Descomposicion de Signo del Determinante

El determinante de una matriz A/ estd compuesto dc sumas y restas de productos de los elementos
de la matriz, y si estos son de tipo polindmico, el determinante det(Af) tiene descomposicion de
signa. El desarrollo de la programacidn para obtencr la descomposicion de signao del determinante

en la representacion { f,. fp) puede ser algo complicado, pero en la representacion (a, 0) existe
por lo menos una forma menos complicada de lograrlo.

4.5.1 Fl Determinante en Representacion (¢, J)

Primeramerite tenemos que para una matriz A de (2 x 2) con elementos m;; con representacion

{0, 3,_,-}, ¢l determinante de la matriz ¢s det{ M) = m, 122 — Mg, M, 2, y de acuerdo al lema
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(4.10), la rcpresentacion (a, J) del determinante det(M) es (a1, @22 + @z @12), (81,023 —
85,8, 2)). Dada que de la definicion (4.6) s tiene que 3, ;(g) = m.;(q), entonces la parte beta
del determinante de una matriz M de (2 x 2) es el determinante mismo det (M), y la parte alfa es
semejante al determinante de una matriz formnada con los elementes @i ; pero sin vsar la regla del

signo (—1)*7 dando lugar a la siguiente proposicion.

Definicion 4.6 Seu M(q) una matriz cuadradu con elementos m;(q) con descomposicion de
signo en ) can representacion (au,(q), 3:;(q)), entonces se le lamard M, (q) a la matriz formada
con los elementos a,;(q) y se le llamard det (M. (q)) = |M.(q)|, a la funcion similar al
determinanie de la matriz Mo(q) pero sin aplicar la regla del signo (—=1)*47; serd Mg(q) = Mig)
y detg{ Mal(q)) = det{M(q)).

Mediante la definicion anterior se puede obtener la representacion («, 3) del determinante de

una rmatriz que sus elementos tienen descomposicion de signo como se expresa en el lema siguiente.

Lewa 4.15  Sea M{(q) una mairiz cuadrada (n x 1) con elementos mi; ;(q) con descamposicion de
signo en Q con representacion (w;4(q), 0, ;(q)). Sea M(q) la matriz cuadrada (n x n) formada
con los elementos @ ;(q)., entonces la representacion («, f3) dei determinante de la matriz M{q)

esta dada por:

‘u(y) = deto(Malq)), B(g) = det(M(q))

Prucba. Sea M(y) una mawiz cuadrada de dimension 2 x 2 con elementos m,;(g) con
representacion (a;(q), B, ;(q)), entonces de acuerdo al lema (4.10) la representacion (e, 0) del
determinante des( M (9)) es ((a11(2)a2a(9) + 0o, (@ar2()), (Bae)022(a) — Ba(9)B12()).
De la definicion (4.6) se ve que [a parc alfa del determinante de la matwiz M(g) es alq) =
deto(Ma{q)), y de acuerdo a la definicion (4.0) se tienc que la parte beta del determinante M(q)
es 3(q) = det{M(q)).

Supongase que la regla se cumple para una matriz 11{q) de dimensién (k& % k), cntonces [a
representacion (¢, 8) del determainante det(M(q)) es a(e) = det, (M, (g)) y Blq) = det(M(q)).

E! determinante de una matriz M (g) de dimensidn (k + 1) X (k + 1) es la swna de productos de
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elementos m, ; por el cofactor correspondiente: my ;(g)(~—1)t+7 det( M ;) desde j = L hasta k +1,
en la representacion (a, §) es T4 (e, (@), By, (@)(~1)+(deta(Ma., (@), det(M,(a)), de
acusido al lema (4.10) se tiews yue la comnpunente alfu del determinante de la matriz A (g) ¢s
St ay(g) deta(M, y ;(0)), v de la definicién (4.6) B, (q) = ., por lo tanto la componente
betaes E;‘;’f m ;(g)(—1)'*7 det (M, ;(q)), concluyendo asi que para la matniz M (g) de dimension
{k + 1) x (k + 1) la representacion {(a, £) del determinante det(M(q)) es a(qg) = det.(Ma(q))
y 8(q) = det(M(q)). Dado que |a regla del determinante supuesta para una matriz de dimension
k x k se cumplio para dimension (k + 1) x (k + 1), entonces por induccion matematica la regla es

correcta. @

4.5.2 Partes Lineal, No-lineal ¢ Independiente del Determinante

Al analizar la positividad del determinante de una matriz es comun la necesidad de recurrir a la
division de variables en donde se generancajas | donde los elementos m; ;(¢) de la matnz se pueden

expresar en funcion de sus partes lineal, no-lineal e independiente camo aparece en el siguiente

teorema.

Teorema 4.16 (Tevrema de Descomposicion de Signo del Determinante) Seag € D C {0 | ¢ =
L™+ § de acuerdo a la proposicién (4.2). Sea la mairiz M(g) € R™*" con elementos m; ;(q) con
descompasicion de signo en () con representaciin (afF + a4 ;,L(8) + 0, ;n(8), BT + 8, ,1(8) +

B,, v(0}), entonces la representacign (a, [) del determinante de la matriz M {q) esta dada por:

aly) = a™ + ag(8) + anl(8), Ble) = 5" + B.(6) + On(?d)
amln — det ([Qmm]) gmm ‘dﬂ‘ ([ mm]

fder (B(k) [ + £ — 20K)] o, (6)])

k=n

A.(q) = Edet(é(k ) [BER) + [ - ®(K)] |3, (#)])

@(k) - [‘Pi,j(k}] ‘
¢1‘1(k) = |sign(1 e k}l
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pra(k) = lsign(2 — k)|

(Pn,ﬂ(k) = |$ign(n = k)l
@ k) =0Vi#j

an(0) = alq) — a™ — ar(9). By(8) = Alg)- ™" — BL(6)

Prucba. (Parte independiente). Sea M(q) una matriz cuadrada de dimension 2 x 2 con
elementos M, ;(¢) von representacion en (a, 0) | ay;(g) = o™ + @i ;,L(6) + oujn(6), Bis(q) =

AR 4B, 1.(8) + B, ,,n(0), de acuerdo al lema (4.15) la representacion (a, ) del determinante de

la matriz M (q) es:

al* + oy (8) + @ n (@) o +a191(8) +aran(6)

aly) — det,(Mo(q)) = : . ;
ag'“l“ + (x‘z.]'[‘(é) + ai']‘N(é) Ug?;n +az2e(0) + uZ,Z,N(é) "

o+ Biip0) + 6, wl6) 31“3“ + Bu2,0(6) + By g,0(8)

Blg) = det(M{q)) = | _ ,
Bl + Baa(8) + B2 n(8) 837 +822,0(8) + Baan(é)

Mediante las vperaciones basicas del hecho (4.4) se obtiene la componente independicnte del
determinante de M(q). La partc independiente de un producto < ;(q)a-«(g) 0 B, ,(9)83. ,(q) e

solo ¢l producto de las partes independientes de cada una, obtemiendo asi;

) ahin  qmin . ﬁmiﬂ min
min __ 11 1,2 min __ 1,1 1,2
& - min min ! ﬂ - min rr:in
Gy | g2 2,1 2.2

(¢4

Es facil de ver que si la matriz es de dimension superior la regla para obtener la parte minima s

la misma;

amm - deta ([amiul) ; j5u'nin - det ([ :l;n )

57
(Parte Lineat) La parte lincal de un producto o, ;()a-+(q) 0 8, ,(¢)8. ;(¢) es la suma de todos
los productos de las combinaciones de elementos donde uno es independiente y el otro lineal, en

este ¢aso s0lo son dos: el primero lineal y el segundo independiente, y el pamero independiente y
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el segundo lineal. Come los productos son entre un elemento de un renglén y una columna por un

elemento del rengldn “opuesto” y de la columna “opuesta” entonces se puede expresar el resultado

de la siguiente manera:

ay1,2{0) @2.(8) o aly
or(q) = o +
ay| ag’ " @z,.,.(8) a22.r(8)
6 6 mio min
Sb(q) = ﬁl.l.ﬁi ) !@1‘2;:;'(1 ) + 1,1 12
2,1 2,2 B31.0(8) By5,.(8)

La regla que se puede suponer hasta aqui es que la parte lineal alfa o beta del determinante de
una matriz es la suma de los determinantes que se pueden obtener de acuerdo al caso de una matriz
con $6lo un renglén con términos lineales y los demas renglones con términos independientes:
o (6) = & _ det, (M,.((p(m),é]) ,0,(8) = Y08 _ det (ﬁ:f(lp(m),ﬁ)) , donde las matrices
M(plm),8) y M{p(m),8) son matrices que tienen un slo rengldn con elementos lineales de
acuerdo a ¢(rn) y los demas estan formados por elementos independientes. Supdngase que ésta
regla es vilida para matriccs de dimension & % k, y que se trata de obtener el determinante de una
matriz M (g) de dimensidn (k+1) x (k+1). De acuerdo al lema (4.15) se tiene que la representacion
(&, O) del determinante de la matriz det(M (q)) es: alg) = deto(Mol(q)) y B{g) = det(M(qg)).

La parte lincal de la parte alfa del determinante es la parte lineal de ap{q) =
Z,_l ayi(g)det (MS15(g)), ¥y de acuerdo al hecho (4.4) la parte lineal del producto
(c3(g)) (deta(ArErk ©(g))) es la suma de dos productos de dos clementos, donde uno es lincal y el
otro independiente: (ay,( (8)) (det,,, ([a"““ k”k)) + {afr) (Z ydeta (M | {p(m), 6)))

kxk k+1 k+1
donde [ '“"‘] y,; esuna matriz formada de la matriz | o“““]( )K( } pera sin contener ¢l primer

renglén ni la j-ésima columna, y la matriz M, ,(w(m),3) s una matriz de dimension & x k
tormada de elementos de la mawiz Aa(g) pero sin contener el primer renglon ni la j<€sima
columna. De acuerdo a la regla supuesta sélo un renglon, de acuerdo a w(m), ey lincal y
los otros independientes. Con todo lo anteriar tenemos que la parte liueal de la parte alfa del
determinante esta compucsta de dos partes ar{q) = )_,*“ ((a,J1L(6)) (deta ( “““]*""))) +

rs Lj

Z:;} ((( wan (an?l detq (M, ;((m),6)) )) |4 primiera es el determinante (o) de una mateiz
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de dimension (k + 1) x (k + 1), donde el primer renglén esta formado por elementos lineales y los
demas renglones por elementus independientes. La segunda parte es una sumatona del determinante
() de cada una de las matrices de dimensién (k + 1) x (k + 1) que se pueden formar, dande el
primer renglon es de elementos independientes y de los demas renglones sélo uno esta formado
por elementos lineales y el resto por elementos independientes. Por lo tanto, la parte lineal del
determinante de una matriz M, (q) de dimension (k + 1) x (k + 1) es la suma del determinante
(@) de cada una de las matrices de dimension (k + 1) x (k + 1) con solo un renglén con términos
lineales y los demds rengloncs can términos independientes. Dado que la regla supuesta para una
matriz de dimension & x k se cumple también para dimension (K + 1) x (k + 1) entonces por
induccién matematica la regla es correcta. La parte lineal 5, (q) del determinante de la matriz
M (y) se demuestra por €l mismo procedimiento que se demostré o, (q), quedando amibos resultados

expresados como sigue:

k=n

arlg) = D dete (B(k) [af®] + (I = 2(R)] [a:5.(8)])
k=1
Bule) = 3 det (9(K) (£ + 11 — 2(B)] B, (8)])

dk) = [ﬁoi:j(k)] |
w k) = |sign(l = k)|, wya(k) = [s1n{2 — k)], ...
©.nlk) = |signin — k)|, @, ;(k)=0Vi#j

(Parte No-lineal) La parte alfa del determinante de la matriz M (g) estd expresada por alq) =
o™" + ar(8) + an(8), puede considerarse como afq) = g1(g) + hi(g), donde g,(q) = a™" y
hi{q) = @, (&) + an(¥). Por medio del corolario (4.4) se puede obtener hy(q) = a{q) — g,(q) de
donde h (g) = aly) —a™*, Tomando A (g) = ai(8) +axn(8) yaplicando nuevamente el corolario
(4 4) scobtiene an{8) = hy(g)—ag(F) dedonde llegamosa: awn(8) = alg)—a™ _ () reducida
a su minima expresion. De la misma maneta se demuestra In () = 3(g) — ™™ — G, () con la

cual queda demastrado. @
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Ejemplo 4.5 Duda la mawriz M(q) descrita abajo en la que todvs sus elementos tienen
descompasicion de signo en Q = {[q1, q3|¥ | o € [0, 1]} @) obiener: M,(q), las expresiones
de las partes alfa y beta del determinante det(M(q)) y fas partes: a™", f™™, a; (6) y O,(6) que
son empleadas en el andlisis de positividad en cada caja I generada por particion de variables;
b) obtener las ecuaciones de: an(E) y By (8); ¢) probar si el determinante de la matriz M(q) es

positivo para todo q € Q.

~Tq 2@ —qt 9
M(g)=| -2 qlqx 3Iqi+0q 5¢2 — quae
41 + 6¢¥q? -8 —R+ap+d

a) La expresion de la matriz M,(q) se obtiene de acuerdo a la definicion (4.6) tomande de la

matriz M (q) s6lo las partes alfa de cada elemento.

q 2qiq3 + ¢t 3
Malg) = | 2+¢qlq2 3q +4q 5g7 + @162
q + 6giql b 12+ q1q3 + qf

Las partes del determinante de la matriz M(g) en la representacion (@, 8) se obtienen mediante
cl lema (4.15): a(q) = det, (M,(q)), G{g) = det(M(g)) :

T 2qq3+ 4} 3
alg) = | 2+ 3g+e 5S¢ +qq
q1 + 6l 8 12+a@+d
=in 2q193 — q} D
Blg) = | -2~dfq g +q 5¢f — a2
@ + 6q¢iqs -8 —12 +qig3 + gt

Las expresiones a™®, 8™ (6} y () se obtienen del teorema de descomposicion de signo
del determinante (4.16) como se muestran en seguida.

7u|1mn -zp‘z;lin(ugnin)ﬂ + (“Tin)z 5
ame = 2 4 (mi)przniu 3#?““ +u‘£nin 5(uxluiu)2 +yt]ninp';nin
ﬂ'i“in + G(Nzlmn)‘Z(“rTm)I 8 12 + “llluﬂ(ugnin)ll + (urlnm)Q
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ST 2PN — () ;
-2 - (,u.l mJ7 i 3#?15" & Hanln S(Hmm}? mmusmn
p o+ 6 M")? (ugn)? -8 —12 4 pPn (™) + (i)
74 (g™ + (u))ér+ 0

Gpmm (pmm)252

2+ (uPm) g Bufe + pge 5(pP")? + ppit e
min +G(P' m)2 mm)2 8 12 + pllmn(umm) + (ullnin]l
7’me z’cglnin (#mm) + (umm) 5
2uin yung, 4 36, + 6, (lOu‘f‘"“ + p)E +
()8 s
pl‘nin 4 6(#Ti“)2(u¥\in)2 3 12 + ylluin(uzmin (MTI“) .
| ONLA 5
Tup" 20 (g ) +
pr SR (“mm) mm 3uinin + #g\in 5(uxinin)2 i .urlnmp‘ranin
(1 + 1267 (=) )60 0 (™) + 206+
12T ()5, Bupnlugye, |,
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_7,51 2((.“3““ )3 (umtn))él+ 0
BT (1i5) 26
HL(‘S) = min\2 min i i i [
== (“Ll ) 75 3#?‘“‘ + 'u'anm 5(#mm) #zlnmuanm
mm +6 mm) (#uml -8 _12+umm(pmm CB (urlnin)z
_7'urmn 2#'1""‘(u3““)3 _ ('urlnin)‘z 5
5 lzﬂuun "li"i’)_l— 361 3 62 (10u|[nin - ugﬁn)él_
(7782 uTn e
i + Ol (g ) -8 =12+ p" (5 ")® + (W)
=, min min , ,min y3 mind S
— Ly 2uf" (ug")® — (uf'")
+ _2 - (“linin)?ulénin 3#Tin + ’u?in 5(“;;11;1)2 _ “’Tm min
(L1 1267 (uE)2) 6, 0 () + 2(pye)) 61+
|20 3 (pg e

b) Las expresiones de: ay (8) y Sn(6) se obtienen en su minima expresion de acuerdo al teorema
de descomposicion de signo del determinante (4.16), empleando las expresiones desarrolladas en
el inciso “a” de la siguiente manera an(8) = a(q) — ™" —ay (8), By(8) = O(q) — 8™ — 3.(8).

¢) Con las expresiones desarrolladas en los incisos “a” y “b” se hace un programa de célculo
numérica para aplicar en forma gratica el teorema de determinacién de signo mediante particién
de cajas (4.14). Haciendo una particion de & = 10 se encuentra que para todas las cajas I" su

cota minima “+7 y sus vérlices ¥ x” son positivos como se ve en la figura (4.10), por lo tanto £l



80

determinante dct(M{q)) es pusitiva para toda ¢ € Q.

War
xié
X X Ky
M X X
X 1+
x ; ’;xxxx
1ok * + +
+ ¥ X x+,+
X )¢.+
+ + + X
5 XX X
X & o
+ ++
0 X+ + x
+
-
-
0 : '

0 20 a0 80 80 00 120 4m
Q
Figura 4.10 Pasitividad del det(M (g)). Ejemplo (4.5)

4.5.3 Determinante de la Matriz de Coatrolabilidad.

Los conceptos de los puatos anteriores son empleadas para analizar ¢| signo del determunante de
la matriz de controlabilidad U(g)UT(y), donde U{q) es l4 matriz de controlubilidad de Kalman,
Dada la naturaleza de la matriz de controlabilidad, es conveniente analizar primeramente algunas

propiedades de las componentes lineal e independiente de la suma y producto de matnices,

cmpleando la siguientc notacion.

Definicion 4.7 Sea lu matriz M(q) € R™" con elemenios mi; ;(q) con descomposicion de signo
en Q con parte lineal. na-lineal ¢ independiente: m; ;(q) = m&"+my;(6)+mp, ;(6), de acuerdo
a la proposicion (4.2), entonces se les llamard. parte independiente, parte lineal y parte no-lineal

de lamatriz M a las siguienies matrices:

Mmih = Parte [ndependze'nfe de Jw = [TN.:‘:n

ML (8) = Parte Lineal de M = [mgi;(0)]

Mn(8) = Parte No — lineal de M = [10nv,(8]]
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Hecho 4.7 Sean las matrices F(q) y G{q) can elementos f,,(q) ¥ ¢:;(q) con descomposicién de
signo en ) con parte lineal, no-lineal e independiente, entonces las partes lineal ¢ independiente

de la suma y producto de las matrices se determinan como sigue:

H(q) = F{q) + G(g) : [l - F&® + GI™
HS““ —_ leﬂ _+_Gl.lll'll
HQL(é) = QL(E} - GaL((S)
Hpp(8) = Fy(8) + Gpr(9)

H{g) = Flq)G(g): HIn = FmisGric
H‘“‘“ F‘;ninGrﬁmn

Har(8) = FSnGar(8) + Far(5)G3™

Hyi(6) = FnGar(6) + For(8)Gg

Prueba. Suma. Sea h,;(g) un elemento de la mattiz Fi(g) + Glq), hii(q) — fijlq) + 9:i(q),
de acuerdo al hecho (4.4) (Ri;)™ = (for +0es)™ = (Fie)™™ + (ge;)™ que equivale a
HT® = PR+ Gt Hg' = FR + Gty () = (fue+ x4l = (kg + (gey), de
donde Har(d) = For(0) + Garl8) y Hpp(d) = Far(8) + Gpr(8)-

Producto. La parte mdepenchente del producto es (A, ;)™ = 3°5_, (fixgs ;)" que mediante
&l hecho (4.4) se abtiene (A,;)™" = on_| (fix) ™ (g5)™™ , que equivale a HPW = FiinG
y HP® = FFGE. Asi también (hiy), = 30 ) (fixgw,;), que de acuerdo al mismo heche
(44) cesulta (h,), = Ty (™ (aes), + (g (96)™) = Tioy )™ (g0s) +

it i) (gk,;)""“ que equivaientemente es Ho, = Fo"Gop + FarGI", Hyp = #5° UGt +
Fa Gy

Las propiedades elementales del hecho antenor pueden ser utilizadas para amalizar la
descomposicion de signo de funciones complicadas de matrices. Una fuacion de matrices til para
analizar la descomposicidn de signo de su determinante =y representacion alfa, beta con partes

lineal, no-lineul ¢ indepeudiente, es el casa de la matnz de conrrolabilidad, como se muestra en el

siguientc.
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Teorema 4.17 (Teorema de Descomposicion de Signo de la matriz de Controlabilidad) Sean las
matrices A(qg) € R™*, B(q) € R**™, con elemenios a; i(), bi,(q), con descomposicion de signo
en Q, sea la matriz U(q) = [U,(q), Uslq), --- , U, ()], donde U,(q) = A*~'{q)B(q), entonces
las partes lineal, no-lineal ¢ independiente de las partes alfa y beta del producto U(q)U” (q) se

obtienen de la siguiente manera.

U@QUT(9)), = (LUT)™ + UV (@), + (U@UT(a)),,
(V@)U (@), = (UUT);" + (U@UT (@) 5, + (U(@U(9)) 50

(UUT):'m _ U;nin (U‘;nin)T’ ( UT)mm _ ( mm)
(U@UT(0)), = U™ (Uar (&))" + Uas(6) (UT")"
U @)U (@) 5, = UF™ (U (&))" + Upi(6) (UF™)T

U@U(9) . = U@U(@), — (UUT)™" ~ (U(@)U” (@), ,
(U(@U(9) gy = (U@UT(0) 5~ (UUT)5" - (U@UT (2)) 5,
U;nin — [U{r;m’ U;nam, seE an]’ Umm . [ lnzgin’ 2rr;3in, . U:;im]

U:;in ) (Aglin)l—l B‘l;nin’ mm ) (Amm) Bgl'm L (IESH Y. N £

Uar = [Utars Usels =< 3 Unat], Ust = [Uigr, Ussr, =+, Ungil

Ular = Bar, Uipr = Bgar
Uer = (A™)' 'Bar+ (A1), B Vi=2,3,---,n
Us. = (AF™) Bar+ (A5"), BF™vi=2,3, -

(Ak)a[, = Axin (Ak_l)aL + Ach (A;mn)k—l vk :2,3,' STV = 1

L miny4—1 .
(Ak)ﬁL = Aramn (Ak 1)5L+‘43L (Aﬂ ) Vk=2,3---,n-1
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Prueba. Scan las matrices Alq), B(q), ¥y U(g) = [Ui(q), Ux(q), --- , Ua(q)] asi descritas

en el enunciado. Todas las aseveraciones de ¢sta prueba estin sustentadas en las propiedades
del hecho (4.4), de acuerdo a la definicign (4.7) y en induccién matematica. Por simplicidad se
omiten los argumentos. Primeramente se demuestra que (A*) p = AP (AN AL (Amin) k=1
la parte lineal de A% es A™"A, + Ay A™®, entonces (A%), = Amin (A%), + AL (Ami“f y de
la misma manera se llega a (4%), = A™" (A*7'), + A, (A"")*" | implicando que A%, =
ADRAE + Aar (ATR)" y Ay = AR AR + Agy (45" esto es para toda k > 2 enters,
aunque realmente sélo se usarapara k =2,3,--- . n — 1.

SiU;=A""'B,parat = 1 :Uyap = Bar, Uig = Bpgp Paraz = 2,3, -, 7 se tiene

U = (A7) By + (474, B = (A™")*"' B, 4 A-!g= de donde se obliens
Uit = (AS™)' 7" Bar + A By y Up = (AF™)" " Byy + Al Bain.

Dado que U = (U, Uz, -++ , Un] ¥ que la parte lincal de U tiene todos sus elementos

* s Une] de donde se obtiene U,, = [Ujar, Usals - -  Unatl ¥
Upt = [Visz, Uzar,+-+, Ung)

lineales, U7y = [Uyp, Uy, - -

Tomando nuevamente el bloque U; = A*~' B entonces U™® = (A1 )™ = (A-1H)y™ gmin —
(A™=)'"" B ohteniendo asi Umn = (Amn)'T! Brin = (A;;‘i“)’i'1 By Vi =
1$2'l LS

Regresando alamatrizU = (U, Uy, -+, U.] y tomando cn cuenta que la parte independiente

de U tiene todos sus elementos independientes, U™ = [UM®, ymn, ... | U;o] entonces
[’rclr“m = [Lf{gin' ‘?cxlinv &t Uv!:g“l y U‘l;nil'l = IU]‘E‘mI 5?;“3 Ty U:'lil'll'

Dado que la parte independiente de UUT g5 (UUT)""“ = (U™ (UT)""" — (Ufmin) (Um'm)T .
de donde se obtienc (UUT)™ = e (min Ty (UuT)r" = Uy (Ugﬁn)"' )

Teniendo detenninadas todas las pattes de U entonces se puede descomponer UU?, (UUT) L=
gmis (UT), + U UT)™ = U (U + 0, (U"‘j")T de donde se obtiene (UUT),, =
U Ut 4 Ut U9y (0U7),, = 055 (U + U (05"

Dc acuerdo a la proposicion (4.2), l4 parte no lineal sc¢ pucde obtener de la siguiente
manera: (U(QUT(@)y = (UQUT(Q) ~ (U@UT(g))"™" - (U(Q)UT(q)), , de donde se
obtiene: (({QUT(9)) oy = (V@UT(@), ~ (UUT)T™ - U(@UT(@) o ¥ (T(QUT(@)) gn —
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mun

(U(@UT(a)) — (WUT) " ~ (U)UT(g)) 5, -
Una vez teniendo las partes lineal , no-lineal e independiente del producto UUT, entonces se
puede aplicar ¢l teorema (4.16) parz asi obtencr la descomposicidn de signo del determinante de la

matriz de controlabilidad.



Capitulo §
Estabilidad Robusta de Polinomios en el
Espacio de los Cocficientes

La estabilidad robusta de sistemas lineales se resuelve en el espacio de los coeficientes, mapeando
¢l problema de estabilidad robusta a un problema de positividad, para lo cual se propone la Tabla

Equivalente de Routh, a la que es aplicable la descompasicion de signa.

5.1 Tabla Equivalente de Routh

La tabla de Routh [24] fué creada para determinar el numero de raices con parte real positiva
de un polinomio p(s), de acuerdo a Routh éstas son igual al namero de cambios de signo eq los
coeficientes de la primer columna de su tabla, pero si el interés es el determinar solo la estabilidad
de! polinuinio, entonces sola es necesano saber que todas los coeficientes de la pnmer columna son
positivos. Cuando los coeficientes del polinomio tienen dependencia parameétrica, los coeficientes
de la tabla de Routh no tienen descomposicién de signo debido a la division con que son obtenidos,
sin embargo, la division puede eliminarse formando asi una tabla equivalente de Routh.

Meinsma [33] demuestra la tabla de Routh probande que un polinomio p(s) = us™ +
Cuc15™ 1 4 €282 + Cags® ™t 4 oo+ + ¢ con coeficientes reales y ¢, # 0, es estable si y
sélo si ¢, es diferente de cera y tiene el mismo signo que ¢, y el polinomio reducido g(s) =

c
p(s) = —— (o |5™ + €4o35™ 2 + Caess™ ™ + - ) de grado n. — 1 es estable. De esta manera el
Cn-l

. 2 ~ C“_ g = Cv; =
polinomio reducido es g(s) = {C,—15" " +Cn3s" ™ +imgs™ - ) +( Vo S gn-2

Cay
Cr—1€n—q4 — CnCn-3 1€ = Cnlr7 o _
u 1Py Ryl gy T L8 T T e 4+ -) que equivale al segundo y tercer renglén de
Cn—1y Cn-1

la tabla de Routh. Por otra parte d¢ acuerdo al tecarema de Hermite-Bichler un polinomio es estable

sl ¥ sOlo si sus partes par e impar p,(jw) ¥ p:{jw) satistacen la propiedad de entrelazamiento vy
por ende 1a cumplen k,p,(jw) y kipi(jw) para toda %, y k. del mismo signo, de tal manera que un
polinomio p(s) = py(s) + spi(s) es estable si y s6lo si p(s) — kupy(s) + k.spi(s) es estable. Por

lo tanto, cada renglén de la abla de Routh puede ser multiplicado por una caniidad de un mismo

35
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signo sin alterar la estabilidad que de ella se infiere.

Cada coeficiente a,; de la tabla de Routh se puede expresar como una fraccidn "7‘51 donde
el numerador b, ; esta formado por la resta de productos de clementos no fraccionarios de las
dos renglones iumediato superiores, y el denominador comun a todo el rengldn d; esta formado
de producto de la funcion b;_, , del renglén superior y el denominador d;_;. De esta forma
0,0 = by = cpyag = by = ¢ &) = dp = 1, micntras que el caso general es como
aparece en seguida mediante los cuales se hace la siguiente proposicién y se establece el siguiente
tcorema. De esta formaa;y = by = cp y agy — bo) = ¢y, dy = dy = 1y el caso general
€s cumo aparece en seguida mediante los cuales se hace la siguiente proposicion y se establece el

siguiente tcorcma.

(bi— pibicager bican bion i

v dig dig  dii (biciibicgier —bi—z1bioi+1) by
4 = i = - . = 5 4
ra bioiy di_zbi—1.1 d; G4
di g
biy = (biciabiczger = bianbicijm ) Vi 2 3, by = taaai-y Vi < 2

di = diabi_1n

Proposicion 5.0 [17] Seap(s) = cas™ + tn18™ ' + Cnzs™ 2 4 35" + - - - + ¢g un polinomio
con coeficientes reales ¥ Cn, Cay Pasitivos, entonces se le llamara Tabla Equivalente de Routh al

acomodo matricial de vlementos b; ; descrita en (5.14)

Tabla Equivalenie de Routh
Cr, Crng Cn-g
Cnt 3 Cn-$§

03.1 53,2 h

v , -3 , .
Teorema 5.1 [17] Seu p(s) = cas™ + cou (3"7! + Cno28™72 + Crgs™ " + -+ + Cg un polinomio

con cocficientes reales y G, Cn POSitivos. Entonces la rapla de Routh ey estable si y sofo si la
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tabla equivalente de Rouih es estable.

Prueba. Supongamos que la tabla de Routh comrespondiente tiene positivas los primetos &
coeficientes Cq, Cno1, G31, -~ ¢k de la primer columna, entonces de (5.14) dy — L, dy = 1,
bii = Cn, b2l = Cn_1, 500 positivos y d3 = d,b;, es positivo implicando que &y, = dias,; s
positivo. De la misma manera s¢ obtiene que &; ¥ b;; son positivos hasta llegar al renglon &, el
denominadot dg,q = di. 1061 cs positivo y el signo de by 1,1 es el de aeyy,,, de tal manera que si
los primeros & + 1 coeficientes cq, Cry, @31, - - - @& j1,1 Son positivos, implica que los printeras
k + 1 coeficientes b, de la tabla equivalente de Routh son positivos, y por induccion matematica
se deduce quc si todos los cocficientes a; ; son pasitivos, entonces todos los coeficientes b, ; son
PUSItIVOS,

Ahora supongamos que los primeros k coeficientes ¢, ¢u_y, by, - . . bx,1 de la tabla equivalente
de Routh son positivos entencesdy = 1,dg = 1, a1 = Cn; 021 = Cn-1, 50N positivos y dg = d1b3,
es positive implicando que a3, = bj—; €s positive, de la misma manera se obtiene que d; y u;y
san positivos hasta llegar al tenglan &; el denominador dyy, = dy_ b | €S positivo, por lo tanto &l
signo de a4 1) es el de bxy,1, de tal manera que si lus primeros k41 coeficientes ¢, ¢n-1, 03,1, - - -
he 1,1 SON positivos implica que las primeros & + 1 coeficientes a,; son positives y por induccion
matematica se obtiene que si todos los coeficientes b; ; son positivos entonces todos los coeficientes
@; ; son positivos. M

El aplicar la tabla de Routh en forma distinta a la original es tratado también por Misra [36]. En
este caso la tabla de Routh ey empleada con ¢l fin de estabilizar polinomios intervalo desarrollande
la tabla mediante aritmética de intervalos. La caracteristica mas importante de la Tabla Equivalente
de Routh es que sus coeficientes tienen descomposicion de signo en la caja de incertidumbre

paramétrica. Esta propiedad es utilizada en la siguiente seccion.

5.2 KEstabilidad Robusta mediante la Tabla Equivalente de Routh y
Descomposicion de Signo

La estabilidad robusta de familias de polinomios con incertidumbre paramétrica multilineal o
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polinomica, se puede analizar por medio de la tabla equivalente de Routh y descomposicion de

signo.

Teorema $.2 [17] Sea P(s.Q) = {p(-.q) | ¢ € Q € P C R’} una familia de polinamios
con incertidurmbre paramétrica polinémicu, entonces fa estabilidad robusia de la familia P(s,{)
se determina de la tabla equivalente de Routh analizando la positividad de los coceficientes de la

primer columna medante descompasicion de signo.

Prueba. Dadu que ¢ € Q C P C R y de acuerdo al lema (4.2) cada coeficiente ¢;(¢) del
polinomio p(s, g) tiene descomposicion de signo en Q. Todos los coeficientes a partir del tercer
renglon de la tabla equivalente de Routh estan formados por la resta de productos de coeficientes de
los dos renglones anteriores, de acuerdo al teorema (4.3): en ia suma, resta o producto de funciones
con descompaosicion de signo el resultado ticae descomposicién de signo. B

La manera mas facil de determinar la positividad de un coeficiente de la tabla equivalente de
Routh es aplicanda el teorema de determinacion de signo mediante particidn de cajas (4.14) en
forma grafica, mediante la division de cada vanable en k partes iguales, generando asi un conjunto
de cajas T con una caja A en comin y graficando en (e, £) de acuerdo al hecho (4.6) la cota minima
F™0 4 fp i — faa(67) y los vértices de cada caja . Para estos fines, cada elemento de la tabla
s¢ genera en representacion («, ) expresando cada una de éstas en sus partes lineal, no lineal €

independicntc QY.S(Q) T (a:-r“sm‘ a('n’“—(a)x Q("-#)N(ﬁ)L ﬁr.a(q) i ( i ﬁ(r.a)b(é): ﬁ(r,eJN(é))-

ra

5.3 Estabilidad Robusta mediante ¢l Criterio Hurwitz y
Descomposicion de Signo

El criterio de lurwitz (scccion 4.1) cstablece que un polinomio es estable si y solo si todos los
menores principales A, (q) de la matriz de Hurwitz H(q) son positivos V¢ € Q. Por otra parte existe
una relacién entre los menores principales A.{g) y los coeficientes a;, de la de la primer columna

de la tabla de Routh: Ai(q) = ca-y(g)azi(P)eqi(9)  ars1.(9), Dalq) = Di-1{g)arsr,(q), de
donde se puede obtener una relucion entre los menores principales A(g) y los coeficientes b,  de

la primer columna dc la tabla equivalente de Routh como se muestra en ¢l siguicnte lema.
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Lema 5.3 Sea p(s) = "t o t8™ H €S 4 € 38”2 + -0+ co un polinemio con

coeficientes reales y Cny Co-1 Positivos; sea Aq un menar principal de Hurwitz wal que &_yy = 0,
sean a;; y b, ; como fueron descritas en (5.14); seand; = d;_ob, 1 y b, = dia,; tal que d, = 1,

dy = 1.6 =cn, b2y =cam1 = As5ealCr = {1,1,2,3,5,8,13,. - | Crs) = Cr—1) +Cri-2)}
congcida como serie de Fibonacci (Leomardo de Pisa), entonces las cocficientes de la tabla

equivalente de Rowth y lus menores principales de Hurwitz se relacionan de la sigutente manera:

by = Afr("-4]A§'F(k—5)A§'F(k-5} . AtféajAfiéz)Affgl}Ak—l

Prueba. Dado que d, = 1,d; = 1, b, = ¢,., = A, y de (5.1) tenemos & =

di 2b, 11, by = dia,y que se puede simplificar cmpleando Ay 1(glaxs11(q) = Axlg),

entunces se pueden obtener los primeros elementos 4; 1 para tratar de entender ¢l comportamiento

de ellos: dy = dibsy = Ay, byy = diazy = Aasy = B, dy = dgbs,

Bog, byy = dyagy —= Qoagy = B3, ds = dabyy = L8, by — deas =
AAsay . = A;A4. Continuando de esta manera se obtiene por ¢jemplo: de = dibs,

ASAINIAAD, Y by = dyay; = AJAIATANAvag 1 = AJAJALA A Ag. Par inspeccion
s¢ puede suponer que dp = aS7* 4)ACF("_S)A§"’“‘_°) - c,.-(a] ACF(Z) C"',E']Ak_z ¥ by =
ATFENASFE AT ACFOIATERIATFIA, | tomindolas como verdaderas entonces
diy = A?F(" 5)0(235(*—61&%‘5(*-41 ... Af:_(‘:’)Affé?)ACF(l)Ak_JY dado que be 4,1 = di41@r+1,1,
a1 = deybey, @1 = Aﬁfjl y Criiy — Crioy + Cru-2) se obtiene bry1a =
B DATAEUACe -8 A0F mAf" ATV AL Ay Tomando en cuenta que Crqy =

Crizy = 1 se obliene: bppy1 = A(”FU‘ 3)ACF("‘ Q}QCF‘.E a1 ASF?UAC'FfU’]ACr(?)ACp(l]A
Por otra parte dxyy = dx—y - bx,1, Cr(1) = Crl2) = 1y dey = &CF('* SJA(‘F(L—G}AC“F(k =7 ..

Ai ngIALF( ’)AC;-(I]A _ (l Crlk—4) AC}'(“—:’)QCF("‘ 5) ACF”)ACF(Z)ACF“)Ak_] , de donde

o Celk— 5 { 1
dk,‘_l — A(l:;. (k 3)&2 F(k Q)AEYF( 3) AEF§SJACF{4}A F(glﬁffi2)af:§ JA*_

Como la expresion de by y y dj. se satisfacen para k + 1 entonces queda probado por induccion
matematca. B

El teorema (5.1) s¢ puede demostrar tambi€n a partir del lema (5.3) ya que se puede probar

facilmente que todos los coeficicntes b; 1 de la tabla cquivalente de Routh soun positivos si y sdla si
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dos lus mengres principales A, de la matriz de Hurwitz son positivos.

Del lema (5.3) se puede ver que en general, los menores principales A, son s¢lo una parte
multiplicativa de un elemento b4, 1, siendo asi los menores principales expresiones mas sunples
que los elementos de la tabla equivalente de Routh. Por la naturaleza propia de un determinante,
los menores principales correspondientes a polinomios con incertidumbre paramétrica tienen
descomposicion de signo, por lo tanto el teorema de Hurwitz es una opcion para determinar la
estabilidad robusta de familias de polinomios con incertidumbre paramétrica. Mediante el criterio
de Hurwitz ( seccion 4.1) se puede establecer que una familia de polinomios P(s, Q) = {p(s,9) |
q € Q@ ¢ P C R} con incertidumbre paramétrica polindmica, es robustamente estable si y solo si

todos los menores principales &;(q) de la matriz de Hurwitz 7 {q) son positivos Yg € Q, pero una

mejor upelon es ld yue st presentu en la siguiente seccion.

5.4 Estabilidad Robusia mediante Frazer y Duncan y
Descomposicion de Signo

La determinacion de la positividad de un determinante para un rango especifico de valores en los
paramctros no ¢s un problema fécil, segin lo menciona Ackermann [2], para lo cual muestra una
altemnativa del teorema de Fruzer y Duncan en la version * teorema cruce de [rontera™, empleando

s0lo un menor principal de la matriz de Hurwitz.

Teorema 5.4 (20] (Frazer y Duncan, Rorema de Cruce de Frontera). Sea P(s,Q) = {pls.q) |
q € Q © P C R'} una familia de polinomios de grado invariante can incertidumbre paraméirica
con coeficientes continuas reules, entonces la familia P(s, Q) es robustamente estable si 'y solo si:

{) existe un polinomio estable p(s,4) € P(5,Q), 2} jw ¢ Raices|P(s,Q)] para todaw > 0.

El concepto basico de este tearema es que si un polinomic con incectidumbre parameétrica es
cstable para un cierto valor de parimetras, entonces sus raices estardn en el lado izquierdo cn el
plano de los complejos, st al cambiar en forma continua el valor de los parametros, el polinounio
se hace inestable entonces sus raices cruzaron el eje jw. Frazer y Duncan muestran una forma de

detectarlo mediante la matriz de H{urwitz como aparece en el siguiente teorema.
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Teorema 5.5 [20] (Frazery Duncan). Sea P(s, Q) = {p(5,¢) | ¢ € @ C P C R} unu fumilia de
polinomios de gradv invariante con incertidumbre paraméirica con coeficientes continuos reales,
entonces la familia P(s, Q) es robustamente estabie si 'y séia si- 1) existe un polinomio estable
p(s,q) € P(s,Q), 2) det (H(y)) # 0 para toduy € Q.

Ejemplo 5.1 (2] Dada la familia de polinomios con incertidumbre paramétrica multilireal
descrita por: p(s.q) = cg + 15 + ¢;5° + €35° + cqs%, con coeficientes: colq) = 3, ci(q) = 2,
colq) = 0.25 + 2q1 + 22, calq) = 0.5(q + ¢2), <4(9) = quq2, tal que g; € [L, 5|. Determinar
lu estabilidad robusta de la fumilia de polinomivs mediante el teorema Frazer y Duncan (5.5),

aplicando en forma grdfica el teorema de descomposicion de signo del determinante (4.16).

Primeramente hay que probar que existe un ¢lemento estable. Tomando § = [1 1}7 se obtiene el
polinomio que se muestra abajo junto con su correspondiente tabla equivalente de Routh, de la que

s¢ encuentra que el polinomia p(3, §) es estable ya que todos las elementos de la primer columna

de esta tabla son positivos.

p(s5.G) = T+ 57 +4.257 + 25+ 3

Tabla Equivalentc de Routh

s 1 4253
BFPR A 2
1225 3

st LS

91 4.8

Ahaora hay que tratar de probar que la matriz de Hurwitz (seccidn 4.1) es robustamente no
singular. La matriz de Hurwitz H (g) correspondiente al polinornio p(s, q) es la que se muestra abajo.
Las bases de la pregramacion para hacer la grafica necesaria en la aplicacion del teorema (4.16)
fueron descritas en capitulo anterior seccian (4.5), analizando 9 puntos por variable y auxiliandose
del procedimiento (4.1) de la pagina 09 se prueba que el deternininante de la matriz de Hurwitz es

pasitivo para todo g elemento de Q2 como se muestra en la figura (5.1), ya que todos los vértices
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“x7 y las cotas minuuas “+” son positivos, por lo tanto la matriz de Hurwitz es robustamente no
singular.

[ lg) alg) 0 0 ]
Hig) = calg) cfg) <olq) O
0 clg) alg) o
[ 0 cly) (@) colg) |

B €N dei(H(g))

0 ™ @ &0 e om0
o
Figura 5.1 Positividad del det{H (¢)). Ejemplo (5.1)

Dado que existe un polinomio p(s, ¢) estable y la matriz de Hurwitz es robustamente no singular,

entonces la familia de polinomios es robustamente cstable.



Capitulo 6

Controlabilidad y Observabilidad Robusta en
Sistemas Lineales Invariantes en el Tiempo

El estudio de la controlabilidad y observabilidad robusta de sistemas lineales no ha sido de
mucho inlerés para la mayoria de los autores. Estas observaciones son mencionadas en (43],
donde se proponen condiciones necesarias y suficientes de controlabilidad para sistemas de una
entrada/multiple salida, y de observabilidad para sistemas de miltiple entrada/una salida, en
cualguiera de los casos la inica matriz del sistema lineal que dene incertidumbre es la matriz A. En
[42], se presenta una condicidn necesaria y suficicnte entre la controlabilidad y la cstabilizibilidad
de sistemas de una entrada con incertidumbre parametrica tales que su “*matriz asociada” cumple
cierta condicion. En [45), se proponen algoritmos que por medio de Ja norma Frobenius se calcula
la “distancia " a un sistema de multiple entrada no controlakle, esto es aplicandao la prueba PBH.
En este capitulo se estudia la controlabilidad y observabilidad robusta en sistemas lineules
invariantes en ¢l tiempo de multiple entrada miiltiple salida con incertidumbre paramétrica.

Pruneramente se estudiara el caso que se le puede llamar de perturbacion unidireccional, y
postericrmente el de matrices intervalo.

6.1 Controlabilidad y Observabilidad Robusta en Sistemas
Lineales con Perturbacion Unidireccional

6.1.1 Planteamiento del Problema

Un sistema lineal invariante del tiempo (6.15) tiene incertidumbre paramétrica de tipo perturbacion

unidireccional cuvando sus matrices A, B y C' dependen linealmente de un parametro real ~ y de

matrices fijas.

T = AI+B‘U-MA=AU +rALeR*™ B=Bg+rB e R™™ (6.19)
v = Cz|C=Cy+rC e ™ reR
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Dado un sistema lineal (0.15) con perturbacion unidireccional teniendo fijas las matrices Ag, Ay,
By, B, Cg, y C) tales que el par (Ag, Byg) escontrolable y el par (Aq, Cy) es observable, entonces el
sistema (6.15) es controlable y observable para r — 0. El problema es encontrar el intervalo abierto
7 € (Trmin, Tmax)» qQue contenga r = O para el cual la propiedad que se esta estudiando es conservada.
Del coralario (2.4) se tiene que un sistemna lineal invariante en el tiempa es controlable si y s6la si
UU™ es no singular. Determinar la no singularidad de este producty nu es muy facil ya que la matriz
de controlabilidad de Kalman U = [B AB A’B --- A"~ ! B| depende de A y B y €stas dependen
de r, quedando entonces: U — [(Bg + 7By) (Aq + A1) (Do +78)) (Ag 4+ rA))* (Bo+rBy) - -
(Ao +741)" 7 (Bo+ rBy)].

La matriz U/ depende de r, v2, ..., r™, entonces L/U* depende de », 12, .., r*" y puede ser

expresado como un polinonuo matricial €n r de grado 2n y urden 7 coma aparece en la siguiente
proposicion.

Proposicion 6.1 [18] Sea. Ag, Ay € R™" By, B € R™™, A= Ag+rA, B = Bo+ By,
r € K. Sea U € R [a matriz de controlabilidud de Katmun correspondiente al par (A, B) .
Entonces la matriz de controlabilidud UU* puede ser expresada por un polinomio marricial de
grado 2n.yordenn - UU* = Mg + TM, + 2M, + -+ ¥¥™ My, M, € R™™,

Prucha. Sea: 4, A, € RV B, B, € RV"™ A = Ay + 1A, B = By + rBy,
r € N Sea U € R**"™ |a matriz de controlabilidad de Kalman U = [V, Ug,---,U,] donde
Ui = (Ag + 7A) " Y(Bg + r51), por simple multiplicacién de las matrices se obliene que una
matriz (Ag + r4()* ! es un polinomio matricial dependiente de = de grado i — | y orden n. De la
misma manera ¢l producto (Ag + 7A4,)* ' {Bg + r8\) es un polinomio matricial dependiente de r
de grado ¢ y orden n, de aqui ¢s obvio que el producto U™ es un polinomio matricial dependiente
de 7 de grado 2» y orden n M

Se tene yue €l par (Ag, Bo) es controlable, por lo tanto la matriz de controlabilidad U™ es
no singular para r = Q y entonces My es no singular, pero quedan dos problemas por resolver: el
primero es como determinar los limites de v en los que {JL'* pierde no singularidad, y el segundo

cémo determinar los coeficientes matriciales M, por un métode mas facil que multiplicacién y
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factonzacion. Para la solucidn al pnmer problema, es necesano hacer uso de la siguiente propiedad
de la matriz compaiiia.

Proposicion 6.2 [5, 22, 39| (Polinomio Caracteristico de la Mutriz Compuiia a Blogues). Sea

M € RY™*N™ ynag Marriz Compadiia a Blogues:

0 { a
0 U
M= : : Z
0 0 0 I
L ~Fy —Fyoy —Fn-z - =P |

Donde F,, [ € R entonces: det (M — M) = det (IMNY + FAM™ 4 FAN=2 o 4 Fy)

Debe notarse que el determinante de UU* = My + rM, +r2My + - - - + ré* M,,,. tiene la misma
forma del determinante del polinomio caracteristico de la matriz compaiiia, para poder utilizar esta

propiedad es necesario obtener las expresiones de las matrices M.

6.1.2 Polinomio de Matricial de la matriz. de Controlabilidad

El célculo de las matrices My del polinomio matricial UY® = Mg+ My +r2Mg + -« -+ 12" My,

es demasiado tedioso si se tratan de obtener por simple multiplicacion y factorizacion de UU*, para

resolver este obstaculo se propone el siguiente tcorema.

Teorema 6.1 [18] Sea UU* el polinomic marricial de acuerdo a la proposicién (6.1). Las marrices

M), son obtenidos por procedimientos derivativos como sigue:

— ou U Y 8*u
My, = EPka Y=01 P - [U '6_7-. or? o gre—1 o 61‘"]
FU 9T ghei=apy ; k!
Qw = [Clgr—k QHET " CeGrmrica C"“D] v CaT (@a—1)1(k+1-a)

Donde:

- wXIm akU ak(‘rl akUz akUn
U=[UylUy -+ Uy} € R=™ are —[

RS — ai-l nxm
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Oka_ akAi_l 8k—lAi—l ak Ar achl—l ak«—le—l
ark _a;,.TB +E Grr—1 B, Ik T gk A+ k_a,.TA‘

Prueba. Dadu la expresidn de UU* de la proposicion (6.1), UU* = Mg + vM + 7 M, +
-+ 77 M,,, M, € R"*=_ es abvia que cualquier matriz M, se obtiene por medio de M, =
8" (UU*) <
k, ot . . Para obtener las derivadas parciales de / U/* con respecto a r €s necesario obtener
o dA* _ 3(AA
las sipuienles derivadas. Dado que A = Ao + rA,, entonces @ = A, _ 2ad) =

AAt AA,,

aA:& a(A‘A) aAz aT 67‘ ar
= A+ A?A, dec donde se abtiene:

or o ar
B B5-1
6(;: = ‘9‘; A+ A% t4, (6.16)

2 4B 2 AB~1 a-1 3 4B
Esta ltima derivada sirve de base para obtener: S = o A+ 26A A 2.

atodhlh P Pr ar? dr? gr Vo
il A6~
573 A+3 5. A,. de donde s¢ llega a:

a;f = ak;;i_l A+ kak;fi_l A, 617

Dadoque U, = A*'B, A=Ay + 1A, y B = By + rb, entonces % e 83‘ lB + A By,
(j—rUT‘ = 625: :. : B+ 20‘3:_—‘ B, , de donde se obticne:

[.a derivada parcial con respecto a r del producte UU* es aovn) _ U a(;f : + %gU' que
se puedc expresar como ¢l producta de dos matrices i = [ OU} G = [%—E ] tales
que @ ((5':}‘) = PQ3. La scgunda derivada pa_rcial del producta UU™ es la pumer derivada
parcial del producto A Q7, i gifj ), =P %:J.*l QL Al substituir £, y @, en funcién de
[J resulta 6——-———2 o) _ U?E +- 2(2(—!6(]‘ BQU

57— = UV3n uU *, que se puede expresar coma el producta
T T

dr ar gr?
, au *ul FU LU 0% (UU”) .
de dos matrices +; = {U o m] . [37‘2 2 U] tales que - oz < £,Q5.

. : ou g*u U
De la misma mauera se abtiene la lercer denvadg en donde resulta Py = [U ar T - J] .
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»FrU U oU FPUut .
Q3= [ I 3== a7 == ar U] .——591_3 ) = P3Q3. De las operaciones hechas hasta aqui sc puede
suponer:
g (uu* "
_gﬁ)=5@ (6.19)
au W > U g~ U
Pk‘ = U — PR - —_—
ar Jr? G-t grk-1  grk
Fu U e s AU k!
Q*—[°"F QT U Gagamie U %G, U]' * = @k 1-a)
+1 » Ig/
Tomando como verdadera (6.19), se obtiene 8"8—(3[& = PhaaQ k 68 ka. 2 =
(ET 6“U O @y UV a8V U U el
‘dv"“ Frk 3d'r‘° i Ca grk+2—a “d: ar|”ar  |ar arr 3 ore
k[T e+ : . k+ipfe
. %k— %T“*(T} de donde se obtienen los siguientes productos: P.‘% = [c"U aa,T
Vel afurr Casuar o N 3N a*U au* ap,“ g = ROU U
G e S g e g B A | e O T | e
O FTN (G UB T Ot ot U La-uau” 6"‘“UU I
257 gre-t G ord grk=2 C"Er: Arkrl—a ¢t ar* gr OrkH maimense se
. L l:+1 (_UU') ak+1Uni au 6kU- a2 g1y
obtiene la derivada W = ark+1 ( k )01‘ ark ((J‘ )B 2 arkbl 52 <
i CADNL ' BV B SR -RU gtu ouU* U N
(ca1+ ¢a) Gro=t grkil-a (8 + chui) Ore grhti—a (It )a X O a,_an 2
e : .‘d..'k“(UU)
expresion correspondiente a la derivada AT T
A, U Ll O U U
eF(uuU) U Gkt a5 Brk oy G2 grk1

ar or
A ge-\pf gk+i—agr- o o<ty gktl—arre
4 Fra=l FGrk+2-a Casl Ire Gri+l—a

gk (i)

Jrk+1

au asy
ck+; Ir &k agr a.rlw-l v

S¢ puede ver de la expresion de que los coeflicientes que intervienen en esta

rke+l
derivada se obtienen de la derivada anterior de la siguiente manera: &t = & | + & =
k! k! (k+1)!
dond Ita: &+ = :
T +8 ol o= TR L o doude resl “G-Nksz—a)

a* (")
ar*

Dadu que las ecuacianes (6. 19) womadas como verdaderas, correspondientes a l2 denvada
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g+ U

se cumplen para la derivada kel entonces por induccion matematica las ecuaciones (6.19)
or

son verdaderas. W
gk A7

9% es recurrente y su resultado se obtiene por
=
operaciones solamente algebraicas. Asi también para A? la derivada mas alta que se obtiene es

AR

g8 Y la 8 mas grande es n. Por otra parte la derivada mas alta que se obtiene de U, es a‘U_i vla
& 4P
a:t desde 8 = 1 hasta 7, se obticnen

Debe notarse que la ecuacion (6.17) de

1 mas grande ¢s n. Una vez obtenidas todas las derivadas
AU, U _ .
s Y ey que son empleadas en P, v Q¢ de donde finalmente se obtiene la matmz

las derivadas
le X

6.1.3 Controlabilidad Robusta en Perturbacion Unidireccional

El sisterna lineal con perturbacion unidireccional descrito en (6.15) es controlable parar =0, y al
incrementar o disminuir  la controlabilidad se puede perder. El problema es encontrar los limites

del intervalo abierto que contiene ar = 0 : r;, < r < max donde la controlabilidad se pierde, lo

cual se determing mediante €l siguiente (Corems.

Teorema 6.2 [18] Sean A, B matrices de un sistema lineal con perturbacion umdireccional,
A=Ag+ 74, B = By + 7D, tales que Ag, A; € "™ y By, B1 € R**™, yel par (Aq, Bg) es

controlable. Sea U la matriz de controlabilidad de Kalman, entonces el par (A, B) es controlable

en el intervala abierto de r que cantiene a r = -

Twmin < T < Tmax

1 1
Donde M es la matriz compadiia de la proposicién (6.2} generada tomando F, = Mg'M,,

Asi min (M) es el minima vator caracteristico real negativo de M y Az ... (M) es el maximo valor

caracteristico real positive de M.

Prueba. Sean A € Ro"*" y B € "*™ las matrices descritas en el enunciado y sea U la matriz

de controlabilidad de Kalman. €l par (4, B5) es controlable si y solu st 1a matnz de controlabilidad
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de Kalman U ticne rango » 0 equivalentemente U/ * es no singulat

Dado que {Ag, Bo) es controlable, entonces la matriz (/| _, = Up tiene rango n. y Ul = My
es no singular, por 1o tanto se puede factorizar en el polinonmuo matneial del producto: JU* =
My (F + Mg "M+ Mg Myr® + -« + Mgt My, r®®)

Dadao que el par (A, B) es controlable a ~ = (, no hay necesidad de analizar la ecuacion anterior
en r = 0. Entonces podemos emplear la variable 1/r para factorizar 7" en la ecuacidn anterior ¥

darle la musma forma del polinamio caracteristico de la matnz compaiiia de la proposicion (6.2)

cOomg s¢ muestra en seguida:

UU* = Mo (1 (1/r)™ + Mg My (/)"0 4 o MG M) 6.20)

El objetiva cs determinar los limitcs de & : Tmin ¥ Tmax ©n los cuales el par (A, B) pierde

controlabilidad y esto sucede cuando det (JU*) = 0, tomando en cuenta que el analisis se esta

haciendo para r # 0 y que Mg es no singulur, entonces ¢l par (A, B) es controlable si y sdlo si se
satisface:

det (1 (1/r)* + Mz My (1/m)™ M 4o + MG My,) #0 621)

De la proposicion (6.2) se puede ver que si formamos la matriz compailia tomando F; = My ' M,
desde ¢ igual a | hasta 2n de tal forma que N de la proposicion (6.2) es NV = 2n, entonces el

polinomio caracteristico de la matriz M, det (A — Af), es igual al determinante(6.21)si A = 1/7.

M(F) | K, = M5 M,

def (A — M) = det (127 + Mg MY 4ol MG M) 6.22)

El determinante del lado derecho (oma el valor de cero cuando A toma un valor caracteristico de
M; dado que r es un real, entonces el determinante (6.21) es diferente de cero si y solo si 1/r ¢s
diferente de cualquier valor caracteristico real de M.

Si hacemos 7 = ¢ > 0. donde ¢ es un valor positivo arbitrariamente pequefio, 1/7 sera

arbitrariamente grande y si A§,... (M) cs un valor finito, entonces Ag .., (M) < 1/r, y asiel
determinante (6.21) es diferente de cero y el par (A, B) ¢s cunuolable, Siraumenta de valor, 1/r

disminuye, de tal manera que ¢l maximo valar de r posible &5 cuando 1/7max = Azmax (M) -
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Sihacemos r = ¢ < 0, donde ¢ es un valor negativo con magnitud arbitrariamente pequefia, 1/7
sera arbitrariamentc grande en magnitud con signo negativo y si Agnia (M) es diferente de menos
infinito, eatonces 1 /7 < Ag i (M) v asi el determinante (6.21) es diterente de cero y el par (A, B)
es controlable. Sir aumcnta de magnitud pere continua negativa, 1/7 disminuye de magnitud pero
continua negativa, de tal manera que el minimo valor de r posible es cuando 1/r i, = Ag min (M),

concluyendo asi que el par (A, B) es controlable si y sdlo si:
Tamin <V < Tmax

1 1
Tmin = —— y  Bias ™= e
o AR (M) A (M)
Debe de notarse que cuando no existe valor caracteristico real positivo de la matnz M, entonces

r puede tomar cualquier valor real positivo. Ya que 1/7 nunca serd un valor caracteristico real
positiva de la matriz M, el detcrminante (6.21) nunca tomara el valor de cero y el par (A, B) no
perdera controlabilidad, concluyendo asi que cuando no existe valor caracteristico real positivo de
la matriz M, se tomard Ay o (M) = 0, ¥ Tax = 0.

Cuando la matriz M no posee valor caracteristico real negativo, entonces r puede tomar cualquier
valor real negativo, ya que 1/7 nunca sera un valur caracteristico real negalivo de la matriz M,
¢l determinante (6.21) nunca tomara el valor de ccro y el par (4, 8) no perderd controlabilidad,

entonces cuando no existe valor caracteristico real negativo de la matriz M, se tomard Ag i (M) =

O ¥ Timin = —00-

Ejemplo 6.1 Dadas las matrices Ap, Ay, By, B\ con el par (Aq, Ug) controlable, determinar el

intervalo abierto de  en el cual se preserva la controlabilidad del par (A, B) ,donde A = Ao+1A4,
¥ B = BU + rB,.

0 1 0 0 ] [ 1 0]
0 0 1 o 0 1
AO_- 1 Bn—
0 0 0 1 0 1
| -2 -4 -3 -1 | 1oL
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11 0 ¢ [ -1 ]
0 -1 0 O 0 1
Al = Bl
0 0 0 1 =1 1
-2 0 -3 0| | -3 1 |

Mediante un programa de calculo numérico se obtienen las matrices A4, de acuerdo al teorema
(6.1), se forma con ellas la matriz M de acuerdo al teorema (6.2). Una vez obtenida la marriz M se
obtienen los valores caracteristicos y se abtiene el maximo y minimo de los valores caracteristicos

reales. Los valores caracteristicos mas cercanos a los nameros reales son;

A21 = —1.0000 % 10° 4+ 1.4414 x 10~%¢
72615 % 1074 4+ 3.7177 x 10774
Az = 39423 x 10719 + 22123 x 10-7%

A2z = —1.0000 x 10° — 1.4414 x 10~%
Ayy = —72615 x 10714 — 37177 x 107§
Az = 3.9423 x 10713 — 2 2123 x 10~ 74

Azg =

Sc puede ver que por errores de calculo numeérico no hay ni un solo valor caracteristico con valor
real puro, por lo cual hay que despreciar la parte imaginaria cuando €sta es demasiade pequefia.
Considerando asi: A, = — 1y A}

+ . =0, de dondc se obtiene Agni. = — ! ¥ A\ nax = 0 de donde

obtenemos T;n = —1 ¥ rpax = o0, resultando asi:

-1 < r < 0.

En el caso particular que 4, = Aq, By = By y ¢l par (Agq, D) es controlable, entonces
A= (1+1rA4, B = (1 +7)By y la matriz de controlabilidad de Kalman U = [(1 +
T)Bg (1L +7)2A¢By (1 + r)* A2 By -+ - (1 + )" A5~ By, Dado que el par (A4q, By) es controlable
y que el rango de [(1 + r)Bg (1 + r)2A¢By (1 + r)PAiB,
de |B, AyBy A%B,

ool + 7)" AT By| es igual al
--- A§ !B, entonces el par (4, B) es controlable en el intervala abierto:

-1 <r <.
6.1.4 Observabilidad Robusta en Perturbacion Unidireccional
Se tienc un sistema lineal invariante ¢n el tiempo con perturbacion unidircccional (6.15) y el par

(Ag, ) observable, entances (A, C) es observable parar — 0. Se trata de determinar el intervalo

abierto T € (Tmin, Tmax) para el cual la observabilidad del par {A, C) es conservada, por otra
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parte por el teorema de dualidad [13] se tiene que un sistema lineal £ es observable si y solo
si ¢l sistema lineal dual E* es conuolable, entonces el problema de observabilidad se resuelve
mediante el teorema de dualidad, y el teorema (6.2) de controlabilidad robusta en perturbacion
unidireccivnal. Tomando en considesacion que la independencia lineal de los renglones de la matriz
de controlabilidad {/ no se afecta si se cambia A por — A, entonces la observabilidad robusta en

perturbacidn unudireccional se determina de acuerdo al siguiente corolario que no requiere mas

demostracion.

Corolario 6.3 [18) Sean A, B*, C*, D* el compleja conjugado de ias matrices A, B, C, D,
del sistema lineal con perturbacion unidireccional {6 13) con el par (Ag, Cy) observable, sea U la
mairiz de controlabilidad de Kalman, sea UU * el polinomio matricial construido con A* en vez de
A. yC enlugar de B. Sea M la matriz compariia construida con las matrices My del polinomio
matricial Ul/* entonces el intervala abierto en v para conservar la abscrvabilidad del par (A, C)

1 L
ta defindd 7 P T Tyac donde Tinin = —— 75 ¥ Tmax = T3 71
esta definido por: vy < v <1 onde T o (M) ¥ Tm e (M)

R max

Es obvio que en la aplicacitn de esie corolario se bacen las mismas consideraciones que en €l

teorema (6.2) acerca de las casos cuando no existe valor caracteristico real posilivo ¢ negativo.

6.2 Controlabilidad y Observabilidad Robusta en Sistemas
Lineales con Matrices Intervalo

Dado un sistema lineal invariante en el ticmpo con dependencia paramétrica cn sus matrices (6.23),
diremos que ¢l par (A(g), B(q)) es robustamente contrelable si y sdlo si lu conuolabilidad del par
se mantiene para tode g elemento de Q. De la misma manera se dira que el par (A(g). C(q)) es

robustamente observable si y sdlo si la observabilidad del par se mantiene para todo g elementa de

@, dc acuerdo al corolano (2.4) sc puede establecer el siguiente hecho.

z = Alglx+ B(Q)“l A(Q) e ?YE"'""' B(q) € RjUEm Q c Pc R(

(6.23)
Cg)r | Cle) € R™F

@
Il
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Hechu 6.1 El par (Alg), B(Q)) es robustamente controtable si y solo si el determinante de
U(q)UT(q) es diferente de cero para tado q elemento de Q.

Dada la dependencia paramétrica de Yas matrices y de acuerdo al hecho anterior, el problema de
controlabilidad robusta se maped a un problema de positividad de una [uncion polindmica que se
puede resolver por medio del teorema de descomposicion de signo de la matriz de controlabilidad
(4.17), y aplicando en forma grafica €l teorema de determinacidn de signo mediante particidn de
cajas (4.14), como se puede ver en l siguiente ejemplo:

Ejemple 6.2 Dado el sistema lineal invariante en el tiempa © = A(q)z + B(q)uw, con
incertidumbre paramétrica en sus matrices, con una caja de incertidumbre paramétrica  C R?

tal que ¢; € (0, 1|, determinar si el par (A{q), B(q)) es robusiamente controlable.

0 g\ 0 01
Alg)=10 1+ L |, Bl@=1{0 g
gz 0 1 1 0

Para generar las ecuaciones del teorema (4.17), primeramente se obtienen las matrices A(q) y

B(q) en su representacion (o, 8), que en este caso son iguales dado que los elementos no poseen
parte negativa:

0 ¢ O 0 ¢ 0 01 01
A@a=]10 1 1}: AQs=|0 1 1|, Bl@gla=|0 ¢ |+ Bl@la=]0 ¢
@ 0 1 g2 0 1 10 L U

Una vez teniendo A(¢) y 8(¢) en su representacién (o, ), se genera un programa de cilculo
nwmeérico para obtener las partes independiente, lineal y no-lineal de cada parte a y # de lu matriz

de controlabilidad. Las ecuaciones de cada parte se generan para unia caja I tal que ¢ = ™" ¢ §,
en ¢! siguiente orden:

0 g 9O 0 p 0
A(Tm= 0 1 1 ; Agliuz 0 1 1

[1—20 L #20 1
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a1 | 01
Bi" =10 uy | . Bg "= |0 py
10 1 0
5. 0] (0 &, 0
Al@Qar— |0 1 y AlQlge= |0 1 1
b 0 L | 6, 0 1
01 | [0 1
Bl@lar=| 0 83 ,B(q)5L= 0 &5
L0 10

Parte lineal de la matriz de controlabilidad: (A%),, = A™ Aoy + Aar (A7), (A%, =
AT Ap, + AﬁLA“"“ Ular = Bor, Ulgr = Bgi, Via, = AT Bay + Ao BT, Uy =
ASB 4 Ag BI™, Unar, = (A™)? Bop + (A2), B, Ungs = (Ag*)" Boy, + (A3), BE™.

Uat = [Vtar, D2ars Uaacr], Use = [Whge, Uzpe, Usstl-

Parte independiente de la matriz de controlabilidad: Uit = BZe, U®" = Bgie Upt =
AT G = A e = Am'm)"’ B,y — ( Amln) e gmin
(U, Lrgie, U], Ugs = (U, Ugie, Ug®

(LUT)7" = g (ug)T, (UUT)E = ugt (Ug)”

Partes lineal y no-lineal de la matriz de controlabllldad. (U@UT(®),, = U (Uar(8))" +
Uar(8) (UE) ", (UGUT () g, = U™ (Upe (8)7 + Uoc (8) (U5)"

(UEUTE)) . = U@QUT(Q),, ~ (UUT)T" = (UEUTQ)),,

(UEUTE) o = UUH(@) - (UUT)Z — (VLT @) 5,

Con las ecuaciones de |a parte lineal de las partes ¢ y 4 de l« matriz de controlabilidad, se abtienc
el determinante en los 8 vértices de la caja T para obtener el valar lineal minimo: det, (UUT)
det, (UUT)

Con las ecuaciones de las partes lineal e independiente de cada parte o y A de

al min ’

BL min "

la matriz de controlabilidad, sc obticnen las partes « y # de la parte no liueal en
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min

Fm i (UE™UT(E™) v = U(pmn + EUT(pm + ). — (UUT),
(U (E™*)UT(6™)), 1+ (U(&'““")UT(é"'“))BN = (U(E™" 4 §™)UT(u™" + §™))s —
(UUT);" — (UE™)UT (™)) 5y -

Con los valores anteriores se procede a calcular la cota minima del inciso “a” del teorema del
poligono (4.13) f™® 4+ f; in — fua(8™) < f(g), que en representacion (a, /) de acuerdo
al hecho (4.6) es: (det, (U(q)UT(q)))a cote min = deta ((UUT)T") + det, (UUT) .. +
J ((U(é"‘“ WUT(E™)), = (U(«S“""‘)W(é'““))pw) , (det (U@UT(9)) 5 cora min =
deto ((UUTYZ") 4 dete (UUT) ;o — 3 ((V(E™)UT(6™)) . — (UE™)UT (™)) o)

Con el programa de célculo numérico descrito se obtiene la cota minima del determinante de

al min

controlabilidad, con una divisién de variable de 35 partes iguales, resulta la grafica de la figura
(6.1) de donde se puede ver que el determinante es positivo para todo valor de g elemento de @, ya

que se satisface el teorema (4.14), por lo tanto el (A(g), B(q)) es robustamente controlable.

B A : det({UU")

1t

Figura 6.1 Positividad del det(U(¢)U7(q)). Ejemplo (6.2)

El problema de observabilidad robusta, mediante el tcorema de dualidad se convierte en un
problema de controlabilidad robusta. Debe notarse que los teoremas empleados en el ejemplo
anterior, son validos para cualquier dimension de las matrices, y para cualquier nimero de
pardmetros, pero el trabajo de computo y el tiempo de solucion se incrementa al aumentar ambos

como sucede en cualquier otro algoritmo.



Capitulo 7
Aplicaciones
En este capitulo se analizan dos aplicaciones de descomposicién de sigho a la estabilidad robusta

de casos reales, uno de ellos es un avion militar F4-E descrito por Ackermann (2], y el otro caso es

la maquina Fiat descrita por Barmish [5].

7.1 Avion Militar F4-E

El modelo simplificado del avion militar F4-E, figura (7.1) (2], es descrita por J. Ackermann [2],
este avién es una modificacion en la que agregaron unocs alerones delanteros (“canards™) con los

que se ganu maniobrabilidad pero se perdio estabilidad, sobre todo en baja velocidad y baja altitad.

Figura 7.1 Avidn militar F4-E
El modelo simplificado y linealizado es & = Az + Bu, el estado es « = [, & 6.]7, donde n, es

la aceleracion normal, & = @ es la velocidad de pendiente €, y ., es el angulo del elevador (alerones
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traseros), lu sefial de entrada al elevador d,om ¥ la sefial de entrada a lus “canards”™ d4pm dependen
dc una tnica entrada ¥, §ecpm = U Y Fecom = -0.7u. La matriz A estd en funcidn de seis parimetros
fisicos @;;, pero en el polinomio caracteristico sélo intervienen cuatro parametros fisicos que son:
@1, @12, G21, G22.
@y Q12 a3
A= a3 a3z agy
0 0 -14
Ackemmann muestra los valores de las parametros fisicos a,; a diferentes condiciones de vuela,
de las cuales tomamos dos puntos de operacion: 1 y [ que aparecen en la tabla (7.1), se sabe que
el modelo es estable en las condiciones [/ con las siguientes valores caracteristicos: A; = —14.0,

A = —08706 — 4.29737 y A3 = —0.8706 + 4.29737 ¥ que no ¢s estable en las condiciones 1.

! I
Mach 0.9 15
Altitud | 35000 35000
an _0667 | —05162
ag 18.11 26.96
ag 0.08201 —0.6896
ayy —0.6587 —-1.225

Tabla (7.1) Condiciones de vuelo. Avion militar F4-E

Para aplicar la descomposicion de signo en el anahlisis de la estabilidad robusta del sistema, s
necesario primeramente hacer una transformacion de coordenadas ay; = ay,r7 + (@ijr — Gizyr ) Qs para
llevar la caja dc incertidumbre paramétrica a un cono convexo pasitiva, cn este caso sc convierte
cadla parametro ¢;; en una funcion de un parametro ¢gx € {0, 1] tal que @ C P. como aparece en

seguida:

anlq) = —0.5162 —0.1508¢;
ap(g) = 26.96 — 8.8500¢;
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unlg) = —0.6896+ 0.7716ys
0.22(@) = —1225+05663Q4

Debe notarse que cuando ¢l pardmetro gp = 0, 1a ai;, = a5 y cuando g, = 1, la ay; = ayy,
mediante esta transformacion de coordenadas se abtiene lu matriz A(g) de donde s obtiene el

polinomio caracteristico p(s, q) con caeficientes ¢;{¢) con dependencia multilineal como aparecen

abajo.

p(s,q) = co(q) + c1{g)s + c2(g)s® + calq)s’

colg) = 269.14 — 85.441q, — 291.23g; + 95.601q3g, — 4.0925q4 + 2.5862¢, — 1.1956q, 94
e1(q) = 43.601 — 6.103g; — 20.802g; + 6.8287¢3q2 — 8.2205¢4 + 2.2959¢,
—8.5398 x 107 %g,q4
ci(q) — 15.741 + .1508g, — .5663g4
eslg) =1

Como muestra de |a aplicacion de descomposicion de signo en el anilisis de la estabilidad
robusta de la familia Jd¢ polinomios, s¢ analiza en ¢l sector de dominio de los parameuos fisicos
g € [0, 0.75), entonces se toma @ = {¢ | @ & [0, 0.75], i = 1, 2, 3, 4} La estabilidad robusta
de la familia de polinomios es analizada por el teorema (5.5) de Frazer y Duncan que dice que una
familia de polinomios es robustamente estable si y solo si existe al menos un elemento estable y
el determinante dec la matriz de Hurwitz es diferente de cero para toda ¢ elemento de (). Se sabe
que el sistenia es estable en el punto /1 que es ¢; = U y el determinante de la matriz de Hurwitz
es analizado dividiendo cada pardmetrg g; en & partes iguales, se puede ver en la figura (7,2) que
aparccen positivos todos los vértices minimo y méaximo “ X ” de cada una de las cajas [, asi como la
cota minuma “+” de cada caja tambien es positiva, entonces de acuerdo al teorema de determinacion
de signo mediante particion de cajas (4.14), el determinante de H(g) es positivo paratoda ¢ € Q
y dado que el sistema es cstable en el punto {1, entonces de acuerdo al teorema (5.5) la familia de

polinemmos P(s,y) s wbustamente estable.
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Det(H(q))

2 4 1] B 10 12
x 10°

o
Figura 7.2 Positividad del det(H (q)). Avién militar F4-E

7.2 Miaquina Fiat

El modelo de la maquina Fiat es tomado de Barmish [S] donde presenta un modelo simplificado
a dos entradas y dos salidas. Las entradas son el avance de chispa y la apertura de la vélvula de
estrangulamiento. Las salidas que son la presion del motor en el “manifold” y la velocidad del
motor, Finalmente Barmish muestra el polinomio caracteristico p(s, g) de la maquina controlada
en lazo cerrado, los pardmetros ¢ son ganancias del controlador y parametros fisicos de la maquina.
El polinomio caracteristico es de séptimo grado, con incertidumbre’ paramétrica de estructura

polinémica, los coeficientes ¢;(g) del polinomio aparecen al final del capitulo.

p(s,q) = colq) + c1(q)s + ca(q)s® + ¢3(q)s® + ca(q)s® + cs(g)s® + cs(g)s® + c2(q)s”

Ia estabilidad robusta del sistema se analiza por medio de la tabla equivalente de Routh y
descomposicion de signo, esto fue para evadir el problema de trabajar la descomposicién de signo de
determinantes grandes que consumen mucho tiempo de computo como lo hubiera sido si se analiza
mediante la matriz de Hurwitz. Ademas en la tabla equivalente de Routh no se analiza la positividad
del octavo ((iltimo) coeficiente de la primer columna ya que consume mucho més tiempo de andlisis

que cualquier otro coeficiente de la misma tabla, en lugar de la aplicacién tradicional de la tabla de
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Routh ¢ la equivalente, se hacc de la siguicnte mancra.

Aplicando los conceptos de Meinsma [33] y Dullin [16] a un polinomuo con sus pnmeros dos
coeficientes del mismo signo, de grado ¢ que es formado con los coeficientes de cualquier par de
renglones seguidas de la tabla de Routh o equivalente, se tiene que es estable si y solo si el polinomia
reducido de grado ¢ — 1 ¢s estable.

Aplicando sucesivamente la propiedad de estabilidad de un polinomio con su reducido se tiene
que el polinomia original es estable si y s6lo si tados los caeficientes de la primer columna desde
¢l primero hasta los correspondientes de un cierto polinomio reducido de la tabla de Routh o de la
equivalente son del mismo signo y el polinomio reducido es estable.

En este caso de la maquina Fiat, los coeficientes del sexto renglén de la tabla Equivalente de
Routh 8,1(q) ¥ bs.2(g) y el tnico del séptimo renglon br1{g) forman un polinomio reducido de
segundo grado, de tal forma que el polinomio p(s,q) es robustamente estable si y sdlo si los

coeficientes: by, (q), ba1(q), b3.(q). ba1(q), 0s1(¢)> be,1(q). bs2(¢) ¥y b71(q) son positivos para
todo vector paramétrico ¢ elemento de Q.

De acuerdo a Barmish, un punto interesante para analizar es el vector siguiente:
q° = [2.1608 0.1027 0.0357 0.5607 0.01 4.4962 1)T

Dadas las pusibilidades de ¢quipo de computo con que se cuenta y la magnitud de este problema,
se analizd la estabilidad robusta del polinomio en una caja de incertidumbre gue tiene como vértice

minimo Euclidiano ¢° y el vértice maximo Euclidiano aumenta al minimo en un 1.5 por ciento sus

COMmMponeEntes Cumo se muestra ¢n seguida:

O={¢=lnge .. ¢ |lelg ;¢ i=12 ..., 7}
q € [2.1608, 2.193212]
@ € [0.1027, 0.104241]
@ € [0.0357, 0.036236|

9. < (0.5607, 0.569111]
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g5 € {0.0100, 0.010250]
g € (44962, 4.563643)
q; € [1.0000, 1.015000]

Los prmeros dos coeticientes de la primer columna de la tabla equivalente de Routh, son los
coeficientes del polinomio ¢;(q) y ca(g), que por sunple inspeccidn se puede ver que son pysitivos
para todo vector q elementa de Q, el coeficiente by, (g) es analizado dividiendo cada parametro en
dos partes (guales Y es positivo para todo vector ¢ elemento de ) como se puede ver en la figura
(7.3), en donde se aprecia que el coeficiente,es positivo, en tados los vértices minimo y maximo
“x " de cada una de las 128 cajas [, asi como la cota minima “+” de cada caja también es positiva,
por lo tanto de acuerdo al teorema de determinacion de signe mediante particion de cajas (4.14),
el coeficiente by ;{q) es positivo para todo vector ¢ elemento de Q. De la misma manera los demds
coeficientes son positivos para todo vector ¢ clemento de @, como se pucde apreciar en cada una de
sus comrespondientes figuras que aparecen abajo, los coeficientes bq,1(¢), b51(g), 45.1(¢) ¥ ba2(q)
son analizados partiendo cada parameuwo en dos partes y en el coeficiente br;(g) hubo necesidad
de partir cada parametro €n cuatro partes iguales para poder probar su positividad.

En lus graficas de los coeficientes de la tabla equivalente de Routh, €l grupo de las marcas
“ % " gorrespondientes a los vértices p™® y ™ y el grupo de marcas “+” correspondientes a
la cota minima de cada una de las cajas I, aparecen traslapados cn los coeficientes by 1(q), b4 1(q),
mientras que en los coeficientes b5 1(q), b5 1(q). bs2(q) ¥ 67.1(q). aparecen separados, pero en ambos
casos los grupos de marcas “ x ™ y “1” se encuentran arriba del ¢je « satisfaciendo asi ¢l icorema
de determinacion de signo mediante particion de cajas (4.14) que determina la positividad de los
coeficientes.

Por lo anterior los coeficientes b11(q), 621(q), b31(q), b41(q), 85,1(q), bs.1(q), bs2(q) ¥ b7a(q)
son positivos para todo vector paraméirico ¢ elemento de Q, entonces la familia P(s, Q) es

robustanente cstable.
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Parte Positiva de los Coeficientes

coplg) =
Clp(‘]) =

eaplq) =

c3p(Q) D

6.82079 x 10~°g,g3q2 + 6.82079 x 10~°¢1¢2¢40s

7.6176 x 10™%g2q2 + 7.61760 x 10~*¢2q? + 4.02141 x 10~ qoq2+
0.00336706q1g397 + 6.82079 x 1075¢,qags + 5.16120 x 10 *¢2gsgs+
0.00336706¢; g2q4qs + 6.82079 x 1075q,9294q7 + 6.28987 X 10~ 3¢, qsq5q6+
4.02141 x 107¢q1g3qags + 6.28987 x 107°g,93q49s + 0.00152352¢2q3949s+
5.16120 x 10™%g2q3¢4qs

4.02141 x 10 %q,¢2 + 0.00152352¢,¢2 + 0.0552¢2¢2 + 0.0552q¢2¢2+
0.0189477q, 9292 + 0.034862q;g3g2 + 0.00336706¢,qaqs+

6.82079 x 10 °q1g4g7 + 6.28987 x 1075¢,gs5¢s + 0.00152352¢3q4q5+
5.16120 x 10™%gsg4gs + 0.034862q; 42qags + 0.0237398¢2gs g6+
0.00152352¢2¢597 + 5.16120 x 10~4g2geq + 0.00336706q; 247+
0.00287416¢,¢2q59s + 8.04282 x 107%g,9295q7 + 6.28987 x 107 °q,q2q5q7+
0.018947791 939495 + 0.00287416¢1¢3qags + 4.02141 x 10~*qlqsgsq,+
0.1104929394g5 + 0.0237398q2q3q496 + 0.00152352¢293q4q7+
0.00103224¢295s

0.0189477¢192 + 0.1104q2¢2 + 5.16120 x 10~%gsqe + ¢202+

7.61760 x 10 g3q7 + g3qZ + 0.1586¢19292 + 4.02141 x 10 %q 9002+
0.0872¢; 392 + 0.034862q) 9495 + 0.00336706q,94q7 + 0.00287416¢, 956+
6.28987 x 107 5g;g597 + 0.00103224q2q5g7 + 0.1104g3q4g5+
0.0237398¢3q496 + 0.00152352¢39447 + 0.1826q3qsqs + 0.1104¢2g59,+
0.0237398959s97 + 0.0872q192qags + 0.034862¢1 29497+
0.0215658¢1929596 + 0.03789549;¢2g5q7 + 0.00287416g:92q6q7+
0.15869,9394¢s + 0.0215658q,q3q4q6 + 0.0189477q,93G497 + 292939495+
0.1826¢2¢3949s + 0.110492g3g497 + 7.61760 x ~* g2 + 0.047479592q5qs +
8.04282 x 10 “q19597 + 0.00304704¢2q5q7



C4p(Q) =
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fﬁp(‘)) T
U7p(Q) T
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0.1586q,¢% +4.02141 x 107%q,¢2 + 2q2q + 0.00152352q,¢2+
0.02373984s5Gs + 0.00152352gsq7 + 5.16120 x~* geq7+

0.0552¢2q7 + 0.01894779192¢% + 0.0872q,qaqs + 0.034862¢, guq-+
0.0215658¢,95gs + 0.002874164,96q» + 0.0474795¢296q7 + 2g39435+
0.18264¢39496 + 0.110493gag7 + 292q597 + 0.1826q%¢s97 + 0.0872q1q2quqr+
0.3172¢1929597 + 0.0215658¢1y24syr + 0.1586¢, 939497 + 2¢293q497 +
0.055292 1- 0.3652g3g5gs + 0.0378954¢,gsq7 + 0.2208¢40s5q7
0.01894771¢% + 0.1104¢2q2 + 0.1826¢s5¢5 + 0.110dgsqy + 0.0237398g6g7+
q2g2 + 0.1586q19297 + 0.0872q19aq» + 0.0215658q195¢7 + 0.3652¢2¢6q7+
2q19497 + g +T.61760 x 1072 + 0.3172¢, 9597 + 49.9s5q7

0.15869:107 + 2g20% + 2959 + 0.1826¢6g7 + 0.0552¢7

@

Parte Negativa de los coeficientes

cofq) =
cin(q) =
czn(q) =
canlq) =
canlg) =
csnlq) =
cnlq) =
cra(g) =

9
0

0.00234048¢3qa¢s + 0.00234048¢29595¢6

0.0023404805050s -+ 0.0848¢30445 + 0.0848¢245q5¢s + 0.00234084¢293¢5¢7
0.0848¢39596 + U.U0234048¢39697 + 0.084872939697

0.0848939697

0

0



Capitulo 8
Conclusiones

La estabilidad y cantrolabilidad robusta de sistemas lineales invarianies en el tiempo, de maltiple
entrada y multiple salida, que dan lugar a familias de polinomios caracteristicos con incertidumbre
parameétrica multilineal o polindmica, fue investigada en el espacio de los coeficientes.

Para ¢l problema de estabilidad rabusta, sc desarralla la tahla equivalente de Routh, con la cual,
¢l problema es mapeado a un problema de positividad de una funcion multivariable, con términos no
decrecientes en un espacio vectorial. Para la solucion de este problema se desarrolla la herramienta
matematica descomposicion de signo, logrando asi condiciones necesarias y suficientes para el caso
multilineal o incluso el polinémico. Estos resultados son empleados en los casos del avidn militar
F4-E [2], y la mdquina “Fiat” (5] con polinomio caracteristico de séptimo grado de estructura
polindmica con 7 parametros, que aparecen en ¢l capitulo de aplicaciones. También se aportan
resultados sobre las propiedades de familias de polinomios cen incertidumbre multihineal, que
ademas ayudan a relacionar resultados ya existentes.

El problema de contralabilidad y observabilidad robusta de sistemas lineales, invariantes en
el tiempo, de maltiple entrada y miltiple salida, es resuelto para matrices intervalu, mediante
descomposicidn de signo. Asi también, mediante valores caracteristicos, se presenta solucién del
mismo problema, al caso de perturbacion unidireccional.

La descomposicion de signo es aplicable a la solucion de problemas de estabilidad y
controlabilidad robusta, arriba mencionados, No existen limitaciones tednicas para su aplicacidn
a estos casos, el problema de controlabilidad robusta es mas complicado que el de estabilidad
robusta. La carga de cdlculo numéricg crece con la dimension del sistema y con ¢l ndmero de
parametros, creciendo asi ¢l ticmpo necesario para su solucidn coma sucede en cualquier algonitmo.
La herramients matematica descomposicion de signo aporta condiciones necesarias y suficientes
de positividad o negatividad de una funcion muitivariable en todo su dominio, mediante el andlisis
de puntos extremos de subdominios, se puede utilizar en forma algebraica o gralica, y suaplicacidn

no esta restringida al areu de countrol, es aplicable a cualquier otra disciplina cientifica donde existan
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problemas de positividad de funciones.

Camo trabajo futuro, basado en los resultados presentados en esta tesis, se propone lo siguiente:
continuar con la linea de investigacion que dio lugar al teorema de combinacién lineal de la imagen
de los vértices, y abtener mds prapicdades de familias de polinomios con incertidumbre multilineal,
a partic de este resultado; investigar sobre representacion de funciones con descomposicion
de signo, buscando alguna representacién que mejore las propiedades de la representacién
(. B); lograr algin resultado que mejore las cotas del teorema del poligono; investigar mas la
descomposician de signo del determuinante y mejorar el algontmo de la representacion o del mismo;
investigar en busqueda de la solucion al problema de controlabilidad y observabilidad robusta de

sistemas lineales, invariantes en el tiempo, de multiple entrada y multiple salida, con perturbacion

multidircccional.
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