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Notacion

C Conjunto de los niuneros complejos
Cota inf Cota inferior de la funcion f(g¢) con descomposicién de signo
Cola sup Cota superior de la funcion f(¢) con descomposicion de signo
deto(Ma(q)) Determinante alfa de la parte alfa de la matriz M(q)
detg(Mg(q)) Determinante beta de la parte betu de [a matriz M {y) = det{M(q))
Falq) Componente negativa de una funcidn f{q)
can descompaosicién de signo
Sola) Componente positiva de una funcion f{q)
con descomposicion de signo
(fas fp) Coordenadas negativa, positiva
frim Parte independiente de la funcion f{(u™* + &)
fe(9) Parte lineal de la funcidn f{(u™® + §)
fn(8) Parte no-lineal de la funcién f(u™® + §)
(i, t9) Matriz de transicion de estado
G{¢, 1) Matriz de respuesta al impulso
G(s) Matriz de transferencia
H Matriz de Hurwitz
¥ Vv—1 v indice
J Tacobiano
¢ Dimensién del espacio vectorial que contiene a ¢
My(q) Parte alfa de la matriz M (g}
My(q) Parte beta de la matriz M{q) (Ma(q) = M{(q))
A min Parte independiente de la matriz M
M (6) Parte lineal de la matriz M
My (8) Parte no-lineal de la matriz M
M* Transpuesto conjugado de M
MT Transpuesto de M
v(s,q) Polinomio con incertidumbre paramétrica
P(s,Q) Familia dc polinomios
9 Parametro fisico con incertidumbre
a- Limite inferior del pacdmetro fisico g;
gt Limite superior del parametro fisico ¢;
q Vector de parametros
q' Vértice de la caja parameétrica @, o
un cierto vector parameétrico en particular
Tl Yector de incertidumbre paramétrica
; parcialiaente determinado
Q Caja de incertidumbre patamétrica
R Conjunto de los niumeros reales
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Resumen

Estahilidad y Controlabilidad Robusta de Sistemas Lineales
Con Incertidumbre Multilineal

Publicacion No.

Cesar Elizondo Gonzdlez
Universilad Autdnuma de Nuevo Ledn
Facultad de Ingenieria Mccanica y Eléctrica
Profesor Asesor: Dr. Mikhail V. Basin.
Abril, 1998

El contenido de la presente tesis estd orientado a analizar y resolver el problema de estabilidad y
controlabilidad robusta de sistemas lineales invariantes en el tiempo, de multiple entrada y mdltiple
salida, que dan lugar a familias de polinonmuos caracteristicos con incertidumbre paramétrica
multilineal o polinémica, se analizan los casos reportados concernientes al area. Se investiga en el
espacio de los coeficientes, donde €l problema de estabilidad robusta es “mapeado™ a un problema
de positividad de funciones reales multivariables con términos no decrecientes en un espacio
vectorial, para lo cual se desarrolia una herramienta matematica capaz de determinar, en condiciones
necesarias y suficientes, la positividad de esta clase de funciones llamandole Descomposicidn
de Signo. Esta herramicnta no tiene restricciones de aplicacion a cualquier caso de estabilidad,
controlabilidad u observabilidad robusta paramétrica, pero el tiempo de cdmputo crece con la
compiegjidad del sistema como sucede con cualquier algoritmo.

La Descomposicidn de Signao vy su aplicacion al control robusto paramétrico, la Tabla Equivalente
de Routh y la solucion ai problema de controlabilidad robusta de sistemas lineales invariantes en
el tiempo de multiple entrada muiltiple salida con perturbacion unidireccional, son las principales
aportaciones personales en la tesis. También se aportan algunos hechos, lemas, teoremas y
corolarios en diferentes puntos como: propiedades de familias de polinomios con incertidumbre
multilineal, asi como las condiciones para la convexidad de su imageu. En si todos los hechos,

lcmas, teorcmas y corolarios que no aparezean con referencia y los que aparccen con referencia

[17, 18] son una aportacion personal.
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Capitulo 1
Introduccion

1.1 Planteamiento del Problema de Estabilidad, Controlabilidad y
Observabilidad Robusta

Todo sistema fisico tiene un modclo matemadtico que describe su comportamiento, en muchos casos
no es facil el obtener dicho modelo, y se obtiene un modelo aproximado a la realidad. Dando lugar
asi a una incertidumbre, que puede ser de diferenies tipos:

Incertidumbre paramétrica, es cuando el modelo matematico es correcto, pero se descanoce el
valor exacto de los pardmetros {isicos del sistema. Por ejemplo, en una resistencia eléctrica que
circula una corriente eléctrica, se conoce el modelo matemdtico: el voltaje es igual al producto de
la corriente eléctrica por la resistencia, pero de la resistencia sdlo se sabe que tiene un valor de 950
a 105092.

Otra incertidumbre puede ser de refardo. Por ejemplo, para un termopar se puede obtener la
ecuacion de la temperatura en funcidén del milivolaje, sin tomar en cuenta el retardo causado por
el calor que absorbe su masa. La incertidumbre de estructura, es cuando se desconoce parte del
modelo, como puede ser €l caso de un motor eléctrico, yue en su modelo se desprecian algunas
inductancias mutuas, por la dificultad para calcularlas.

Cuando un sistema posee incertidumbre de algan tpo, por ejemplo parameétrica, se convierte
en una familia de sistemas. E! control robusto es ¢l area de la teoria de control, que en ¢l caso
de analisis, determina el cumplimiente de cierta propiedad como: estabilidad, controlabilidad,
observabilidad; en todos los elementos de la familia. En el caso de sintesis, determina el controlador
que garantice el desempefio 6ptimo de todos los elementos de la familia en algin aspecto particular.

En el 4rea de control robusto, existen varias t€cnicas para atacar los problemas de incertidumbre,
como par ejemplo: Ho, [19], 1 sintesis [15], margen de ganancia k., (25]. La teoria, H,, puede
ser utilizada para problemas de: minimizar el efecto de pertwbaciones, estabilidad en caso de

incertidumbre de estructura o inclusive incertidumbre paramétrica. En H, el problema se trabaja
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en el dominio de la frecuencia, y es reducido a un problcmﬁ de optimizacion. Las técnicas de
4 sintesis y margen de estabilidad &, son métodos iterativos, y se emplean para determinar una
“medida de robustez”, como lo es el margen de estabilidad, de sistemas con perturbacidn en block
diagonal en su retroalitnentacion. Tambi€n pueden ser empleadas para determinar el controlador
que optimize el desempeifio de la familia en algun aspecto especifico deseado.

En esta tesis, se ataca el problema de: estabilidad, controlabilidad y observabilidad robusta, de
sistemas lineales invariantes en el tiempo con incertidumbre paramétrica. En éste tipo de sistemas,
ios coeficientes del modelo matematico dependen de pardmetros fisicos g;, tal que ¢; € [q; , all.
La coleccién de todos los parametros g;, forman un vector de pardmetros q, que es elemento de una
caja de incertidumbre paramétrica Q.

La estabilidad de los sistemas lineales invariantes en el tiempo, s¢ determina a partir del
polinomio caracteristico p(s, g), con caeficientes ¢;(¢). De acuerdo a la ecuacidn de los caeficientes,
los polinomios caracteristicos se clasifican en general, en los siguientes cuatrg tipos que se
estudiardn en el capitulo 3. Los polinomios pueden ser de tipa: intervala, afin, multilineal 'y
polindmico. La estabilidad robusta de polinomios intervalo, fue resuelta por Kharitonov, en 1978.
La estabilidad robusta de los polinomios afin, fue resuelta por A. C. Bartlet, C. V. Hollot, Huang
Lin, en 1988, con ¢l teorema de las aristas.

La estabilidad robusta de polinomuios mululineales, esta resuelta s0lo para algunos casos
particulares, pero el caso general sigue siendo un problema abierto sin resolver, al igual que el
caso polnomico.

En el drea de controlabilidad y observabilidad robusta de sistemas lineales invariantes en el
tiempo, existen soluciones para casos particulares de controlabilidad, de una entrada-miultiple
salida, o de observabilidad para sistemas de multiple entrada-una salida, o multiple entrada-miltiple
salida con incertidumbre sélo en una de las matrices Aa B.

El caso general de controlabilidad y observabilidad robusta de sistemas lineales invariantes en
¢l tiempo, de multiple cntrada-multiple salida, con incertidumbre paramétrica en ambas matrices A

0 B, no esta resuelto, es un problema mas dificil de resalver que ¢l de estabilidad robusta del caso

multilineal o polinomico.



El problema de determinar la estabilidad, controlabilidad u observabilidad robusta de sistemas
lineales invariantes en el tiempo, de multiple entrada maltiple salida, que dan lugar a polinometos
caracteristicos con incertidumbre paramétrica de tipo intervalo, afin, multilineal o polindmica.
Realmente es un problema de positividad de una funcidn real multivaniable, para lo cual se propone

en esta tesis la herramienta matematica Descompuasicion de Signo.

1.2 Aportaciones principales

En esta tesis se aportan resultados en diferentes dreas como: Propiedades de familias de polinomios
con incertidumbre multilineal, donde se aportan el teorema de combinacion lineal de la imagen
de los vértices, y un hecha que explica como varos vértices de una caja pucden ser mapeados
a un mismo punto en los complejos. Convexidad de la umagen de familias de polinomios con
incertidumbre multilineal. Asi también, se aportan resultados en estabilidad y controlabilidad
robusta de sistemas lineales invariantes en ¢l tiempo, en si todos los hechos, lemas, teoremas v
corolarios que no aparezcan con referencia y los que aparecen con referencia [17, 18] son una
aportacion personal, pero las principales aportaciones son:

La herramienta matemdtica Descomposicion de Signo, aplicable a la estabilidad y
controlabilidad robusta, de sistemas lineales invariantes en ¢l tiempo, de mdltiple entrada maltiple
salida, con incertidumbre paramétrica de cualquier tipo: intervalo, afin, multilineal ¢ polindmica.
En esta herramienta matematica, las funciones multivariables son representadas en coordenadas
(fr: fp) © en coordenadas {a, J), ésta Gltima, con ventajas tanto algebraicas como graficas.
Ordenando de acuerdo a su impartancia, los resultadas principales de descomposicion de signo,
tenemos: primeramente el teorema del rectangulo en coordenadas (fy, fo); este mismo teorema
en courdenadas (@, (), por la disminucidn de operaciones algebraicas y por la facilidad de
interpretacion grafica; ¢l teorema del poligono en coordenadas ( fy, f,), con una notable mejora en
las cotas con respecte al teorema del rectingulo; €l teorema del poligono en coordenadas (a, J);
el tcorema de determinacion de signo mediante particion de cajas, con condiciones neccsarias y
suficientes de positividad de funciones multivanable de tipe polindmica; la descomposicion de

signa del determinante, asi como su aplicacion a la matriz de controlabilidad. Cabe mencionar que
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el teorema del rectangulo en coordenadas ( fn, fp), es solo el inicio de descomposicion de signo,
pero es un resultado superior a la aritmética de intervalos, dada la complejidad de las operaciones
de esta altima. Otras principales aportacibnes son:

La Tabla Equivalente d¢ Routh, que mediante descomposicion de signo, aporta condiciones
necesarias y suficientes de estabilidad robusta de polinomios con incertidumbre paramétrica de
cualquier tipo: intervalo, afin, multilineal, polinomica. La relacion entre los elementos de la
tabla equivalente de Routh y los menores principales de la matriz de Hurwitz. La solucién de
controlabilidad rabusta de sistemas lineales invariantes en el tiempo, con multiple entrada multiple

salida, tanto en matriz intervalo, asi como el caso de perturbacion unidireccional.

1.3 Organizacion de la Tesis

Capitulo 2. Representacion de Sistemas Lineales en Entrada-Salida y Variables de Estado. En
este capitulo se analizan los sistemas lineales en su representacion entrada-salida, en el que el
comportamiento del sistema queda determinado por la matriz de transferencia, que relaciona
algebraicamente la transformada de la salida con la transformada de la entrada. La estabilidad
del sistema queda determinada por las raices del polinomio caracteristico.

Asi tambicno se analiza la representacion en variables de cstada de un sistema lineal invariante
cn ¢l ticmpo y algunas propiedades como: estabilidad, controlabilidad y observabilidad.

Capitule 3. Estabilidad en Sistemas Lineales Invariantes en el tiempo con Incertidumbre
Paramétrica. En este capitulo se mencionan algunos criterios de estabilidad de polinomios fijos, se
describe el concepto de incertidumbre paramétrica, asi como la clasificacion de los polinotios
que la contienen, de acuerdo a la dependencia paramétrica son: Intervalo, Afin, Multilineal y
Polindmica. Se analiza la solucion al problema de estabilidad robusta de los polinomios mtervalo
y afin. Asi también, se analiza ¢l grado de dificultad de la solucion del mismo problema cn las
tamilias de polinomios con incertidumbre multilineal, el cual es un problema abiesto,

Capitulo 4. Descompasicion de Signo. Aplicando el concepto no decreciente a funciones reales
multivariabies, se propone la herramienta matematica Descomposicion de Signo, para funciones

reales multivariables con dominio en una “caja” contenida en un cono convexo positivo. Asi



como una funcién compleja se descompone en su parte real e imaginaria, cn este caso la funcion
multivariable se descompone en sus paries negativa y positiva, con representacion grafica en R?.
Con sélo evaluar ambas partes en los vértices minimo y maximo Euclidianos dc la caja, nos aportan
una cota minuma y una maxima de la funcion, que soun condiciones suficientes de positividad o
negatividad de la funcion evaluada en todo el dominio. La funcién queda contenida en un rectinguio
en R2. Mediante division de cada variable, en un niunero de partes, se genera un conjunto de nuevas
cajas, cuya unidn es la caja original. La funcion es positiva (negativa) en todo el dominio original
si y solo si existe un conjunto de cajas para el cual la condicion de signo se cumple para cada una
de ellas,

Aplicando una transformacion lineal, se convierte 1a representacidn negativa, positiva (f,., fp).
en una representacion alfa, beta (a, [) con ventajas tanto algebraicas como graficas. Mediante
la descompasicion de cada parte de la funcion en sus partes lincal, no-lineal e independicnte, se
obtienen mejores cotas de la funcion evaluando sélo en los puntos extremos del domimo. Con
estas cotas la funcidén queda contenida en un poligono, que a su vez es contenido en el rectingulo
de las cotas anteriores. Finalmente se analiza la descomposicion de signo del determinante, y del
determinante de la matriz de controlabilidad.

Capitulo 5. Estabilidad Robusta de Polinomios en el Espacio de los Coeficientes. En
este capitulo, se analiza el problema de estabilidad robusta de una familia de polinomios con
incertidumbre parameétrica multilineal o polinéimica. El problema es trasladado a un problema de
pusitividad v asi es resuelto por medio de descomposicion de signo. La funcion real representativa
de la estabilidad del sistema, dcbe poseer la propiedad de descomposicidn de signo en la caja de
incertidumbre parameétrica, para lo cual, se propone la labla Equivalente de Routh, en la que sus
coeficientes poseen la propiedad de descomposicion de signo. La estabilidad robusta es estudiada
también mediante ¢! teorema de Frazer y Duncan y descomposicion de signo del determinante.

Capitulo 6. Controlubilidad y Observabilidad Robusta en Sistemas Lineales Invariantes en ¢l
Tiempo. En este capitulo se analiza la controlabilidad y observabilidad robusta de sistemas lineales
invariantes en el tiempo, cun perturbacion unidireccional, y con matrices intervalo, para maltiple

entrada y miltiple salida. En el caso de perturbacion unidireccional, se trata de encontrar las limites



minimo y maximo de un parametro real que es la perturbacion. En el caso de matrices intervalo, -
se genera la matriz de controlabilidad mediante el teorema correspondiente del capitulo 4, para asi
analizar la positividad del determinante de la matriz de controlabilidad. La observabilidad es tratada
por medio del teorema de dualidad.

Capitulo 7. Aplicaciones. En este capitulo se aplica la herramienta de descomposicion de
signo para determinar la estabilidad robusta de casos reales, como lo son un avion militar ['4-E
mencionade por Ackermann [2], y la maquina Fiat mencionada por Barmish [5].

Capitulo 8. Conclusiones. En este capitulo se analizan los resultados obtenidos en estabilidad,
controlabilidad v observabilidad robusta, asi como la aplicacidn de Descomposicion de Signo a
estos aspectos de la teorfa de control rabusta paramétrico. Finalmente se incluyen en esta tesis el
listado de referencias citadas en ld musma, en la que aparecen las publicaciones [17, 18] de algunos

resultados de la investigacion que fucron presentados en dos congresos internacionales.



Capitulo 2

Representacion de Sistemas Lineales en
Entrada-Salida y Variables de Estado

Un sistema fisico es una coleccion de dispusitivos existentes en el mundo teal;, un sistema es
cl modela del sistema fisica. Los sistemas pueden ser fineales o no lineales (los sistcmas no
lineales no serdn considerados en esta tesis). Los sistemas lineales son aquellos e€n que la ccuacion
diferencial que los describe es lineal, por e¢jemplo del tipo (2.1}, que consta de dos variables en
funcion del tiempo: una y{t) que se le llama salida, que es la respuesta del sistema; y otra u(t)
que se le llama enirada, que es el estimulo al sistema. El sistema lineal descrito por (2.1), es de

una entrada-una salida (SISO), pero en general pueden ser de multiple entrada-miultiple salida

(MIMO).

dn d:nl —1

dm a®
d?y(t) + {Ilﬁy(ﬂ + ot ogy(t) = bodt—mu[t) + bld,t"‘“

Los coelictentes de la ecuacion anterior dependen de parametros fisicos que intervienen en el

u(t) + -+ bpu(t) (2.1)

proceso y pueden ser fijos 0 funciones del tiempo (en esta tesis solo se estudiaran los casos de
coeficientes {1jos ). Los sistemnas lineales se pueden representar en entrada-salida y en variables

de estado, de acuerdo al caso.

2.1 Descripcion Entrada-Salida

La ransformada de Laplace del sistemna lineal (2.1) con coeficientes fijos y condiciones iniciales
cero, permite relacionar algebraicamente la entrada y la salida en la forma Y (s) = G(s)U(s),
donde G(s) se le llama matriz de iransferencia para mualtiple entrada muiltiple salida, o funcidn
de transferencia para una entrada una salida (2.2) y (2.3). En la representacion entrada-salida, se

obtiene menos informacion del sistema que en variables de estado; en entrada-salida practicamente

sc analiza lo referente a 1a estabilidad.
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2.2 Variables de Estado

Para todo sistema lineal del tipo (2.1) tal que n > m, se puede representar la dindmica por un
conjunto de r variables x,(¢) llamadas variables de estado. Estas se definen de tal manera que la
primer derivada con respecto al tiempo de cada una de las z;(t), es funcion lineal del conjuata de
variables z,(t) y de la entrada u(t). La salida y(t) es también una funcién lineal algebraica de las

variablcs dc cstado y la entrada.

2.2.1 Ecuaciones de Estado

La representacidn de la dindmica del proceso en variables de estado requiere del vector de estado
x(t) — [z1(t), 22(t), -, z.(t)]T. El sistema es definido en variables de estado mediante (2.4),
(2.3), y se le llama una realizacion o representaciin en variables de estado (Kalman en 1963). En
cste caso corresponde a un sistema lineal invariante en el tiempo (es el caso que se estudiard en esta
tesis), yda que sus matrices, {A, B, C, D}, estan formadas par elementos invariantes en el tiempo,
debido a que los pardmetros fisicos de (2.1) son de esta misma caracteristica. Este sistema de
ecuaciones tambi€n es conocido como: ecuucion lineul de estado 38|, ecuaciin dinamica [13]. De
la representacion de un sisterna en variables de estada (2.4} y (2.5), es posible obtener propiedades

del desempeiio del sistema sin resolver las ecuactones diferenciales.
z{t) = Ax(t) + Bult) (2.4)

y(t) = Cx(t) + Duli) (2.5)



[n el sistema representado en variables de estado por (2.4) ¥ (2.5), A es una matriz de (n. x n);
B es una matriz de (n x m), donde m es el nimero de entradas; C' es una matriz de (p X n), donde
p es el namero de salidas; J es una matriz de (p X m), z(t) ¢s cl vector de estado de (n x 1), u(t)
es el vector de entradas de (m x 1) y y(¢) es el vector de salidas de (p x 1).

En ¢l casa general, los clementos de las matrices de (2.4) y (2.5) pueden ser variantes en el tiempo
o invariunies en el tiempo. En ¢l caso de invariantes en el tiempo los coeficientes pueden ser fijos
0 con incertidumbre paramétrica. Esto Gltimo significa que los pardmetros fisicos que conforman
los elementos de las matrices son fijos, pero se desconoce el valor de ellos, s6lo se conocen sus
limites inferior y superior.

La representacion de un sisterna en varnables de estado no es dnica, ésta depende de como
se definan las variables de estado, ademads se puede hacer una transformacién de similaridad

T = (7T donde @ es una matriz no singular, substituyendo en (2.4) y (2.5) se obtiene una nueva

representacion:

T = Az + Bu (2.6)
y = Cz+ Du

A=Q'4Q, B=Q'B, CT=CQ, D=0

De la representacion en variables de estado de un sistema lineal invariante en el tiempo, se puede
obtener la matriz de transferencia G{s) que relaciona la entrada con la salida: Y (s) = G(s)U(s).
Para el sistema descrito por {(2.4) y {2.5), se obtiene: G(s) = C(sI — A)™'B + D, siendo ésta,
la matriz de transferencia obtenida de un sistema lineal invariante en el tiempo represeatado en
variakles de estado.

Par otra parte, si se tiene la funcidn de transferencia de un sistema lineal invariante en el
tiempo como (2.3), se puede obtener su representacion en variables de estado (2.4) y (2.5). Unas

representaciones muy comunes de la ecuacion antenior son la forma candnica contrelable y 1a forma

cancnica observable:
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Forma candnica cantrolable [13]

y={0 00

Farma canénica observable [13]

Debe de notarse que las formas candnicas correspondientes a (2.2) son iguales a las anteriores

tomando d = 0.

2.3 Estabilidad

La cstabilidad de un sistema lineal se puede obtener tanto de su representacion en entrada-salida

o en variables de estacdo. En la representacion entrada salida, la estabilidad se puede tomar de la

sigulente manera:
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Propusicion 2.1 [13] Un sistema relajado es B{BO Estable (*Bounded Input - Bounded Output’)
si y solo si para toda entrada acotada la salida es acotada.

Lo anterior significa de acuerdo a [38] que el sistema relajado es enirada acotada - salida
acotada si dado un tiempo £¢ y una entrada u(#) satisfaciendo ||u(¢)|| < & para todo ¢ > ¢y donde §
es una constante finita positiva, existe una constante finita positiva ¢ tal que ||y{t}|| < £ para todo
t > tg.

En la representacion entrada-salida, ¢l denominadar de la fraccién de la funcion de transferencia
{2.2) a (2.3), o el determinante de (sI — A) de la matriz transferencia se le conoce como polinomio
caracieristico s"+o 8" 14+ -+ Up_15+0y,, Sus raices son equivalentes a los valores caracteristicos
; dc la matriz A en la representacidn de variables de estado.

Dado que la respuesta en ¢l tiempo de la salida y(t) ésta en tuncién de exponenciales e* ¢,

entonces para estabilidad asintdtica es necesario y suficiente que las raices de su ecuacion

caracteristica tienen parte real negativa. Esta definicion de estabilidad es la que serd empleada

en esta tesis:

Delinicion 2.1 Un sistema lineal es estable si y yolv si las raices de su polinomio caracteristico o

equivalentemente los valores caracteristicos de lamairiz A se encuentran en el semiplano izquierdo

de los complejos.

2.4 Controlabilidad

La propicdad de cantrolabilidad esta rclacionada con la capacidad que puede tener la entrada u(t)
en moditicar el estado x(Z) del sistema. S pérdida de generalidad se puede considerar que

dicha modificacidn sera llevarlo al origen en un tiempo finito, como se considera en la siguiente

defimicion.

Definicién 2.2 [38] La ecuacion lineal de estada (2.4) se dice ser controlable en [tg, tf| si para

cualquier estado inicial (ta) = zq # 0 existe una entrada continua u(t) definidda en [to, 11| tal que

la solucidn de (2.4) satisface x(t;) = 0 en un tiempo finito.
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Para cualquier sistema lineal en general, la controlabilidad es determinada mediante
el Grammiano de controlabilidad W {tg,tf) = fei,f B(ty, T)B{T)BT(r)®T (4g,7)dT, ¥
posteriormente, de condiciones de la matriz de transicion $(¢y, ) y la matdiz B(-), de acuerdo a

los siguientes teoremas:

Teorema 2.1 [38)] La ecuacion lineal de estado (2.4) es controlable en ty si y sdlo 5si W (g, £() es

no singular ¢n [ty t5).

Teorema 2.2 [13] La ecuacion lineal de estada (2.4) es controlable a tq 5i y 5610 siexiste t; > g

tal que los renglones de ®(tg, -)B() son linealmente independientes en [tg, ty].

Para los sistemas lineales invarianies en el tiempo, la controlabilidad es determinada mediante
la matriz de controlabilidad de Kalman [B AB A’B --- A™!B], mediante la cual se obticne una

condicién necesaria vy suficiente de controlabilidad, independiente de intervalos de tiempo, como

lo muestra el siguiente teorema.

Teorema 2.3 [13] La ecuacion lineal de estado (2.4) con matrices Ay B invarianies en el tiempo

es controlable si y solo si se satisface: p[B AB A*B --. A" !B =n

e puede probar [24] que una matriz M tiene sus renglones linealmente immdependientes si
y s0lo si M M* es no singular, donde M~ es el transpuesto conjugado de M, de tal forma que
U = [B AB A’B ... A*1B] de dimensién n x nm tiene sus n renglones independientes si y

sOlo si UU™ es no singular, obteniendo asi el siguiente corolario.

Corolario 2.4 La ecuacion {ineal de estado (2.4) con matrices Ay B invarianies en el tiempo es

controlable si y sélo si UU* es no singular

Otra prueba interesante de controlabilidad es la de Popov-Belevich-Hautus, donde se establece
que un sisterna lineal (nvanante en el tiempo es controlable si y sélo st no existe un vector
caracteristico izquierda de A que sea ortogonal a todas las columnas de B, dicho de otra manera

queda expresado en el sigulente teorema.



13

Teorema 2.5 [13] Laecuacidn lineal de estado (2.4) can matrices Ay B invarianies en el tiempo

es controlable si y solo si para tado A; de A y consecuentemente para toda A elemento de los

complejos se sutisface.
0 [AI —A: B] =n

La controlabilidad es invariante bajo cambio de coordenadas y a la retroalimentacion de estado.
De la forma canonica controlable [13] se puede ver que el signiticado de controlabilidad, esta
relacionado con la capacidad de cambiar todos los polos del sistema ya que cada una de las
componentes k; de la retroalimentaciéon de estado K, modifica el valor de los coeficientes «;
del polinomio caracteristico, de tal manera que si el sistema es controlable se puede modificar su
dinamica mediante retroalimentacion de estado. Cuando un sistema no es controlable, el teorema

(2.5) permite determinar los polos no controlables, y por o tanto no se les puede reasignar su valor

mediante retroalimentacion de cstado.

2.5 Observabilidad

El concepto de observabilidad se refiere a la posibilidad de determinar el vector de estado inicial
a partir de la entrada y la salida del sistema en un tiempo posterior al inicial. Sin pérdida de
generalidad se puede considerar entrada cero (u(t) = 0) ya que la propiedad de observabilidad

no depende de un valor especifico en la entrada, entonces se puede definir como aparece abajo.

Definicion 2.3 [38] Ef sistema lineal descrito por las ecuaciones lineales de estado (2.4), (2.3)
con enirada cero (u(t) = 0) se dice ser observable en [to, ty] si cualquier estado inicial z(t9) = x4

es unicamente determinado por la correspondiente salida y(t) parat € [tg, i)

La observabilidad para cualquier sistema lineal en general, es determinada mediante el
Grammiano de observabilidad V(tg,t;) = f:ﬂ’ ST (7,40)CT(T)C(T)P(7, to)dT. Asi también se
puede determinar de la matriz de transicion (-, ¢y) y la matriz C(-) del sistema, de acuerdo a los

sigutentes dus teoremas:
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Teorema 2.6 [38] El sistema lineal descrito por (2.4) ¥ (2.5) es observable en [ty t1] 5i y sélo si
Vtg, ty) es no singular en [tg,t].

Teorema 2.7 [L3] Elsistema lineal descrito por (2.4) ¥ (2.5) es observable si y séla si las columnas

de C(-)8(-, o) son linealmente independientes en [to, tyl.

Para los sistemas lineales invariantes en el tiempo las condiciones de observabiiidad se

simphiican de acuerdo al siguiente teoremas:

Teorema 2.8 [(13] LElsistema lineal descrito por las ecuaciones de estado (2.4), (2.5) con matrices

Ay C invariantes en el tiempo, es observable si y solo si se satisface:

C
cA
pl CA? | =n

car-!

Al igual que en countrolabilidad existe una prucba donde intervicnen los valares caracteristicos
de la matriz A. En observabilidad tambi€n existe un teorema similar mediante €l cual se puede
determinar para qué valores caracteristicos de la matriz A se pierde la observabilidad, comu

lo muestra el teorema siguiente. La propiedad de observabilidad es invariante a cambio de

coordenadas y a la retroalimentacidn de salida.

Teorema 2.9 [13] E!sistema lineal descrito por las ecuaciones de estado (2.4), (2.5) con matrices

Ay C invariantes en el tiempo, es abservable si 'y sélo si para todo A; de A, y consecuentemente

para todo A elemento de los complejos se satisface.

M- A
U —n
c
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Un tema intcresante en la tcoria de sistcmas lineales, es €l de los sistemas duales, de acuerdo
a [13], para todo sistema lineal (2.7) existe su sisfema dual (2.8) con Gtiles propiedades en

controlabilidad y observabilidad de acuerdo al siguiente teorema.

i) = A({Q)z(t) + B()u(t) Q.7
y(t) = Ct)z(t) + D(t)u(t)

() = —A"(O)z(t) + C(Hull) (2.8)
y(t) = B(thx(t) + D*{t)ult)

Teorema 2.10 [13] El sistema (2.7) es controlable (abservable) a ty siy sola si el sistema (2.8) e5
ohservable (cantrolable) a tg.

Este teorema penmite aplicar a la observabilidad un resultado de controlabilidad, o viceversa, ¥

serd utilizado en el capitulo 6.



Capitulo 3
Estabilidad en Sistemas Lineales Invariantes
en ¢l Tiempo conlncertidumbre Paramétrica

En este capitulo sc estudiard el problema estabilidad robusta de sistemas lincales invariantes en
el tiempo con mcertidumbre en sus parametros fisicos. La estabilidad de estos sistemas lineales
se obtiene mediante sus polinomios caracteristicos. Existen criterios que resuelven la estabilidad
robusta de los casos mds sencillos, para los casos de mayor complejidad solo existe solucidén de
algunos casos particulares, pero €l caso general de ese nivel sigue siendo un problerna abierto. Por

esta razon la mayor parte de la tesis concierne al estudio de cstabilidad de polinomios caracteristicos

con inceridumbre parasmétrica.

3.1 Antecedentes de Estabilidad de Polinomios Fijos

Resolver el conjunto de ecuaciones diferenciales que representan el comportamiento de un proceso
fisico cualquiera, es un problema dificil en el caso general. Dada esta dificultad, uno de los objetivos
es determinar si las variables del modelo matemadtico son estables. La historia de 1a estabilidad de
polinomios nominales puede decirse [2] que inicia con tres criterivs algebraicos: Hermiie en 1850
[2] 1854 [8], Routh en 1875 [2] 1877 [24] y Hurwitz en 1895 [24].

Para aplicar el criterio de Hermite-Biehler (8], el polinomio se descompone en sus partes par €
impar p(s) = py(s) + 3pi(s). El criterio establece que un polinomio de coeficientes reales p(s) es
estable si y solo si, las raices w, de {a parte par pp(7w) y w; de la parte impar p;(jw) satisfacen la
propiedad de entrelazamiento: 0 < wp1 < wig < Wp2 Wiz -

Routh mediante indices de Cauchy, cadenas generalizadas de Sturm y el teorema de Sturm

(24, 34], demuestra [24] su teorema:

16
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Teorema 3.1 [24] El nimero de raices con parte real positiva del palinomio p(s) = cg + 15 +

€282 4 o+ 4 cp8™, e igual al mimero de variaciones de signo de la primer columna de la tabla de
Routh.

Ca Ch—2 (a4
Ci-1 Cn-a ©Cn-5
a3 aj 2 T 3.9

041 Q42

_ (Ur:'—l,lui—i,j-i-l - ui—2,lai—1,j+l)
4y =

Vi2 3, a; =Can-iug-y VI S 2
Gl

Otro resultado interesante de Routh [23] es aquel que generando un polinomio g{s) = ag +
@15 + @28° + -+ + s™ de grado m = in(n — 1) a partir de p(s) = co+ ¢15 + ca8” + - + "
demuestra que p(s) es estable si y sdlo si los coeficientes de p(s) y g(s) son positivos. El
procedimiento para obtener a, descrito por Fuller [23], no es sencillo y posiblemente requiera
mds operaciones matemadticas que las empleadas por la tabla clasica de Routh para determinar
estabilidad. Existen algunos trabajos relacionados con el de Routh como es el caso de Duffin [16],
donde la estabilidad de un polinomio p(s) = ¢o + ¢,5 + €28 + -+ - + ¢n8™ se estima mediante un
polinomio reducido py(s) = ¢;¢; + (c1€z — cgea)s + c1e3s? + (c1oq — cocg)s® + + - + €1Cas™
de grado n — 1; el polinomio p(s) tiene sus raices en ¢l semiplano izguierdo de los complejos si y
solo si: cge; > 0y pi(s) es Hurwitz, esto es, si satisface la condicidn de Hurwitz de los menores
principales, que se establece en el teorema (3.2). Un procedumiento de reduccion de polinomio
mds sencillo que el anterior es propuesto por Meinsma [33] para demostrar la tabla de Routh: el
polinomio p(s) = cg + 15 + €25% 4+ -+~ + 615" + ¢, con coeficientes reales y ¢, # 0,
s estable s1 y solo st ¢, es diferente de cero v tiene €l mismo signo que ¢, y el polinomio
q(s) = p(s) — Cnin_l (Cro1S™ + Cr_gs™ 2 + Cn_s5s™ 4 + - - ) de grado n— | es estable. En cualquiera

de los pelinomios reducidos de Duffin o Meinsma no se ahorra trabajo de célculo numérico con
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respecto a la tabla de Routh al determinar la estabilidad de un polinomio.

Hurwitz en 1895 basado en los trabajos de Hermite y sin conocer los trabajos de Routh [24] logra
un resultado semejante al de éste Gltimo, propone la Matriz Hurwitz H creada con los coeficientes
del polinomio, exastiendo una estrecha relacion [24] entre los menores pnncipales de la matriz de
Hurwitz. & y los elementos e, de la primer columna de la tabla de Routh. Hurwitz. establece su

teorema [24] de la siguiente manera;

Teorema 3.2 [24] Tado polinomio p(s) = co + €13 + €35° + « -+ - + 5™ can coeficientes positivos

tiene todas sus raices con parle real negativa 5i y s6lo si todos los menores principales A; de la

matriz H son positivos.
- b AT
CG—-1 Cn-3
Chn Cr_2
H = 0 th1 G 3
0 T Cp-2
L B
a1l Gr—3 Gnos
Crn-1 Cn-3
-1
A]ZC“ 1 A2= 1 A:j: Cn Cn2 Cn_4q |1°°-
Cn  Cn-2
0 cng cn-3
A
-1 1 -
Ay =c" aziaay - Gkel,  Gky = A k>2
E—2

En 1938 Mikhailov logra probar la estabilidad de un polinomio de coeficientes redles mediante

un procedimiento grafico en cl plano de los complejos como lo establece el siguiente teorema.

Teorema 3.3 [35] Un polinumio p(s) = co + ¢\ + €352 + €38° + -+ - + ¢, 5™ de grado n con
coeficientes reales positivos, es estable si y solo si ¢y es positivo y la grdfica del palinomio p(jw)
en el plano de los complejos rodea al origen en el sentido contrariv a {as maneciilas de! relaj.

. 3 T . - . . -
girando un dngulo de n cuando lu frecuencia se incrementa de cero a infinito.
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3.2 Clasificacion de Polinomios con Incertidumbre Paramétrica

Un caso importante de los sistemas lineales es cuando los pardmetruy fisicos g; del sistema
son constantes pero sc¢ desconocen sus valores precisos, solo se sabe que cada uno de ellos se
encuentra dentro de una incertidumbre de la que se conocen sus limites minime y maximo g7, g
respectivamente, tales que ¢; € [¢; , ¢ ]- La coleccion de todos los € parametros que intervienen

en el proceso, forman un vector de pardmetros q = [qy, g2, - -, qg]T que es elemento de una caja

de incertidumbre paramétrica Q.

Qz{q:[‘h(h e Q’E]Tl‘?ie[q‘-_s Q:J]Ji=1l23"':‘€}

La mayoria de los casos permiten hacer una ransformacion de coordenadas de los paramcetros
fisicos sin perder las propiedades originales, dicha transformacion puede ser: p, = [¢: — ¢ /[ —
g; |, y cn cste caso g; € [qi, g!] se transforma en p; € [0, 1] que por simplicidad podemos seguir
llumandole ¢ a la nueva coordenada: ¢, € [0, 1].

Existen casos particulares donde las propiedades de interés se pierden al aplicar la transformacion
de coordenadas, camo es el case de polinomios con la propiedad de simetria con una caja de
incertidumbre paramétrica con la propiedad de no trasiape, que se analizarian mis delante. Con
excepcion de casos particulares, en la mayoria de los casos se puede aplicar una transformacion de
coordenadas.

Los parametros fisicos ¢; con incertidumbre forman parte de los coeficientes c;(g) del polinomio
dando lugar a lo que se le conoce como un poiinontio con incertidumbre paramétrica p(s,q), enel

que se basan las siguientes definiciones..
p(s,q) = colg) + c1(g)s + culg)s” + -+ + calg)s™

Definicion 3.1 [5] Una familia de polinamios P(3,Q), es el conjunta de polinomios p($,4), tal

que q es elemento de (),

P(s,Q) = {p(s,q) | ¢ € G}
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Definicién 3.2 [S] Dada una familia de polinomios P = {v(-,q9) | 4 € @} el "value set” a
Sfrecuencia w € R es dado por

Equivalentemente: p(jw,q) es la imagen de Q en los complefos bajo p(juw, q)-

Cuando un sistema tiene incertidumbre paramétrica, entonces existe una familia de sistemas 7
(5]
Determinar que cada elemento f de una familia F posee una propicdad P en particular, es un

problema de un alto grado de dificultad, en el que son utiles las siguientes definiciones.

Definicion 3.3 [5] Dada una familia F y alguna propiedad P, se dice que F es robusta si todo
elemento de la familia f € F posee la propiedad P.

Defipicion 3.4 [5] Un subconjunro de prueba, es un subconjunto finito de elementos F* =
{ fif f;} , tal que todo elemento f € F pose una propiedad P si y sclo si fedo elemento
I’ € F* puse la misma propiedad P.

En el caso de que la propiedud a analizar sea la estabilidad robusta, entonces se establece 1a

siguiente definicion:

Definicion 3.5 [5] Una familia de polinomios P(s,Q) = {p(3,9) | ¢ € Q) es robustamente
estable 51 para todo q¢ € Q, p(s, q) ex estable.

De las definiciunes anteriores, se puede decir que, la estabilidad robusta paramétrica es €l area
de la teoria de control que analiza la estabilidad de todos los polinomios elementos de 1a familia
P(s,¢2). En ¢l 4rea de estabilidad robusta paramétrica, ha sido de mucha utilidad el concepto de
"value set”, subconjunto de prueba y el teorema de Exclusion del Cero de Frazer y Duncan de 1929,

que se muestra en seguida.

Teorema 3.4 [20] (¥orema de Exclusion del Cerv, Frazer, Duncan) Una familia de polinomios

(., Q) de grado invariante, con coeficientes continuos c;(¢), con al menos un elemento estuble,
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daonde Q) es un conjunta arco-conexo. Entonces la familia P(:, Q) es rabustamente estable si y solo

si P{jw, Q) no contiene al cero para toda w elemento de los reales.

Nata 3.1 Un conjunto Q C RE se le llama arco-conexa si para cada par de puntos a, b elementos

de {J, existe una funcion continua f : [0,1] — Q tal que f(0) =ay f(1) =1

En el analisis de estabilidad robusta es Gtil el concepto de convexidad. Se vera mas delante que
los casos que poseen esta propiedad son los mds ficiles de resolver.

Sc dice que un conjunte cs convexo si para cualquier par de elementos del conjunto p’, p! el
punto p(A) = Ap' + (1 — A)p° pertenece al conjunto para todo valor de A tal que 0 < A\ < 1 [32].

Dentro del contexto de convexidad, existen algunas definiciones necesarias como las siguientes.

Definicion 3.6 [32] Dado ur arbiirariv conjunio P. Lu evolvente convexa conu( F) es el conjunto

mds pequefio que cantiene a P,

Definicion 3.7 (5] Unpolitope P enR* es la evolvente convexa de un conjuntv finitv de elementos

' . ... P}

P = conv {pi}
4 . £
Todo elemento de un politopo se puede expresar comop = > Ap* | A >0, Y h —L,yala
. =1 =1
coleccion de elementos {p!, p?, ..., p} sc le llama un conjunto generador

Los elementos del conjunto generador que forman parte de la frontera 9P se les llama vértices
{«*, ©%, ..., v™} y es el conjunto generador minimo de P, {+*} = {p'} N P. Una definicién

importante en tema de politopos, es la sigwiente:

Definicion 3.8 [5] Dado un politopo Py un par de vértices v*, v°. Al segmento lineal convexo
generado por v*, v” tal que ninguin elemento de él intersecta con otro segmento lineal convexo del

politopo se le llama arista.

De acuerdo a los conceptos anteriores, la caja de incertidumbre paramétrica @ C Rf es un
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politopo can un conjunto generadar que es el conmjunto de vértices de la caja q.
& .. q"t={a=lne ...  |lac{q, e}, i=12,... £, m=2

Al evaluar un polinomio p(s, ¢) tomando un valar complejo fijo de s, y siendo ¢ cualquier vector
de la caja g € Q C R, entonces se dice que se esta mapeando de R a los complejos p : R — C.
De esta manera los vértices ¢* de la caja Q se mapean en polinomios {¢'} — {p(g*)}, y €l conjunto
minimo generador de ellos son los polinomios extremas.

Los polinomigs con incertidumbre parametnca p(s, ¢) se pueden clasificar en cuatro tipos, de
acuerdo a la estructura de los cocficientes ¢;(q): [ntervalo, Afin, Multilineal y Polinémico.

Los polinomios inrervalo son aquellos en los que cada coeficiente es una funcion lineal de un
sdlo pardmetro y cada pardmetro se relaciona sélo con un coeficiente. Mediante transformacién
de coordenadas toma la forma acostumbrada comq la que se muestra cn el siguiente ejemplo:
P(s,¢) = qo + 15 + gas® + @s5° + qos™.

En los polinomias afin los coeficientes dependen lincalmente de varios parametros y cada
parametco se puede relacionur cun varios coeficientes. Ejemplo: p(s,q) = (21 + @2) + (4q1 +
5gz)s + (3qu + 22)9% +2(1 + 1)5° + 5%,

Los polinomios multilineales poseen coeficientes que como su nombre lo dice son sumas de
productos de pardmetros can potencia unitaria. Ejemplo: p{s, q) = (3¢, + q2q3) + (20192 +5g3)s +
(3q193) s + (g +q3)5° + 5*.

En el caso polingmico los coeficientes son semejantes a los unteriores pero por lo menos algun
parimetro aparece con potencia mayor a la unidad. Ejemplo: p(s,q) = (2qaqs) + (1@3 + q1)s +
(q1 + 2q793)s® + (glgz + dga)s® + s4.

3.3 Polinomios Intervalo

De acuerdo a la descripeion de polinomios intervalo, cada coeficiente se puede expresar como
ci{q) = a9 + a;14:, donde ., son constantes. Tomando en cuenta que ¢; € [¢;, ¢;'] entonces

G € [c, ¢ | domde ¢ = asq+e¢q1q; Yo = a0t @:1G; pudiéndose expresar asi un polinomio

intervalo como p(s, €) = g + 15 + ¢29% + ¢ys® + - - - + &as™ donde |a incertidumbre paramétrica
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esta en sus cocficientes ¢; € [¢7, ¢f| ¥ por facilidad se acostumbra llamarles ¢; € [¢;, ¢;']- La
estabilidad robusta de las familias de polinomios intervalo es resuelta en 1978 con ¢l teorema de

Kharitonov. El teorema se establece mediante cuatro polinomios llamados de Kharitonov:

Ki(s)=cg +teistafs®+ads®+eyst +egs®+cfs®+ats™+ -,
Ki(s)=cg +cTs+ g tegs®+edst+ad P+ +eps" 4+ - -,
Ks)=cf+gs+as+cds®+dst +ag+gst+cfs™+ -,

Kys)=cg +cfs+edsftoysttopst+cds® +eds 4+ + -

Teorema 3.5 [29] (Rorema de Kharitonav) Una familia de polinomias intervalo P(3,Q) es

robustamente estable si'y solo si sus cuatro polinomios de Kharitonov K (s) son estables.

3.4 Polinomios con Dependencia Afin

En este tipo de polinomios los coeficientes son combinaciones lineales de los £ parametros fisicos
ci{q) = Go + Ci1q1 + ci2Ge + 0 - + ¢ eqe, en el caso general los coeficientes no necesariamente
son independientes entre si. Cada polinomio con incertidumbre paramétrica afin z(s, ¢) se puede
expresar como una combinacion lineal de los parametros g; | p(s, q) = ag(s) +ai(s)q +az(s)g +

-« - + ag(s)q, donde los coeficientes g;(s) son complejos.
p(s,9) = aols) + Als)a, Als) = [ai(s) aals) ... ac(s)]

Si la expresion p(s, ) = ag(s) + A(s)q es cvaluada en un vértice ¢* de la caja de incertidumbre
(@, se obtiene el polinomio p'(s). Por otra parte, dado que la caja de incertidumbre es un politopo,

:

entonces para tado vector ¢ € () existe un conjunto de valores A; > 0 tales que g = D A’
i=1

e .

> X — 1. Aplicando esto a las ecuaciones anteriores se tiene: p'(s) = aqfs) + Als)q,

=1

£ ¢ e
p(s8,q) = ag(s) + Als) 20 Mgt = aols) + 3 AA(s)g", donde toda A; es positivay DA = 1,
i=1 =1 i=1
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&
substituyendo A(s)g' = pf(s) — ug(s) se obtiene p(s,q) = aols) + Y B(s) —ag(s)) X =

‘I=1

e ¢
ag(s) + 3. P (8)A — ag(s) Y Ay, para finalmente llegar a:
i=1 =1

¢ £
p(s,q) =Y Ap(s), Xz 0, ZA =1
i=1 i=

Con lo anterior se demuestra que todo polinomio atin p(s, q) € P(s, Q) se puede expresar coma
una combinacion lineal convexa de sus polinomios {p*(s), #*(s), -.., pP™(s)}, siendo entonces
éste el conjunto generador de un politopo que es la familia de polinamios con incertidumbre afin.
Dicho de otra manera, un polinomio afin mapeu ¢l pulitopo ¢ en el politopo P(s, J). Debe notarse
que tado vértice p'(s) proviene de un vértice ¢*, pero no todo vértice ¢* mapea en un vértice
de P(s,Q). Asi también si el andlisis se particulariza al caso ¢ = ¢*(1 — X) + ¢*A, se abtiene
p(s,q) = p(s,q*)(1 — A) + p(s, ¢°)(A), lo que significa que un segmento de linea recta en la caja
de incertidurnbre paramétrica con extremos en ¢°, ¢*, es mapeado en un segmento de linea recta en
el plano de los complejos con extremos en p(s, ¢%), p(s, ¢*). Haciendu el anilisis unterior en orden
inverso se obtiene que todo segmento dc linea recta en el plano de los complejos con extremos en
p{s,¢*), p(s,¢") es mupeado de un segmento de linea recta en la caja de incertidumbre paramétrica
con extremos en ¢*, ¢°. Por otra parte dada la definicién de arista, entonces cualquier arista de
P(s, Q) no intersecta con ningan otro segmento en los complejos, y dado que todo segmento de
linea recta contenido en P(s. @) es mapeado de un segmento de linea recta contenido en Q y todo
segmento de linea recta conterudo en @ sc mapea cn un segmento de linea recta contenido en
P(s,q), entonces toda arista de P(s, Q), proviene de una arista de ¢, pero no toda arista de ¢
Se mapesa en arista de P(s,Q).

La estabilidad robusta de las famulias de polinomios con incertidumbre paramétrica de estructura

afin queda resuelta en 1988 con el teorema de A. C. Bartlet, C. V, Hollot, Huang Lin (1988), que se
describe en seguida.

Tearema 3.6 [6] (Aristas) La familia de polinamios P(s,Q) con incertidumbre afin es estable si

y s6lo si el mapeo de las aristas de () es estable.
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El mapeo de una arista de {J es estable si cumple ¢l teorema (3.4) de Frazer y Duncan. Si se
desea hacer un andlisis algebraico de la estabilidad de las aristas de @, se puede hacer mediante un
resultado de [21], de donde sc obtienen condiciones necesarias y suficientes de estabilidad de un
segmento. Un segmento [p(s, ¢}, p(s,¢’)] es estable si y solo si se cumple: (i) Los coeficientes
ca de los polinomios evaluados en los vértices n(s, ¢*) deben de tener el misma signo. (ii) Los
polinomios evaluados en los vértices p(s, q‘] deben ser estrictamente Hurwitz. (iii) Tomando H;
coemo la matriz de Hurwitz correspondiente a p(s, ¢*), el producto H; ' H; no debe de tener valores
caracteristicos puramente reales en (—o0, 0.

La estabilidad de las aristas se pueden analizar también empleando las condiciones de estabilidad
de secgmento de S. P Bhattacharyya, H. Chapellat, L. H. Keel, [7, 8, 9], en el que un polinomio
Pjw) = o + cjw + (jw)? + a(iw)® + cs(jw)* + -+« + ca(jw)™ es representado mediante
p(jw) = p°(w)+jwpt (w), donde p°(w) = ciw —c3w’ +o50® + -+ y Polw) = cg—cpwl+eqt+-- -

La estabilidad del segmento se establece de acuerdo al siguiente lema.

Lema 3.7 [7] (Segmento). Sean pr(s), p2(s) polinomios Hurwitz de grado n con coeficientes
principales del mismo signo. Entonces el segmento de polinomios [p\(s) , pz(s)] es Hurwitz estable
si y 30lo si no existe w > 0 tal que: 1) pf(w)pd(w) — p§(Wips(w) = 0, 2) Pi{w)ps(w) < 0, 3)
P (w)piw) < 0.

E! lema antcrior requiere solo la primer condicidén y una de las otras dos, como se puede ver
en el siguiente analisis: si p§{w)pj(w) = 0, entonces multiplicando 1) por pf(w)p2{w) # 0 s
obtiene (75(w))” B3(w)pd(w) — pips(w) (9w))? = O que implica p(w)pg(w) = 0. Por otra parte,
si p§{w)p5(w) < U, entonces multiplicando 1) por gt (w)p3(w) £ 0, se tiene (pi{w))* (pY{(w))* —
(75 (w)pt(w)) (P (w)pslw)) = 0 lo cual implica p¢{w)pS{w) < 0, con lo cual queda probada que
la primera y segunda condiciéon implican la tercera y de mancra similar se prueba que la primera y

tercera condicion implican la segunda.

3.5 Polinomios con Dependencia Multilineal

Un polinomio p(s, ¢) de dependencia mulGiafin que comimmente se le lama multilineal, se puede
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definir de la siguiente manera.

Definicion 3.9 Un polinamio con dependencia multilineal p(s, q) tal que g € Q C R¢, se puede
expresar linealmente en cualquier pardmetro q; medianie las funciones fi(s:q) ¥ 9i(s,q), siendo

ambas dependientes de s y de toda qx tal que k # 1, p(s,q) = fi(s,q) + 9:(5,9)q:.

Dada la naturaieza de los polinomios multilineales, es atil emplear una nomenclatura que permita
trabajar un vector paramétrico parcialmente determinado, es decir, que parte de los parimetros
fisicos ¢; que lo componen, estén determinados en uno de los extremos de la incertidumbre ¢ o
g . Esto se puede expresar mediante un parametro oy € {0, 1} | ¢; = ¢ (1 — a;) + g oy, de
tal manera que un vector de incertidumbre paramétrica ¢ con algunos de sus pardmetros ¢, 5, k- - -
determinados en alguno de sus extremos se puede representar como qf:_;:’ ¥y el parametro que no
se especifique un valor determinado, sera elemento de su intervalo de incertidumbre: q:;‘:’% =
(qla=a (1 —a) + g a, ¢;=q; (1 —a;) +qfay, g =g (L ~ax) + o, ...)5 & @
aky ooy € (0, 1), (g™ ), € (o, 7] Vo # 4, 4, k, -+ Asi también podemos adoptar
la notacion de que entre dos vectores paraméuicos q?‘;‘,:,-,o y ¢over! la vnica diferencia que
ticnen €s que gy = ¢, en ol primero ¥ g5 — ¢; en el segundo, mientras que todos los demds
parémétros tienen el mismo valor en ambos vectores incluyendo todo ¢, tal que v # ¢, 7, & En
esta notacién, un segmento recto en Q paralelo al eje g;, es expresado por g = q7A + ¢} (1 — A).
Las funciones empleadas en la definicion (3.9), cumplen las siguientes equivalencias st el vector
paramétrico ¢ cs clemento del segmento paralelo al eje ¢; | fi(s,q?) = fi(s,q}) = fils,q) ¥y
gi(s,qf) = 9:(s, ) = a(s, 9).

Si ¢ es elemento del segmento [g), ¢}], entonces de acuerdo a la definicidn (3.9), las funciones
fi(5.9) ¥ gi(s, g) se pueden obtener valorando el polinomio en ¢7 ¥y ¢! | p(s,¢}) = fi(s,¢0) +
g:(s. q0)a7 ¥ pls.al) = fi(s,q)) + 9i(s, ¢})g;". y tomando &; = ¢ — gi se obtiene:;

) ? :-_ % :l - o H, 11 - 3 ?
fils,q) = o, &-P( %) , gils,q) = a -pls,q) = i )A.P(s %) (3.10)
? i 3

Substituyendo fi(s,q) ¥ ¢.(8, ¢) de (3.10) en la ecuacion de [a definicion (3.9), se obtiene una

expresidn para el polinomio p(s, ¢) en funcion de los polinomivs p(s, ¢?) y p(s, q}) para todo vector
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paramétneo ¢ elemento del segmento [q? ) q}], COMO aparece en seguida:

p(s, g —pls,ad)el  pls,a)—pls, ) _ . o€ — & Nl
A, + A g =p(s, ¢ )~——— A, +p( Iy

Esta tltima expresion se simplifica en una sola sumatoria camo aparece en seguida, dando lugar

p(s,q) =

al siguiente hecho:

+
agy e R i .
p(s,q) =) _ p(s, )05 | @i € {0, 1}, 67 T(l —a;) +

>0 pr=1

@y

sy

Hecho 3.1 (5] Dodo segmento en Q C R puralelo a un ¢je y; en Q se mapea mediunte p(s, g)
multilineal en el segmento en los complejos [q? , 9’.] = [p(s, q) , v(s,4)]-

Dado que p(s,q7) y 2(s,q}) son funciones de € — 1 parimetros por que ¢; no ¢s variable en
ellos, entonces pueden ser expresados en funcion del resto de los pardimetras para ser substituidos
en (3.11) obteniendo asi (3.12)

pls. qf) Z;ﬂ(‘i qf,“’)ﬁ p(s,q)) =2 _ pls, )65

p(s,¢) = Z'ps a8y | B+ | D plsag™ )0 | AL

@5

pls,a) = pls,ai™BRAY | @i, oy € (0, 1}, AREY 20, Y AEAY =1 (.12)

aq.; .

El resultado anterior muestra que dejando variables solo dos parametros en la caja de
incertidumbre el polinomio multilineal p(s,q) es una combinacidén lincal de los polinomios
p(s,q; ") con cocficientes ﬁ“‘ﬁ“-‘ Aplicando (3.11) en los palinomios p(s, q“‘ %) para {aya, } =
{00, 01, 10, 11}, se obtendria una funcidon semejante a (3.12) en funcion de los parametros 1,
4, k. Mediante aplicacion sucesiva de (3.11) como lo ha sido para obtener (3.12), se obtiene uny
expresidn para cualquier nimero de parametros:

pls,q)= > plsgi )BT O ) (3.13)

Qi e,
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BEByBY - >0, > BRAPAE =1

g Xy g,

G —q;

+

O qi, LQ‘J:
.'::—-——1
a; ( A

Ai — ﬂ!') +

a; 20, a; € {0, 1}

Si el namero de parametros en (3.13) es la dimensidn ¢ del espacio donde se encuentra la caja
de incertidumbre @ C R¢, entonces el conjunto de vectores {qf‘;:’?*a’} se convierte en los 2¢

vértices de la caja de incertidurnbre paramétrica {¢'} enumeradvs pur ¢, siendu éste ¢l valor en
decimal del nimero binario: a; ag ... o | a; € {0, 1}. Asi también el conjunto de polinomios
i A e

{p(siqz’jk-nf )} se¢ convierte en los polinomios {p'(s)} que son el conjunto generador de la

familia de polinomios P(s, @). Con la anterior queda demostrado el siguiente teorema.

Teorema 3.8 (leorema de Combinacion Lineal de la Imagen de los Vértices) Cualquier palinomio

multilineal (s, 4) elemento de una familia P(s, Q) se puede expresar come unu combinacion lineal

de la imagen de los vértices de Q.

p(s, q) — Z p(s, q?jfi?k.--ac)(a?iﬁ?jﬁ:k - ﬁ;“],

@y ke, al

ORBYEE G 20 30 BIEP 6=

a4y ,Qk,-"ue

T(l —a)+

r g R
pr=% % q,Aq‘ a; >0, a; {0, L}

Para los casos cn que se puede hacer una transformacidn de parametros sin perder las propiedades
del caso, los nuevos pardmetros, que por sumplicidad se le sepuiran lamando ¢;, son normalizados
ag € 10, 1], y entonces 8% = (L — ¢){1 — o) + (g:)a, 2 0. La idea de cxpresar un
polinomio multilineal £(s,¢) con una caja de incertidunbre (¢ normalizada a ¢, € [0, 1], en
funcion de polinomios extremos ¢s mostrada por N. K. Tsing, A. L. Tits [41], pero los detalles

de su demostracion son omitidos y lo mencionan comao una combinacion convexa sin realmente
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serlo como se verd en seguida; la misma idea es empleada para otros fines en [40].

El contenido del teorema (3.8) no implica que la familia P(s, Q) sea convexa, ya que los
coeficientes 3;* 5, B\ - - - B de cuda polinomio p(s, q:’;:’“: ") son dependientes entre si. Para
¢l caso Q@ C R? el polinomio se pucde expresar comeo p(s,q) = pls,¢l9)(1 — ¢1)(1 — @) +
(s, g% ) (L —qu)g2 +2(s, €19)q1(1 — g2) + p(s, ¢}3 )q142, pero se puede ver que un segmento que unc
dos vértices cn Q tal que de uno al otro cambicn dos pardmetros, por ejemplo el segmento[¢% ¢!
no es mapeado en una recta en el plano de los complejos uniendo los polinomios p(3, ¢ ), P(3, €i;'),

como se muestra en la figura (3.1) del siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1 Dado ¢l polinvmio [5] : p(s,q) = cot+crs+cz5* +czs® +s9,¢g = 1.853+3.773q1 +
1.985q; 1 4.032q1gs, ¢, = 3.164+4.841q,+ 1.561¢2+1.06¢, ¢z, ¢z = 2.871+2.06q1+1.561a24q1 G2
¢ = 2.56 +q1 + qg; y dada la caja de incertidumbre paramétrica: q € [0, 1], ¢ € [0, 3]. Graficar
en el plano de los complejos, los polinvmios p(jw, q) correspondientes a 20 lineas de q; constante,

uniformemente distribuidas en }, @ una frecuenciaw = 1.5
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s n 3 2 3 0 i
, Re
Figura 3.1 “Value set” de familia multilineal. Ejempla 3.1
Para entender mas las propiedades del mapeo multilineal se puede ver que de acuerdo al hecho
(3.1) toda ansta de @ s mapeada en un segmento recto en los complejos. Por otra parte, dada la

definicion de arista, ésta no se intersecta con ningiin otro segmento del conjunto, asi que si p(s, §)
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es elemento de una arista entonces ¢ no serd interseccidon de dos segmentos en @ y por lo tanto
pertenecera a una arista en (), implicando que toda arista de P(s, Q) proviene de una arista de Q,
pero no necesariamente una arista de ¢ se mupea en una arista en P(s, Q). De acuerdo a estu ultimo
y al tcorema (3.8) se puede concluir que: convP(s, Q) = conv{p*(s)} y P(s, Q) C conv{p‘(s)}-
En este analisis el polinomio p(s, ¢) es una funcidon que mapea de %€ a los complejos, pero se
obticnen los mismos tesultados si el andlisis se hace para una funcién multilineal que mapee a mas

de dos dimensiones f : R — R* como lo muestra el Teorema de Mapeo de L. Zadeh y C. A.
Desaoer (1963) [46].

Teorema 3.9 [46] (Mapeo) Suponga una caja de incertidumbre paramétrica Q@ C R con
vértices {4} y una funcion multitineal f : Q — R*. Sea f(Q) = {f(g) | ¢ € } entonces:
conv f(Q) = conv { f(¢')}

Si la familia de polinomios multilineales P(s, Q?), cstd contenida en el politopo gencrado con sus
polinomios extremos, entonces de acuerdo a [21] se puede establecer que una condicion suficiente
de estabilidud para una familia de polinomios multilineales P(s, Q) de grado n, es que cumpla:
(i) Los coeficicntes ¢, de todos los polinamios cvaluados en las vértices p(s, ¢*) deben de tener el
s sigao. (i) Todos los polinomivs ¢valuados en los vértices p(s, ¢°) deben ser estrictamente
Hurwitz. (iii) Tomando H; como la matriz de Hurwitz correspondiente a p(s, ¢*), el producto
H'H, no debe de tener valores caracteristicos puramente reales en (—oc, ()] para toda i = 1,
2,2 k=411,2,---,2%

Una familia de polinomios con incertidumbre multilineal P(s, @) no necesariamente es convexa
aun cuando su frontera esté constituida por el mapeo de anstas de ¢, como fué planteado por errur

en la conjetura de Hallot y Xu [27]. Como se muestra en la figura (3.2) del siguiente contraejemplo.

Ejemplo 3.2 (Contraejempio a la conjetura de Holiot y Xu) (3], Dada la familia de polinomios
multilineales p(s, q) = (s — q)(s — q2)(s — q3) + 6(s°) + 45 + 6, con una caja de incertidumbre
paramétrica Q tal que |g;| < V3. Obtener un bosquejo del “value set” para w = L, graficando en
el plano de los complejos la imagen de lineas paralelas a g3, correspondientes a cada punto de la

cuadricula formada por 15 puntos unifarmemente distribuidas en g1 y qa.
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La falta de convexidad en el “value set” del caso general de familias de polinemios multilineales,
hace dificil el analisis de estabilidad robusta, provocando en los investigadores del drea el interés por
resolver diversos casos particulares como por ¢jemplo cuando se tienen productos de polinomios
intervalo, si los parametros de cada polinomio son distintos a los de los demas polinomios, el
resultado ¢s un polinomio multilineal; mediante la generalizacion del teorema de Kharitonov [10]
este tipo de caso es estudiado en [9, 11, 12] como estabilizibilidad.

Existen algunos trabajos de mvestigacion para determinar los casos particulares de polinomios

con incertidumbre multilineal que su “value set” es un politopo al cual es aplicable el teorema de
las aristas.
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Figura 3.2 Contracjemplo a la conjetura de Hollot y Xu,

3.5.1 Polinomios con Incertidumbre Multilincal e Imagen Convexa

De acuerdo al teorema de mapea, cuando un polinomio con incertidumnbre paramétrica multilineal
tiene imagen convexa sta es un politopo. Dado esto, existen varios trabajos en los que se investigan
estos casos que cn general son de condiciones suficientes de convexidad y se pueden clasificar en

dos tipus: condiciones de convexidad en el espaciv de los coeficientes, y condiciones de convexidad

dependientes de la frecuencia.
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3.5.1.1 Condiciones de Convexidad en el Espacio de los Coeficientes

En esta clase de casos juega un papel unportante los conceptos de: simetria, mencionada por
W. Chen, L. R. Petersen [14] y no traslape, B. I| Polyak [14, 37|. Para describir la simetria ¢s

necesario emplear dos vectores paramétricos, en uno las componentes ¢, y g; estan intercambiadas

con respecto al otro: ¢ = [0,z %1, G Gl G-l Gy G- Gi—1, G2

d=lq1:(?2)--':q\'—1s G5y Qirr e ali-1r Y Qj+l!"'1QC-11(R]-

Defivicion 3.10  [14] Un polinomio p(s,q) = <olg) + c1{¢)s + -« + cn(q)s™ se dice ser de

estructura con incertidumbre simétrica si ¢;(§) = ci{q) parai =1,2, .-, n.

Un gjemplo de estructura con incertidumbre simétrica para Q@ C R* es el coeficiente clq) =
@1qs + quds + Q-

Definicién 3.11 [14) Una caja de incertidumbre paramétrica cumple la propiedad de no trasiape

st los limites de los pardmetros cumplen: q 5, > ¢}

Si un polinomio cumple la propiedad de simetria y la caja de incertidumbre paramétrica es tal
queq; =ayq =bparai = 1,2, .-, £, entances un polinomio evaluado en un vértice con
me parametros en valor minimo ¢ y m; parametros en valor maximo b no altera su valor si se

intercambian de lugar dos paramctros cualquiera, dando lugar al siguiente hecho.

Hecho 3.2 Dado un polinomia multilineal p(s, q) que cumple la propiedad de simetria, con una
caja de incerlidumbre parumétrica tal que ¢; = ay gt =bparai =1,2,..., ¢, entonces todos
los vértices con una cantidad mg de pardmetros en valor minimo y una cantidad myy de parametros

en valor mdximo sin importar su lugar en la notacion ¢ ;' e son mapeados al mismo

‘.lthln“zU lrlaltln‘izl
0.0.90,-.0,11L1,--1 )

punto en los complejos. p(,9.; . 00w

El hecho anterior explica el por que varios vértices de la caja ¢/ son mapeados a puntos comunes
en los complejos en la figura (3.2) del contracjemplo a la conjetura de Hollot y Xu. Ademas el

contenido de este hecho, sirve de base para demostrar otras propiedades del tipo de polinomios que
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se estan analizando, para esta finalidad es necesario pcimeramente establecer el siguiente lema para

ser aplicado en la demostracidn del teorema (3.11).

Lema 3.10  Ur vector g(A) con una componente en combinacion lineal con dos elementos u = q;
yb =gt @(d) = a{l — X) + b\ y las demds componenies fijas, es mapeado por una funcion
multilineal f(q(\)) en la misma combinacion lineal de las funcianes en f(q?) y f(q}), para todo

valor de A.
Flg(N) = F(g) (L — ) + flgh)A

Prueba. Por simplicidad ¢(A) scra anotada solamente como ¢, entances f(q) = fi(q) +
9:{g)q:(A) = fi(g) + gi(q)(a(l — A) + 62) sumando y restando f;(g)A en la Gltima expresién se
obtiene f(g) = (filg) + 9:(g)a) (1 — A} + (filg) + g:(q)¥) A, dado que fi(q) ¥ 9:(q) Do dependen
de g;, entonces: f(g(X)) = f{g!)(1 = A) + f(g}) A m

Teorema 3.18  Sea p(s, q) un polinomio multilineal con s = constante, que cumple la propiedad
de simetria. Sea Q@ C R* una caja de incertidumbre paramétrica tal que ¢ = q; = ay
qf = g3 = b, que mapea sus vértices a los complejos en p*°, pi! y p! = p'0 Sea K c R?
otra caju de incertidumbre puramétrica que cumple la propiedad de no iraslape tal que k, € [a, b,
ky = a{l—a)+ba, k3 = a(1—8)+b8,8 > a > 1, que mapea sus vértices alos complejos en $*°,
phl. §%' y p0. Entonces los vértices de K son mapeados formando un politopo en los complejos,
con la arista [f™°, p*'] alineada con [p*Y, p*!] y la arista [p*°, p*'| alineada con la [p*°, p*Y],
teniendo ambas lineas como punto de interseccion al vértice p° = p*® como lo muestran ei mapeo

los vertices de K
PO =" + (™ =P - 1), PV =P+ (P PN B - 1)
ﬁl'u _ pL,(] + (pl‘L _ Plfo)ai ﬁl,‘l _ pl,ﬂ + (pl__l . pl,O)ﬁ

Prueba. El mapeo del vértice &°° a los complejos es p'Y que se puede expresar como

%Y = fi(ky) + qi{k3)ky, substituyendo k[ y k; en funcién de los parametros de la caja
Q se obtiene P9 = fila{l - a) + ba) + gi{a(l — &) + ba)a. Aplicando el lema (3.10)
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resulta p%0 = fi(a)(1 — @) + filb)a + gi(a)e(l — a) + gi(b)ec, rcagrupando se obtiene
20 = (fi(a) + gi(a)e)(} — a) + (fi(b) + g1(b)a)x en donde f£,(a) + gi(a)a es €l polinomio
evaluado en ¢l vértice ¢%°, ¥ fi(t) + g.(0)a es ¢l polinomio evaluado en el vértice ¢%}, logrando
asi p%0 = pUY(1 — a) + p%lo que es igual a p°° = P00 4+ (p™ — p®%)a, que es equivalente
a p0d = pOl 4 (p%! — p*®)(a — 1). De maneta similar se prueba para los demds, logrando asi:
F00 = POl (g0 — PO (e — 1), 1 = pOL 4 (50 — 99Y(G — 1), g0 = ph + (P — p'OYary
P = ptO 4 (pld — pl,U)ﬁ_

De las expresiones antetiores se pucde ver que los puntos g%, 591, 790 y p%lestdn en una misma
lineay '¥, pit, p*¥ y p*! estan cn otra linea y de acuerdo al hecho (3.2) ambas tienen como punto
comin a g% = p'0 entonces la arista [p%?, £%!] csta alineada con [p®°, ™) y la arista [p*°, p'+1)
esta alineada con [p*9, p*'|.

Los puntos p*Y, p®!, p"! pueden formar un tridngulo o estdn en una sola linea. Si forman
un tridngulo entonces las lineas determinadas por g%0, p%1, p®0 %1 y g9, pU1, pt9 pl1 tienen
angulos diferentes, de lo contrario estardn en una sola linea, dando lugar a dos casos de andlisis.

Caso A: los puatos p™, p®!, p** formaran un triangulo. De las expresiones de 57 y dado que
0 > a > 1, entonces {4 ~ 1} > (@ — 1) > 0, se deterina que en una linea ¢l punto % estd mas
alejado de p®! que el punto 5. De la misma manera en la otra linea el punto p*! esta mas alejado
de po,i que ¢l punto $'°, de tal forma que Iz linea que contiene al segmento (F*!, p'!] y la linea
que contiene a [p%0, p*!| no intersectan dentro de la evolvente convexa de los puntos g9, g*°,

=11
P,

p! al igual que las lineas de los segmentos [0, pt1] y [p%9, £%1]. Por lo tanto estos cuatro
segmentos en los complejos son aristas de un politopo P(K) limitado por las aristas: [p%°, 9],
b-jl,n’ Z:'l‘l]: [ﬁl,l, "U,L] y [ﬁm. ;3”‘0].

Caso B: los puntos p%9, p%!, p!'! estdn en una sola linea. De ucuerdo a las expresiones del
mapea de los vértices de K, las lineas dcterminadas por p%0, !0, p%!, A'!, estin en una sola
linea, hubiéndose colapsado entonces ¢l politopo del caso A en un segmento de recta sin perder su
convexidad. B

El resultado del teorema anterior se puede interpretar facilmente en las graficas correspondientes

al polinomio p(s,¢) = <olq) + ci(g)s + c2(q)s? + c3(g)s® + ca(g)s*, con coeficientes: ¢y =
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1+ g ) (1 +g)y e = (1.5 +¢,)(1.5 + g2), 2 = (03 + q.1)(0.3 + ¢2), c3 = (0.2 + q1)(0.2 + qq),
¢y = (0.25 1 ¢,)(0.25 4 ¢2), con una caja Q tal que ¢; € [0, 1], y una caja K tal que k; € [0, 1],
k; € (2, 3]. Laregion de lineas cruzadas corresponde a la imagen de @ y ¢l politopo corresponde
a la imagen de K, como aparece en la figura (3.3).

Una consecuencia imediata del teorema (3.11), sin necesidad de demostracion es el siguiente

corolario, este resuitado es obtenido en [14] por métodos muy diferentes.
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Figura 3.3 Familia multilincal con simetria y no traslape.

Corolario 3.12 [14] Dado un polinomic multilineal p(s,q) con s = constante, que cumple la
propiedad de simetria, con una caja de incertidumbre paraméerica Q C R tal que cumple la

propiedad de no-traslape, la familia P(s, @)} es un politapo.

Una vez obtenido el resultado del corolario anterior se puede extender a cajas de incertidumbre
paramétrica @ < R como aparece ¢n[14] y por lo tanto se tiene que para una familia de polinomios
con Incertidumbre paramétrica multilineal que cumple la propiedad de simetria, can una caja de
incertidumbre paramétrica (J C R tal que cumple la propiedad de nu-traslape, s puede analizar la

estabilidad robusta por medio del teorema de las aristas.
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3.5.1.2 Condiciones de Cunvexidad Dependientes de 1a Frecuencia

Las condiciones de convexidad mencionadas en el punto anterior son condiciones suficientes en el
espacio de los coeficientes, existen varios trabajos en los que las condiciones de convexidad son
dependientes de la frecuencia.

N. K. Tsing, A. L. Tits [41] establecen para un polinomio multilineal, una trayectoria cerrada
c=[lg% 1, lg% @, - - [¢°7% ¢Fl, [¢%: ¢']] . k2 2 en @ C R donde cada segmento es arista
de @, y de acuerdo a la posicion que guarda el mapeo de los vértices conterudos en la trayectoria

p(s,qY), p(s,q?), ... p(s,q*) en el conwu (p(s, {¢*})), establece sus teoremas y corolarios de los

que podemos citar los siguientes:

Corolario 3.13  [41] Si existe una curva cerrada ¢ = [[g* ,¢%, [¢? ,¢%), ... [¢*" . ¢%], [¢® , 4"l
k > 2 en Q donde cada segmento es arista de Q y p(s,¢"), (s, %), ... p(s,q") son vértices
sucesivos de conv (p(s, {q°})) entonces P(3, Q) es un poligono igual a conv (p(s, {¢'})) .

Teorema 3.14 [41] Si para un polinomio multilineal, cada vértice de conv (P(s,Q)) es mupeado
de s6lo un vértice de Q y ningiin otro vértice de & mapea en una arista de conv (P(s,Q)) , ertonces

P(s,Q) es un politopo si y sdlo si las aristas de conv (F(s, Q))son mapeadas de aristas de Q.

El ordenamiento de los vértices mapeados a los complejas y el dngulo entre sus aristas son
empleados por B. D. O. Anderson, F Kraus, M. Mansour y 5. Dasgupta [3] para determinar
condiciones suficientes en lus que el “value set” de una familia de polinomios de incertidumnbre
multilineal es un politopo. Para una caja dc incertidumbre paramétrica tal que ¢; € [0, 1]y A, =1,
de acuerdo a (3.10) g:(jw,q) = p(jw,q!) — p(jw, ¢¥) que geométricamente es el “vector” que
conecta el polinomio p{jw,q’) con p(jw,q!) en cl plano de los complejos, se puede decir que
g:(jw. ¢") apunta hacia donde crece el mapeo de ¢; en el punto p(jw,q") al incrementar ¢; de Ua 1.

Dado que la [uncién g;(jw, ¢) es un nmero complejo que se puede expresar en su parte real €
imaginaria o en magnitud y dngulo, entonces g;(jw, q) = grlw, q) + 79w, q) = [g:i(Gew, 7)] 7%
¥ gir(w, ¢) = |9:(fw, ¢)| c0s 85, gir(w, q) = lg:(jw, q)| senf;; si se obtiene el Jacobiano de p(jw, )

con respecto a los pardmetros go Y ¢a, €ste quedara en funcién de la parte real e imaginaria de las
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dp(jw, : .

w que a su vez sor ¢:(7w, ¢) de ucuerdo a (3.10), entonces el Jacobiano
%

de p(s, q) con respecto a g, y 94, Jaglw, q), es:

@R(Waf.’) 610.*{(04‘]‘1’)

derivadas parciales

3 04, dqp
dop(w, q) = Ipriw,q)  Opw,q)
34, 945

Jug(w,Q]z yaﬂ(w:q) _‘l,GR(U-’:Q]
Foilw.q)  gpelw,q)

Jaglw, q) = |ga(jw, q)l |Q,B(jw,¢2)| 36"‘(65 —8.)

Valorando el Jacobiano en un vértice g" de , entonces el signo de Jog(w,¢") determina la
relacion entre los dngulos de las aristas o y 8 en los complejos que salen de p(¢™). Si el angulo
entre las aristas a« y J es 0 << 85 — 0, < m, dicho de otra manera si el angulo &5 es mayor que el
angulo 8, pero no por mas de , entonces el Jacobiano J,s(w, ¢7) es positivo, de lo contrario es
negativa.

La imagen de toda anista correspondiente a un pardmetro g; sale del vértice donde ¢; = 0 y entra
en ¢l vértice donde ¢, = 1. El dngulo de una arista donde es entrante es el negative del dngulo donde
es saliente. Si se analiza el Jacobiano en un vértice ¢ de ( para todo par de parametros posibles w
y 8 tal que & < 3 y el Jacobiano resulta Jog(w, ¢") positivo, significa que las dngulos de todas las
aristas salientes del vértice ¢” estan ordenados 8, < @, < --- < By 0 < 8¢ — 8, < = Si se inicia
este analisis en el vértice donde {odos los parametros estin en ceto y ¢l ordenamiento de angulos se
cumple, significa que la arista de menor éngulo es la que incrementa q;, ¥ la podriamaos identificar
por ansta 1. Si se recorre en la direccion de esta arista y se analiza este nuevo vértice, el angulo
de la arista 1 cambia de signo porque en ese nuevo vértice €s entrante y serd entances la de dngulo
mayor. Si el Jacobiano es positivo entonces el ordenamiento de angulos se sigue cumpliendo y
ahora la arista de menor angulo es la arista 2 que es la que incrementa go. Si al continuar €l analisis
la condicidn de ordenamiento de dngulos se sigue cumpliendo, sc habra creado cn los complejos una

trayectoria de aristas cerrada con los vértices ordenados. En [3] utilizan esta propiedad y la aplican
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primero a una caja en R para la cual al cumplirse el orden de los vértices es obvia su convexidad
y por induccidn matematica llegan « probarlo para @ C R°.

Otro trabajo interesante de polinomios con incertidumbre paramétrica multilineal esel de B. T.
Polyak (37|, yue basa su trabajo en cierta relacion de las funciones g:(jw, ¢) que le llama propiedad
D, que de cumplirse es condicion suficiente para que la familia de polinomios sea un politopo. Para
un vector parametrico ¢ cualquiera de la caja se analiza la posicion relativa que se guarda entre
las funciones ¢;(jw, ¢), si sus dngulos estin ordenados entre cero y 7 (como las aristas del trabajo
de Anderson), lo representa por g, (jw, ¢) < g2(jw,q) < -+~ < ge(Jw,q) < —g1{jw, q), ¥ si se
cumple para todo vector paramétrico de la caja s¢ le llama propiedad D ; por otra parte establece
los segmentos principales, que son el mapeo de aristas de @ que partiendo del origen, inctementa
pomergo ¢; de 0 a 1, posteriormente ¢, de 0 a 1, hasta llegar al vértice paximo donde disminuye
primere ¢ de 1 a 0, posteriormente g2 de 1 a 0, hasta llegar al origen, mediante la propiedad D

y los segmentos principales establece vanos teoremas, para el caso multilineal podemos tomar el

siguiente.

Teorema 3.15 [37] Si la prapiedad D es cumplida por un polinomio multilineal p(jw,q) con
coeficientes positivos, para toda 0 < w < o0, enfonces la familia P(s, Q) es robustamente estable

5i y solo si todos los coeficientes son positivos Vg € Q y lus 2€ segmentos principales son estubles.

3.6 El Problema del Caso General de Incertidumbre Multilineal

La convexidad en las familias de polinomios intervalo y afin es de gran ayuda para lograr criterios
sencillos para determinar la estabilidad robusta de la familia, en ambos existe un subconjunto de
prueba 1, 5}, que es el conjunto minimo de polinomios tal que la familia es estable si y sdlo si el
subconjunto de prucha es estable. En los polinamios intervalo el subconjunto de prucba fucron
los cuatro polinomios de Kharitonov; en los polinomios atin el subconjunto de prueba tueron
las aristas. En las familias de polinomios multilineales no existe subconjunto de prueba, J. E.

Ackermann [1, 2] publica un contraejemplo en 1992 que es un polinomio multilineal p(s,q) =
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¢ 1ot
colg) +c1(q)s + c2(@)s® + 5%, con coeficientes co(q) = €(€ — 1) + % + 2(£ + 1) )—ji %+2 37 gy,

123
¢
Cl(Q) = £+ Zqil C‘Q(Q) - Cl(q) Yg € Q = {q [ & > 0: r = 1) 21 T EI} Mediante el
=1
criterio de Hurwitz, Ackermann determina que para tener estabilidad robusta, deben cumplirse que
4

e1{q)ez{q) — colg) > 0, que equivalentemente es: ¢;(¢)ca(q) — wlq) = d.(¢:  1)? — r?, de
=]

donde i(q“ —1)? » r?, entonces la familia de polinomios es estable fuera de una bolu de radio
T cenlr;fa enqo = (1, 1, -- -, 1], si se hace que r tienda a cero, el polinomio serd estable en toda
q € Q excepto en el punto gg. Se puede seleccionar arbitrariamente una caja (J tal que satisfaga la
positividad de los parametros y que contenga a go. La posicion de go en @ puede ser tan arbitraria
como sc descc, entonces no existe un subconjunto de prueba capaz de contener a qq.

De lo antenor se puede ver que la solucion del problema de estabilidad robusta de familias
de polinomios multilineales, no puede estar basada en un subconjunto de prueba v la blisqueda de
casos de imagen convexa resuelve solo esos casos particulares pero no el problema general. Existen
algunos resultados que pudieran ser Utiles al andlisis de la estabilidad robusta de polinomios con
incertidumbre multilineal. En [26] se prueba que para una funcién multilineal real, si existe una
raiz dentro de (, ésta esta tarnbién en las aristas. En [31] demuestra que una familia de polinomios
multilincales tienen raices invariantes si y sdlo si éstas lo son también de la imagen de los vértices
de la caja, la existencia de tales raices es funcion de la independencia lineal de ciertos vectores con
un numero de elementos que puede ser muy grande y por lo tanto dificil de trabajac. En [30] se
resuclve la estalnlidad robusta de casos particulares de familias de polinomios *amdados”, dada
una familia de polinomigs con su subconjunto de prueba y dado un polinomio fijo, al substituir un
elemento cualquiera de la familia de polinomios como argumento en el polinomio fijo sc genera una
nueva familia de polinomios, se demuestra que la nueva tamilia es estable si y 5010 si el polinomio
fijo es estable cuando el argumento es substituido por cada elemento del subconjunto de prueba.

Dada la falta de convexidad y de subcanjunto de prueba del caso multilineal; y dado que no
es facil encontrar la frontera del “value set” para el caso general, puede pensarse en determinar
la estabilidad robusta utilizando la metodologia de analisis cmpleada en [25] para detcrminar

margenes de estabilidad mediante una particidn del dominio original en subdominios, € iteraciones
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cn bisqueda de la interseccion con el origen de a imagen de ciertas aristas; €l problema es que el
procedimiento hay que repetirlo a diferentes frecuencias que puedan asegurar el resultado por lo
menos en un ancho de banda. Puede pensarsc también que es de utilidad el trabajar en ¢l espacio
de los cueficientes. Rantzer define la direccion convexa como sigue: un polinomio momco g(s) se
dice ser de direccion convexa si se cumple la siguiente condicion, dado un polinomio f(s) estable de
grado 7z, v f{s)4y(s) estable, f(s)+Ag(s) de grado n, entonces el polinomio p(s, A) = f(s)+Ag(s)
es estable para toda A € [0 ,1]. Asi también demuestra que un polinomio g(s) es de direccion

dc{ﬂfju) < ‘sen(.?zég(]w)] es satisfecho para toda w > 0 tal que g(jw) +# 0, donde
w

£ significa el argumento de un ndmero complejo.

convexa st

B. R. Barmish, H. [. Kang [4] demuestran que si un palinomio ménico satisface la condicion

extendida de los menores alternantes de Hurwitz entonces es una direccion convexa, pero este
resultada en el espacio de los coeficientes es menos general que la direccion convexa de Rantzer

Por otra parte L. H. Keel, S. P Bhattacharyya [28] muestran que si un polinomio p(s) =

.2
h{s?) + sg(s?) es Hurwitzy X (w) = w?g((%‘ la condicion de Rantzer es satisfecha si se cumple
—fad
X W) _ | X (W)
dv T | w |

P. Misra [36]. Aplica aritmética de intervalos para analizar la estabilizacion de un polinomio

intervalo mediante la tabla de Routh. La aniimeética de intervulos se fundamenta en las cotas minima

y maxima de las operaciones basicas: “+7, “—7, *xX” “<+7; entre dos variables q, b, tal que

a € [o1, a2, b € [bi, b, de al manera siguiente: [ay, agz] + [b1, b2] = [a1 + by, az + by,
(@1, ag] — [b1, &3] = [a1 — b2, a2 — &), [@), aglby, b2] = [min{aby, a.1d2, a2b1, azby),
max (a1, a16z, aghi, 0252)]1 [all 02]/[51, bz] = [ah 0'21[31;: 311"] [0 é [611 ’12]-

Continuando con la idea de Misra, se puede pensar en determunar la estabilidad robusta
de polinomios con incertidumbre paramétrica, de cualquier tipo, mediante la tabla de Routh y
aritmética de intervalos. Para esto es necesario determinar la positividad de todos los elementos
dc la primer columna de la tabla, para todo g € Q.

Los clementos de la primer columna de 1a tabla de Routh, son funciones polindmicas, en ¢l caso
general. Al analizar el signo de una funcidén polindmica f(g) para todo ¢ € Q, mediante aritmética

de intervalos, se obtienen catas de la funcion, que no son los valores minimo y méximo de la funcion.
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De tal manera que se obtiencn condiciones suficientes de posi.tividad o negatividad de la funcién
en todo su domimo. Para obtener condiciones necesarias y suficientes de signo de una funcion en
su dominio, basta con dividir €l dominio en subdominios, y verificar la condicién de suficiencia
de signo en cada uno de ellos, pero el problema radica en que la multiplicacién de intervalos es
una operacion complicada, hacienda inoperante la idea en los casos de incertidumbre paramétrica
multilineal o polindémica, y mds alin cuando se trata de resolver la positividad de un determinante,
¢n wdo su dominio. Para medir la magnitud de esta dificultad, sélo basta con intentar por medio
de aritmética de inervalos, determinar la positividad en toda la caja Q, del coeficiente cz{g) del
polinomuo caracteristico de la maquina “Fiat” |5] que aparece en el capitule de aplicaciones.

Los criterios en el espacio de los coeficientes tienen la ventaja que se hace un sélo andlisis y
no uno para cada valor de w como sucede en ¢l dominio de la frecuencia, por esta razon, por la
falta de convexidad de las familias de polinomios multilineales y por no poder contar para ellos
con un subconjunto dc prucha, sc propone una altemativa en el espacio de los coeficientes para
analizar estabilidad robusta de familias multilineales, dicha alternativa se le llama en esta tesis

Descomposicion de Signo, contenida en el sigwente capitulo.



Capitulo 4
Descomposicion de Signo

4.1 Definicion de la Operacion

Al analizar una funcidn es comun la necesidad de descomponer €sta en sus partes que la constituyen
de acuerdo al caso, por cjemplo si se estd haciendo un andlisis de un polinomio p(s), puede ser
atil descomponerlo en sus partes par € impar;, si s¢ esta haciendo el analisis de un polinomio
en ¢l dominio de la frecuencia p(jw), normalmente es til descomponerlo en sus partes real e
imaginana, pero si se esta haciendo el analisis dc la positividad de una funcién, podemos pensar en
descomponerla en sus partes positiva y negativa,

La dcterminacion de la positividad de una funcian real polindmica multivariable es un problema
dificil de resolver, normalmente se le vé a la funcion real como un todo completo y posiblemente eso
aumenta la dificultad del problema, en vez de ver la funcidn descompuesta en sus posibles partes
que la constituyen. En este casg se propone descomponer una funcion multivariable f - R — R
en sus partes positiva y negativa f,(-), fa(:), para poder definir esta descomposicion, es necesario
primeramente rccordar el concepto de cono canvexo positiva P = {z € R¢|z; > 0} [32], asi como

las siguientes definiciones:

Definicion 4.1  (32) Sea P un cono convexo positivo en un espacio vectorial R¢, para z, y € ¢

sediceque T > y (z > y) conrespeciaa Psiz —y € P(x —y € P°, el interiorde P ).

Definicion 4.2 Sea f : R¢ — R una funcidn continuay Q C P C R un subconjunto convexo, se

dice que f(-) es una funcion no-decreciente en (J si © > yimplica f(z) > fly), Vo, y€ Q.

Las funciones no-decrecientes presentan algunas propiedades interesantes respecto a las

operaciones de suma y multiplicacidén como se muestran en seguida:

Lema 4.1 Sean f, g : R* — R dos funciones no-decrecientes no-negativas en ¢ C P C R,

entonces. f(q) + g(q) ¥ f(q)9(q) san funciones no-decrecientes y no-negativas en Q.

42
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Prueba. Como f(-) y g(-) son funciones no-decrecientes en (@, entonces para g°, ¢® elementos
de () tal que ¢° > ¢* implica que f(¢®) > f(q®) ¥ ¢(g*) > ¢(¢*) de donde es inmediato ef resultado:
f(&") +9(d") 2 flg*) +9(e) y F(a°)9(e®) = flg°)g(g*)m

Dado que una funcidn real constante positiva @ > 0 cumple con la definicidén de funcidon no-
decreciente, entonces una consecuencia inmediata del lema anterior es que dada una funcion no-
decreciente f{-) en @ C P C R¢ y unreal positivo & > 0 entonces a + f(-) y af(-) son funciones
no-decrecientes en ). Una vez definidas las funciones no decrecientes y analizadas sus propicdades

podemos entonces tratar la descomposicion de signo.

Definicion 4.3 Sea [ : % — R unag funcion continua y sea @ C P C R un subconjunto
convexa, se dice que () tiene descomposicion de signo en @ si existen das funciones acotadas
no-decrecientes f.(-) > 0, f,(-) > 0, tales que f(q) = f.(a) — fa(q) para ioda q € Q. Dichas

Junciones se llamardn: lu parte positiva de la funcion [5(-) y la parte negativa de la funcion ().
fl@) = fold) — ful@) Vo €@
f(-) & Parte Positiva de ()
fals) 2 Parte Negativa de f()

Notad.l Los nombres “parte positiva” y "parte negativa’, son sdlo por facilidad de expresion,

realmente deben ser interpretados como: parte no negaiivay parte nd positiva respectivamente.

Dche notarse que si una funcidn cstd definida en Q' & R* que no estd contenida en un cono
convexo positivo, entonces se puede hacer una transformacion de coordenadas para que la funcion

yuede defimda en @ C P C R como s¢ muestra en el siguients hecho,

Hecho 4.1 [17] Sea f : R — R una funcion continua definida en Q C R que no esia contenida
€n un cona convexo positiva, entances siempre se puede hacer una transformacion de coordenadas

G =4y + (g — g WG —a7)/ (6 — o)) tal que ¢ > g7 > 0 para que la funcion quede definida
en Q@ C P C RE

Mediante el lema (4.1) y ¢l hecho (4.1) se obtiene una propiedad util de las funciones polinomicas



como aparece eh el siguiente lerma.

Lema 4.2 Sea f(q) una funcion polinomica cualquiera tal que § € Q - ?R‘, entonces mediante la
transformacion de covrdenadas del hecho (4.1) de Q C Rf ¢ Q C P C R la funcion polinémica

flq) tienc descomposicion de signo.

Prueba. Del hecho (4.1) se obtiene que la funcion polinomica f(4) se ransformaen f(q) tal que
g € @ C P C R’ Reagrupando la funcién se puede expresar como f(g) = 3, g:(q) — 2_; #;(q) tal
que ¢ € Q, donde ¢:(q) ¥ h;(g) son productos positives dc g elevados cada uno a alguna potencia y
multiplicados por alguna constante con resultado no-decreciente, dado que ¢ € Q C F y aplicando
el lema (4.1} entonces » 7, g:(q) y 2_; h;{¢) son funciones positivas no-decrecientes en Q) y califican

como la parte positiva y negativa respectivamente de la funcion f(q). ®

Ejemplo 4.1 Dada unafuncién real cantinua f(q) — 4+q —qo+8¢iq; —9q143 tal que ¢; € [0, 1],
obtener la descomposicion de siyno en () de la funcion [(y).

El dominiv de las variables estd formado por Q@ = {¢ = |1 ¢2|" | & € {0, 1],2 = 1,2}, de donde
sc puede ver que & esta contenido en un cono convexo positivo. Reagrupando separadamente los
términos que aparecen sumando y los que aparecen restando en la funcion, se obtiene: f(g) =
(4 + q1 + 8¢lg2)} — (g2 + 99193) . Revisando el concepto de no-decreciente obtenemos: ¢° > ¢ =>
(4+at+8(d)"a) = (a+ar+8@) e) v (8494 (@)") > (¢ +942 (43)°) de donde
ambas funciones son no decrecientes y por lo tanto fo(g) = 4 + ¢, + 8¢¢z y fa(9) = g2 + 91 3.

4.2 Represcntacion (f, , f,)

Cuando una funcion continua f : R — R se descompone en @ C P C R en sus partes
positiva y negativa f,(-) y fa(-), realmente se estd haciendo una transformacion de ®¢ a ®2, 1a
representacidn grafica de la funcidn en un plano ( f,,, f,) es de utilidad para entender mas facilmente

las propicdades que poseen las partes positiva y negativa de la funcidn, para lo cual se establece la

siguiente proposiclon.
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Proposicion 4.1 [17) Toda funcion continua f = R -+ R con descomposicidn de signo en el
conjunto convexa Q C P C R, se puede expresar como una transformacicn de R a R? mediante

sus partes positiva y negativa f5(-) y fo(-) con represemeacion grafica en el planv (fq, fp).

R (fal), fl)) | R .

-+

Ejemplo 4.2 Dadala funcién real continua f{q) = 4+ q—¢2+8¢2q2— 9143 con descomposicion
de signo en @ — {q =l @7 | @ € [0, 1]}, tal que f{q) = fola) — fulq) ¥q € Q dande
fol@) = 4+ g + 8¢iway fulq) = g2 + 9a1¢3, obtener la representacion grdfica de la funcion f(q)
enel plano (f., fp) para 15 lineas, de q, = cte. y gz = cte. Uniformemente distribuidas en Q).

Calculando las valares de las partes positiva y negativa de las funciones f,{q) =4+ q1 + 8¢2¢2
¥ falg) — g2 + 9q1q% correspondientes a cada puntu de las lineas, se hace una transformacion de
@ a R? enel plano (fn, f5), de esa manera podemos tomar 15 lineas de ¢, = cte. uniformemente
distribuidas en @ que son transformadas en las lineas llenas en ¢l plano (f,, f), y de la misma
manera se toman 19 lineas de ¢, = cie. uniformemente distabuidas en &, que se transforman ¢n

las lineas puntcadas come aparece en la figura (4.1).

£

10
fa
Figura 4.1 Plano { f.. fu). Ejemplo (4.2)
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Cuando una funcion con descomposicidn de signo en ¢ es igual a cero para todo ¢ elemento de
@, implica que fp(q) = fa(q) V4 € Q vy su representacion grafica en el plano (fr, f5) es una linea
recta a 45” que conticne al origen, a la cual nos referiremos como la recta a 457, los puntas arriba

de ella corresponden 4 la representacion grifica Jde funciones con valor positivo y obviamente los

de abajo a negativo.

4.2.1 Propiedades en la Representacion (f, , fp)

Al expresar una funcion en sus partes positiva y negativa f(g) — fa(q) — fa(y) diremos que esti
representada en (f.. fp), es evidente que la funcion no se altera si se le suma y resta una misma
cuntidad que puede ser constante o funciéon no-decreciente en cualquier variable inclusive g, pero
también es evidente que las partes positiva y negativa ya Do COnservan su minima expresion dando

lugar a la propiedad que se muestra en el siguiente hecho que no requiere demostracion,

Hecho 4.2 Seu f(:) unu funcion con descomposicion de signo en (J con partes pusitiva y negativa
Fo(q), fu(q) respectivamente, y sea g(q) > QVq € Q una funcion na-decreciente en Q, entonces:
a) (fula) + 9(q). fo(q) + g{q)) es también una representacion de la funcién f{q) Vg € Q. b) la

representucion ( fo(q) + 9(q), folq) + 9(q)) de la funcion f{-) se reduce a su minima expresion en:

(felg), fr(q))

Las funciones que poseen descomposicion de signo presentan la propiedad de conservar ia

descomposicidn de signo en las operaciones de suma, resta y multiplicacion como se muestra en el

siguiente teorema.

Teorema 4.3 Sean f, g : R® — R dos funciones con descomposicion de signo en Q; entonces:

flg) + g(q), F{a) — 9{q) y flqlg(q) son funciones que tienen descomposicion de signo en Q :

fl@) +9(q) Sla) +9(a))y  (fla) +4(a))n
(flo) +9(a))n = (ful@) +19a(9)), (@) + gla))p = (Fol@) + 9p(@))

fla)—gla) — (Fla)~glg)), — (fl@) — 9(a))x
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(fle) —gla)n = (fala) +9(a)),  (F(@) — 9(0))p = (fulg) + 9n(a))

flagle) = (fFl@)g(@)p ~ (Fl@)glg))n
(F(@)9())n = (fo(@)gala) + f2(2)9(2)),  (F(9)9(2)p = (Fo()9p(q) + Fala)gn(a))

Prueba. Sean f(-) y g(-) funciones con descomposicion de signo en @, entonces f (q) =
Fola) = fal@) ¥ 9(a) = 95(q) — gn(q), para toda g elemento de Q, donde £,(-), fa(-), gp() ¥ gu(:)
son funciones no-negativas y no-decrecientes en @, de tal manera que la suma de las funciones
queda expresada por f(q) + g(q) = (f,(q) + 9,(2)) — (f(q) + 9(q)) y de acuerdo al lema (4.1) la
suma de funciones no-decrecientes es no-decreciente, entonces (f,(q) + 9,(¢)) ¥ (fn(q) + ga{q))
son funciones no negativas y no-decrecientes siendo asi las partes positiva y negativa de la suma
£(2)+g(q). Laresta queda expresada por £(q) — g(a) = (fo(a)+ 9 ()) — (flg) + 9,(2)) y por os
mismos argumentos que en el caso anterior, (f5(g)+g.(q)) y (f=(g)+9,(¢)} son las partes positiva y
negativa de la resta f(g) — g(q). El producto £(¢)g(q) = (f»(a) — fa(2)) (dp(4) — g () que es igual
a f(q)9(q) = (fp(@)9p(9) + fn(2)9n(9)) — (f:(2)9n(a) + fu{q)gp(a)), por la misma argumentacion

antetior (f5(9)9p(2) + fu(2)9:(2)) ¥ (f5(9)9.(q) + f=(9)95(q)) son las partes positiva y negativa
del producto f(g)g(g). ®

La forma como se obtiene la resta de cualquier par de funciones en el teorema (4.3) asegura que
las expresiones de la parte positiva y negativa sean funciones no negativas y no-decrecientes, pero
existe el caso particular donde se pueden obtener expresiones mas simples como el que se muestra

en el siguiente corolario.

Corolario 4.4 Séan f(q), g(q), h(q) funciones continuas con descomposicion de signo en Q) tales
que: f(q) = g(q) + k(q), entonces las partes positiva y negativa de la resta f(q) — g(q) se reducen

a su minima expresion de la siguiente manera:

flgy—gla) = (f(a) —g(a))p — (flg) — 9(@))~

(f(Q) - Q(Q))n - fn(q) - gn(q)
(fla)y —g(@) = [fola) — 9(q)
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Prueba. Scan f(g)} y g(q) funciones continuas con descomposicion de signo en @, entonces de
acuerdo al teorema (4.3) las partes positiva y negativa de la resta f(q) — g(q) son: {(f(¢) —9(¢)), =
(Folq) + gu(@) ¥ (F(@) — 9(@))n = (Falg) + gplg)). Por vtra parte duda la condicién f(q) =
g(q) + h(g) entonces mediante el teorema (4.3) folq) = gp(q) + hyla), fula) = gnla) + halq),
substituyendo éstas (lumas en las partes positiva y negativa de la resta f(y) — g(¢) queda:
(F(a) — 9(a))s = (go(@) + Aplq) + gula)}, (F(@) — 9(a))n — (9a(q) + hnlq) + 95(q)) ¥ de acuerdo
al hecho (4.2) su minma expresion es: (f{g) — ¢{@))s = (f(q)), (Fg) — 9(@))n = (ialq)).
Tomando nuevamente la condicion f(q) = ¢g(g) + h(qg) que mediante el teorema (4.3) tenemos
fola) = 90(q) + hplq), fala) = guly) + nlq), entonces se puede despejar hy(2) = fo(q) — gple),
halq) = falq) — gn{q) siendo ambas expresiones no negativas y no-decrecientes pudiendo
asi calificar como partes positiva y negativa, por lo tanto: (f(q) — g(q)), = fola) — gp(q),
(f(g) —glg))x = fu(q) — yaly) con lo cual queda demostrado. W

Debe notarse que sdlo en condiciones como la del corolario (4.4) sc cumple que la resta de
fola) — 95(9) ¥ f2(g) — g-(g) son funciones no negativas y no-decrecientes, peto en el caso general
no se puede supuner lu mismo y la resta de funciones debe manejarse por el teorema {4.3). Otras
propiedades de las funciones que tienen descomposicion de signo, son las referentes a las cotas de

la funcion, para lo cual es necesario definir algunos conceptos antes de analizar dichas propiedades.

Definicion 4.4 [17] Se le lamard vértice minimo y mdximo Euclidiang v™", v™** q los vectores

elementos de @ C P C R con minima y maxima norma Euclidiana respectivamente.
o], = mig flghe 16>, = max [l

Lema 4.5 [l7] Sea f : R — R unu funcién continua no-decreciente ysea@Q C P C R* una

caja con vértices minimo y maximo Euclidianos v*iv ™%X entonces:
min f g) = f{,”min)‘ mnax — f PP
min f{g) nax f{a) (v
Prueba. Tomando que ¢ 2 #™" ¥q ¢ Q y dado que f(g) es una funcion no-decreciente,

entonces f(g) 2 f(»™") ¥g € Q, de donde se concluye “};‘3 fla) = f(v™"). De la misma manera
q

v > g Vg € Q entonces f(v™™) > f(g) ¥¢ € Q de donde se obticne max f(q) = f{v™). |
L5
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La aplicacion del lema anterior a las partes positiva y negativa de una funcién permite obtener

una propiedad del acotamiento de cada una de estas partes como se muestra en €l siguient (vorvma.

Teorema 4.6 [17] Sea f : ® — R una funcion con descompasicion d¢ signo en Q, sea
Q < P < R una caja can vértices minimo y maximo Fuclidianos v™0_ y™%  entonces las partes

positiva y negativa de lu funcion estdn acotadas comao se muestra:

™) < folg) € flo™) Vg € Q, Fulo™™) < fulg) < fulv™) Vg C Q

Prueha. Las partes positiva y negativa de una funcidn son funciones no-decrecientes, entonces
s 1;1%1(121 ) £ ful@) ﬁrﬁ?c%: fo(q) y de acuerdo al lema (4.5) se obtiene f,(»™") < f,(q) <
fo(2™) ¥q € Q, de la misma manera se demuestra f,,(v™®) < fo(g) < fu(v™¥) Vg Q.1

El hecho de que las partes positiva y negativa de una funcion estén limitadas por sus valores
minimo y maximo du lugar a poder abtener cotas de la funcidon analizando solo sus partes positiva

y negativa en los vértices minimo y maximo Euclidianos como aparece en el siguicnte teorema.

Teorema 4.7 [17] (Teorema del Rectingulo) Sea f : R* — R una funcion continua con
descompaosicion de signo en () tal que Q C ' C Rt es una caja con vértices mimimo y
maximo Euclidianay v™™, v™%%, emonces: a) f(q) estd acotada inferior y superiormente por
Folv™) ~ fa(v™) y folw™*) — f.(v™®) respectivamente, b) la representacion grdfica de
la funcion f(q), V¢ € Q en el plano (fa, fp) estd contenida en el rectangulo con vértices
(Falamo), Folem ), Faom), Sum)), Ualv™), (™)) y ((6%), f(m)), o) si el
vértice infertor derecho (f.(v™%), f(v™")) estd arriba de la recia de 45° entonces la funcion
f(q9) > UVq € Q, d) si el vértice superior izquierdo (fo(v™), f,(u™*™)) estd abajo de la recta de
45° entonces la funcidn f(q) < 0¥q € Q-

Prueba. Del weorema (4.6) tenemos fH(v™*) < folg) < folv™) y fu(v™®) < fulg) <
f.lomax) de esta Gltima desigualdad se tiene — f,(+™%) < =f.(g) < —f.(v™"), sumando
la desigualdad de f,(q) con la de —f,(q) se obtiene fg(umin) _ fa(0™™) < flq) — falg) <
folomas) — fu(v™™). Considerando que la funcion tiene descomposicion de signo entonces f(g) =

fola) — falq) y por lo tanto: £, (™) — f (v¥**) < flg) < Sp(o™*) — f . (v™") Vg € Q.
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De acuerdo al teorema (4.6) las partes positiva y negativa de la funcién f(g) estin acotadas:
fa(@™™) < falg) £ falv™), fr(v™®) < f.(g) < f,(v™*), entonces la representacion grafica
de f(q) Vg € Q enel plano (fn, fp) esta contenida en el rectangulo de la figura (4.2) con vértices
(Fa@™), Fo(0m0)), (Fa(0™), fo(u™), (fal@™), f(0™) y (Fal@™), fo(u™)) Vg € Q.
Si el vértice inferior derecho (f.(v™*), f, (v™")) esta arriba de la recta a 45° en el plano (fn,
f»), entonces cualquier punto contenido en el rectangulo esta también arriba de la recta de 45° y
f(g) > 0Vq € Q. Si el vértice superior izquierdo (fn(v™"), fp(v™*)) esta abajo de la recta a 45°
en el plano (fn, f;) entonces cualquier punto contenido en el rectangulo esta también abajo de la

rectaad5°y f(g) <0Vge Q. W

fr

\ 45
f.”(Vmu.r) (R TSN T R s 1
frlg) [ ~—— -
fP [V min ) . f(q)

£ olion 1= of Vo

fr(v o) = fa(vom)

fn( min) Falg) fn(vmax) fa
Figura 4.2 Rectangulo que contiene a la funcién en el plano (f,., f,)

La positividad de la cota inferior del teorema anterior, es una condicion suficiente de positividad
de la funcién. Asi cuando lacota f,(v™") — f,.(v™) es negativa no implica que existan vectores
q en (Q para los cuales la funcién sea negativa, en este caso es necesario hacer una division
delacaja@Q ¢ P C Ry definirlacomo Q = [q7. ¢] x g5, @] x - x [¢/, q/],
podemos dividir el intervalo de cada variable [g,, ¢,"| en k partes, generando & nuevos intervalos:

la7, a'l.(a}, ¢2),---.[a’s @), -+ l¢f ', 4']. podemos llamarle [, , +.}] a uno de los k nuevos
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intervalos de una de los € parametros, dando lugar asi a la generacidn de k% nuevas cajas I, siendo
una de ellas: I'* = [y7, | < g, Y3] X - x [z s ')':]. Con lo anterior la caja original queda

gxpresada como @ = U [ y tomando ™™, ™ € T camo los vértices minimo y maximo

Euclidianos de [ se puede establecer el siguiente lema.

Lema 4.8 [17] Sea f : R — R una funcion continua con descomposicidn de signo en Q tul
que ) C P C RE es una caja con vértices minimo y mdximo Euclidianos p™o ™ entonces la
Juncion f(-) es positiva (negaiiva) en Q s5i y 56lo si existe un conjunto de cajas I tal que {J = U "

¥ Fo ™) = Falui™) > ¢ > 0 para cada caja T (f(s™) — fa(4™®) < ¢ < O para cada caja
r).

Prueba (de necesidad) en caso de funcion positiva. Sea f(g) » 0Vq € @, si f{v™") —
fa(v™e*) > 0 la prueba de necesidad esta concluida. En caso contrario se procede a probar que si
flg) » 0Vq € ( entonces siempre €s posible dividir cada variable en & partes iguales generando
un conjunto de cajas [ tales que fp(u™®) — fo(pt™™) > O para cada una de ellas.

Dividicndo cada variable en k partes iguales se gencra un conjunta de cajas [ con vértices
minimo y maximo ™" ;™ con cota minima f,(#™*) — f.(u™>*), que al sumarle y restarle
Ja{7) 5o obticne fu(u™™) — falum™) = (f(a™) = falu™) — (fala™) — fa(pmin),
siendo fp(p™™) — fa(u™") la funcidn evaluada en el vértice mimimo Cuclidiano f(u™®) de la
caja I, y dado que la funcion es positiva en cualquier vector ¢ € Q entonces f(u™®) > 0 para
toda caja I'* Por otra parte como f,.(-) es una funcion no-decreciente y (f™** > 4™® entonces
Fa(pg™}) > fop™®) implicando que f, (™) — f.(1™") es positivo. También al ser la funcién
Ja(+) continua no-decreciente y estar acotada de acuerdo al teorema (4.6), entonces la magnitud
de fo(p™>) — f.(z™") puede scr tan pequeiia como sc desee de acuerdo a la seleccion de k.
asi que seleccionando en forma adecuada la generacion de las cajas [* siempre se puede lograr
que Fm9) > (£,(5™) — Jalu™)) para toda caja I, y tomando que fp(u®) — £, (ymox) =
Flumny = (fulu™) = Fuf{™}) sc tiene que existe & tal que fp(ue™") — falum=y = 0 5 g
entonces si f(q) > 0 vgq € @, implica que siempre se puede generar un conjunto de cajas T tales

que fo(pn) — f. (u) 2 € > O para cada una de ellas.
p L
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Prueba de suficiencia en caso de funcion positiva. Esta es muy sencilla ya que si sec tiene un
conjunto de nuevas cajas [ tales que @ = U [y f{u™) — fo(pe™*) 2 ¢ > U para cada una de
ellas, entonces dc acuerdo al teorema del recltzlngulo (4.7) implica que f(g) es positiva en cada una
de las cajas [, y dado que @ es la union de todas las cajas 1%, entonces f(q) es positiva en todos
los vectores g clementos de Q.

Prueba de necesidad en caso de funcion negativa. Sea f(q) < 0Vq € @Q, entonces si
Folv™=) — fo(v™") < O de acuerdo al teorema del rectingulo (4.7) la prueba de necesidad esta
concluida. En caso contrario siempre se puede dividir cada variable ¢; en & partes generando
k' nuevas cajas [ tales que fo(u™*) — fa(p™™) < O para cada una de las cajas [V, esto se
ptucba con ¢l mismo procedimiento que en el caso anterior pero sumando y restando f, (j:™*)
a la cota superior fp(u***) — fa(£™") se obtiene f(u"™™) = fu(p™") = (Fo(u™) — fulu™>)) +
(frlp™=) — fa(p™®)) , siendo fp(p™) — fa(u™) = f(u™) <Oy fulu™) — fu(p™®) >0
con magnitud tan pequefia como se desee de acuerdo a la seleccion de k. Asi que seleccionando
en forma adecuada la generacion de las cajas [* siempre se puede lograr que f(p™) +
(falp™*) — £ (™)) < ¢ < 0, entonces si f(q) < 0Vq € Q implica que siempre se puedc
generar un conjunto de cajus [ tales que f(p™**) — fL(u™®) < ¢ < 0 para cada una de ellas.

Prueba de suficiencia en caso de funcion negativa. Igual que en el caso de positividad

es muy sencilla ya que si se tiene un conjunto de nuevas cajas [* tales que (J = UL“ y

Folp™=) — f,(umin) < ¢ < 0 para cada una de ellas, entonces de acuerdo al teorema (4.7) i:-nplica
que f(q) ¢s negativa en cada una de las cajas [, ¥ dado que Q es la union de todas las cajas [
entonces f{q) ¢s negativa en todos los vectores q elementos de Q. 1

El determinar la positividad o negatividad de una tfuncion en todo su domimo, no es un problema
facil, de al forma que no es raro que de las cotas obtenidas de la caja original no se pueda determinar
el signo de la funciéo en todo su dominio, necesitindose asi hacer uso de ladivision de cada vanable
¢. en k partes, que puede tomarse como & = 2 y dividir en dos partes iguales. De ¢sta manera se
gensran 2¢ nuevas cajas [, si en cada una de las nucvas cajas no existe algun valor de f(u™®)
o f(u™) yue demuestre la pérdida de condicion de signo que se esta determinando, entonces a

la caja [ que no cumpla la condicion de positividad Fo(u™®) — fu{™>) > 0 o de negatividad



53

L (u™) — fo(1™") < O si es lo que se estd analizando se le vuelve a aplicar el proceso de dividir
cadd vanable g; en dos partes iguales y verificar lu condicion de signo que se deseu determinar en
cada una de las 2¢ nucvas cajas de I'*.

Para una funcidn con descomposicion de signo en ¢, se puede determunar el signo en todo su
dominio aplicando el teorema anterior, inicialmente con & = 2, dividiendo cada variable en dos
partes iguales, generando 2¢ cajas [*. Mediante aplicaciones sucesivas del proceso de division en
dos paries iguales a cada variable ¢; s0lo en la caja que asi lo requiera se genera el conjunto de cajas
I', “cerrandose™ los puntos de andlisis solo donde se necesita y hasta donde se necesita, ya que la
division de variables se aplica s6lo en las nuevas cajas que Lo requieran. Otra forma de determinar el
signo de la funcion en su dominio, es en forma gréfica, haciendo una division de cada variable en &
partes iguales, generando k¢ cajas I'. Se grafican en el plano ( f,., f,) los vértices inferior izquierdo
y superior derecho del rectangulo (ver figura (4.2) pagina 50) que contiene a la funcion como * x ™.
Para determinar positividad de la funcidn se grafica el vértice inferior derecho como “+7, 0 sl se
esta determinando la negatividad de la funcidn entonces se grafica el vértice supenor 1zquerdo
como “+7"; si todas las marcas “X” y “+” cumplen de acuerda al tecorema (4.7) la coundicién de
signo analizada (ya sea de positividad o negatividad de la funcion), entonces la tuncidn cumple la
condicion de signo en todo su dominio. Si todas las marcas “x” cumplen la condicion de signo
analizada pero algunas “+7 no lo cumplen, entonces se awnenta £ y obviamente si al menos una
marca “ x” no cumple la condicion, entonces la funcidn es positiva en una region de ¢ y negativa
en otra. Para apreciar lo anterior veamos el siguiente ejemplo que para facilidad tiene Q@ C R?,

pero el lema (4.8) se cumple en general para cualquier funcion definida en Q ¢ RE.

Ejemplo 4.3 Dada la funcién f{q) = 4+ q, — q2 1 8¢iqa — 9q1q5 con descomposicion de signo
enQ C P C R tal que q; € |0, 1], determinar st f(q) > 0Vq € Q, a) mediante la aplicacion del
ferna (4.8), b) en forma grafica

Para el wnciso “a”, las partes positiva y nepativa de la funcion son f,(g) = 4 + ¢ + 8qtq,
y falg) = ¢ 1 9g:¢%. Los vértices minimo y mdximo Euclidianos de Q son v™® = {0 0]T y

a5 _ [1 17 con los cuales se calculan las cotas de las partes positiva y negativa fp(v™™) = 4,
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fo(v™2%) = 13, fa(o™®) = 0, fulv™*) = 10, d¢ donde obtenemos f(v™") = 4, f(v™**) = 3.
De acuerdo 4 estos valores y 3l teorema del rectingulo (4.7) no cumpie la condicion de suficiencia
de positividad de la funcion f(gq) para todo vector ¢ elemento de ¢ ya que fp (™) — f.(v™) =
4 — 10 = -6 < (, pero tampoco se sabe si existan puntos en ¢J donde la funcion tenga valor
negativo, de tal mancra que hay que aplicar la divisién de cada variable. Aplicando el proceso de
division en dous partes iguales de cada variable g; s¢ generan cuatro nuevas cajas {I, T2, 3, '}
con cl valor de f{™r) — £,(4™>) camo sigue: 2.375, —1.5, 1.75, —4.5, la ubicacion de las cajas
I" dentro de {J ¥ el signo de su cota minima se muestra en la figura (4.3).

De acuerdo al teorema (4.7) la funcidn es positiva en las cajas ['* y I'}, pero no se sabe en las
cajas ['? y ['*, mediante aplicaciones sucesivas del proceso de division en la caja que asi se requiera,

se logra finalmente que para un conjunto de 31 cajas [ tales que @ = U I y para cada una de ellas

i

Solptmimdy — £ (™)) > ¢ = 0 como aparece en la figura (4.4), por lo tanto se satisface el lema
(4.8) y la funcidn es positiva para todo vector ¢ elemento de Q.

[ = {I!, [?1, [22 [23 [241 [242 [243 [2441 [2442 [2443 [2444 [I el P42l
[4221 4222 (4223 4224 423 (4241 4242 04243 4244 43 44l ed2] ped22

1"4.4.2.3‘ Fd.d.?.dl ]:‘4431 F4'4‘4}<

g, 'r
[ |
OB+
? ?
G}

04 1_‘1 l_‘f*

02} + +

QF

_02 A A I 1 L 1
a2 g g2 U4 gk ug 1

9,

Figura 4.3 Signo de la funcion en cajas I'. Ejempla (4.3)
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Figura 4.4 Signo de la funcion en cajas I'. Ejemplo (4.3)
Para el incise “b” se dividid cada variable en 14 partes iguales de lo que resulta la grafica de la
figura (4.5), donde se puede apreciar que tados los vértices * x ” y las cotas mimumas “+7, de cada
una de las cajas I, se encuentran arriba de la recta de 45°, con lo cual se comprueba que la funcidn

es positiva para todo g elementa de Q.

14
fa

Figura 4.5 'leorema del rectangulo en cajas ['. Ejemplo (4.3)
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4.3 Representacion (o, [9)
La facilidad para resolver un problema depende de las coordenadas en que se este analizando, existe
por lo menos un sistema de coordenadas ademas de ( f,., f), que llamaremos («, ) y estan giradas
45° con respecto a las (f., fp), por esa razon el rectdngulo que contiene a la funcién aparece como

se observa en la figura (4.6). Estas coordenadas presentan ventajas tanto en algunas operaciones

matemadticas como en la interpretacion gréfica.

B
[
Bner
Blzq

B Inf

Sl el

Figura 4.6 Rectangulo en el plano (¢, 3)

Definicion 4.5 Sean f,(q) y f,(q) las componentes de una funcion f(q) con descomposicion de
signo en Q. Sea T la transformacion lineal descrita tal que existe T ~*, entonces se le llamara una
representacion de la funcion f(q) en coordenadas (o, ) a la transformacion lineal (c(q), 3(q)) =
T(f.(q), fu(q)) y la transformacién lineal inversa de una representacion (a(q), 3(q)) serd una

representacion ( f»(q), [,(q)) de la funcidn.

3 ey
o t=c
{—1 B R
[g(q)} ol #@ ] [h@] | e@]
A(q) fv(a) f»(q) Ala)
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al)) = K@)+ fla) o) = (ada) +Bl0)
Bla) = fold)— fala)  Jula) = 5(al) — B(a)

Debe notarse que como o(g) es una suma de funciones no-dectecientes y no negativas cntonees
alq) es no-decreciente; 5(q) = f(q). y a(q) > B(g) para toda funcion f(g) ¥ para toda vector
g€ Q.

43.1 Propiedades en la Representacion (a , 3)

Algunas de las propiedades que tiene una funcién en la representacion (fr, f,) se mantienen en
forma similar en la representacion (a , 3), mientras que otras se simplifican en esta dltima. Las

propiedades del hecho (4.2) en { fr, f) existen similarmente en la representacion (o, J) como se

muestran en el siguiente hecho.

Hecho 4.3 Sea f(-) una funcidn con descompasicion de signo em Q con represeniacion
{aly), G(q)) y sex g{q) > O Vg € Q una funcion no-decreciente en Q, entonces: a) (alq) +
g(q), B(q)) es también una representucion de la funcion f(q) Vg € Q. b) la representacion

(alq) + 9(q), B(q)) de la funcion [(-) se reduce a su minima expresion en: (a(q), 0(q)).

Prueba. mediante la transformacion inversa de la definicion (4.5), la funcién f(g) también
es representada en (f.(q), f(q)) y de acuerdo al hecho (4.2) (fulq) + 39(g)s fula) + 59(q)) es
también una representacion de la funcion f(q) entonces mediante la transformacién de la definicion
(4.5) abtenemos su representacion en (a, ) con lo cual se termina de probar el inciso “a” como
se muestra en seguida: T(fn(e) +39(¢), fu(a) +39(a)) = T(Jala), fo{D)) + T(34(4), 39(a) =
(a(q), B(@)) + (9(q). 0) = (alq) +glq). B(q)).

Para demostrar €] nciso “b” tomamos la representacion (a(g) + g(y), O{g)) que es el lado
derecho de la tltima ecuacion y aplicando su transformacion inversa en ambos lados se obtiene su
representacion en (f., f,) @ (fal@) + 29(q), folq) + ég(q]) y de acuerdo al hecho (4.2) ésta se
reduce a su minima expresion en: (f.(q), fp{q)) cuya transtormacion a (a, 8) es («(q), B(g)). =

Las operaciones de suma, la resta y ¢l producto de funciones que tienen descomposicion de
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signo, se pueden efectuar en la representacion (&, ) y €l producto se efectia con mas fucilidad

que en (fa, fo ), para obtener estas propiedades son necesarios los siguientes lemas y corolario.

Lema 4.9 Sea f(q) unafuncion con descomposicion de signo en Q representada por (a(q), 5(q)).

entonces el negativo de la funcién esia representada en coardenadas «, 3 por (a(q), —8(q)).

Prucba. La funcion f(q) estd representada en covrdenadas fn ¥ fp por (fu(a), fo(q)), porlo

tanto el negativo de la funcian estara representada por (fu(q), fa(g)) ¥ entonces su transformacion

a coordenadas o, 8 serd: T(f,(q), fol@)) = (fol@) + ful@), —fulg) + fulq)) = (alq), ~B(g)) W

Lema 4.10 Sean fy, f; : Rf — R dos funciones con descomposicion de signo en Q, enionces
la suma, resta y multiplicacion de lus funciones f1{q), f2(q) queda expresada en la representacion
(e, 3) por:

Swina filg) + fle) a(q) = anlq) +aa(q),  B(q) = B(g) + Ba(q)

Resta fi(q) — f2(q) alq) = ai(q) +o2lq), Blq) = B(g) — B;(q)

Praducto fi1{q) fa(q) alg) = au(g)aa(q), Blq) = B1(9)8,(¢)

Prueba (Suma). Dc acuerdo al teorema (4.3) las componentes negativa y positiva de la suma
de las funciones son: ¥ fu(q) = (fia(9) + f2a(2) ¥ fol@) = (fip(q) + fop(q)), utilizando
la transformacion lineal de la definicidn (4.5), la representacion {a , () de la suma de las
funciones sera: (a(g), 8(q)) = T{f1n(@) + fanl@) Fip(@) + Fopla)) = T(f1(2), fip(g)) +
T(f2n(q), f2ulq)) = (enlg), B;(g)) + (a2(g), B2{0)) = (en(q) + calq), Bylq) + Ba(a)).

(Resta). De acuerdo al worema (4.3) las componenles negativa y positiva de la resta de

las tunciones son: y fa(g) = (fin(a) + fo,(@)) ¥ fo(@) = (fre(a) + f2n(q)), aplicando

la transformacion lineal de la definicion (4.5), la representacion (¢« , 3) de la resta de las

funciones serd: (alq), 8(g)) = T(f1..(q) + fapla), Fipl@) + f2(q)) = T{fin(2). f1p(q)) +

1'(fa{q), foulg)). De acuerdo al lema (49) el ultimo término de la expresion anterior es
la representacion (a , ) del pegativo de le funcion f2(q), quedando la resta expresada por:

(alq), A(q)) — (e1(q). B,(2)) + (a2q), —B,(q)) = (e1(q) + a2lq}, B,(g) — B:(q))-

(Producta). De acuerdo al teorema (4.3) las cornponentes negativa y pusitiva del producia de las
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funciones son: (fp(q)gn(q) + fu(@)ge(@)) ¥ (f5(@)9p(q) + fa(q)gn(q)), mediante la transformacion
lineal de la definicién (4.5), la representacion {o , ) del producto de las funciones serd:
(a(q), B8(@)) =T(frs(q) fanlg) + fralq)- f20(q). 1 p(?)‘fz p(@)+ f1.7(9) fon(@)) =T(f1(q)-
F2ala)s frp(@) - fas(D)) + T(f1a(9) - fop(@): finl@) - Son(q)) = Ap(0)T(fon(a), fonlq)) +
fl:n(Q]T(fi,p(Q): fanl@)) = fiply) (( az(q), O:(9) + fl.n (¢)[(a2Ag), —B(aN)] = ((fiplg) +
FralaDez(q), (fiol@) — f1.a(9))B:(q)). De acuerdo a la definicidn (4.5): (fi,(q) + fin(9)) =
a(q) y (fiple) = fialq)) = B1(q), quedando a(q) y H{q) del producto expresados como sigue:
(aly), B(q)) = (ar{q)exz(q), B1(q)F2(q)) m

Al igual como sucede con la resta en la representacion ( f,,, fo) en el corolario {4.4) donde las
partes positiva y negativa se reducen a la minima expresion, en la representacion (a, ) sucede lo

mismo como se muestra en ¢l siguiente corolario.

Corolario 4.11 Sean f(q), g(q), h(q) finciones continuas con descomposicion de signa en Q tales
que: f(q) = glq) + h{g), entonces las partes o y 3 de la resta f(q) — g(q) se reducen a su minima

expresion de la siguiente manera:
alq) —arlg) — a,(q), Bla) = B{g) — By(q)

Prueba. Sean f(g), g(g) y £(q) funciores continuas con descomposicidn de signo en Q,
entonces de acuerdo allema (4.10) laresta f(g) —g(q) estad representada pot a(q) = a,(q) +a,(q) y
B(q) = 3,(q)—8,(g), por otra parte de lacondicion f(g) = g(g) +h(g) y el lema (4.10) obtenemos:
ap(q) = aglq) + arlg). B,(q) = B,(g) + £x(g), substituyendo estas tltimas en las anteriores
se obtienc a(q) = aglq) + ax(g) + a.(q), fla) = B,(q) + Bla)  B,{g), simplificandose en
alq) = an(q)+204(q), B(y) = J,(q), y de acuerdo al inciso “b” del hecho (4.3) esta representacion
se reduce a su minima expresion: a(q) = anlq) y 8(g) = B8,(g). Dado que de la condicién
F(a) = g(q) -+ A(q) ¥ €l lema (4.10) se obtuvo: ar(q) = ag(q) + an(q), B,(y) = B (q) + Onla),
entonces ax{q) = o4(q) — a,(g), 8.(g) = B,(q) — 8,(q), de donde se obtiene la representacion
de la resta f(g) — 9(¢) en suminima expresion: a(q) = as(q) — a,(q), 8(q) = Be(g)— B,(q).m

L.as transformaciones de la definicion (4.5) permiten trasiadar los resultados del teorema del

rectdngulo (4.7) de (f.{q), fo(q)) a (a(g), B(g)) como sc expresa en el corolario siguiente, de
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acuerdo a la figura (4.6).

Covolario 4.12 (Corolario def Rectingulo) Sea f . R — R una funcién continua con
descomposiciin de signo en Q tal que Q C P C R¢ es una caja con vértices minimo y maximo
Euclidianos v™", v™* enronces: a) f(q) estd acotada inferior y superiormenie por §(a(r™®) +
Blo™™) — a(v™=) + 3(v=)) p Ha(v™) + Bu™) — a(v™®) + F{u™")) respectivamente,
b} la representacion grdfica de la funcion f(q), Vg € Q en el plano (a, §) estd contenida en el
rectangulo con vértices: o = a{y™"), 47 = B(v™®); a¥%" = a(v™™), 8% = J(v™); i =
(™) au™)) — (B — B, B = L(Blom) 4+ B(om))— Ha(v" ) —alwn));
a*® = J(a(v™®) +a(v™)) + 3 (B (v™) - Bu™)), U = §(B(r™")+B(v™)) + g{ofv™) -
a(v™®)); ¢ si el vértice inferior (™, A™) estd arriba del eje o en el plano (a, B) entonces la
Suncign [(q) > OVy € Q, d) si el vértice superior («™*P, ') estd abajo del eje o en el plano
(c, [3) entonces la funcidn f(q) < 0Vq € Q.

Prueba. Al Aplicar las transformaciones inversas de la definicidn (4.5) fa(q) = 3(a{q) — B8{q))
y fulg) — 1(c(g) + B(q)) en \as cotas inferior y superior el inciso “a” del teorema del rectangulo
{4.7) se obtiene: f{v™") — folv™>) = Ha(v™") + F(v™®)) — Ha(v™) — Bv™)) y
Fo(rT) = fo(v™®) = {@(v™)+8(u™>)) — 3 (a(@™*) - F(v™*)), con lo cual queda demastrado
el inciso “a”. Tomando nuevamente f.(q) = ;(aflg) — 8(q)) ¥y filg) = i(alq) + 5(q)) de
la definicién (4.5), y dado que los ejes a, 2 estan girados 45° con respecto a los gjes f,., fp,
entonces los vértices del rectangulo en el plano (a, 3) son: (a9, G%9) = T(f(v"&), f,(veie)),
(adr, B%7) = T(falv™). fpv™)), (@, §) = T{falv™), fo(v™)), (P, ) =
1(Falv™), f,(v9%%)), de donde se demuestra el inciso “b™. Dada que 8{q) = f(g), entonces 4
y % son lus colas minima y maxima de la funcidn, por lo tanto si el vértice (o™, ') esta arriba
del ¢je @ en el plano (@, ) entonces la funcion f(g) > 0 Vg € @ y si el vértice (o™, §°F) esta
abajo del eje ¢ en el plano (o, 3) entonces la funcién f(g) < 0 ¥q € Q, quedando demostrados
los incisos “c”y “d”. W

En la representacion grafica (a, 3) de una funcién, la escala de 3 cubre salo el espacie donde se

encuentra lu funcion, mientras que en la representacian ( fu, fy) el valor de la funcidn en un punto
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es solo la altura que éste sobresale a la recta de 457, disminuyendo su apreciacion grafica , como se
puede ver comparando la figura (4.7) en el plano (o, 8), que corresponde a la misma informacion
de la figura (4.5) en el plano (f,,, fo)-

By

Figura 4.7 Corolario del rectangulo en {(«, 3). Ejemplo (4.3)

4.4 Partes Lineal, No-lineal e [ndependiente

Al analizar la positividad de una funcién f(gq) con descomposicion de signo en Q con g; €
[2;, ¢;] para todo ¢ € Q, es muy comin la necesidad de hacer dicho andlisis en un conjunto
de cajas I' tal que ¢ =|J I?. En cada una de las cajas [V con vértices minimo y maximo

3

™% ¢cada componente de g se puede expresar como ¢ = u™® + §; donde

Euclidianos p™", w
8, € [0, 5% | § = pmax — ™0 entonces se puede considerar la existencia de una caja A
con vértices minitno y maximo Euclidianos: 0 y ™ donde éste dltimo es 9™ = g™ — s
y A ={&]8 € [0, 87, S = pum* — p™"} C P R de esta manera se puede expresar
g — "R+ EVEE A VGET,

Es muy conocido que unz funcidn puede (ener una parte lineal y owra no-lineal, entonces la

funcidn f(q)lyer = fA ™™™ + &) debe cantener estas partes que deben ser funcion de § ya que g™
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es una constante en la caja IV

Una manera facil de encontrar la parte lineal y otra no-lineal es considerando que ellas no
contienen términos independientes de §, y por io tanto son nulas al evaluarlas en § = 0, de tal
forma quc si sc evalia la funcion cn § = 0 se obtiene f(p™" + Q) = f(p™"), siendo también esta
(iltima una parte de la funcion f(g) que es la parte independiente de §. Esto concuerda con la serie

de Taylor de f(q) donde ¢ = p™" + § :

fl@) = flu™) + Z afff)

J

Se puede ver que la funcidn €5td compuesta de tres partes: un término independicnte de & que es

6: + ©(8)
“l

J (™), otra parte lineal que es ¢l gradiente de la funcioén f(g) evaluado en ™" y multiplicado por
el vector 4 y la funcién $(§) que representa los términos de orden superior €n 4. La parte no-lineal
®(6) puede ser dificil de obtener y sc puede despejar restando de f(g)l,cr = f(=™" + 6) la parte

F(p™"} v la parte lineal, dando lugar asi a la siguiente proposicion.

Pruposicion 42 Seu f - R — R una funcion continua en Q@ C P C R, sea I una caja contenida
en () con un canjunto de vértices {1'} con vértices minimo y mdximo Euclidianos p™® g™ sea
A= {814 € [0, 5], §F = uPx — Winl © P < R con un conjunto de vértices {8°} con
vértices minimo y miximo Euclidianos 0 p §™%* = pma* — ymin yseaq € U tal que g = g™ + §
donde & € A, entonces la funcion f{(q) se puede expresar mediante sus partes lineal, no-lineal e

independiente en su minima expresion, para toda g € .
fl@) = ™+ fol8) + fn(8) | 5 € & VqeT
[ = Parte Independiente = f{p™")
fo(8) = Parte Linea! = V f(q)| mia = 6 V6 e A

In(0) = Parte No — linewl = f(u™" +8) — f™ — fr(d) ¥v6e€ A

La expresion de la parte 1o lineal se puede lograr desarrollando f(;+™" + §), obteniendo asi una

cxpresion algebraica de fw{§), si esto resulta muy complicado para alguna funcion en particular
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entonces la aplicacion es solo numenica obteniendo asi sdlo el valor de la parte no-lineal en el punto
deseado. Como un gjemplo mucho muy simple de esta descomposicidn, podemos tomar la funcion
f(q) = 3+2q, —4g;+¢f, entonces f™0 = 34 20— gumin 4 gimin? £ (5) = 2§, — 40+ 2uinin g,
y fx(6) = 61

4.4.1 Propiedades Basicas de las Partes Lineal y No-lineal

De acuerdo a la proposicion (4.2), las partes: negativa, positiva, alfa y beta de una funcidn se pueden
descomponer en sus partes lincal, no-lineal ¢ independiente, asi también las partes lineal, no-lineal
¢ independiente de una funcion, se pueden descomponer en sus partes negativa, positiva, alfa y
beta.

Al hacer un analisis de positividad de una funcién que es resultado de la operacion matemitica
de otras funciones, entonces se presenta la necesidad de obtener las partes lineal, no-lineal e
independiente de la suma, resta o producto de funciones, que se pueden obtener mediante el

siguiente hecho.

Hecho 4.4 Sean f,(q) y f2(q) dos funciones con descomposicion de signo en Q, seu T’ € Q una
cajaparael cual fi(q) = f{™ + fi  (8)+ in(8) ¥ f2(q) = FF™+ for (8)+ faw(8) Vg € T, entonces
{a representacion alfa, beta de la suma f1(q) + fu(q), resta f1(q) — f2(q) y producto f1(q) f2(q)
Vg & [ de las funciones estd dado por a = o™ + ar(8) + an(6), B = 8™ + 8,(8) + On(5) de

acuerdo a lo siguiente:

Suma
amin = gmin 4 gmin gmin _ gmin . gmin
ar(8) — a1 () + ogn(d),  Br(d) = B,.(8) + 5,.(5)
an(d) = o n(8) + o2n(d), Ona(8) = B n{(0) + By (8)
Resta
i - Qmin 4 qin jrin _ gmie _ gmic
a(6) = ap(8) + ezc(®),  0u(8) = 6,.(8) — Lo ()
an(d) = oy (&) + can(6),  Bn(8) = Bin(9) — Bynid)



Producto
Ofmi“ — C!tlnin(.‘!&nirl.
a(6) = e agL(6) + afita, ()
(!N(é) - a'f'i"ctg,v(ﬁ] -+ 0.'1[,(5](&'2[,(6) + Dth(é)) + Chnr(é')(agﬂn + aqy, (6) + CkQN(iﬁ))

ﬁmin__ min gmin
! 2

B.(8) = Tinﬁu(‘s] + ﬁ?i“ﬁm(ﬂ
An(é) = 5?‘"52:\;(& + 31, (6)(02L(6) + Oyn(8)) + By (6) (53‘“1 + 8,,,(8) + 3,5(90))

Prueba. Descomponiendo «;{q), 3,(¢) en sus partes lineal, no-lineal ¢ independiente en el lema
(4.10) y agrupando cada término con su semejante, se obtienen los resultadas de cada una de las

operaciones. l

4.4.2 Limites de la Funcion

En la proposicién (4.2), la funcion se expresa como f{g) = f + f;(8) + fy(§) paratodage T’
y para toda & € A, donde f™" es el valor constante de la funcion evaluada en ¢l vértice minimo
de ', f(6) es la parte lineal de la funcidn f(g) que tiene su maximo y minimo en los pumntos
extrernos de A y fa(5) es la parte no-lineal de la funcion, dado que A C P ¢ R, se le puede
aplicar descomposicién de signo abteniendo sus catas de valor médximo y minimo, dando lugar ast

al siguiente resultado.

Teorema 4.13  (Rorema del Poligono) Sea f : RE — R una funcion con descomposiciin de signo
en Q, sean: q, 0, U y A de acuerdo a la proposicién (4.2). Entonces, a) la funcion f(q) estd
acotada inferior y superigrmente por: Cote inf = f™% + f 0 — fnn(6™*) y Coata sup =
F™® + fLmax + fnp(8T) Vg € Q, 8) las cotas del inciso “a’ estan comtenidas en el intervala que
definen las cotas del teorema del recténgulo (4.7) fo{u™") — fo(t™) < Cota inf < Cota sup <
Sp(u™) = Fo (1™, ¢} la representacion grdfica de la funcion f{q), Yq € T en el plano (far fo),
esta dentro del poligono que se define intersectando el rectangulo del teorema (4.7) con el espacio

entre las rectas a 45° separadas del origen la cota minima F™ 4+ fL min — fan(8™*), y la cota

maxima fmirl + f[. wax + pr(é‘maX)‘
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Prueba. a) Primeramente tenemos que f™° = f (,um"“) es un valor constante independicnte
de §. Por otra parte sc sabc que una funcién lineal f,(4) | § € A tiene su mimmo y maximo
frain: fomax en los vértices {6‘} de la caja A entonces frmin =§'§E fu(®) =m‘_in fu(8)y
fr max =max fe(8) =max f, (). La parte no-lineal depende de 8 y tiene descomposicidn de signo
en A, aplicando el inciso “a” del teorema del rectingulo (4.7) (pagina 49) en la forma adecuada a la
caja A « la parte no-lineal se tiene que fap(0) — fva(§™*) < fn(8) < fap(8™™) — fan(0) Vo €
A, dado que la parte no-lineal no posee términos independientss, entonces equivalentemente es
= e 6™%) < fa(d) < (6™} Vé € A

Dado que g(-} = g1(-) + g2(-) implica g1min + G2rmin < Gmin, €OONCES f™ + frin —
Fra(87%) <min (f(g)), Yg € I', y de manera semejante, si g{-) = gi(-) + go(-) implica
gmax == Jlmax + J2max, €NLONCES %163[?( (F{g)) < Ff™@ + frae + fra(6™%) Yg € I, obteniendo
asi f™" + flmin — fva{6™%) € f(@) £ F™ + frmax + fap(6™) ¥q € T b) Considerando
que los vértices minuno y maximo de A son 0 y 6™ y mediante el teorema (4.7) se obtiene:
Fip(0) — fLa(6™) < fL(8), dado que frp(0) = 0, entonces — frn(§™) < fr i, sumando en
ambos lados de la desigualdad f,(ug™") = fo(p™0) = f{p™") = f0y — fr,.(6™%) se obtiene:
Sol™™) = falp™) = frn(67) — fan(8™™) < fo(u™) = fal™) + frowm — Faa(67),
¢ acuerdo a la proposicidn (4.2) f(1'"*) = falt™®) + fLa(6™) + fan(§™) con lo que se
demuestra: (™"} — (™) < f™ + fi ia — fan(67%"). Por otra parte, del teorema (4.7) se
tiene: fr(6)} < fro(8™*) — fL(0Q) que es equivalente a f (8) < fip(6™) de donde se obtiene
frmax £ frp(6™%) sumando en ambos lados de la desigualdad f,(p™") — fo(p'i®) = f(p™®) =
o™y frp(6™) se abtiene: fo(p™) — ful™™) + frmax + Sp(6™) < fplu™®) — fa(p™®) +
Frp(8™) + fva(E™*), pero de acuerdo a la proposicion (4.2) fo(4™0) + fr (8™%) + fiu,(6™%) =
fo(™**) conlo que se obtiene: f™" + fi nax + frp(6™**) < f,(1™) — fi(u™"). c) De acuerdo
al teorema (4.7), l4 representacion grafica de la funcién f(q) ¥¢ € T en el plano (f., f;) esta
contenida dentro del rectingulo, de tados paralelos a los ejes, definido por ( fa(u™™), So(p™™)),
(fuls™%], fp(ie™™)). Por otra parte de acuerdo al inciso “a” de este teorema, sc tiene que la
funcion estd acotada: Cota inf < f(q) << Cota sup y de acuerdo al inciso “b” de este teorema,

cstas Ultimas cotas estan contenidas en lus del rectangulo. Entonces la representacion grafica de la
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funcién f(q) Yg € I en el plano (f», f3), esta contenida dentro del rectangulo y entre las rectas
a 45° separadas del origen por las distancias: C'ota inf y Coota sup, por lo tanto la representacién

grafica de f(g) Vg € T esté dentro del poligono de la figura (4.8) W

fr

45
...... X
fp(v ma_r)
frl@ [T 4
Fo(V min)

—_—— ey e = = My == ———

Cota min

Cota max

ISR S, TR & S, TRy - 8

fa(vmin) Fal@ fa(vmas) f

Figura 4.8 Poligono que contiene a la funcién en el plano (fa, fp)

La serie de Taylor de f(g) donde ¢ = p™" + §, que fundamenta a la proposicién (4.2) es la
suma de: una parte independiente de § que es f(u™"), otra lineal V f(g)| i - 6 ¥ la funcion ®(5)
que contiene los términos de orden superior en é. Es fécil ver que si é tiende a cero, entonces ®(6)
tiende a cero, y la parte lineal V f(g)| ,uia - 6. s mucho mayor que ®(é). Por otra parte, cuando se
aplica la divisi6on de variables en k partes iguales, cada componente del vector § se obtiene mediante
é; € [0, f%q‘_—], de tal manera que lim 8; = 0, implicando, asi que kli_.rgo f(g) = f™ + f.(6).
Descomponiendo f(q), f™™ y f.(6) en sus partes negativa y positiva, y reagrupando cada una con
su semejante se concluye: lim [n(@) = fA 4+ f1a(8) y kh_rgc Folg)= M+ f1,(6) Vg €T, YI'C

(2 quedando demostrado el siguiente hecho.
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Heche 4.5 Sea f : R! — R una funcion can descomposicién de signo en Q. Sean: q, §, [ de
acuerdy a lu proposicién (4.2), donde T es generado por division de cada variable en k partes
iguales. Fntonces: lim flq) = f*" + fi(0), lim falg) = f7* + feal0) y lim fplg) =
S 4 1, (8), Ve € 1L, VE € Q.

El resultado del lema (4.8) es mejorado si se emplean las cotas inferior y superior del tearema

del poligono (4.13) como se muestra en seguida:

Teorema 4.14 (Zeorema de Determinacion de Signo mediante Particion de Cajas). Sea f - Rt —
R una funcién continua con descomposicién de signo en Q ral que @ < P C R es una caja con
vértices minimo y mdximo Euclidianos v™= | p™** . Entonces la funcién f(q) es positiva (negativa)

en {J si y 5610 si existe un conjunto de cajas I tal que () = U I y Cota inf > ¢ > U para cada
i
caja [ (Cota sup < ¢ < Q para cada caja '),

Prueba ( mecesidud). Del lema (4.8) se tiene que f(g) > 0, Vg € @, st y s0lo si existe un
conjunto de cajas [ tal que Q = U I, y que fo{p™) — fa(p™) 2 ¢ > 0V f(g) <0 Vg € Q,
si y sélo si existe un conjunto de cajas I' tal que Q@ = U I, y que fp(p™) — fult™) <c <0

i

YI". Del tearema del poligono (4.13), se tiene que [(u™") — f.(p™*) < Coata inf < Cota sup <
folpe™* )} — fo(p™), de tal manera que si f, (™) — f.(u™) > ¢ > 0, entonces Cota inf > ¢ > (
y st fu{p™*) — . (u™") < ¢ < U, entonces Cota sup < ¢ < 0.

Entonces, si f(g) > 0 Vg € Q existe un conjunto de cajas I" tal que @ = U Iy Cota inf >
¢ > 0 para toda [*, v si f(g) < 0Vq € {J existe un conjunte de cajas " tal qu‘e Q= UF‘ v que
Cota sup < c < 0 para toda [ i

(Suficiencia). Si existe un conjunto de cajas [* tales que ¢ = U Iy Cota wf > ¢ > Q para
cada una de ellas, entonces de acuerdo al teorema del poligono (4. ll;), implica que f(g) es positiva

para toda ¢ < [ y para toda I, Dado que @ es la union de todas las cajas [, entonces f(q) es

positiva en todos los vectores ¢ elementos de Q). Por otra parte, si existe un conjunto de cajas L*
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tales que (¢ = U Iy Cota sup < ¢ < 0 para cada una de ellas, entonces de acuerdo al teorema

del paligono (4.‘13), implica que f(q) ¢s negativa para toda ¢ € [ y para toda I'*. Dado que Q es
la union de todas las cajas [, entonces f(¢) es negutiva en tedos loy vectores ¢ ¢lementos de Q. W

a tendencia de la funciéon f{g) a una funcion lineal al aumentar k& como se mucstra en el hecho
(4.5), explica por qué el teorema de determinacion de signo mediante particidn de Cajas (4.14),
tiene ventaja sobre el lema (4.8) en la determinacidn de signo de una funcion; ya que las cotas del
teorema (4.14) estan mas cercanas del minimo y maximo de la funcién, permitiendo asi obtener un
resultado con un niimero menor de cajas [' que el necesario en ¢l lema (4.8).

El ejemplo (4.3) fuc rcsuelto por medio del lema (4.8), requiriendo 31 cajas para probar su
positividad; si se resuelve mediante el teorema (4.14), solo se requiere un conjunto de 10 cajas
[ = (I, r3 022 res r2d rd red rde, e r4e) ) para probar la positividad de la funcién
para todo ¢ elemento de {.

Dada la conveniencia de trabajar en la representacion en (¢, 3), entonces es de utilidad expresar
las cotas minima y maxima del teorema del poligono (4.13) y del teorema de determinacion de signo

mediante particion de cajas (4.14) en esta representacidn como se muestra en €l siguiente hecho.

Hecho 4.6  La representacion en {a, 3) de las cotas minima y maxima del teorema del poligono
(4.13) estén dadas por:

Coota min = & " + QL mic + §(QN(§ ) = Ap (™))

‘Bwta ma - ﬁmiﬂ + ﬁL min %(QN(SHI?U() - ﬁN(amu))

i 1

Keoota max = amln + 0L max + i(aN(é‘max) + 5."\!’ (6mu))
' 1

ﬁw&u max — ‘Bmm + 515 rax + ﬁ(aN(am“) + .I?N(ém“))

Prueba. (Cota minima). La cota minima del teorema (4.13} es f™" + f rin — fwa(67%), de
acuerdo a la demostracion del teorema (4.13) la parte de la cota minima — fp.(§™%), es un valor

e (fn. fp) con f =0, por eso la cotaminima es f™7 + fr o+ (0 — fu,.(6™*)). De acuerdo a la
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definicion (4.5), fn={E™) = ${ann(§™) — Bnn(67)), y de acuerdo 2 la misma definicion la
representacion (a, B) de (fvn (5™, 0) es (0+ fvn (8™), 0— fan (6™*)), que equivalentemente
es (%(QN(&““] — B (™)), __%(QN(()'“‘“) — Bx5(9™*%))). Dado que la representacion (c, B)
de ™" y frmm € (@™, 8™ v (@Lmin: Fpmin) T€Spectivamente.  Entonces ootz m
@+ i + HON ™) = B (6™ B i = B+ B = $an(8) = By (67).

(Cota mdxima). La cots maxima del teorema (4.13) y (4.14) es f™" + fr max + Fnp(6™),
y de la demostracidn de! teorema (4.13) la parte de ia cota maxima + fyp(6™), €s un valor, que
representado en ( fn, fp) tiene f, = 0, porlo cual la cota maximaes f™° 4 f7, pay 4+ Fvp (0™) ~0).
Segin la definicion (4.3) fap(6™*) = (an (™) + By (6™)), mediante esta misma definicion
la representacion (o, f) de (0, fy,smex)) €5 (fypemeny + 0, fnpiem=) — 0}, que cquivale a
(an (™) + 85 (™)), Fan(8™) + 35 (8"*))). Dado que la representacién (@, ) de f™*
Y fLmax €5 (@™, ™) ¥ (0L max: 1. max) TESPECtivamente. Entonces deota max = ™" + 0L, aox +
Han (™) + Brl8™)), Bosta max = B™™ + Opmax + 3{an{§™) + G (6™)). @

La aplicacion del teorema de determinacion de signo mediante particion de cajas (4.14) aplicando
el hecho (4.0) para determinar ya sea la positividad o negatividad de una funcion en todo su dominio

se puede hacer de acuerdo al el siguiente procedimiento,

Procedimiento (4.1). Dada una funciér f(q) con descomposicion de signo en Q@ T R* y un
conmjunto de cajas T tal que Q@ =| | I'*. Tomando para cada caja T’ como * x " la representacion
grdfica de la funcién f(q) en los vgrlices minimo y mdximo ™ %% en el plana (a, §),y como
"+ " la representacion grdfica de la cota minima en caso de analizar positividad o cota maxima en
casa de negatividad, de acuerdo al teorema del poligono (4.13) incisa “a”y al hecho (4.6). Entonces
la positividad o negatividad de la funcidon se determina como sigue:

a) Si pur lu menos un punto * x " uparece abajo del eje a en representacion (a, (), entonces
la funcién no es pasitiva, para todo q elemento de Q. O si al menos unt purie “ X aparece arriba
del efe a entonces o funcion no es negativa, para todo ¢ elemento de ().

b) Er el andlisis de positividad si todos los puntos * x ° aparecen arriba del eje o en
representacion (a, 3), pero existe al menos un punto "4~ abajo del eje o; o para el andlisis de

negatividad si todos los puntuy * x " aparecen abajo del eje v, pero exisie al menos un punio “+°
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arriba del eje «, enfonces la division de cada variable es insuficiente y hay que aumentar k.
¢) La funcion f(q) es positiva para todo q elemento de Q si y 50lo si todas los puntos "+
aparecen arriba del efe o en representacion (e, B), o la funcion f(q) es negativa para todo g

elementa de Q si y s6lo si todos los puntas "+ aparecen abajo del eje o.

Ejemplo 4.4 Determinar en forma grdfica si el producto de las funciones f1(q)f2(q) con
descamposicidn de signo en Q@ C R? es positiva para toda q € Q | ¢ ¢ (0, 1], siendo las
Sunciones. fi(q) — 4+ q1 — gy + 8qlqz — 919, fu(q) =20 + 2q1 + Tqfq. — go — 6143

Solucion. Las partes negativa y positiva de cada funcion son: fin(g) = ¢y + 9Q1Q§, Filq) =

4+ a1 + 8qg2, fam(q) = g2 + 6103, fop(@) = 20 + 2q1 + Tqlqz, de ellas se obtienen las partes
lineal, no-lineal e independicnte de f1(q) ¥ f2(q) :

Fipm = 44 T 4 820", fint = " + 9 ()2,

Frep(0) = (14 1655 u5%) 8 + 8(1™®) 282, Fipn(8) = 9(uz™) 81 + (1 + 18uP"ug ™) &g,
Finvp(8) = 16078,8, + 863(uT™ + 83), fiva(8) = 1843 6165 + (e + 61)83,
F = 20 4+ 2T TR, f < 4 6 )2,
forp = (2 + L™ ul™™)8 + TP 28, foun = 6(u5™)81 + (1 + 12675385,

Fana = 6uTE2 4 12u598,8 + 66,62, fanpy — LApi™ 8102 + Tud"62 + 7670,.

Mediante la definicion (4.5), todas las expresiones anteriores son transformadas a la
representacion (a, 8], y mediante el hecho (4.4), se obtiene la representacidn (o, () del producto
de las funciones, de donde se logra 4 cota minima del teorema del puligono (4.13).

Debe de notarse que en la cota minima del teorema del poligono en su representacion (o, £)
s6lo se necesita para cada caja [ : calcular en ¢l vértice minimo el valor de la funcidn (o™, ﬁ“‘i“],
l2 parte lineal minima (¢ g eins B4 qin) QUE s€ encuentra cn algunos de los vértices de [ y calcular

la partc no lincal en el vértice maximo {an(§™**), 5 (6"*)), su fundamento matematico esta en

el teorema de! poligono (4.13) y el hecho (4.6).
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Dividiendo cada variable en 8 partes iguales, se gencra un conjunto de cajas [' que satisface
el teorema de determinacion de signo mediante particion de cajas (4.14), ya que todas las cotas
minimas (a, ) son positivas, camo se puede ver en la figura (4.9). Debe de notarse que este caso

es mas complicado que <l del gjemplo (4.3), sin embargo, se requiere una division de cada vanable

en partes iguales, nolablemente menor

Figura 4.9 Teorema (4.14). Ejemplo (4.4)

4.5 Descomposicion de Signo del Determinante

El determinante de una matriz Af esta compuesto de sumas y restas de productos de los elementos
de la matriz, y si estos son de tipo polinomico, el determinante det(/M) tiene descomposicion de
signo. El desarrollo de la programacién para obtencr la descomposicion de signo del determinante
en la representacion { f,,. f,) puede ser algo complicado, pero en la representacion (, ) existe

por lo menos una forma menos complicada de lograrlo.

4.5.1 Fl Determinante en Representacion (¢, J)

Primeramente tenemos que para ung matriz M de (2 x 2) con elementos m; ; con representacion

{0, B, ;) cl determinante de la matriz ¢s det{M) = m; 1722 — Mg 1My 3, y de acuerdo al lema
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(4.10), la rcpresentacion (@, () del determinante det(M) €5 (01022 + @, 1012), (811023 —
82,8, 2)). Dado que de la definicion (4.6) se tiene que 3, ;(g) = i ;(q), entonces la parte beta
del determinante de una matriz M de (2 x 2) es el determinante mismo det{ M), y la parte alfu es
semcjante al detertinante de una matriz formada con los elementos @:; pero sin usar la regla del

signo (—1)**7 | dando lugar a la siguiente proposicidn.

Definicidon 4.6 Sea M(y) una matriz cuadradu con elementos m; ;(q) con descomposicion de
signa en ) con represeniacion (o 5(q), 3:;(q)), entonces se le llamara M, (q) a la matriz formada
con los elementas ;(q) y se le llamard det (M,(q)) = |M.(q)|, a fa funcion similar al
determinunte de la matriz Mq(q) pero sin aplicar la regla del signo (—1)**7; serd M (q) = M(q)
y detg{Mg(q)) = det(M(q)).

Mediante la definicién anterior se puede obtener la representacion (&, ) del determinante de

una matriz que sus elementos tienen descomposicion de signo como se expresa en ¢l lema siguiente.

Lema 4.15  Sea M{(q) una matriz cuadrada {n x n.) con efementos m, ;{q) con descamposicion de
signo en  con representacion (v 4(q), 0;;(q)). Sea Ma(q) la matriz cuadrada (n x n) jormada
con los elementos . ;(q). entonces la representacicn («, ) del determinante de la matriz M{q)

esta dada por:
‘a(y) = deto(Malq)), B(q) = det(M(q))

Prucba. Sea M(y) una matriz cuadrada de dimension 2 x 2 con elementos m,;{(g) con
representacion (o ;(9). 8, ;(q)), entonces de acuerdo al lema (4.10) la representacion (e, J) del
determinante det(M(g)) es ((ar,1(q)0n1(g) + a1 (@)e12(q)), (F1,1(2)02.2(¢) — Ba2.1(9)81.2(9)))-
De la definicién (4.6) se ve que la parte alfa del determinante de la matiz M(g) es a{q) =
detq (Mq{g)), y de acuerdo a la definicion (4.0) se tiene que la parte beta del determinante M (q)
es J{q) = det{M(q)).

Supéngase que la regla se cumple para una matriz M({g) de dimension (k x k), entonces la
representacion (e, G) del determinante det(M(q)) es a(q) = det,(Ma(g)) y B(g) = det(M(q)).

F! determinante de una matriz M (g) de dimension (k + 1) X (k + 1) es la suma de productos de
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elementos m, ; por el cofactor correspundiente: ml‘j(q)(-ﬂ) l+j det( M, ;) desde j = 1 hasta k+1,
en la representacion (, 8) es T (n,4(9), By, (@) (~1)1+ (dete(Ma. (@), det(My,(q)), de
acueido al lemu (4.10) se tiens que la cowmponente alfa del determinante de la matriz M(g) es
Yot oy (g) deto (M, (@), v de la definicién (4.6) 3, ;(q) = mu;, por lo tanto la componente
beta es E;:f ma ;{(g){—1)*7 det( M, ;{q)), concluyendo asi que para la matriz M (g) de dimension
(k + 1) x (k + 1) la representacion (a, §) del determinante det(M(g)) es a(q) = deta(Ma(q))
y 8(q) = det(M(q)). Dado que la regla del determinante supuesta para una matriz de dimension
k x k se cumplio para dimension (k + 1) x (k + 1), entonces por induccion matemdtica la regla es
correcta. @

4.5.2 Partes Lineal, No-lineal ¢ Indepeudiente del Determinante

Al analizar la positividad def determinante de una matriz es comun fa necesidad de recurrir a la
division de variables en donde se generan cajas 1’ donde los elementos m;, ;(g) de la matriz se pueden

expresar en funcion de sus partes lineal, no-lineal e independiente como aparece en el siguiente

teorema.

Teorema 4.16 (Teorema de Descomposicion de Signo del Determinante) Seaq ¢ ' C Q | ¢ =
u™ + § de acuerdo a la proposicion (4.2). Sea la matriz M(q) € R== con elementos m. ;(q) con
descompasicion de signo en () con representaciin (afi® + @ij,L(8) + o jn(8), BT+ 8,,1(8) +

B, ; v(8)), entunces la representacion (a, () del determmaﬂfﬂ de la matriz M{q) esta dada por:

uW)fa““+uL®)+u~wL Blq) = ™" + BL(6) + On(8)
"= deta ([oT]), 0™ = det ([657])

k=n

z detq [ain] + [1 — B(K)] e (6)])

k=mn

A ) = z(za (€k) [B"] + U — (K] [5;,.(5)])

O(k) = [‘Pi,j(k)] |
(k) = [sign(l ~ k)|
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pa2(k) = lsign(2 — k)|

Loan,n(k) = |$i9ﬂ(ﬂ - k)l
. (k) =0vi#j

an(6) = alg) — @™ — az(6). By(8) = fla) A — B,(6)

Prucba. (Parte independiente). Sea M{q) una matriz cuadrada de dimension 2 x 2 con
elementos ™, ;(¢) von representacion en (e, ) | a:;(q) = a"‘“‘ + a;4,0(6) + oy n(6), B;;(q) =
BN+ B, ,.1.(6) + 8, 5,5 (0), de acuerdo al lema (4.15) la representacion (a, ) del determinante de
la matriz M {q) es

al" + a1 () +ann®) a4+ aa(8) + ap ()

wly) — detoa(Ma(q)) = . |
el + a1 (0) + 21w {0) u';}“z“ + uz2,.0(0) + oz n(6)

" A @) B8 BT + Brar(6) + B g n(8)

Blg) = det(M(q)) =
BT + By 1 (8) + By n(6) B33 + Bugr(8) + Bazn(é)

Mediante las operaciones basicas del hecho (4.4) se obtiene la componente independiente del
determinante de M(q). La partc independiente de un producto e ;(g)a-«(g) 0 3, ,(q)8, (¢} es

solo cl producto de las partes independientes de cada una, obtemiendo asi:

) amm amm ) min min

min __ 1.1 1.2 min __ 1,1 1,2

a - Lt ! ﬁ - min min
n min

Gy " Gy3 2,1 2.2

[+3

Es facil de ver que si la matriz es de dimension superior la regla para obtener la parte minima es

la misma;
amin — detu (l rnm]) ﬁun':n = det ([ﬁmm )

(Parte Lineal). La parte lincal de un producto a, ;(q)a.<(q) @ .B,J(q)ﬁ..‘s(q) es la suma de todos
los productos de las combinaciones de elementos donde uno es independiente y el otro lineal, en

este caso 50lo son dos: el primero lineal y el segundo independiente, y el pamero independiente y
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el segundo lineal. Como los productos son entre un elemento de un renglon y una columna por un

elemento del rengldn “opuesto” y de la columna “opugsta” entonces se puede expresar el resultado

de la siguiente manera:

a1 r(8) ©12.(0) aﬁn O‘Tlr:gl
arlq) = o +
ag'\" agy o 02,1.1.(‘5) a3 2,r.(6) o
6 (q) _ ﬁl.l,f.(é) ﬁl,?,L (6) + ;T“:i“ l]..r‘l;n
A - . .
3L 22 B31.0(8) Bg4..(8)

La regla que se puede suponer hasta aqui es que la parte lineal alfa o beta del determinante de
una matriz es la suma de las determinantes que se pueden obtener de acuerdo al caso de una matriz
con s0lo un renglén con términos lineales y los demas renglones <¢on términos independientes:
ar(6) = Sk , det, (M (p{m), & ) B(8) = S5 _ det (M(tp(m) 6)) donde las matrices
Ma(p(m),8) y M{w(m),8) son matrices que tienen un solo renglén con elementos lincales de
acuerdo a ¢{rnt) y los demas estan formados por elementos independientes. Supdngase que ésta
regla es vélida para matriccs de dimension & x k, y que se trata de obtener el determinante de una
matriz M {q) de dimension {k+1) x (k+1). De acuerdo al lema (4.15) se tiene que la representacion
(«, O} del determinante de la matriz det(M (q)) es: a{q) = deto(Ma(q)) ¥ B(g) = det(M{qg)).

La parte lincal de la parte alfa del determinante es la parte lineal de ap{q) =
Yol ens(g) deta (M55 (g)), v de acuerdo al hecho (4.4) la parte lineal del producto
(o ;(q)) (dety( M(f’;’; (¢)}) es la suma de dos productos de dos elementos, donde uno es lineal y el

otra independiente: (e, 1 (8)) (det ([a',“;“]k&k)) + (o) (Zk det, (M;Illj((p(m),ﬁ))) ,

1.3
k4-1} (k+1)

kxk . .
St ormada de la matriz |of ero sin contencr ¢l primer
donde | 1,; ©Sunamatriz f da de | triz [omin { p ont lp

renglon ui la j-ésima columna, y la matiz M, |, (cp(m ,8) es una matriz de dimension & x &
formada de elementos de la mawiz Af,{g) pero sin contener el primer renglon ni la j€sima
columna. De acuerdo a la regla supuesta sélo un renglon, de acuerdo a (m), es lincal y
los otros independientes. Con todo lo anterior tenemos que la parte lineal de la parte alfa del

determinante esty compucsta de dos partes a k“ (a15,.(8)) detq ( [amie] Exk +
p p \q IJI

f&

Zf:,l ((0'111;11) (Zk  dety (M, ;(w(m), 8)) )) , la primiera es el determinunte (c:) dc una matriz

m=
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de dimension (k + 1) x (k + 1), donde el primer renglon esta formado por elementos lineales y los
demas renglones por elementos independientes. La segunda parte es una sumatona del determinante
(a) de cada una de las matrices de dimension (k + 1) x (k + 1) que se pueden formar, dondc el
primer renglon es de elementos independientes y de los demas renglones sélo uno esta foomado
por elementos lineales y el resto por elementos independientes. Por lo tanto, la parte lineal del
determinante de una matriz M, (q) de dimension (k 4 1) x (k + 1) es la suma del determinante
(@) de cada una de las matrices de dimension (& + 1) x (£ + 1) con solo un rengién con términos
lineales y los demds rengloncs can términos independientes. Dado que la regla supuesta para una
matriz de dimension & x k se cumple también para dimension (k + 1) x (k + 1) entonces por
induccidén matematica la regla es correcta. La parte lineal 3,(¢g) del determinante de la matriz
M (y) se demuestra por el mismo procedimiento que se demostrd oy (§), Qquedando ambos resultados

expresados como sigue:

k=n

ayg) = Y dete (®(k) [@] + [T — ®(K)] [as;,.(6)])
k=1

k=n

Brlq) = ) det(9(k) [AT"] + [ - 2(8)] [B:;L(6)])

(k) = [p;(K)] |
prk) = |sign(l — k)|, wyz(K) = [sign(2—K)l, ...
Gunlk) = |sign(n — )|, (k) =OVi £ j
{Parte No-lineal). La parte alfa del determinante dc la matriz M (g) estd expresada por a(q) =
o™™ + ar(8) + an(8), puede considerarse como afg) = gi{e) + hulg), donde ¢,(g) = a™" ¥
hi{q) = @ (&) + an(F). Por medio del carolario (¢.4) se puede obtener k,(q) = a{q) — g,(g) de
donde 11 (¢) = afy) — ™™, Tomando h(¢) = a;(§) +an(é) y aplicando nuevamente el corolario
(4.4) sc obtiene an(8) = hy(g)—ag(8) de donde llegamosa: an(§) = alq)—a™ —wp(8) reducida

a su minima expresign. De la misma maneta se demuestra Iy (8) = 8(g) — 4™ — B, (8) con lo

cual queda demaostrado. &
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Ejemplo 4.5 Duda la matwriz M\(q) descritu abajo en la que todus sus elementos tienen
descamposicion de signo en Q = {[d1, q3|" | ¢ € [0, 1]} @) abiener: M_,(q), las expresiones
de las partes alfa y beta del determinante det{M(q)) y las partes: ™, B oy (6) y G,(6) que
son empleadas en el andlisis de positividad en cada caja I generada por particidn de variables;

b) obtener las ecuaciones de: an{(8) y Bn(8); ©) probar si el determinante de la matriz M(q) es

pasitiva para todo q € Q.

—~Tq 2016 — qf ]
M(q)= | -2 q%qz 3+ qp 5¢% — quqe

a) La expresion de la matriz M, (g) se obtiene de acuerdo a la definicion (4.6) tomando de la

matriz M {(q) s0lo las partes alfa de cada elemento.

Tq1 2q.q3 + ¢? o
Malg) = | 2+q¢iq 39 +4q 5¢ + Q@2
¢ + 6g3q2 3 12 + g8 + qf

Las partes del determinante de la matriz M (g) en la representacion (e, 5) se obtienen mediante

el lema (4.15): a(q) = del,(M,(q)), B(g) = det(M(g)) :

1q; 2q193 + 4t J
alg) = | 2+¢lqs  3g 49 5¢ +aquq
q1 + 6q2g 8 12+ qig3 + 4
-1q 20193 — g1 i
Blg) = | 2~qlqx 3@+ 5¢f — 142
@ +bgied -8 —12+qgd g

Las expresiones ™", 8™ a(6) y J,(6) se obticnen del tearema de descomposicion de signo
del determinante (4.16) como se muestran en seguida.

7|u'1'““ 'L]J'J mm( rmrl + (,umm) 5
Omm — 2 + ('u'rnm 2 mlu S}J-mm + ug-.m 5(”;;uu) + plininp;nin
umln + G(Mmm)'l(pg\in)Q 8 12 + #nllﬂ(“mln):’ + (P,'rln'm]z



‘Bmin

ap{d)

) - ('umm 2 I'I.'I.I.I'l. 3“?““ + #?m
urnm +6( mm) (ruamrl)Z —8

2 4 (‘ulf\in)‘.?#amn lu,mm + gLgtin

mm +G(MT'")2(#§““)2 )

7pun 24 () + ()

2qmin ming, | 36, + &,
(6T)28,
e+ () (ug)? 8
7#.‘{““ 2,{1,1““ (“mm)s + (‘umm

94 (u’mm)Q min 3{.Lli“i“ +u5nin

[l + 12“mlu(pml.n ‘51 0
12T ) (B 6

_7“1'“1" 2umm (umm) (#Tln

74 20(e" Y + (u))o+ 0
Gpl]‘llu (#uun )'262

78

min, min

S(uP™)? — g
_12_}_# ln(u m)3+(u‘linin)2

5(upin)?

+ pfinpgie

12 + pP(ugm)® + (o)

(10" + )6, +

(78

12 + a0 (ui)® + (uf)?

S(ufe)? + g

(™) + 2(uf™)) o1+
guTin ('uénin)?.é‘z
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—7é A (g™ — (W) + 0
Buf® (15" )26
5L(5) = , a2 mi .
-2 — (p,l ) “5"“1 3].!:“““ + .u’arun 5(umm) — uf min mm
pmm + 6( nun) [pmm)‘l -8 —12 + ﬂllnm (pmm) + (“Tin)?.
—Tur" 20 () — (p)? 5
N 2,(.1"““ miu&l_ 361 + 62 (loumln _ plznin)b-] —
l.“] in):’,é2 ﬂ-!inin(SZ
F—"Tm + 6( min ?( mm 2 -8 —12 + #l]'.nin(#rzninJS + (.uinin)Z
. 5
—I‘[me mm (.ul:Qnm)S _ (#linln)J
+ . B (#ﬁ"i")zﬂ-ﬂnm Sullnin + #rznin 5(“1;1.111)2 _ ‘urlnmpanm
(l | 12#’“““( mm)z:lal 0 ((pmm):l+z(puuu))6l+
‘ ll(,u,m'“ mm)a 3u in(,u2 m]?b'z

b) Las expresiones dc: ay (§) y Sy (6) se obtienen en su minima expresion de acuerdo al teorema
de descomposicion de signo del determinante (4.16), empleando las expresiones desarrolladas en
el inciso “a” dc la siguiente manera ay(¢) = alg) — o™ —a (8), By(8) = A{q) - A" — 3.(8).

¢) Con las expresiones desarrolladas en los incisos “a” y “b” se hace un prugrama de calculo
numérica para aplicar en forma gratica el teorema de determinaci6n de signo mediante particién
de cajas (4.14). Haciendo una particion de & = 10 se encuentra que para todas las cajas [ su

cota minima “+47 y sus vértices ¥ x 7 son posilivos como se ve en la figura (4.10), por lo tanto ¢l



80

determinante dct(M (¢)) s positivo para toda ¢ € Q.

Blfﬂ-
100t
5} x
+
-
0 I

0 28 s 8N 80 00 1A 14
Q
Figura 4.10 Positividad de! det{ M (g)). Ejemplo (4.5)

4.5.3 Determinante de Ia Matriz de Controlabilidad.

Los conceptos de los puntos anteriotes son empleadas para analizar ¢l signo del detetminante de
la matriz de controlabilidad U (q)U7 (y), donde U{q) es la matriz de controlabilidad de¢ Kalman,
Dada la naturaleza de la matriz de controlabilidad, €s conveniente analizar primeramente algunas

propiedades de las componentes lineal e independiente de la suma y producto de matrices,

cmpleando la siguiente notacion.

Definicion 4.7 Sea la mawriz M(q) € R™*" con elementos m.i ;(q) con descomposicion de signo
en @ con parte lineal. na-lineal ¢ independiente: m, ;(q) = mI¥" +m;;(6) +mpy, ;(6), de acuerdo
a la proposicion (4.2), entonces se les llamard: parte independiente, parte lineal y parte no-lineal

de la mairiz M a las siguientes matrices:

M™" = Parte [ndependiente de M = [ragmim

1

M (8) = Parte Lineal de M = [mgi;(0)]

Mn(8) = Parte No — lineal de M = [, (8]]



¥1

Hecho 4.7 Sean las matrices F(q) y G{(q) con efementos fi;(q) ¥ ¢:;(q) con descomposicién de
xigno en (J con parte lineal, no-lineal e independiente, eritonces las partes lineal ¢ independiente
de la suma y producto de las matrices se determinan como sigue.
H(q) = Fa) + Gla) + fIg™ = I + GQ®
Hglin _ g‘lin + Gg‘i“
Hop(8) = Far(8) + Garl9)
Hgp(8) = Fyr(8) + Ggr(d)

H(g) = Flq)G(q): HI™ = pmisic
Hyn = F_énincﬁmn
Har(8) = F5Ca(8) + Far(8)G3"
Hps1(8) = FFoGar(8) + For(0)Gg™

Prueba. Suma. Seaf; ;(g) un elemento de la matriz F'(g) + G(q), hi;(q) — fij{q) + 9:5(q),
de acuerdo al hecho (4.4) (hi;)™ = (fue + 0o, )™ = (fir)™ + (gx;)™ que equivale a
H' = F 4+ Gt HY = FRt 4+ Gyt y (hyy)y = (fik + 9ei) = (findy + (9xy)y de
donde Hor(8) = For(d) + Garll) y Har(8) = Far(8) + Gpr(d)-

Producto. La parte independiente del producta es (A, ;)™ = > 7_, ( f‘-‘kg;c‘j)"'i“ que mediante
el hecho (4.4) se obtiene (A ;)™ = o0_ (fie)™" (g;)™™, que equivale a HP® = FoninGuiv
y HP® = FFuGEe. Asl también (hi;), = 3_7_| (fixgx;), que de acuerdo al mismo hecha
(44) resulta (ha,), = Lhoy (™ Cors)y + (Fin)z (9ea)™) = Foioy (o)™ (9ea), +
Sov_y (k) (gr )™ que equivalentemente es H,p = FEWG,p + FarGY™, Hyp = F5%%CGor, +
Fa,Gg™. .

Las propiedades elementales del hecho aatenor pueden ser utibizadas para analizar la
descomposicion de signo de funciones complicadas de matrices. Una funcion de matrices til para
analizar la descomposicidn de signo de su determinante en representacion alfa, beta con partes

lineal, no-lineal ¢ indepeudiente, es el caso de la matriz de controlabilidad, como se muestra en el

siguiente.
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Teorema 4.17 (Teorema de Descomposicién de Signo de la matriz de Controlabilidad) Sean las
matrices A(q) € R**, B(q) € R™*™ con elementos a; (g}, bi;(q), con descomposicion de signo
en (; sea la mairiz U(q) = [Uy(q), Uslq), --- , Un(q)], donde U,(q) = A*"'(q) B(q), entonces
las partes lineal, no-lineal e independiente de las partes alfa y beta del producto U(q)UT (g) se

obtienen de la siguiente manera.

U@U (@), = (UUT)2™ + (U(@U"(q)),, + V(U (2)),
V@U™(@) ;= (VU™ + (UQ@UT (@), + (T @UT(@) 50

(UUT)rin - U;nin (U;nin)T ’ (UUT);\in _ mm (Um"')
(U(q)UT(q))aL = U:lin (UQL(‘S))T + UaL(‘S) (Uc:nin)T
(U @U (), = UF™ (Upe(6))" + Upn(6) (U™

U@UT(9) .y = (U@UT(9)), — U™ ~ (U(UT ().,
U@U™(a)) g = (UDUT(@) , ~ (UUT)5" = U@UT(2)) 5,
U;mn . [U{I;m, U';nam’ e U,:::n], rmn _ {U{?;m, Emﬁin, . U:En]

U:Tc:in — (A;l'lin)"_l B:'in, mm _ (Amm) Bglin Vi = 1, 2, -

Uar = [Utar, Vaary =+ 5 Unarl, Upr = [Uigr, Usgr, -+ , Unpt]

Utat = Bar, Uigr = Bgt

Uar = (A" "By + (A5Y), BP™™vi=2,3,---,n

[#]

Usr = (AF™)7 Bar+ (A5"), By Vvi=2,3,-- ,n

(Ak)OL — A:l:in (Ak—l)aL + AaL (A::in)k_l Vi — 2,3’ om— 1
(Ak)ﬁL — Agﬁn (Ak 1)5L + AJBL (Aglin)k—l Yk =23 n—1
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Prueba. Sean las matrices Alq), B(q), y U(g) = (Ui(qg), Ux(q), --- , Ua(q)] asi descritas

en el enunciado. Todas las aseveraciones de esta prueba estin sustentadas en las propiedades
del hecho (4.4), de acuerdo a la definicidn (4.7) y en induccién matematica. Por simplicidad se
omiten los argumentos. Primeramente se demuestra que (A%), = 4™ (4*1), + A (Amin) <

la parte lineal de A% es AP Ay + AL A™™ entonces (A%), = Amin (A%), + A, (Ami“)2 y de

la misma manera se llega a (Ak)b = A™n (Ak‘l)L + AL (Ami“)k_ , implicando que A%, =

AmmAkLl + A, (Amm) y A?}L = AglinAE-El +ABL (Aﬁnin)k—l

aunque realmente sélo se usarapara & = 2,3,---,n — 1.

, €510 es para toda k > 2 entera,

SiU;=A""'B,parat =1 : Uior = Bar, Uipr = Bgp. Parai = 2,3, -+, 0 se tiene

U = (A7)™ By 4+ (471, B = (Amm)'"' B, + A-1Bm® de donde se obtiens
Uiar = (AR™)'™ Bag + Al By Uig = (AF™)"" By + Al Byin.

Dade que U = [U,, Uz, -+~ , U4] ¥ que 1a parte lineal de U tiene todos sus elementos
lineales, Uy, = [Uir, Uar, <+ , Ung] de donde se obtiene I, = [Ujaz, Usars -~ + Unatl ¥
Ust = [Vise, Uzsr, --- , Ungel-

Tomando nuevamente el bloque U; = A~ B entonces U™® = (A1 B)™* = (4*-1)™" g=in =

(A™e)' "' B gbteniendo asi Rt = (Amin)' ! gmin o Upgis = (A;;““)i“l Bg® Vi
1,2,---n

Regresando ala matrizU = [Uy, Uy, ---, U.] y omando en cuenta que la parte independiente

de U tiene todos sus elementos independientes, U™ = [Umn, yrmn ... | UD;®) entonces
Upn = (U Ut Uty U = U, ogge, -, Ul

Dado que la parte independiente de UUT es (UUT)""“ = ()™ (UT)"““ = (U™in) (U““")
de donde se abtienc (UUT):"" = [Jmin (Uam'“']T y (UUT);““ = e (LrFin)T

Teniendo detenninadas todas las partes de U entonces se puede descomponer UUY, (UUT)
gmin (UT) 4+ U, 7)™ = U= (U)" + U, (U™ de donde se obtiene (UUT),, =
UFi (Uar) + Uag (US®) "y (UUT),, = UFe (Uge)T + Upg (U7

De acuerdo a la proposicion (4.2), 14 parte no lineal sc puede obtener de la siguiente
manera: (U{g) W)y = (U@uT(q)) - (U(Q)UT(Q)) - (br(Q]UT(Q)) Lo de donde se
obtiene: (/{Q)UT(9)) o = (W (@UT(@), ~ (UUTY™ — (U(@UT(@),, v (U(@QUT(9)) gn -
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min

UQUT (@)} — (WUT) " ~ (UlgUT (@) ,, - m
Una vez teniendo las partes lineal , no-lineal e independiente del producto UUT, entonces se
puede aplicar el teorema (4.16) para asi obtener la descomposicion de signo del determinante de la

matriz de controlabilidad.



Capitulo 5

Estabilidad Robusta de Polinomios en el
Espacio de los Cocficientes

La estabilidad robusta de sistemas lineales se resuelve en el espacio de los coeficlentes, mapeando
el problema de estabilidad robusta a un problema de positividad, para lo cual se propone la Tabla

Equivalente de Routh, a la que es aplicable la descomposicidn de signa.

5.1 Tabla Equivalente de Routh

La tabla de Routh [24] fué creada para determinar ¢l nimero de raices con parte real positiva
de un polinomio p(s), de acuerdo a Routh éstas son igual al namero de cambios de signo ea los
coeficientes de la primer columna de su tabla, pero si el interés es el determinar solo la estabilidad
de! polinuinio, entonces solo es necesano saber que todos los coeficientes de la prnimer colwmna son
positivos, Cuando los coeficientes del polinomio tienen dependencia parameétrica, los coeficientes
de la tabla de Routh no tienen descomposicién de signo debido a la division con que son obtenidos,
sin embargo, 1a division puede eliminarse formando asi una tabla equivalente de Routh.

Meinsma [33] demuestra la tabla de Routh probando que un polinomio p(s) = cus™ 4
Cac15™ 1 4+ 25" + cegs™? + -+ 4 ¢ con coeficientes reales v ¢, # 0, es estable si y
sélo si ¢, es diferente de cero vy tiene el mismo signo que ¢, y el polinomio reducido ¢(s) =

Cn
p(s) = —— (e 5™ + €ae3s™ 2 + Cags™ 4 + .- +) de grado n. — 1 es estable. De esta manera el
Cn-1

. . . - - Cu— -2 — Oy — _
polinomio reducido es ¢{s) = {c,—15™  +Cnas™ ™+ Crmgs™ 41+ ) +( 1Cn 2 Cn 3 g2

Cnol

Cue1Cneq — CnCrn-sg 1Cr—6 — CnCrT )

Lot T s nqy C10m6 T e §"7%4- . .) que equivale al segundo y tercer renglén de
tn—1 Crn-1

la tabla de Routh. Por otra parte dc acuerdo al tearema de Hermite-Bichler un polinomio es estable

+

si ¥ solo si sus partes par e impar p,{(jw) y p;(jw) satistacen la propiedad de entrelazamiento y
por ende 1a cumplen k,p, (jw) y kipi(jw) para toda k, y k, del mismo signo, de tal manera que un
polinomio p(s) = p,{s) + spi(s) es estable si y s6lo si p(s) — kepy(s) + kspi(s) es estable. Por

lo tanto, cada rengldn de la wabla de Routh puede ser multiplicado por unu cantidad de un mismo

35
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signag sin alterar la estabilidad que de ella se infiere.

Cada coeficiente a,; de la tabla de Routh se puede expresar como una fraccion !'T}f donde
el numerador &, ; esta formado por la resta de praductos de clementos no fraccionarios de los
dos renglones inmediato superiores, y el denominador comun a todo ¢l rengldn d; esta formado
dc producto de la funcion b;_,, del renglén superior y el denominador d;_;. De esta forma
a0 = b = cayag = b1 = ¢y i = dp = 1, mientras que el caso general €s como
aparece en seguida mediante los cuales se hace la siguiente proposicion y se establece el siguiente
teorema. De esta forma o} = by = ¢, y a3y — g} = ¢Cq1, dy = dg = 1y el caso general
gs cummge aparece en segulda mediante los cuales se hace la siguiente proposicion y se establece el

siguiente tcorcma.

(bi—l,l biager  bigabioigin

dioy  dig dicqg  diy (bioyibicgje —bicaabioi) by
1 = = : : : = — 14
G b1y di_2bi_11 d; (.14
di_y
bij = (biciabi—ager —diconbii ;) Vi3, b5 = Casaiogy Vi < 2

d; = di_gbi_1

Proposicion 5.1 [17] Seu p(s) = cas™ + Cno18™ L + Crogs™ 2+ 035™ 7 + - - - + g un polinomio
con coeficientes reales y Cn, Ca—y POSitivos, entonces se le llamard Tabla Equivalente de Routh al

acomodo matricial de glementos b; ; descrita en (3.14).

Tabla Equivalente de Routh
C, Cnig Ca—d
Cn-1 “n-3 Cn-§
bsn b3z
bey  baz

Teorema 5.1 [17] Seu p(s) = cad™ 4 cou 877 4 Cn28™ % + Cn-38" " 4 -+ + cg un polinomio

con coeficientes reales y Cu, Cno1 Positivos. Entonces la tabla de Routh es estable si y solo si la
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tabla equivalenie de Routh es estable.

Prueba. Supongamos que la tabla de Routh comrespondiente tiene positivos los primeros k
coeftciemes ¢y, €1, 31, --- ¢k de la primer columna, entonces de (5.14) d; — 1, dz = 1,
b1 = Cn, b2l = Cn_1, 500 positivos ¥y d3 = d, b3, es positivo implicando que &y, = dzas; es
positivo. De la misma manera se obtiene que d; y ;1 son positivos hasta llegar al renglon k;, el
denominador dg,q = di_ 15,1 cs positivo y el signo de by, es el de axy . de tal manera que si
los primeros k + 1 coeficientes cg, €y, @31, - - - @& 11,1 S0 positivos, implica que los primeras
k + 1 coeficientes b, , de la tabla equivalente de Routh son positivos, y por induccion matematica
se deduce quc si todos los cocficientes a; ; son positivos, entonces todos los coeficientes b, ; son
pusItivos,

Ahora supongamos que los primeros k coeficientes ¢, ¢a_y, by 1, - . . bx,1 de la tabla equivalente
de Routh son positivos entences dy = 1,dg = 1,0, = ¢, @21 = €1, SON positivos y d3 = didgy

bﬁ,l . - . .
- es positivo, de la misma manera se obtiene que d; y «;
3

es positivo implicando que a3, =
san positivos hasta llegar al renglon k; el denominador dyy, = dx_ by | €s positivo, por lo tanto el
signo de aey 1, s el de bxyy,1, de tal manera que si los primeros k41 coeticientes ¢, €41, 031, - -
be 11,1 son positivos implica que las prdmeros & + 1 coeficientes @, son positives y por induccion
matematica se obtiene que si todos los coeficientes b, ; son positives entonces todos los coeficicntes
@; ; Son positivos. W

El aplicar la tabla de Routh en forma distinta a la original es tratado también por Misra [36|. En
este Caso la tabla de Routh es empleada con ¢l fin de estabilizar polinomuos intervalo desarrollando
la tabla mediante aritmética de intervalos. La caracteristica mas importante de la Tabla Equivalente
de Routh es que sus coeficientes tienen descomposicion de signo en la caja de incertidumbre

paramétrica. Esta propiedad es utilizada en la siguiente seccion,

5.2 [Estabilidad Robusta mediante la Tabla Equivalente de Routh y
Descomposicion de Signo

La estabilidad robusta de familias de polinomios con incertidumbre paramétrica multilineal o
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polinomuica, se puede analizar por medio de la tabla equivalente de Kouth y descomposicion de

SLgno.

Teorema §.2 [17] Sea P(3,Q) = {p(-.q) | ¢ € Q C P C R’} una familia de polinomios
con incertidurmbre paramétrica polinomicu, entonces fa estabilidad robusia de la familia P(s, ()
se determina de la tabla equivalente de Routh analizando la positividad de los coeficientes de la

primer columna mediante descompasicion de signo.

Prueba. Dado que ¢ € ¢ € P C R y de acuerdo al lema (4.2) cada coeficiente ¢;(¢) del
polinomio p(s,q) tene descomposicion de signo en . Todos las coeficientes a partir del tercer
renglon de la tabla equivalente de Routh estan formados por la resta de productos de coeficientes de
los dos renglones anteriores, de acuerdo al teorema (4.3): en la suma, resta o producto de funciones
con descomposicion de signo el resultado ticne descomposicidn de signo. |

La manera mas facil de determinar la positividad de un coeticiente de la tabla equivalente de
Routh es aplicando el tecrema de determinacion de signo mediante particidn de cajas (4.14) en
forma grafica, mediante la divisidn de cada variable en k partes iguales, generando asi un conjunto
de cajas T con una caja A en comun y graficando en (e, G) de acuerdo al hecho (4.6) 1a cota minima
F™0 4 i — fva(6™°F) y los vértices de cada caja T'. Para estos fines, cada elemento de la tabla

$¢ genera en representacion {«, J) expresando cada una de éstas en sus partes lineal, no lineal €

independicntc a".S(Q] = (afgﬂ! a{’.slb(ﬁ): G("-G}N(é))v ﬁr,a(Q) = (ﬁ:‘l;“: 6(1’,;][4(6)! ﬁ(r.a)N((S] )

5.3 Estabilidad Robusta mediante el Criterio Hurwitz y
Descomposicion de Signo

El criterio de Hurwitz (scccion 4.1) cstablece que un polinomio es estable si y sélo si todos los
menores principales A;(q) de la matriz de Hurwitz H(q) son pasitivos Yq € Q. Por otra parte existe
una relacidn entre los menores principales A.(g) y los coeficientes a;,y de la de la primer columna

de la tabla de Routh: Ai(q) = Cn—t('-?)as.l (@aqi{q)-- “ax+1.1(9), Alg) = &k—l(Q)a\kH.\(Q): de

donde se puede ubtener una relucidn entre los menores principales A;(g) y los coeficientes &; | de

la primer columna de la tabla equivalente de Routh como se muestra en ¢l siguicnte lema.
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Lema 5.3 Sea p(s) = caS" + Co 18" ! + Caags™ 2 + € 35" % + -+ + ¢ un polinomio con
coeficientes reales ¥ Cn, Cn—1 positivos; sea A; un menar principal de Hurwitz tal que A_y = 0,
sean a;; y b, ; comao fueron descritas en (3.14); sean d; = d;_ob;, | ybi; = dia,; tal que d; = 1,
d;=1.611 =cn,by) =Cn1 = Ay;5ealp = {11 1,2,3,5,8,13,--- | CF‘(:‘) = CF(:‘—I] +CF(:‘—2)}
conocida como serie de Fibonacci (Leonardo de Pisa), entonces los coeficientes de la tabla

equivalente de Routh y los menores principales de Hurwitz se relacionan de la siguiente manera:

(ke e _ . _ c
bk,l — A(lfr( 4]A§4F(k S)Ag Fk—B) Atféa}Afiéz)Akfil]Ak-l

Prueba. Dado que d, = 1,d; = 1,63, = ¢,., = 4, y de (5.1) tenemos & =

d; 9b, 11, by, = dia,) que se puede simplificar cmpleando Ay _1(q)axs11(q) = Axlq),
entunces se pueden obtener los primeros elementos b; | para tratar de entender ¢l comportamiento
de ellos: dy = dibay = Ay, by = diazy = Aazr = Bo, dy = dabaa
Do, by = dyagn = Doagy = Az, ds = dzbyy = DAy, by — dgas =
A Asay,, = AjAg. Continuando de esta manera se obtiene por ¢jemplo: dy = dibsy

A?A%.ﬁ%&q.&a&'z, b) bS,l = d}]“‘J,l = A?Ag&gA,;A‘r,A‘{Gg‘l = A?A3A§A4A5&g Por iﬂSpeCCiéﬂ
s¢ pugde suponer que d = Afﬂk qﬁf"(k_ﬂ.&?(hﬁ} . Affés] Aff?’afff,”m_g ¥ by =

AFEIATE (k"ﬁ)AgF =6l .. Aff é‘ﬂ'}AfféQ).ﬁff YA, tomandolas como verdaderas entonces

dy—1 = ﬁ?F{khS)ﬁEF(k_aJ&g:F(Z: e &fﬁ;slﬁfiéz)&ffél}&k_g Y dado que bk-}-l_l = dk+1‘1k-i—1
1 .
A y Crry — Cru-yy + Cru-2) se obtiene by =
k-2

AGF pGH I ACHE) | ATFDACEIACEDA, A, Tomando en cuenta que Crqy =

Criz) = 1 se obtiene: by = A?F(k_a)ﬁg“k 4}4&?{&_5} . Affé‘”&f*?]ﬁffgm Af"gn&&.
Por otra parte dy; = dx_q - b1, Cr(1) = Cr(2) = 1y deyy = ATFEIATFR=EATeR=T

A‘ffg\i:' &Efé!)Affél]Ak—S . A?F(k—!)AgF(k—S)&:!CF(k—G) L &ffés)ﬁffénﬁffﬁn&k—h de donde

Cr(k—3) o Crlk—4) o Colk—3 Cr(3) o Crl8) o Cr(3) o Cel2) 5 Cr(1)
dk+1:‘31*( )‘325' )‘ﬁ;sF{ a)"'Akfgjak—Fé }Akl—rﬁ AL }Aké A1

s
der = dk—lbk,ls 2,1

Como la expresion de by y di se satisfacen para k + 1 entonces queda probado por induccion

matematica. B

El teorema (5.1) se puede demostrar también a partir del lema (5.3) ya que se puede probar

facilmente que todos los coeficicntes b, de la tabla cquivalente de Routh son positivos si y sala si
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todos los menores principales A, de la matriz de Hurwitz son positivos.

Del lema (5.3) se puede ver que en general, los menores principales A, son sdlo una parte
multiplicativa de un efemento b,4, 1, siendo asi los menores principales expresiones mas simples
que los elementos de la tabla equivalente de Routh. Por la naturaleza propia de un determinante,
los menores principales correspondientes a polinomios con incertidumbre paramétrica tienen
descomposicion de signo, por lo tanto el teorema de Hurwitz es una opcion para determinar la
estabilidad robusta de familias de polinnmios con incertidumbre paramétrica. Mediante el criterio
de Hurwitz ( seccion 4.1) se puede establecer que una familia de polinomios P(s, Q) = {p(s,9) |
q € @ ¢ P C R*} con incertidumbre paramétrica polindmica, es robustamente estable si y solo si

todos los menores principales A;(g) de la matriz de Hurwitz F () son positivos Vg € @, pero una

mejor upcion es ld ue se presenta en la siguiente seccidn.

5.4 KEstabilidad Robusta mediante Frazer y Duncan y
Descomposicion de Signo

La determinacion de la positividad de un determinante para un rango especifico de valores en los
paramctros no ¢s un problema fécil, segin lo menciona Ackermann (2], para lo cual muestra una
alternativa del teorema de Fruzer y Duncan en la version * teorema cruce de frontera™, empleando

50lo un menor principal de la matriz de Hurwitz.

Teorema 5.4 (20 (Frazer y Duncan, Rorema de Cruce de Frontera). Sea P{s,Q) = {p{s.q) |
q € Q C P C R} una familia de polinomios de grado invariante con incertidumbre paramétrica
von coeficientes continuas reules, entonces la familia P(s, Q) es robustamente estable si y solo si

1) existe un polinomio estable p(s.q) € P(s,@Q), 2) jw ¢ Raices|P(s, Q)] para sodaw > 0.

El concepto basico de este tearema es que s1 un pulinomic con incertidumbre paramétrica s
estable para un cierto valor de pardmetros, entonces sus raices estardn en el lado izquicrdo cn el
plano de los complejos, s1 al cambiar en torma continua el valor de los pardmetros, el polinomio
se hace inestable entonces sus raices cruzaron ¢! eje jw. Frazer y Duncan muestran una forma de

detectarlo mediante la matriz de Hurwitz como aparece en el siguiente teorema.
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Teorema 5.5 [20] (Frazery Duncan). Sea P(s, Q) = {p(5,¢) | ¢ € Q € P C R} una familia de
polinomios de grado invariante cor incertidumbre paramétrica con coeficientes continuos reales,
entonces la familia P(s, Q) es robustamente estable si 'y séla si: 1) existe un polinomio estable

pis.q) € F(s,Q), 2) det (H(q)) # 0 para todu g € Q.

Ejemplo 5.1 [2] Dada la familia de polinomios con incertidumbre paramétrica multilineal
descrita por: p(s.q) = cg + 15 + €23 + 35° + s, con coeficientes: colq) = 3, c(q) = 2,
colg) = 025 + 2q1 + 2q2, ca(q) = 0.5(q1 + @2), <49} = quqe, tal que q; € [1, 5|. Determinar
la estabilidad robusta de la familia de polinomivy mediante el teorema Frazer y Duncan (5.5),

aplicando en forma grdfica el tearema de descomposicion de signo del determinante (4.16).

Primeramente hay que probar que existe un elemento estable. lTomando § = 1 1]7 se obtiene el
polinomio que se muestra abajo junto con su correspondiente tabla equivalente de Routh, de la que

s¢ encuentra que el polinomio p(3, §) es estable ya que todos los elementos de la primer columna

de esta tabla son positivos.

p(s,4) =5+ 7 +4.2557 + 25 + 3

Table Equivalentec de Routh

s? 1 425 |3
5° 1 2
s4225| 3

st LS

s9) 45

Ahcra hay quc tratar de probar que la matriz de Hurwitz (seccidn 4.1) es robustamente no
singular. La matriz de Hurwitz H (g) correspondiente al polinornio p(s, ¢) s la que se muestra abajo.
Las bases de la programacion para hacer la grafica necesaria en la aplicacion del teorema (4.16)
fueron descritas en capitulo anterior seccian (4.5), analizando 9 puntos por variable y auxiliandose
del procedimiento (4.1) de la pagina 49 se prueba que el detenmninante de la matriz de Hurwitz es

positivo para todo g elemento de ¢ como se muestra en la figura (3.1), ya que todos los vértices
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“x7 y las cotas minumas “+” son posituvos, por lo tanto la matriz de Hurwitz es robustamente no

singular.
[ cya) alg) 0 0 |
calq) clg) colg) O
fg) =
0 cilg) alg) o
| 0 o) () eolg) |
B €0 det(H(q))
wr X
=
701 N * % % x i EE.
a0 x i +
S . s
f_ ¥ ox X % +
or x ‘: X ;t % f—
2} xxéﬁ
w0
o} x%*
Xt , . , ,
GU 200 40K] a0 B00 1000 120
o

Figura 5.1 Positividad del det{H(g)). Ejemplo (5.1)

Dado que existe un polinomio p(s, ¢) estable y la matriz de Hurwitz es robustamente no singular,

entonces la familia de polinomios es robustamente cstable.



Capitulo 6

Controlabilidad y Observabilidad Robusta en
Sistemas Lineales Invariantes en el Tiempo

El estudio de fa controlabilidad y observabilidad robusta de sistemas lineales no ha sido de
mucho interés para la mayoria de los autares. Estas observaciones son mencionadas en [43],
donde se proponen condiciones necesarias y suficientes de controlabilidad para sistemas de una
entrada/multiple salida, y de observabilidad para sistemas de miultiple entrada/una salida, en
cualquiera de los casos la Gnica matriz del sistema lineal que tiene incertidumbre es la matriz 4. En
[42], se presenta una condicion necesaria y suficiente entre la controlabilidad y la estabilizibilidad
de sistemas de una entrada con incertidumbre parametrica tales que su “matriz asociada” cumnple
cierta condicion. En [45), se proponen algoritmos que por medio de la norma Frobenius se calcula
la “distancia ” a un sistema de multiple entrada no controlable, esto es aplicando la prueba PBH.
En este capitulo se estudia la controlabilidad y observabilidad robusta en sistemas lineales
invariantes en ¢l tiempo de multiple entrada miltiple salida con incertidumbre paramétrica.

Primeramente se estudiara ¢] caso que se le puede llamar de pertwrbacion unidireccional, y

posteriormente el de matrices intervalo.

6.1 Controlabilidad y Observabilidad Robusta en Sistemas
Lineales con Perturbacion Unidireccional

6.1.1 Planteamiento del Problema

Un sistema lineal invariante del tiempo {6.15) tiene incertidumbre paramétrica de tipo pertur bacion

unidireccional cuando sus matrices A, B y C dependen linealmente de un pardmetro real = y de

matrices fijas.

T = AI+B‘IL|A=AU ‘JrTAlE?R“K“,B:Bg-}-T'B[E?Rﬂxm (615)
y = Cz|C=Cp+7CLeR*”"™ reR
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Dado un sistema lineal (6.15) con perturbacidn unidireccional teniendo fijas las matrices Ag, Ax,
By, B., Cq, y C) tales que el par {Ag, By) escontrolabley el par (Ay, Cy) es observable, entences €l
sistema (6.13) es controlable y observable para v — 0. El problema es encontrar ¢l intervalo abierto
7 € (Tmin, Tmax ), que contengar = 0 para el cual la propiedad que se esta estudiando es conservada.
Del corolario (2.4) se tiene que un sistema lineal invariante en el tiempo es controlable si y solo si
/U™ es no singular. Determinar la no singularidad de este productu no es muy facil ya que la matriz
de controlabilidad de Kalman U = [B AB A’B --- A* ! B| depende de A y B y €stas dependen
de r, quedando entonces: U — [(Bg + rBy) (Ag + 74} (B +78)) (Ag 4+ r A (Bo +7B,) - -
(Ao +1A41)" 7 (Bo+rBy)).

La matriz U depende de 7, r2, ..., ™, entonces UU* depende de r, 72, .., r*" y pucde ser
expresado como un polinomie matricial en r de grado 2n y vrden 7. como aparece en la siguiente

proposicion.

Proposicion 6.1 [1§] Sea. Ag, Ay € R™™ By, Bi € R™™ A — Ay +rA,, B = By + By,
T € . Sea U € R [u matriz de controlubilidad de Kalmun correspondiente al par (A, B).
Entonces la matriz de controlabilidad UU* puede ser expresada por un polinomio matricial de

grado 2n.yordenn : UU* = My +- v M, + rEMy 4+ rit My, M; € R

Prueha. Sea: 45, A, € V™ B, B, €¢ V™ A = Ay + 1A, B = By + rBy,
v € R Sea U € R***™ la matriz de controlabilidad de Kalman U = [U), Uy,---,U,,] donde
Ui = (Ao + 741)*"Y By + rB,), por simple multiplicacion de las matrices se obiiene que una
matriz ( Ag + rA)*~! es un polinomio matricial dependiente de r de grado 1 — 1 y orden n. De la
misma manera ¢l producto (Ag + 7A4,)* {8y + r81) es un polinomio matricial dependiente de r
de grado ¢ y orden n, dec aqui es obvio que el producto VU™ es un polinomio matricial dependiente
de v de grado 2n y orden n. @

Se tiene yue €l par (Ag, By) s controlable, por lo tanto la matriz de controlabilidad U™ es
no singular para r = 0 y entonces My es no singular, pero quedan dos problemas por resolver: el
primero es como determinar los limites de r en los que UU* pierde no singularidad, y el segundo

cdmo determinar los coeficientes matriciales M, por un metode mas facil que multiplicacion y
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factonzacion. Para la solucion al pnimer problema, es necesany hacer uso de la siguiente propiedad

de la matriz compaiiia.

Proposicion 6.2 [5, 22, 39] (Polinomio Caracteristico de la Matriz Compariiu a Bloques). Sea

M € RN ung Matriz Compadiia a Bloques:

[ [ 0 0 ]
0 U I
M= :
0 0 y I
L ~Fy —Fyo1 —Fnz 0 0

Donde F;, [ € R, enronces: det (M — M) =det (IAY + FANT + FAV"2 + .- 4 Fy)

Debe notarse que el determinante de UU* = My +r M| +r2M; + - - - + r¥* My, tiene la misma
forma del determinante del polinomio caracteristico de la matriz compatiiia, para poder utilizar esta

propiedad es necesario obtener las expresiones de las matrices M.

6.1.2 Polinomio de Matricial de la matrirz de Controlabilidad

El calculo de las matrices My, del polinomio matricial UU* = Mg+ v My + Mg+ -+ + 42" My,

es demasiado tedioso si se tratan de obtener por simple multiplicacion y factorizacion de U U*, para

resolver este obstaculo se propone el siguiente tcorema.

Teorema 6.1 [18] Sea UU* el polinomio mairicial de acuerdo a la proposicién (6.1). Las matrices

My, son obtenidos por procedimientos derivativos como sigue:

1 2 r—1 &
My, = FPkQ:‘l R [U '3—U' ____3 v e i 9 U]
! 0

ar Qgr? CBrev T gk
AR A gr+i-ay , k!
Qw = [Clar_k CGET T Cegmmri—a C*HU] e T o DE+I-a)

Donde:

are

kU [akn 3, U .
b=, - U’u € Jrxnm _ |1 . n — ai-l nXm
Uy Uy l : \:F)r" — ak]’U‘ AT'BeR
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OkUi ak Ai-1 g1l 4t I A kA gr-1 pi-d
o~ e Btk gam Bu G = Ga Atk g A

Prueba. Dadu la expresion de UU™* de la proposicion (6.1), UU* = My + 7 M + M, +

A 7" M., M; € R*xn_es obvia que cualquier matriz A, se obtiene por medio de M =
9 (UU")
1

W gk . Para obtener las derivadas parciales de I/ U/* con respecto a r es necesario obtener
=0

. dA* d(AA
las sipuilentes derivadas. Dado que A = Ag + vA,, entonces 94 = Au, ar (é?r ) =

ar
A3 bt V] 2
A4 aa, 28 _oAatA) oA

A+ A?A|, de donde se abtiene:

or Or or
Q;—; = agi_l A+ ATA, (6.16)
- izti ultima ;Ze;i;ii-l:ia sirve de base para obtener: 8;:2& = 62;;—_1 A+ 28“;[:1 Ay, 3;:1;3 =
7.3 A+3 5 A,, de donde s¢ llega a:

a.;f = ak;i_l A+ kak;i{i—l Ay 6.17
Dadoque U, = A'B, A = Ay +rA, y B = By + r By, entonces aaii‘ = 82:1 B+ A By,

d{:% = dgai;:iﬁ’ + 2(')];:_—1 B, , de donde se obticne:
R ©19

awusy | 8uUt  au .
=U ar +?3;—D que

T

se puedc expresar como ¢l producta de dos matrices P = [U Z—E} s Gh = [%—E U] tales

que @%:j—‘) = PQ}. La scgunda derivada parcial del producta UU” es la primer derivada

parcial del producto PQ1, & E‘j{i?‘) =R 5%%3 + aa‘%QI. Al substituir £ y @ en funcidn de

w = UE:]B—U: + 26—{-{8[}' ?EEU', que se puede expresar coma el producto
ar gre Ir2

r Jr ar
; 2 V) U a? U -
de dos matrices o = [U ou ﬂ{] Ly = [62 ?6— U} , tales que - o)

G o oz = DG

1 X bt v dande resulta Py = | U CLU U 6—31:1
De la misma manera se obtiene la tercer derivadg en esulta Py = ar T TS|

[.a derivada parcial con respecto a r del producte UU" es

[J resulta
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PU _JU _JU PFPUU
Qs = [ 513 3 a2 J— 5 U] , #—) = P3Q3. De las operaciones hechas hasta aqui sc puede
suponer:
g (UU* .
— f?r“ ) = P.Q: (6.19)
po|p U e #U U
kT ar  Or? gre—t grk-1  grk
FU oU L OFtlmars AU k!
Qe = [Cka T GgEr U Gegmma T G U]‘ e~ la—Dl(k+1—a)
—+1 x
Tomando como verdadera (6.19), se obtiene %{Q = PkaQ" ap" Qs 6‘2 =
LU gu [ U LI t-ey U A 6‘U BZU Fu a~uU
ld?’c"“ Grk 36‘?" -1 "'C“W "3:2 d'r "or | ar art a3 Gre
k ak+1[ - k+LU-
. %:f o ,rf de donde se obtienen los siguientes productos: Py ng = [c"U %T
Wi lERal AN E Vi A T L T GFPEee a*U au* 8&, : x99 F*U”
36 Ok ¢ 5r2 grk—1 Qaru—l Arkr2—a  3rk gr or i = “1 g, rki
e Uil VAN LV i Vi LU gty LU aut 3"‘+IU .
. b S g ek — Parwve bl ck = ) {*| . Finalmente se
ar? g ar’ 9 ar= ar ark gr 0
. . k+1 (UU‘) ak+lUt 6U 6I:Ut aQU ak—IU-
abtiene la derivada W = E}r"“ (ck + (“") o (¢ + )3 2 gt
ge—ty g8 ey geu gty gtu aut 9 U
K k k
(Ca—l + Ca) Gro-t Grkt+i-a (Ca + ar-l—l) Gra  Gretl—a e (1 +c ) Ork Or QOrktl ] , la
ge+l
expresion correspondiente 4 la derivada —-ET(,C—E{IU—)
e U a*u* U
aku_ (UU‘) B ‘HIU a'r o C;"'l  or - Cg r2 —ark 0 .
O Y L s ckﬂa‘*U ¥laye cﬂla’*rj gy OTU U
@ FJra—l Qrk+l-a atl G Grk+l—a ki1 gk G Gkl
kLTI
S¢ puede ver de la expresion de aa—r(i_l——]- que los coelicientes que intervienen en esta
derivada se obtienen de la dernivada anterior de la siguiente manera: c&*' = &, + & =
k! ! k+ 1)
+ k , de donde resuita: &+t = (k+ 1) :
(a—2)1{k+2 a) (a—1)(k+1-a)V (@ -1 {k+2-—a)

8 (UU*)

Dado que lus ecuaciones (6.19) tomadas como verdaderas, correspondientes a la denivada aF
T
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gEtl U

se cumplen para la derivada S e entonces por induccidn matematica las ecuaciones (6.19)
or

son verdaderas. B
ok A8

5% es recurrente y su resultado se obtiene por
r

operaciones solamente algebraicas. Asi también para A? la derivada mas alta que se obtiene es
Aﬁ . . B‘U

%373— y la 3 mas grande es n. Por otra parte la derivada mas alta que se obtiene de U, es ET‘, yla
-

k AR

s desde 3 = 1 hasta n, se obtiecnen

Debe notarse que la ecuacion (6.17) de

1 mas grande es n. Una vez obtenidas todas las derivadas

k k
las derivadas % y %-;kq, que son empleadas en Fy, y J; de donde finalmente se obtiene la matriz
M’k -

6.1.3 Controlabilidad Robusta en Perturbacion Unidireccional

El sisterna lineal con perturbacion unidireccional descrito en (6.15) es controlable parar =0, y al
incrementar o disminuir 1 la controlabilidad se puede perder. El problema es encontrar los limites

del intervalo abierto que contiene ar = 0 r ., < 7 < . donde la controlabilidad se pierde, lo
cual se determing medidnte €l siguiente corema,

Teorema 6.2 [18] Sean A, B matrices de un sistema lineal con perturbacidn unidireccional,
A=Ag+ 74, B = By + 71} tales que Ag, A} € R y By, B, € R™*™, y el par (Aq, Bg) es

controlable. Sea U la matriz de controlabilidad de Kalman, enionces el par (A, B) es controlable

en el intervalo abierta de r que contienear =0 :

Tmin < T < Thax

1 1
Tmin = T A, Twax T TT o
" ’\‘Rm'm (*M) " A§ max (M)
Donde M es la matriz compafiia de la proposicion (6.2) genmerada tomando F, = Mg'M,,

At i (M) es el minima valor caracteristico real negacivo de M y ©f ... (M) es el maximo valor

caracteristico real positivo de M.

Prueha. Sean A € R**" y B € R"*™ las matrices descritas en el enunciado y sea I/ la matriz

de controlabilidad de Kalman. el par (4, B) es controlable si y solo si la matnz de controlabilidad
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de Kalman U tiene rango » o equivalentemente {/U* es no singular.

Dado que {Aqg, Bg) es controlabie, entonces la matriz /|, _, = Up tiene rango n. y [Ug = My
es no sinpular, por 1o tanto se puede factorizar en el polinomio matricial del producto: UU”* =
My (F + Mg "M+ Mg "My + -« + My Ma.r®)

Dado que el par (A, B) es controlable a + = 0, no hay necesidad de analizas la ecuacion anterior
en 7 = (. Entonces podemos emplear la variable 1/r para factorizar " en la ecuacion anterior y

darle la misma forma del polinomio caracteristico de la matriz compaiiia de la proposicion (6.2)

COImg s¢ muestra en seguida:

UU* ="My (I (L/™) + My M, (L/r)™ 14 o4 M Ms,) (6.20)
El objetivo cs determinar los limites d€ 7 : Tmin ¥ Tmax ©n los cuales el par (A, B) pierde
controlabilidad y esto sucede cuando det (UU*) = 0, tomando en cuenta que el analisis se esta

haciendo para r # 0 y que M es no singulur, entonces ¢l par (A, B) es controlable si y solo si se
satisface:

det (7 (1/r)*" + Mg My (1) 4o Mg My,) #0 6.21)

De la proposicion (6.2) se puede ver que si formamos la matriz compafiia tomando F; = Mg M,
desde 7 igual a | hasta 2n de @l forma que NN de la proposicion (6.2) es N = 2n, entonces el

polinomio caracteristico de la matriz M, det (AI — M) , es igual al determinante(6.21) si A = 1/r.

M(F) | ¥, = MM,

def (A — M) = det (127 + M7 MY 4o Myt May,) (6.22)

El determinante del lado derecho toma el valor de cero cuando A toma un valor caracteristico de
A dado que r es un real, entonces el determinante (6.21) es diferente de cero si y solo si 1/r es
diferente de cualquier valor caracteristico real de M.

St hacemos & = ¢ > 0. donde ¢ es un valor positivo arbitrariamente pequefio, 1/7 sera

arbitrariamente grande y si AL ... (M) cs un valor finito, entonces Ag .. (M) < 1/r, y asicl
determinante (6.21) es diferente de cero y el par (A, B) es cuntrolable. Sir aumenta de valor, 1/r

disminuye, de tal manera que el maximo valor de r posible s cuando 1/7max = Ay max (M ] -
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Sihacemosr = & < 0, donde ¢ es un valor negativo con magnitud arbitrariamente pequefia, 1/
sera arbitrariamentc grande en magnitud con signo negativo y si Ag s (M) es diferente de menos
infinito, entonces 1 /7 < Agnin (M) v asi el determinante (6.21) es diferente de cero y el par (A, B)
es controlable. Sir aumcnta de magnitud pero continua negativa, 1/r disminuyc de magnitud pero
continua negativa, de tal manera que el minimo valor de r posible es cuando 1 /7 i, = Ag min (M),

concluyendo asi que el par (A, B) es controlable si y solo si:
Tain < T < Tmax

1 1
— . S—
Momia (M) Afax (M)
Debe de notarse que cuando no existe valor caracteristico real positivo de la matniz M, entonces

Tmin =

r puede tomar cualquier valor real positivo. Ya que 1/7 nunca serd un valor caracteristico real
positiva de la matriz M, el detcrminante (6.21) nunca tomara el valor de cero y el par (A, B) no
perdera controlabilidad, concluyendo asi que cuando no existe valor caracteristico real positivo de
la matriz M, se tomard Ag . (M) = 04 ¥ Fax = 00.

Cuando la matriz M no posee valor caracteristico real negativo, entonces r puede tomar cualquier
valor real negativo, ya que 1/7 nunca serd un valur caracteristico real negativo de la matriz M,
¢l determinante (6.21) nunca tomard el valor de ccro y el par (A, B) no perderd controlabilidad,

entonces cuando no existe valor caracteristico real negative de la matriz M, se tomard Ag i (M) =

0_ ¥ Tmin = —00.

Ejemplo 6.1 Dadas las matrices Ap, Ay, By, B con el par (Aq, By) controlable, determinar ef

intervalo abierto de r en el cual se preserva la controlabilidad del par (A, B) ,donde A = Ao+rA,
¥ B = BU + 'T'Bl_

0 1 0 0 | (1 0]
0 0 1 0 0 1
Ao‘ ) Bn:
0 0 0 1 0 1
| -2 -4 -3 —1 | |11 |
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-1 1 0 1 —1]
0 -1 0 0 ] 1
Al = ] JHl =
0O 0 0 1 -1 1
-2 0 -3 0| | -3 1

Mediante un programa de célculo numeérico se obtienen las matrices A, de acuerdo al teorema
{6.1), se forma con ellas la matriz M de acuerdo al teorema (6.2). Una vez abtenida la matriz M se
obtienen los valores caracteristicos y se obtiene el maximo y minimo de los valores caracteristicos

reales. Los vulores caracteristicos mas cercanos a los mameros reales son;

Az = —1.0000 x 10° + 1.4414 x 107% Mgy = ~1.0000 x 10% — 1.4414 x 107%
Azo = T.2615 % 107M £ 37177 X 10777 Ay = —7.2615 x 10714 — 3.7177 x 1077
Agp = 39423 x 1071 + 22123 x 1077 A3y = 3.9423 x 10713 — 22123 x 10~7;
Sc puede ver que por errores de calculo numérica no hay m un solo valor caracteristico con valor

real purg, por lo cual hay que despreciar la parte imaginaria cuando €sta es demasiado pequeiia.

Considerando asi: A_,, = —1y A} =0, de dondc se obtiene Az, = —1 ¥ A5 = 0 dedonde
obtenemos 7, = —1 Y rpax = oo, resultando asi:
-1 <7 < oo,
En el caso particular que A, = Aq, By = By y el par (Aq, Hp) es controlable, entonces

A= (14+1r)Ay, B = (1 +r)By y la matriz de controlabilidad de Kalman I/ = [{1 +
T)By (L +7)2A¢By (1 + 73 A3By -+ (1 + 7)" A5~ ' By]. Dado que el par (A4g, Bq) es controlable
y que el rango de [(1 + 7)Bo (1 + 7)24gBy (1 + r)3AZBy -+« (1 + r)"Aj ' By| es igual al
de [By AyBy AiBy --- Ay 'Bol, emonces el par (A, B) es controlable en el intervala abierto:
-1 < r < oo,

6.1.4 Observabilidad Robusta en Perturbacion Unidireccional
Se tienc un sisterna lineal invariante ¢n ¢l tiempo con perturbacion unidireccional (6.15) y el par

{Ag, Cg) observable, entances { A, C) es observable para + — 0. Se trata de determinar ¢l intervalo

abierto 7 € (Tmin, Twmax) Para el cual la observabilidad del par (A, C) es conservada, por otra
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parte por el teorema de dualidad [13] se tiene que un sistema lineal £ es observable si y solo
si el sistema lineal dual £* es controlable, entonces ¢l problema de observabilidad se resuelve
mediante el teorema de dualidad, y el teorema (6.2) de controlabilidad robusta en perturbacién
unidireccional. Tomando en consideracion que la independencia lineal de los renglones de la matriz
de controlabilidad {7 no se afecta si se cambia A por — A, enlonces la observabilidad robusta en

perturbacidn unidireccional se determina de acuerdo al siguiente corolario que no requiere mas

demostracion.

Corolario 6.3 [18) Sean A, B*, C*, D* el complejo conjugado de las matrices A, B, C, D,
del sistema lineal con perturbacion unidireccional (6.13) con el par (Ag, Cy) observable, sea U la
mairiz de controlabilidad de Kalman, sea UU * el polinomio matricial construido con A* en vez de
A,y C* enlugarde B. Sea M Ia matriz compariia construida con las matrices My del polinomio

matricial Ul/*  entonces el intervala abierto en T para conservar la ohservabilidad del par (A, C)

1 1
esta definido por. To, < r < v, donde T4, =

e (M) ™ T X3 an (M)

R max

Es obvio que en la aplicacidn de este corolario se hacen las mismas consideraciones que en el

teaorema (6.2) acerca de los casos cuando no existe valor caracteristico real positivo 0 negativo.

6.2 Controlabilidad y Observabilidad Robusta en Sistemas
Lineales con Matrices Intervalo

Dado un sistema lineal invariante en el ticmpo con dependencia paramétrica en sus matrices (6.23},
diremos que ¢l par (A{q), B{q)) ¢s robustamente contrelable si y s6lo si la controlabilidad del par
se mantiene para todo g elemento de Q. De la misma manera se dira que ¢! par (A(g). C(q)) es
robustamente observable siy solo si la observabilidad del par se mantiene para todo ¢ elementa de

Q, de acuerdo al corolario (2.4) s¢ puede establecer el siguiente hecho.

T = Alg)x + B(q)u.| A(q) e ?R”’”‘r B{Q) € Rxm Q CPc -?Rf

(6.23)
y = Clg)z| Clg) e "
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Hechu 6.1 Ef par (Alg), B(q)) es mbustamerte comtroiable si y solv si el determinante de
U(q)UT(q) es diferente de cero para todo q elemento de Q.

Dada la dependencia paramétrica de las matrices y de acuerdo al hecho anterior, el problema de
controlabilidad robusta se mape6 a un problema de positividad de una funcion polindmica que se
puede resolver por medio del teorema de descomposicion de signo de la matriz de controlabilidad

(4.17), vy aplicando en forma grafica €l teorema de determinacidon de signo mediante particidn de

cajas (4.14), cumo se puede ver en ¢l siguiente ejemplo:

Ejemplo 6.2 Dado el sistema lineal invariante en el tiempo © = A(q)z + B(q)u, con

incertidumbre paramétrica en sus mairices, con una caja de incertidumbre paramétrica Q C R?

tal que ¢; € (0, 1), determinar si el par (A{q), B(q)) es robusiamente controlable.

Algy=10 1y 1], Blgg=110 g
g2 0 1 1 Q

Para generar las ecuaciones del teorema (4.17), primeramente s¢ obtienen las matrices A(q) y

B{(q) en su representacion («, 8), que en este caso son iguales dado que los elementos no poseen
parte negativa:
0 ¢ 0 0 ¢ 0 01 91
AQa= |0 1 1. Algds=|0 1 1], Bl@a=|0 g5 |, Blala=]0 g
@ 0 1 g 0 1 10 10
Una vez teniendo A(g) y B(q) en su representacion (a, J), se genera un programa de célculo
nwmérico para obtener las partes independiente, lineal y no-lineal de cada parte a y 4 de lu matriz

de controlabilidud. Las ecuaciones de cada parte se generan para una caja I' tal que ¢ = p™ ¢ §,
en el siguiente orden:

# 0 0 w0
AT™=10 1 1]|.A=|0 1 1

2 0L Hy O 1
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g1 01
BI"=10 pyy | . BE"= |0 py4
10 | 10
5. 0 (0 & 0
A(Q)QL - 0 1 1 ' A(Q]gL = 0 1 1
5 0 1 |6 0 1
01 ] [0 1
B(@ar=|0 63|, B(@ls=10 &
10 | 10

Parte lineal de la matriz de controlabilidad: (A4?),, = A™ Asr + Aar (AT), (A%, =

AW Ay 4 Ag AT® Ulep = By, Uy = Bpr, User = ATBay + Ag B™, Usgy
A5 Byp + AgrBE™, Usar, = (AT™)? Bop + (A2), BE™, Usar = (AF™)” Boy + (A%), BE®.
Uar = (VraL, Vzars Vsacl, Upe = [Vie, Usse, Usstl-
Parte independiente de la matriz de controlabilidad: Umi» = Bmin pmin — ggmie, (Jmis =

Az‘linB;nin, Uglﬁin - AgliuBltgnin’ én'ln — (A_g\i.n)'J B:xnin! :;?jin — (Agﬂn)z Bgﬁn! U;nin
[U{gm’ Ué?xina U:}Tzin]: Ug““ — [U{E‘“, 2n}jiu] U;nin i

EUn)T =y (UmnT L (UUT) TR = U (Ugn)

Partes lineal y no-lineal de la matriz de controlabilidad: (U(§)U7(#)) , = U™ (Uar (T +
Uar(8) (UZ)", (UBYUT (8)) 5, = U™ (Ui (8NT + U (8) (UF™)" -

UBUT(8)) o = (U(QUT(Q), ~ (UUT)T™ — (UEWT (),

(UOUT(E)) 5 = (UE@U(), - (UUT)5™ — (UEUTE)),, -

Con las ecuaciones de la parte lineal de las partes o y /3 de lu matriz de controlabilidad, se obtiene
el determinante en los 8 vértices de la caja T para obtener el valor lineal minimo: det, (UUT)
det, (UUT)

Con las ecuaciones de las paries lineal e independiente de cada parte o y 4 de

af min ’

GL min”

la matriz de controlabilidad, sc obtiencn las partes « y § de la parte no lineal en
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FY L (UE™UT(E™),y = U™+ FUT (i 4 ), — (UUT) -
(UE=UT(E™)), s (UE™SUTE™) sy = U™ + 5T (@mn + 6™))s
(UUT)," — (UE™)UT(6™)) g
Con los valores anteriores se procede a calcular la cota minima del inciso “a” del teorema del
poligono (4.13) fmin 4 f; in — fua(8™) < f(g), que en representacion (a, ) de acuerdo
al hecho (4.6) es: (deto (U(@)UT(@)), cota min = 9€ta ((UU’P):“") + deto (UUT) [ pin +
3 ((U(é_nm)UT(énm ))an — (UE™) YU (67 ),BN) (det (U(q)U™(9)) ),5 cota min 74
det ((UUT)™") + deta (UUT) . gyn = 3 ((UE™)UT(6™)) . — (U(E™)UT(6™)) 4
Con el programa de calculo numérico descrito se obtiene la cota minima del determinante de
controlabilidad, con una divisién de variable de 35 partes iguales, resulta la grafica de la figura
(6.1) de donde se puede ver que el determinante es positivo para todo valor de g elemento de @, ya

que se satisface el teorema (4.14), por lo tanto el (A(g). B(q)) es robustamente controlable.

B

detl(UU")

bl +

"-' -

0 20 400 600 800 1000 1200 1400
o

Figura 6.1 Positividad del det(U(q)U7(q)). Ejemplo (6.2)

El problema de observabilidad robusta, mediante el teorema de dualidad se convierte en un
problema de controlabilidad robusta. Debe notarse que los teoremas empleados en el ejemplo
anterior, son validos para cualquier dimension de las matrices, y para cualquier nimero de
pardmetros, pero el trabajo de computo y el tiempo de solucién se incrementa al aumentar ambos

como sucede en cualquier otro algoritmo.



Capitulo 7
Aplicaciones
En este capitulo se analizan dos aplicaciones de descamposicidn de signo a la estabilidad robusta

de casos reales, uno de ellos es un avidn militar F4-E descrito por Ackermann [2], y el otro caso es

la maquina Fiat descrita por Barmish [5].

7.1 Avion Militar F4-E

El modelo simplificado del avion militar F4-E, figura (7.1) [2], es descrita por J. Ackermann (2],
este avidn es una madificacion en la que agregaron unos alerones delanteros (“canards™) con los

que se ganv maniobrabilidad pero se perdié estabilidad, sobre todo en baja velocidad y baja altitud.

Figura 7.1 Avidn militar F4-E
El modelo simplificado y linealizado es & = Az + Bu, el estado es = = [n, &k &.]7, donde n, es

la aceleracion normal, & = @ es la velocidad de pendiente &, y d. es el angulo del elevador (alerones
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traseros), la sefial de entrada al elevador d,com ¥ 1a sefial de entrada a los “canards” dnpm dependen
de una Gnica entrada ¢, 8.com = U Y oeom = ~0.7u. La matriz A esta en funcidn de seis parametros
fisicos a;;, pero en el polinomio caracteristico s6lo intervienen cuatro parametros fisicos que son:
1, ¢z, @21, d22.
@y Q12 a3
A= | az ag ag
0 0 -14
Ackemmann muestra los valores de los parametros fisicos a,; a diferentes condiciones de vuelg,
de las cuales tomamos dos puntos de operucion: I y [ que aparecen en la tabla (7.1), se sabe que
el modelo es estable en las condiciones 7 con las siguientes valores caracteristicos: A} = —14.0,

Ag = —0.8706 — 4.2973;7 y A5 = —0.8706 + 4.29737 ¥ que no es estable en las condiciones 1.

I I
Mach 0.9 1.5
Altitud 35000 35000
a1 —0.667 i —0.5162
aig 18.11 26.96
a2 0.08201 —0.6896
ayy —0.6587 —-1.225

Tabla (7.1) Condiciones de vuelo. Avion muilitar F4-E
Para aplicar la descomposicion de signo en el analisis de la estabilidad robusta del sistema, es
necesario primeramente hacer una transformacion de coordenadas ay; = @7+ {Gij1 — Gajsr)gs Para
llevar la caja de incertidumbre paramétrica a un cono convexo positive, en este caso s¢ convierte

cala parametro a;; en una funcidn de un parametro ¢, € [0, 1] tal que € C P, como aparece en

seguida:

a2f(g) = 26.96 — 8.8500¢-
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unlg) = —0.6896 + 0.7716y;
Debe notarse que cuando ¢l pardmetro g, = 0, la ay; = ay;p; y cuando g, = 1, la ay; = ayy,
mediante esta transformacion de coordenadas se abtiene lu matriz A{(g) de donde s obtiene el

polinomio caracteristico p(s, q) con coeficientes ¢;(¢) con dependencia multilineal como aparecen

abajo.

p(s,q) = calq) + c1(g)s + c2(g)s® + e3(q)s”

colq) = 269.14 — 85.441q, — 291.23g5 + 95.601g3q — 4.0925g, + 2.5862q; — 1.1956g, 94

ei(g) = 43.601 — 6.103¢, — 20.802g; + 6.8287q3q; — 8.2205¢q, + 2.295%¢,
—8.5398 x 107 %g,q,

c{g) — 15.741 + .1508q, — 5663,

e3(q) = 1

Como muestra de la aplicacion de descomposicidn de signo en el anilisis de la estabilidad
robusta de la familia de polinomios, se analiza en el sector de dominio de los parameuos fisicos
g, € [0, 0.75), entonces se toma @ = {¢q | @ € [0, 0.75], £ =1, 2, 3, 4} La estabilidad robusta
de la familia de polinomios es analizada por el teorema (5.5) de Frazer y Duncan que dice que una
familia de polinomios es robustamente estable si y solo si existe al menos un elemento estable y
el determinante de la matriz de Hurwitz es diferente de cero para toda ¢ elemento de Q. Se sabe
que el sistenua es estable en el punto 11 que es ¢; = U y el determinante de la matriz de Hurwitz
es analizado dividiendc cada pardmetro g; en 8 partes iguales, se puede ver en la figura (7,2) que
aparccen positivos todos los vértices minimo y maximo “ x " de cada una de las cajas [, asi como la
cota minima “+” de cadd caja tambi€n es positiva, entonces de acuerdo al teorema de determinacion
de signo mediante particion de cajas (4.14), el determinante de H(q) es positivo para toda ¢ € Q
y dado que el sistema es cstable en el punto {7, entonces de acuerdo al teorema (5.5) la familia de

polineruos P(s,¢) s wobustamente estable.
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Der(H(q))

2 4 E B 10 12
x 10°
(04

Figura 7.2 Positividad del det(H(q)). Avién militar F4-E

7.2 Maquina Fiat

El modelo de la maquina Fiat es tomado de Barmish [S] donde presenta un modelo simplificado
a dos entradas y dos salidas. Las entradas son el avance de chispa y la apertura de la vélvula de
estrangulamiento. Las salidas que son la presion del motor en el “manifold” y la velocidad del
motor, Finalmente Barmish muestra el polinomio caracteristico p(s, ¢) de la maquina controlada
en lazo cerrado, los pardmetros ¢ son ganancias del controlador y parametros fisicos de la maquina.
El polinomio caracteristico es de séptimo grado, con incertidumbre paramétrica de estructura

polinémica, los coeficientes c;(g) del polinomio aparecen al final del capitulo.

p(s,q) = co(q) + 1(@)s + ca(q)s® + c3(q)s® + ca(g)s® + cs(q)s® + ca(q)s® + cr(q)s”

La estabilidad robusta del sistema se analiza por medio de la tabla equivalente de Routh y
descomposicion de signo, esto fue para evadir el problema de trabajar la descomposicion de signo de
determinantes grandes que consumen mucho tiempo de computo como lo hubiera sido si se analiza
mediante la matriz de Hurwitz. Ademas en la tabla equivalente de Routh no se analiza la positividad
del octavo (altimo) coeficiente de la primer columna ya que consume mucho mas tiempo de analisis

que cualquier otro coeficiente de la misma tabla, en lugar de la aplicacién tradicional de la tabla de
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Routh ¢ la equivalente, se hace de |a siguiente manera.

Aplicando los conceptos de Meinsma [33] y Dullin [16] a un polinomuo con sus primeros dos
coeficientes del mismo signo, de grado ¢ que es formado con los cueficientes de cualquier par de
renglones seguidos de la tabla de Routh o equivalente, se tiene que es estable si y solo si el polinomia
reducido de grado ¢ — 1 es estable.

Aplicando sucesivamente la propiedad de estabilidad de un polinomio con su reducido se tiene
que el polinomio original es estable s1 y sdlo si todos los coeficientes de la primer columna desde
¢l primero hasta los correspondientes de un cierto polinomio reducide de la tabla de Routh o de la
equivalente son del mismo signo y el polinomio reducido es estable.

En este caso de la maquina Fiat, los coeficientes del sexto renglon de la tabla Equivalente de
Routh b51(q) ¥ bs2(q) y el tnico del séptimo rengldn b7 ,{g) forman un polinomio reducido de
segundo grado, de tal forma que el polinomio p(s,q) es robustamente estable si y sdlo si los
coeficientes: by, (q), ba.:(q), b3.(q), bd.,l(‘!)s bs1(q), bﬁ,l(Q)s be,2(¢) ¥ b::(q) son positivos para
todo vector parameétrico ¢ elemento de Q.

De acuerdo a Barmish, un punto interesante para analizar es el vector siguiente:

¢* = [2.1608 0.1027 0.0357 0.5607 0.01 4.4962 1)T

Dadas lus posibilidades de equipo de edmputo con que se cuenta y la magmtud de este problema,
se analizd la estabilidad robusta del polinomio en una caja de incertidumbre que tiene como vértice

minimo Euclidiano ¢* y el vertice maximo Euclidiano aumenta al minimo en un 1.5 por ciento sus

COMpOonentes COMy se muestya ¢n seguida:

G={9=[ng --¢]|leclg ¢ i=12 ..., 7}
@ C [2.1608, 2.1932]2]
@ € [0.1027, 0.104241]
g3 € [0.0357, 0.036236]
g, ¢ [0.5607, 0.569111|
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gs € ([0.0100, 0.010250]
ge € (44962, 4.563643)|
¢z € [1.0000, 1.015000)

Los primeros dos coeticientes de la primer columna de la tabla equivalente de Routh, son los
coeficientes del polinomio ¢;(q) ¥ ca{g), que por simple inspeccion se puede ver que sun pusitivos
para todo vector g elemento de @, el coeficiente by 1 (¢) es analizado dividiendo cada parametro en
dos partes tgualcs ¥ es positive para todo vector ¢ elemento de @ como se puede ver en la figura
(7.3), en donde se aprecia que el coeficiente,es positivo, en todos los vértices minimo y maximo
“x ” de cada una de las 128 cajas [, asi como la cota minima “+" de cada caja también es positiva,
por lo tanto de acuerdo al teorema de determinacion de signoe mediante particion de cajas (4.14),
el coeficiente by , (q) s positivo para todo vector ¢ elemento de Q. De la misma manera los demds
cocficientes son positivos para todo vector g clermento de @, como sc puede apreciar en cada una de
sus correspondientes figuras que aparecen abajo, los coeficientes by 1(g), b5.1(g): ba1(¢) ¥ bs2(q)
son analizados partiendo cada parameuo en dos partes v en el coeficiente b7 ;(g) hubo necesidad
de partir cada parametro ¢n cuatro partes iguales para poder probar su positividad.

En lus graficas de los coeficientes de la tabla equivalente de Routh, €l grupo de las marcas

“ x " correspondientes a los vértices u™® y ™ y el grupo de marcas “+” correspondientes a

la cota minima de cada una de las cajas I, aparecen traslapados en los coeficientes by 1(q), b41(q),
mieniras que en los coeficientes b5 ,(q), b5 1(q)., Ys.2(q) ¥ 67.1(¢). aparecen separados, pero en ambos
casos los grupos de marcas “ x 7 y “1” se encuentran arriba del eje @ satisfaciendo asi ¢l teorema
de determinacion de signo mediante particion de cajas (4.14) que determina la positividad de los

coeficientes.

Por lo anterior los coeficientes b11(q), b2.1(q), 3.1(q), ba,1(q), b5.1(q), bs.1(q), bs.2(q) Y bz (q)
son positivos pata tode vector paramétrico g elemeunto de ), entonces la familia P(s,Q) es

robustamente ¢stable.
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Figura 7.3 Coeficiente b3 (q). Maquina Fiat
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Figura 7.4 Coeficiente by, (g). Maquina Fiat
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Figura 7.5 Coeficiente bs ; (¢). Maquina Fiat
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Figura 7.6 Coeficiente bg ; (¢). Maquina Fiat
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Parte Positiva de los Coeficientes

coplq) =
Clp(q) =

C2p(Q) =

C3p (Q) =

6.82079 X 10 °g,4aq? + 6.82079 x 10~3¢1¢2q43s

7.6176 x 10 *g3qZ + 7.61760 x 10 *q2q? + 4.02141 x 10~ 4gygaq?+
0.00336706q195¢2 + 6.82079 x 10~5¢;qaq5 + 5.16120 x 10~%¢2gs s+
0.003367064192q495 + 6.82079 x 10 °¢19294q7 + 6.28987 x 107 3q1¢2¢s596+
4.02141 x 107 %q1q3q4gs + 6.28987 x 107°q;qaqags + 0.00152352¢2¢3q49s+
5.16120 x 107*g2g39ags

4.02141 x 10~%q192 + 0.00152352¢¢2 + 0.0552¢2¢ + 0.0552¢2¢3+
0.0189477¢; 9292 + 0.034862¢: 9303 + 0.00336706g, 9,95+

6.82079 x 107°q,19497 + 6.28987 x 107 5q,q5q6 + 0.00152352¢3q,q5+
5.16120 x 10~%g3gags + 0.034862¢1924gs + 0.0237398¢2q595+
0.001523523¢59+ + 5.16120 x 107%¢2gsg7 + 0.00336706q) g2g4q7+
0.002874164; 929596 + 8.04282 x 1071g1g2g5q7 + 6.28987 x 107°¢19206q7+
0.01894779:93¢4qs + 0.002874169193¢4g6 + 4.02141 x 107*q1g3q4q7+
0.1104929394q5 + 0.0237398q2¢394g5 + 0.00152352¢2q3q4g7 +
0.00103224¢29546

0.0189477g1¢2 + 0.11044242 + 5.16120 x 10~%gsqs + qg2g2+

7.61760 x 107q2¢2 + g2g2 + 0.1586¢192% + 4.02141 x 10~ 4qg202+
0.0872q; 4392 + 0.034862g, 9495 + 0.00336706q,94q7 + 0.002874164¢,g5q6+
6.28987 x 10~ °q1g6q7 + 0.00103224g2g6¢7 + 0.1104g3g4g5+
0.023739843¢496 + 0.00152352q3g49+ + 0.1826¢3gsgs + 0.1104¢3g59,+
0.023739843¢697 + 0.08724142q4gs + 0.0348624,¢2qug7+

0.02156584¢1 929596 + 0.0378954q,¢295q7 + 0.00287416q, q2q6q7+
0.1586919394¢s + 0.0215658¢1¢39495 + 0.0189477q1 939497 + 2¢2q3gugs+
0.182642g3q46 + 0.1104q2q39497 + 7.61760 x % g2 + 0.0474795q2q5q6+
8.04282 x 10 “q1g597 + 0.00304704¢24547



caplq) =

csp(q) =

CGP(Q) =

C?p(‘f) -

0.1586q:q% +4.02141 x 107%q,92 + 2q2¢2 + 0.00152352q,¢2+
0.0237398¢s5Gs + 0.00152352q5q7 + 5.16120 x4 gga7+

0.0552q¢2¢% + 0.0189477¢,92¢% + 0.0872¢,¢4gs + 0.034862g, guq7+
0.0215658¢195qs + 0.00287416q,964~ + 0.0474795¢295g7 + 2¢14aT5+
0.1826q3q46 + 0.110443q4q7 + 293q5g7 + 0.1826q2¢s597 + 0.0872q193q4q7+
0.3172q1929597 + 0.0215658q1424ysyr + 0.1586q, 939597 + 2¢2939497 +
0.0552¢2 1-0.3652q,95qs + 0.0378954¢,¢sq7 + 0.2208729547
0.0189477q19% + 0.1104¢2¢% + 0.182645¢6 + 0.1104g5¢, + 0.0237398g6q7+
qaqs -+ 0.15864192q7 + 0.0872q19a¢: + 0.0215658q195¢7 + 0.3652¢2g6g7+
2419497 + 45 + 761760 x 1071¢% + 0.3172¢19597 + 4929547

0.158641¢% + 2g2¢% + 2gsg7 + 0.1826gqg; + 0.0552¢?

g2

Parte Negativa de los coeficientes

con(q) =
cin(g) =
c2n(q) =
csn(q) =
Can(q) =
csalq) =
Genlq) =
cin(g) =

0
0

0.00234048¢3age + 0.00234048¢2¢5¢54s

0.0023404843q5q¢ + 0.0848¢3q496 + 0084802430505 + 0.00234084¢2q395¢7
0.0848939596 + U.U0234048¢39697 + 0.084892939647

0.084389396qr

0

0

1l6



Capitulo 8
Conclusiones

La estabilidad y controlabilidad robusta de sistemas lineales invariantes en el tiempo, de multiple
entrada y maltiple salida, que dan lugar a familias de polinomios caracteristicos con incertidumbre
paramétrica multilineal o polindmica, fue investigada en el espacio de los coeficientes.

Para cl problema de estabilidad rabusta, sc desarralla la tabla equivalente de Routh, con la cual,
¢l problema es mapeado a un problema de positividad de una funcidon multivariable, con términos no
decrecientes en un espacio vectorial. Para la solucion de este problema se desarrolla la herramienta
matematica descomposicion de signo, logrando asi condiciones necesarias y suficientes para el caso
multilineal o incluso el polindmico. Estos resultados son empleados en los casos del avion militar
F4-E [2], y la maquina “Fiat” (5] con polinomio caracteristico de séptimo grado de estructura
polindmica can 7 parametros, que aparecen en el capitula de aplicaciones. También se aportan
resultados sobre las propiedades de familias de polinomios con incertidumbre multilineal, que
ademas ayudan a relacionar resultados ya existentes.

El problema de controlabilidad y observabilidad robusta de sistemas lineales, invanantes en
el tiempo, de multiple entrada y multiple salida, es resuelto para matrices intervalu, mediante
descomposicion de signo. Asi también, mediante valores caracteristicos, se presenta solucidn del
mismo problema, al caso de perturbacion unidireccional.

La descomposicion de signo es aplicable a la solucion de problemas de estabilidad y
controlabilidad robusta, arriba mencionados, No existen limitaciones tedricas para su aplicacion
a estos casos, el prablema de controlabilidad robusta es mas complicado que el de estabilidad
robusta. La carga de cdlculo numéricg crece con la dimension del sistema y con el nimero de
parametros, creciendo asi el ticmpo necesario para su solucidn como sucede en cualquier algontmo.
La herramients matematica descamposicion de signo aporta condiciones necesarias y suficientes
de positividad o negatividad de una funcién multivariable en todo su dominio, mediante el andlisis
de puntos extremos de subdominios, se puede utilizar en forma algebraica o grafica, y suaplicacion

no esta restringida al areu de control, es aplicable a cualquier otra disciplina cientifica donde existan
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problemas de positividad de funciones.

Camo trabajo futura, basado en los resultados presentados en esta tesis, se propone lo siguiente:
continuar con la linea de investigacion que dio lugar al teorema de combinacidn lineal de la imagen
de los vértices, y abtener mas propicdades de familias de polinomios con incertidumbre multilineal,
a partic de este resultado; investigar sobre representacion de funciones con descomposicion
de signo, buscando alguna representacidn que mejore las propiedades de la representacion
(o, F); lograr algin resultado que mejore las cotas del teorema del poligono; investigar mas la
descomposicion de signo del determinante y mejorar €l algontmo de la representacion a del mismo;
investigar en bisqueda de la solucion al problema de controlabilidad y observabilidad robusta de

sistemas lineales, invanantes en el tiempo, de multiple entrada y multiple salida, con perturbacion

multidircccional.
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