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RESUMEN

Diseno Del Espacio De Paridad Para Sistemas Continuos
Publicaciéon No.
Jestus Victor Manuel cid Medina, M. C. en Ingenieria Eléctrica

Universidad Autéonoma de Nuevo Leon, 2010

Profesor Asesor: Dr. Efrain Alcorta Garcia

El espacio de paridad es una técnica popular utilizada para el diagnostico de sistemas en
tiempo discreto. Una de las principales virtudes de esta técnica es su simplicidad, sin embargo,
debido a que las senales requeridas para el diagndstico estdn solo disponibles en forma de
muestras en instantes definidos de tiempo, se hace necesaria una representaciéon en tiempo
discreto de los sistemas continuos. Con esto, informaciéon disponible en el sistema en tiempo
continuo para la localizacién de las fallas se pierde en el proceso de discretizacion, lo cual

propicia que el nimero de fallas que puede ser localizado en el sistema discretizado se reduzca.

El objetivo de la presente tesis es disenar el espacio de paridad continuo que permita localizar
todas las posibles fallas que se puedan presentar en un sistema. Se pretende que dicho espacio
de paridad continuo tenga al memos el mismo desempeno que el que se tiene al usar métodos
basados en observadores en tiempo continuo. Se propone el uso de espacio de paridad en tiempo
continuo, el cual incluye derivadas de senales entrada-salida. Es importante destacar que las
matrices involucradas son idénticas al caso discreto, la tinica diferencia radica en la definicion

de las senales.

Una parte indispensable en la propuesta es el uso de un derivador de senales. Para el calculo
de las derivadas se revisaron tres ideas diferentes. Primero se revisé la obtencion de derivadas
mediante el uso del teorema de Taylor. La sensibilidad al ruido de medicion es muy critica para
derivadas de orden mayor a uno. Un segundo procedimiento revisado esta basado en modos

deslizantes. Este procedimiento mejora la robustez frente al ruido de medicion, sin embargo, al
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utilizarlo de manera anidada el efecto del ruido se incrementa haciendo muy dificil el calculo
de derivadas de orden superior. Un tercer procedimiento revisado esta basado en observadores
de alta ganancia. Las derivadas son literalmente obtenidas integrando, lo que hace posible
manejar un cierto nivel de ruido sin problemas. Este procedimiento fue el que finalmente se

implemento.

En el presente documento estéa incluido un ejemplo de aplicacion (sistema de tres tanques
interconectados) asi como los resultados obtenidos mediante simulaciones a través de Matlab

Simulink al considerar diferentes casos de fallas y niveles de ruido.
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Capitulo 1

INTRODUCCION

1.1 Planteamiento del problema

Todo sistema fisico estd expuesto a tener, en determinado momento, alguna falla ya sea en
actuadores, sensores o componentes. En el ambito de diagnoéstico y aislamiento de fallas, la
detecciéon oportuna de las fallas que aparecen en el sistema es de suma importancia, ya que con

esto se puede evitar una averia mayor del sistema.

En la actualidad existen diferentes enfoques para el diagnostico de sistemas, dentro de los
cuales se encuentran aquellos que se basan en el modelo matematico que describe el compor-

tamiento de determinado sistema fisico.

El espacio de paridad es una técnica popular para diagnostico de sistemas basada en
el modelo, que consiste en encontrar un conjunto de vectores (los cuales forman el espacio de
paridad) que satisfacen cierta condiciéon de disenio cuando se utiliza una representacion de un
sistema fisico en espacio de estados. Esta condicion de diseno se satisface si al multiplicar
cualquier vector de paridad por una matriz, que es muy similar (o a veces igual) a la matriz

de observabilidad del sistema, el resultado es cero. Con esto se logra construir un generador



de residuos de donde se obtiene informacion sobre las posibles fallas que se pudieran presentar
en un sistema. Esta técnica de deteccidon se ha usado exitosamente en sistemas discretos y se
caracteriza por su simplicidad en el diseno, sin embargo, ésta se encuentra limitada en cuanto
a la localizabilidad de las fallas que en un sistema pueden ocurrir, dado que su disenio se basa
en muestras de sefiales en instantes definidos de tiempo, haciendo que informacién disponible

y util para el diagnostico del sistema continuo se pierda durante el proceso de discretizacion.

Lo anterior en realidad representa un problema debido a que, si una falla ocurre en un
instante de tiempo que no haya sido considerado en el muestreo, entonces dicha falla no sera
detectada y el sistema bajo estudio podria ser danado sin poder tomar acciones correctivas que

eviten un mayor dano al sistema.

Ante la necesidad de evitar la pérdida de localizabilidad de fallas en un sistema, en este
trabajo se propone, como alternativa de solucion, la versiéon continua de espacio de paridad
(que a su vez requiere del uso de derivadores de senales), mediante la cual el namero de fallas

que se puede localizar no se reduce de manera considerable.

1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo General

Propuesta y prueba de un espacio de paridad basado en muestras para sistemas en tiempo
continuo con al menos el mismo desempeno que otros métodos de diagnostico de tiempo continuo

basados en modelos.



1.2.2 Objetivos Particulares

e Explorar las diferentes técnicas para estimar derivadas de senales.

e Propuesta y desarrollo de una version de espacio de paridad basada en derivadores para

sistemas de tiempo continuo.

e Aplicacién y comparacion del método propuesto con respecto a métodos basados en ob-

servadores en un caso de estudio real.

1.3 Justificacion

La justificacion de este trabajo radica en la necesidad de innovar y mejorar el diseno de espacio
de paridad que hasta la fecha se conoce, el cual se emplea tinicamente para sistemas discretos. El
desarrollo de un esquema de espacio de paridad para sistemas continuos basado en un derivador,
con el fin de que el namero de fallas que pudiera ser localizado en un sistema discretizado no

se reduzca en forma considerable, es la mejora que se propone en este trabajo.

1.4 Motivacidon

Una dificultad al utilizar procedimientos basados en muestras de las senales entrada-salida para
el diagnostico de sistemas en tiempo discreto, es que se reduce la cantidad de fallas que pueden
ser localizadas con respecto al procedimiento equivalente en tiempo continuo. Considerar un

sistema lineal invariante en el tiempo descrito por:

#(t) = Ax(t) + Bu(t) + E;f(t) (1.4.1)



donde z(t) € R" es el vector de estado; u(t) € RP es el vector de entradas y f(t) € R® es el
vector de fallas. Una manera de discretizar la ecuacion (1.4.1) que coincide exactamente en los

intantes de muestreo esta basada en la solucion de (1.4.1) y adquiere la siguiente forma:

w(k+1) = eMa(k) + /T e Bu(k)dn + /T ATEf(r)dr (1.4.2)

Los métodos reportados en la literatura para diagnostico de sistemas continuos a partir de
muestras de las senales de entrada y salida estan basados en diferentes formas de aproximar
la integral que involucra al vector de fallas y es donde ocurre el acoplamiento, sin embargo,
debido a la forma de aproximacion que se utiliza, los resultados disponibles tienen el problema
de que se reduce la localizabilidad de las fallas. Esto motiva a la propuesta de un espacio de

paridad continuo como alternativa de solucién ante el problema de localizabilidad.

El enfoque considerado en este trabajo para evitar esta desventaja, de pérdida de locali-
zabilidad, consiste en considerar un espacio de paridad en tiempo continuo apoyados en un
derivador de senales. Mediante un estimador de las derivadas, de la entrada y la salida hasta
de orden n, el esquema propuesto permite la deteccion y localizacion de fallas con al menos
la mismas posibilidades que cuando se utiliza el método basado en observadores en tiempo

continuo.

1.5 Estructura de la tesis

Esta tesis esta constituida por un total de seis capitulos, los cuales se describen a continuacion.

En el presente capitulo, se presenta una breve introduccion del trabajo de tesis realizado,
seguida de los objetivos tanto general como particulares. Posteriormente en la secciéon 1.3, se
da a conocer la justificacion del trabajo realizado mientras que la motivacion se presenta en la

seccion 1.4. Algunos antecedentes importantes son presentados en el capitulo 2 y también se



aborda el tema de espacio de paridad que tradicionalmente se maneja para sistemas discretiza-
dos. El capitulo 3 esté dedicado al derivador, que en esta tesis es una parte fundamental debido
a que el espacio de paridad continuo requiere de las derivadas de las senales de entrada y salidas
del sistema. En el capitulo 4 se realiza el desarrollo de una version de espacio de paridad en
tiempo continuo, de donde surge la necesidad de la utilizacion de derivadores para su diseno.
Por otra parte, en el capitulo 5 se presentan los resultados obtenidos mediante un ejemplo de
aplicacion consistente de un sistema de tres tanques interconectados, donde las fallas pueden
presentarse tanto en actuadores o sensores. Finalmente en el capitulo 6 se dan las conclusiones

finales del trabajo realizado y se propone también el trabajo a futuro que ain falta realizar.



Capitulo 2

ANTECEDENTES

2.1 Introducciéon

En este capitulo se menciona, en un primer término, el estado del arte referente al diagnostico
de fallas y la problematica de localizabilidad de estas que se presenta al considerar un sistema
discretizado. Posteriormente, en la secciéon 2.3, se explica detalladamente como se obtiene el

espacio de paridad y el generador de residuos para un sistema discreto.

2.2 Estado del arte

De acuerdo con Iserman [1], una falla es una desviacion del valor aceptable, usual o estandar
de al menos una propiedad caracteristica del sistema. Otros autores como Edward Y. Chow y
Alan S. Willsky [2] definen una falla como cambios inesperados en el sistema, de componentes
o variaciones en las condiciones de operacion, que degradan el funcionamiento del mismo.
Determinar el tipo, tamano, localizacion y el tiempo en que ocurre una falla en un sistema es lo
que se conoce como diagndstico de falla. Por lo tanto, la deteccion y diagnostico oportuna de una
falla en un sistema es de suma importancia, ya que permite realizar acciones correctivas y con

ello mantener un alto nivel de funcionamiento, asi como prevenir problemas de mayor magnitud,



tales como el deterioro de componentes (sensores y/o actuadores), malfuncionamiento, dafios

en la maquinaria o incluso pérdida de vidas humanas.

El problema de deteccon de fallas, no es algo nuevo. Desde hace varias décadas se han hecho
numerosas investigaciones en el campo de identificion y deteccion de fallas (FDI) en sistemas
dindmicos. En 1976, un estudio de los métodos para la deteccion de fallas fue realizado por A.
S. Willsky [3], donde algunas técnicas de las méas relevantes que se mencionan en su trabajo,
tales como filtros de deteccion en 1971 [4] (los cuales producen sefiales de error indicando
la localizacion de una falla o un cambio en la dindamica del sistema) y el método del multiple
modelo en 1980 [5], consisten en métodos analiticos, los cuales a su vez requieren que un modelo

dindmico de algin tipo sea dado.

En 1990, N. Viswanadham y K. D. Minto propusieron uno de los primeros trabajos a cerca
del diagnostico de sistemas muestreados [6], donde se proponen tres esquemas que estén orien-
tados principalmente para la deteccion de fallas: "multirate parity space”, "multirate observer” y
” multirate detection filters”, los cuales tenfan distintas ventajas sobre esquemas convencionales

de diagnoéstico en términos de velocidad y la clase de sistemas para los cuales era posible dicha

deteccion.

La robustez (ante perturbaciones o entradas desconocidas) y sensibilidad (a posibles fallas),
son caracteristicas escenciales que simultaneamente deben satisfacerse en un sistema de iden-
tificacion y deteccion de fallas (FDI). Un metodo de deteccion de fallas robusto fue propuesto
en 1984 por Edward Y. Chow y Alan S. Willsky basandose en la relacion de paridad [2]. En
este trabajo se considero el efecto de algunas perturbaciones e incertidumbre en los pardme-
tros del modelo. La consideracion de incertidumbre en el diagnoéstico de sistemas muestreados
fue también analizado por P. S. Zhang et al en el 2002 [7], mientras que en el 2003, M. S.
Fadali propuso un esquema robusto a entradas desconocidas basado en observadores para el

diagnostico de fallas utilizando la técnica de "lift” y la combinacién de multi-muestreo [8].



En general los métodos de detecciéon de fallas pueden ser divididos en dos grandes grupos:
aquellos que utilizan el modelo matematico de la planta y aquellos que no se basan en éste.
Estos tdltimos emplean, entre otras técnicas, lo que se conoce como redundancia fisica, que
consiste en instalar miltiples sensores para medir la misma cantidad fisica y evaluar si existe
alguna discrepancia entre ellos, de tal manera que es posible aislar y detectar una falla de una
manera altamente confiable. Sin embargo, esto implica un mayor costo y también un mayor
peso (que en la industria aeronautica se convierte en algo critico [9]) y por lo tanto representa
una desventaja respecto a los métodos basados en el modelo, los cuales utilizan redundancia

analitica para la deteccion y que a su vez es la base de la generacion residual [2].

De acuerdo con Ding [10] la técnica de diagnostico de fallas basado en modelos, originada
a inicios de los 70's, es eficiente en la deteccion de fallas en sistemas y ha demostrado en gran
numero de aplicaciones, procesos industriales y sistemas de control automatico, su efectividad
en la localizacion y deteccion de fallas. Sin embargo, un procedimiento de identificacion y
deteccion de fallas implica la generacion y evaluacion de un residual (indicador de posibles
fallas), el cual representa la diferencia entre la salida observada de un sensor y el valor esperado
de éste en condiciones normales (sin falla)[9]. En tal caso la salida observada y el valor esperado

son iguales y por lo tanto el residual es un valor muy cercano a cero.

Entre los métodos basicos de generacion residual, que se mencionan en la literatura [10],
se encuentran: el filtro de deteccion de fallas (FDF), el observador de diagnostico (DO) y el
generador residual basado en la relacion de paridad (PRRG). El nicleo de un FDF, propuesto
por Beard y Jones en los anos setenta, es un observador de orden completo. Las ventajas
de un filtro de deteccién de fallas yacen en su facil construccion pues el disno de estos es
de hecho la seleccion de la matriz de ganancia del observador. El DO, es una de las formas
més populares en el diagnostico de fallas debido a su estructura flexible, ya que su diseno se

basa en un observador del tipo de Luenberguer, mientras que en la construcciéon de un PRRG



se utiliza un modelo en el espacio de estado en lugar de un observador. Por esta razéon se
reconoce generalmente al enfoque de espacio de paridad como uno de los més importantes en
la generacion residual basados en el modelo junto con aquellos basados en el observador y los

de estimacion de parametros.

Los mejores resultados obtenidos hasta el momento estan limitados, segin se menciona en
publicaciones recientes Izadi (2007) [11] y Zhang (2008) [12], en el namero de fallas que pueden
ser aisladas, el cual resulta ser menor en relacion a métodos de deteccidon en tiempo continuo.
Adicionalmente, debido a los avances de la tecnologia, las senales tutiles para diagnostico se
encuentran frecuentemente disponibles en forma digital. Es decir, la adquisiciéon de datos
incluye un proceso de muestreo. Por esto se requiere de métodos de diagnostico que tomen en
cuenta dicho proceso. Por ejemplo, el método del espacio de paridad implica para su diseno

una discretizacion del sistema continuo tal como se muestra en la figura 2.1.

SISTEMA ) DISCRETIZACION =) SISTEMA ) ESPACIO DE
CONTINUO DISCRETO PARIDAD

Figura 2.1: Discretizacion y espacio de paridad

Por tal motivo es necesaria la bisqueda de un método de diagnostico basado en modelos que
no cuente con la reduccién del nimero de fallas que pueden ser localizadas, es decir, que pueda
localizar al menos la misma cantidad de fallas que el que seria posible utilizando un método de

diagnostico en tiempo continuo.

Dado que el presente trabajo se enfoca solamente en el espacio de paridad para diagndstico
de sistemas, en la siguiente seccién se describe como es que se obtiene el generador de residuos,
para sistemas LTI en tiempo discreto, a partir de las relaciones de paridad cuando un modelo

de un sistema fisico en el espacio de estados ha sido dado.
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2.3 Espacio de paridad

El espacio de paridad es una técnica popular utilizada para el diagnostico de sistemas en tiempo
discreto. Una de las primeras referencias con un anélisis en el espacio de estado para espacios
de paridad fué considerado por Chow y Willsky en 1984 [2]. En este trabajo se utiliza una
descripciéon convencional, la cual puede ser encontrada en los trabajos realizados por Iserman

[1] ¥ Ding [10] en 2006 y 2008 respectivamente.

Primeramente se considera un sistema lineal, invariante en el tiempo (LTT) y discreto dado

por:

x(k+1) = Ax(k)+ Bu(k) + Equd(k) + Ef f(k) (2.3.1)

y(k) = Cux(k)+ Du(k)+ Fyd(k) + Frf(k) (2.3.2)

donde z(k) es el estado de dimension n, u(k) es el vector de entradas de dimension p, d(k) es el
vector de perturbaciones y f(k) el vector de fallas. Las matrices A, B, C, D, E4, E¢, Fy y Fy
son constantes, conocidas y de dimensiones apropiadas. también se supone que el par (A4, C)

es observable y que rango(C') = m.

Con la finalidad de construir el generador de residuos suponemos primero que el efecto de
las perturbaciondes y las fallas es cero, es decir, d(k) = 0y f(k) = 0. Expresando y(k — s),
con s > 0, en términos de z(k — s), u(k — s) y y(k — s + 1), en términos de z(k — s), u(k — s),

u(k — s+ 1) resulta:

y(k—s) = Cx(k—s)+ Du(k —s) (2.3.3)
ylk—s+1) = Cax(k—s+1)+Du(k—s+1) (2.3.4)
= CAx(k—s)+ CBu(k —s)+ Du(k —s+1) (2.3.5)

de manera que repitiendo este proceso, ecuaciones redundantes son generadas para diferentes
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instantes de tiempo.

ylk—s+2) = CA*w(k—s)+ CABu(k — s) +

CBu(k — s+ 1) + Du(k — 5+ 2) (2.3.6)

y(k) = CA%z(k—s)+CA*'Bu(k —s) +

-+ CBu(k + 1) + Du(k) (2.3.7)

Considerando la siguiente notacién para una ventana de tiempo de tamano k :

[ y(k—s) | [ u(k-s) ]
y(k —s+1) u(k —s+1)
yS(k> = : ; US(k> = .
L y(k) ] L u(k) ]
o ] [ D 0 0]
CA CB D
HO,S = . ; Hu,s =
| ca | | cA'B ... CB D |

se puede re-escribir las ecuaciones para y(k — s) hasta y(k) de forma compacta como:
ys(k) = Hosx(k—s)+ Hysus(k) (2.3.8)

La ecuacion (2.3.8) es conocida como la relacion de paridad. Note que los vectores de entradas
us(k) y de salidas y,(k) se forman con las mediciones y se suponen conocidas. Las matrices Ho s
y H, s son constantes y formadas con las matrices del sistema, las cuales se suponen conocidas.

La tnica variable desconocida es x(k — s).

La idea basica de la relacion de paridad es utilizar el hecho de que si s > n entonces
rango(Hps) = n < # de renglones de Hp s, con lo cual existe al menos un vector renglon

vs # 0 de dimension (s + 1)m tal que

vHo, = 0 (2.3.9)



12

El generador de residuos basado en relaciones de paridad es construido por:
r(k) = vs(ys(k) — Hysus(k)) = vsHo sx(k—s) =0 (2.3.10)

Los vectores vsque satisfacen (2.3.9) son llamados vectores de paridad y al conjunto de vectores

de paridad que satisfacen:
P, = {vslvsHos =0} (2.3.11)
es llamado espacio de paridad de orden s

Para ver el efecto de las fallas y perturbaciones en el residuo ahora se remueve la restriccion
utilizada (d(k) = 0y f(k) = 0) y se hace un desarrollo similar al que se hizo para el caso sin

falla. De esta forma se obtienen las siguientes matrices:

f(k —s) d(k — s)
k) = flk—s+1) Cd(k) = dlk —s+1)
L R | dk)
[ F 0 0 ] [ F 0 0 ]
o= | Pt P B
i CAS;lEf céf Ef | ] CAs;lEd céd p;d |

y entonces la ecuacion para y,(k) ahora puede escribirse como:

ys(k) = HO,sx(k - 5) + Hu,sus<k) + Hf,sfs(k> + Hd,sds(k)

mientras que el generador de residuos queda como:

rs(k) = vi((Hysfo(k) + Hasds(F)), vs € Ps. (2.3.12)
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que como puede verse en la ecuacion (2.3.12) ahora esté en funcion de las posibles fallas y

perturbaciones del sistema.

Aunque el diseno de un generador residual basado en las ecuaciones de paridad puede
construirse de una manera relativamente facil, la implementacion en linea de la ecuacion (2.3.10)
no es la ideal dado que tanto los valores pasados de entrada como los de salida necesitan ser
almacenados en memoria. Esta es una de las razones por las cuales el enfoque de espacio de

paridad es aplicado principlmente a sistemas dinamicos discretos.



Capitulo 3

DERIVACION DE SENALES

3.1 Introduccion

Tal como se vio en el capitulo anterior, uno de los principales problemas que se tiene al considerar
métodos de diagnostico en tiempo discreto es la pérdida de localizabilidad del ntiimero de fallas
que se puede presentar en un sistema. Como una alternativa de solucion, en el presente trabajo,
se propone el diseno de paridad continuo cuyo disenio consta de las derivadas de la entrada y

de la salida de un sistema dinamico.

En este capitulo se presenta la construccién de un derivador de senales, el cual es la he-
rramienta principal en el diseno del espacio de paridad para tiempo continuo. El objetivo es
disenar un derivador que proporcione buenos resultados aun si la senal a derivar contiene algin
tipo de ruido. En la seccién 3.2 se presenta un derivador basado en el teorema de Taylor, el
cual consta de una serie finita y esta dada en términos de las m derivadas de la senal a estimar
y de un punto al rededor del cual se realiza la aproximacion de dicha serie. En la seccion 3.3 se
presenta un derivador tomado del trabajo realizado por A. Levant en 1998 [13], el cual utiliza
la técnica de modos deslizantes para su construccién. Apoyados en el trabajo realizado por L.

K. Vasiljevic y H. K. Khalil en 2008 [14], en la seccion 3.6 finalmente se presenta un derivador

14
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basado en un observador de altas ganancias, el cual proporcioné los mejores resultados si se
considera una senal con ruido. Las simulaciones para cada uno de los estimadores analizados

en este trabajo, pueden ser revisadas directamente en el apéndice de la presente tesis.

3.2 Derivacion mediante expansion en series de Taylor

En esencia, la serie de Taylor provee un medio para predecir el valor de una funcién en un
punto en términos del valor de la funcién y sus derivadas en otro punto. En particular, el
teorema establece que cualquier funciéon suave puede ser aproximada con un polinomio. La

serie de Taylor esta dada entonces por la ecuacion (3.2.1). (Véase [15]).

f™(a)

m)

f"(a)
2!

f() = fla) + f(a)(z —a) + (r —a)*+ ..+ (z —a)™ + Rn (3.2.1)
donde f(z) es la funcion en el instante z, a es el punto alrededor del cual se hace la aproximacion

y Rn representa el residuo que se tiene al truncar la serie.

Como se puede observar, la ecuacion (3.2.1) esté en funcion de las m derivadas de a. De
la serie de Taylor podemos decir que si esta tiende a infinito, entonces el residuo tiende a
cero y asi el valor estimado de la funcion converge a la funciéon real f(x). Es claro que para
efectos précticos y con el fin de reducir costo computacional inicamente se toman los primeros
términos, que para alguna aplicacion sean los mas significativos, teniendo siempre un error en

la estimacion.

Si consideramos ahora diferentes instantes de tiempo para una funciéon f(¢) encontramos
una relacion similar para cada uno de estos instantes de la forma de la ecuacion (3.2.1), gen-

erandose asi una ventana de tiempo desde t; hasta t,,, entorno al instante a, como se muestra
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a continuacion:

F0) = £+ £ — 1)+ 20—y LD ey
F) = )+ £t~ 1)+ L0y =t L)y gy
ftn) = flta) + f(ta)(tn —ta) + fﬁga) (tn —ta)* + ... + %(tn —ta)™ + Rn

si se trunca la serie hasta el término donde aparece la derivada de orden m, las relaciones an-

teriores pueden re-escribirse de manera matricial como sigue:

f(t) f(ta) R
fl) | S|t % s (32.2)
e ] L] L e | LS
y de manera compacta como:
F=F,+HF (3.2.3)

donde F es el vector que contiene a la funcién en los diferentes instantes de tiempo, formando
asi una ventana temporal con la que podra obtenerse el valor de las m derivadas en el instante
ta, Fy es el vector de la funcién en el punto donde se realiza la aproximacion, H es una matriz
formada por la diferencia entre los instantes de tiempo t1, to, ..., t,,, que conforman la ventana

temporal y t,, v F' es el vector que contiene a las derivadas de la funciéon en en el instante ¢,.

De la ecuacion (3.2.3), es posible entonces encontrar las m derivadas despejando F’ como

se muestra a continuacion:
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H'HF = HY(F-F,)

F' = (H'H)'HY(F - F,) (3.2.4)

donde (HTH)~! se conoce como la pseudo inversa de H.

Mediante la implementacion computacional de la ecuacion (3.2.4) es posible obtener las
m derivadas de una sefial f(¢) continua y diferenciable a partir del instante (¢,). Para la
implementacion del derivador se utilizé una senal senoidal, de prueba, dado que tiene derivadas
conocidas y es facil verificar si los resultados que se obtienen son correctos. En este método de

Taylor se hizo una variaciéon en el niimero de términos de la serie, el tamano de la ventana y

la frecuencia de muestreo obteniendo diferentes resultados de simulaciéon que a continuacién se

presentan.

gje v

0 2 4 G g 10
zegunda derivada

gje vd

0 2 4 G a 10
cuarta derivads

eje vd

0 2 4 G 8 10
zexta derivada

guinta derivada

Figura 3.1: Estimacion de derivadas de f(t) = sen(t) mediante el método de Taylor.
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En la figura 3.1 se presentan tres senales diferentes. La senal en verde es la funcién seno,
de la cual se obtendran sus derivadas. El color azul representa la derivada real de la funcion
seno, mientras que el color rojo es la estimacion de la derivada que se logra mediante la serie
de Taylor. Por lo tanto, la senal en gris oscuro debe converger a la senal dibujada en negro.
En este caso se ha considerado 7 términos en la serie de Taylor, una ventana de tiempo de 40,

es decir, tq, to, ..., t40 y una frecuencia de muestreso de 0.1 segundos para la construccion de la

senal senoidal en un tiempo total de 10 segundos.

En la figura 3.1 se puede apreciar como la estimacion diverge del valor esperado conforme
aumenta el orden de la derivada. Con el fin de mejorar las estimaciones, se incrementa a 10 el
nimero de términos de la serie de Taylor, a 100 el tamano de la ventana y a 0.01 segundos la

frecuencia de muestreo, dando como resultado las derivadas estimadas mostradas en la figura

3.2.

gje v

a 2 4 G

primer derivada
1
= T
£ 0 o
L ii]
- - ; .
1] 2 4 G g 10

tercer derivada

eje vd
gje vd

guinta derivada zexta derivada

Figura 3.2: Estimacion de las primeras 6 derivadas.
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Como puede verse en la figura 3.2, la estimacion mejor6d considerablemente en cada una de las

derivadas, sin embargo esto implica mas costo computacional y un mayor error de estimacion

al considerar senales ruidosas como se veré a continuacion.

Al consider una senal f(t) = sen(t) + wgn, donde wgn es una "pequena" componente de
ruido blango gaussiano, claramente se aprecia de la figura 3.3, que los resultados en ese caso
no son favorables en la estimaciéon de la derivada debido al efecto que produce el ruido a partir
de la segunda estimacion. Una forma de reducir el efecto del ruido, al utilizar este método,

es disminuir la frecuencia de muestreo ya que con esto menos componenetes de ruido seran

derivadas, mejorando asi estimaciéon de la senal ruidosa.

gje v

0 2 4 G g
primer derivada zegunda derivada

10

gje w3

gje vd

0 2 4 G a
cuata detivacs

10

eje w4

gje vd

0 2 4 G g
guinta derivada zexta derivada

Figura 3.3: Estimacion de las derivadas de una senal con ruido blanco.
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3.3 Derivacion mediante la técnica de modos deslizantes

Un segundo método de estimacion de derivadas de senales estudiado en este trabajo fue el
propuesto por Arie Levant en 1998 [13], el cual consta de dos algoritmos deslizantes formando un
control continuo tal que las siguientes igualdades se mantienen después de un tiempo transitorio
finito:

c=x—f(t)=0,06=u—f(t)=0

El derivador que se propone en [13]| es un derivador de primer érden, es decir, su disefio
estd hecho para calcular solo la primer derivada de una senal que cumpla con los requisitos
de continuidad y diferenciabilidad, sin embargo, mediante una conexién en cascada es posible
obtener las derivadas sucesivas de la senal f(t), con la limitacion de que estas ultimas tienen
una menor calidad en la estimacion. En este trabajo solamente se presentan las primeras cuatro
derivadas de una funcion senoidal que se obtienen de la conexién en cascada del diferenciador

de primer orden propuesto en [13].

Con la finalidad de obtener la derivada de una senal continua y diferenciable, primero se

considera la siguiente ecuaciéon auxiliar:

i o= u (3.3.1)

donde el control u es utilizado para la evaluacion de f (t), es decir, la salida del diferenciador

serd u. Las ecuaciones del diferenciador son entonces las que se presentan a continuacion:

uw = uy— Nz — f(O)" sign(z — f (1)) (3.3.2)

i = —asign(x— f(1)) (3.3.3)
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donde las constantes a > C' > 0, A > 0, satisfacien el criterio de convergencia (de u(t) a f(t))

mencionado en [13], siendo C' la constante de Lipschitz de la derivada de f(t).

Las ecuaciones (3.3.2) y (3.3.3) son implementadas en Matlab simulink obteniendo diferentes
resultados de simulacion tanto para senales libres de ruido como para senales ruidosas. A
continuacién se presentan las primeras cuatro derivadas que se obtienen como resultado para

el caso en que la senal senoidal esté libre de ruido.

0 50 100 0 50 100
primer derivada segunda derivada

0 50 100 0 50 100
tercer derivada cuarta derivada

Figura 3.4: Estimacion de derivadas f(t) = sen(t).

En la figura 3.4, se aprecian las primeras cuatro derivadas de la sefial f(t) = sen(t). En este
caso, la senal que resulta de la estimacion (azul) se distingue por presentar un corto tiempo

transitorio antes de converger al valor esperado (verde). Como puede verse, la primer derivada
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converge a su respectivo valor esperado en un tiempo relativamente corto, siendo asi una muy
buena estimacion. A su vez se observa que la segunda y tercer derivada tienen también una
buena aproximaciéon al valor esperado pues aunque comienza aparecer un poco de error de
estimacion en el calculo, no es tan significativo como el que se presenta a partir de la cuarta

derivada.

Ahora se considera la senal f(t) = sen(t) + wgn, donde wgn representa una pequefia
componente de ruido blanco gaussiano. Para efectos de comparacion entre un método de
estimacion y otro, el nivel de ruido que se maneja en las simulaciones es el mismo para cada
uno de los diferentes métodos de estimacion de derivadas de sefiales que en el presente trabajo

se mencionan.

En la figura 3.5, se aprecia que la estimacién de la derivada tnicamente es aceptable en
el primer calculo (recuérdese que se trata de un derivador de primer orden) ya que el efecto
del ruido de la senial provoca desviaciones considerables en las derivadas sucesivas de f(t) de
tal manera que el método es, al igual que el método de Taylor, inapropiado para la aplicacion

especifica que es la construccion del espacio de paridad para tiempo continuo.

3.4 Derivacién mediante un observador de altas ganancias

En este apartado se presenta un derivador extraido del trabajo realizado por L. K. Vasiljevic
y H. K. Khalil en el 2008 [14]|. La principal herramienta que se utiliza para el diseno de este
derivador es un observador de alta ganancia. Idealmente, cuando el ruido no esta presente en
una senal u(t), el error en la estimacion de la derivada tiende a cero si la ganancia del observador
crece hacia infinito. Sin embargo, grandes ganancias indeseablemente amplifican la medicion
del ruido, por lo que existe un compromiso entre el estimado de la derivada real en ausencia de

ruido y la amplificacion del efecto de este, en las derivadas, si se considera una senal ruidosa.
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100
primer derivada

15 :
10 . 20] .. 1 ......... -)I'
olHU 0-.—rm—-h._.___._., L 1]
5t ~10 M- i
=10} 5 : ool w :
% 50 100 150 0 50 100 150
tercer derivada cuarta derivada

Figura 3.5: Estimacion de derivadas de una senal ruidosa f(t) = sen(t) + wgn.

La relacion que describe al observador de alta ganancia esta dada entonces por la ecuacion

(3.4.1) como se muestra a continuacion:

& = Az(t) + Bu(t) (3.4.1)
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con
[ -y /e 1 0| [ ay /e ]
—ap/e? 0 1 0 /€
- 5
_anil/gn—l A (e | anil/gn_l
| /et e 0 | aufen

donde el polinomio s" + a; 8"t + -+ + 15 + a,, es Hurwitz y e < 0

La funcion de transferencia de u(t) a (t) cuando € — 0 esta dada por:

de manera que asintéticamente conforme € — 0, el sistema descrito anteriormente actia como
diferenciador bajo la consideracién de que la entrada u es continua y diferenciable. En este
caso las n — 1 derivadas que es posible estimar son obtenidas directamente del vector de estados

Z(t), siendo n el orden del sistema.

Por otro lado, la seleccion de la variable € es de suma importancia en el diseno del derivador
sobre todo en senales con ruido. De manera experimental se sabe que al elegir un valor muy
pequeno de € para una entrada libre de ruido mejora de manera significativa la estimacion de
la derivada, sin embargo, si la senal de entrada esta sujeta a algin tipo de ruido la estimaciéon
no sera tan buena como en el caso anterior debido al efecto que el derivador tendré sobre el
ruido de la sefial u(t). En este caso la seleccion de ¢ se vuelve critica y entonces se busca un
valor de € que proporcione una buena estimacion atn si la senal no esté libre de ruido. En los

resultados que se presentan a continuacion se utilizé un valor de ¢ = 0.3

La implementacion del derivador es llevada a cabo facilmente mediate Matlab Simulink tal

como se muestra en la figura 3.6.
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R &
—» B — 1
A
A [

Figura 3.6: Implementacion del derivador en simulink.

Considerando una senal libre de ruido, continua y diferenciable u(t) y ademas un sistema de

tercer orden descrito por la ecuacion (3.4.1) cuyas matrices de distribucion son las siguientes:

—6/e 1 0 6/¢e
A=|-11/e2 0 1 |; B=| 11/
—6/e3 0 0 6/
donde valores singulares de Ason A\ = —10, Ay = —6.66 y A3 = —3.33 (siendo asi un sistema

estable con € = 0.3.) se obtienen los siguientes resultados:

En la figura 3.7 se observa el valor de los estados estimados (las derivadas) que se obtienen
de la implemantacion de la ecuacion (3.4.1). Notese que el estado uno es el valor de la entrada
u(t) = sen(t), mientras que los estados dos y tres corresponden a la primera y segunda derivada
de u(t) respectivamente. En este caso el valor estimado de la derivada también presenta un
corto tiempo transitorio y en la figura 3.7 se aprecia en color azul y el valor esperado en verde.
Como puede verse, en este derivador también existe una desviacion del valor esperado y el
estimado conforme aumenta el orden en la estimacion, sin embargo, el método empleado tiene
ventajas significativas respecto los dos anteriores al considerar una sefial ruidosa u(t) + wgn

como se muestra a continuacion.

El nivel de ruido considerado en este caso es el mismo que se utilizd6 en los métodos de
estimacion anteriores. Como puede verse en la figura 3.8, el efecto del ruido en el célculo de

las primeras dos derivadas es relativamente pequeno, por lo que ahora se realiza la estimacén



0 50 100 150

0 50 100 150
Estado 2 - primer derivada

0 50 100 150
Estado 1 - entrada

0 50 100 150
Estado 3 - segunda derivada

Figura 3.7: Estados estimados (derivadas) de un sistema de tercer orden.
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para un sistema de cuarto orden donde las matrices de distribucién son como se muestran en

seguida:

“10/e 1 0
R —35/e2 0 1
A= /

~50/¢% 0 0

—24/e% 0 0

S = O O

10/e ]
35/¢&?
50 /&3

24 /et

oo
I

Dado que se trata de un sistema de cuarto orden, sera posible obtener hasta un maximo de
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0 50 100 150
Estados estimados Estado 1 - entrada

0 50 100 150 0 50 100 150
Estado 2 - primer derivada Estado 3 - segunda derivada

Figura 3.8: Estados estimados (derivadas) de u(t) + wgn.

tres derivadas. En este caso los valores singulares de A son A= —13.3, Ay = =10, A3 = —6.6

v Ay =—3.3cone=0.3.

Considerando que la sefial u(t) esté sujeta a ruido, los resultados obtenidos son una buena
estimacion de la derivada de acuerdo a la figura 3.9. Lo anterior hace a este método apropiado

para el diseno del espacio de paridad continuo.

En general, los resultados presentados en este capitulo son favorables con cada uno de los

métodos al considerar senales libres de ruido. Sin embargo, al considerar senales ruidosas
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0 50 100 150 0 50 100 150
Estados estimados Estado 2 - primer derivada

0 50 100 150 0 50 100 150
Estado 3 - segunda derivada Estado 4 - tercer derivada

Figura 3.9: Estados estimados (derivadas) de un sistema de cuarto orden para la senal f(t) =
sen(t) + wgn.

algunos métodos se vuelven inapropiados en la estimacion de la derivada. El derivador que se
obtiene utilizando la serie de taylor resulta ser ineficiente y tiene demasiadas restricciones si se
quiere atenuar el efecto del ruido en las derivadas. Por otro lado el método de modos deslizantes
es un poco mas robusto a este tipo de senales ruidosas, sin embargo, para la aplicacion que se
requiere en este trabajo los resultados obtenidos no son satisfactorios. El derivador basado en
un observador de alta ganacia ofrece los mejores resultados de simulaciéon en lo que respecta a
senales con ruido y por consiguiente es el que se utiliza para la implementacion en el disenio del

espacio de paridad para tiempo continuo que se presenta en el siguiente capitulo.



Capitulo 4

ESPACIO DE PARIDAD CONTINUO

4.1 Introduccion

En este capitulo se realiza el espacio de paridad para tiempo continuo. Como podra verse
durante el desarrollo del capitulo, se sigue un procedimiento similar al que se realiz6 para el
disenio del espacio de paridad en tiempo discreto presentado en el capitulo 2, obteniendo las
mismas matrices constantes y un generador de residuo similar, siendo la tnica diferenica la

implementacion entre un caso y otro (continuo y discreto).

4.2 Espacio de paridad en tiempo continuo

De manera similar a como se realizo el espacio de paridad para sistemas discretos es posible el
disenio del espacio de paridad para sistemas continuos. Primeramente, se considera el siguiente

sistema lineal e invariante en el tiempo dado por las ecuaciones (4.2.1) y (4.2.2):

#(t) = Aw(t) + Bu(t) + Eid(t) + E;f(t) (4.2.1)

y(t) = Cux(t) + Du(t) + Fud(t) + Fp f (1) (4.2.2)

29
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al igual que para el caso discreto, x(t) es el vector de estado de orden n, u(t) es el vector

de entradas de dimension p, d(t) es el vector de perturbaciones, f(t) el vector de fallas y las

matrices A, B, C, D, Eq, Ey, Fy, Fy son constantes, conocidas y de dimensiones apropiadas,

el par (A, C) es observable y rango(C) = m.

Para obtener el generador de residuos para el sistema continuo se asume d(t) =0y f(t) =0

y se realiza un desarrollo similar que para el caso discreto como sigue:

y siguiendo el procedimiento se tiene

Ci(t) + Duft)

CAx(t) + CBu(t) + Du(t)

CA2%x(t) + CABu(t) + CBu(t) + Dii(t)

CBii(t) + Diii (t)

CBu*Y(t) + Dul (t)

CA%x(t) + CA*Bu + CABu(t) +

CA*x(t) + CA* 'Bu+ ...+

(4.2.3)
(4.2.4)

(4.2.5)

(4.2.6)

(4.2.7)

donde s es la s-ésima derivada que se toma en el diseno del espacio de paridad continuo.

Introduciendo la siguiente notacion:

ys(t)

U
U

i

u®

CA
CA?

CA°

I CAsfl

CB

D
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se puede notar la semejanza que existe con respecto a las matrices que se forman al realizar el
espacio de paridad discreto de la seccion 2.2. Dichas ecuaciones pueden ser también re-escritas

de manera compacta como:
ys(t) = Ho sx(t) + Hy sus(t) (4.2.8)

La ecuacion (4.2.8) representa la relacion de paridad para un sistema continuo. La diferencia
entre esta ultima y su contraparte discreta es que ahora los vectores de entrada y salida se
encuentran en funciéon de las derivadas de las entradas y salidas del sistema respectivamente.
Noétese que las matrices Hop s y H, s son idénticas a las obtenidas para el caso discreto y la tnica

variable desconocida es de igual forma z(t).

Tomando en cuenta las consideraciones del caso discreto, es decir, utilizando el hecho de
que si s > n entonces rango(Hp s) = n < # de renglones de Hop s, entonces existe al menos un

vector renglon v, # 0 que para el caso continuo también satisface la siguiente ecuacion:
viHops = 0 (4.2.9)

asi, el generador de residuos basado en relaciones de paridad para el caso continuo esta dado

por:
r(t) = vs(ys(t) — Hysus(t)) =0 (4.2.10)

de este modo los vectores v; que satisfacen (4.2.10) son llamados vectores de paridad. El

conjunto de vectores para los cuales se satisface
P, = {vslvsHos =0} (4.2.11)

forma el espacio de paridad continuo. Considerando ahora el efecto de las fallas en el sistema
(f(t) # 0y d(t) # 0) y realizando el procedimiento para encontrar la relacion de paridad, se

obtiene la siguientes matrices:



32

- - t
Fr 0 0 1)
f(t)
CE;, F .
.- | P = F
CA'E;, ... CE; F :
- ! P £O)
' ; [ d(r) |
Ey 0 0 ( )
CFE, F ()
Hy, = o ! Jd(t) = | d(1)
CA'E; --- CE; F :
i d a La | 49 (t)
de este modo la ecuacion (4.2.8) ahora queda de la siguiente forma:
ys(t) = Ho sx(t) + Hysus(t) + Hys f(t) + Hasd(1) (4.2.12)

multiplicando la ecuaciéon (4.2.12) por un vector v, tal que la ecuacion (4.2.9) se satisfaga se

obtiene:

Vs(ys(t) — Husus(t)) = vs(Hps f(t) + Hysd(2)) (4.2.13)
y finalmente el generador de residuos queda como:

ro(t) = vy (Hpsf(t) + Hasd(t)) #0, v, € P (4.2.14)

Asi y mediante el uso del derivador basado en un observador de alta ganancia propuesto
en el capitulo 3, la construcciéon del espacio de paridad para tiempo continuo y el generador
residual es llevada a cabo siguiendo el mismo procedimiento que se emplea para tiempo discreto.

De esta manera se tiene una gran semejanza entre las matrices que se generan en el diseno de



33

ambos casos (continuo y discreto). Sin embargo, es claro que la principal diferencia entre el

espacio de paridad continuo y su contraparte discreta esta en la implementacion.

Para la implemenetacion del generador de residuo descrito por la ecuacion (4.2.14) se utiliza
el miembro izquierdo de la ecuacion (4.2.13), mientras que el miembro derecho es util para

diseno, que implica hacer que el residual sea sensible o robusto a una falla determinada.

En el siguiente capitulo se presenta un ejemplo de aplicacion del espacio de paridad para
tiempo continuo obtenido en este capitiulo, en el cual se evalua el funcionamiento del generador

residual para diferentes ecenarios en que una falla puede ocurrir.



Capitulo 5

EJEMPLO DE APLICACION

5.1 Introducciéon

Con la finalidad de poner a prueba al generador residual obtenido en el capitulo 4, en este
capitulo se presenta un ejemplo de aplicaciéon que consiste de un sistema de tres tanques inter-
conectados como el que se muestra en la figura 5.1. En una primera fase, se obtiene el espacio
de paridad para el sistema linealizado en determinado punto de operaciéon y se considera que
durante el proceso no ocurre alguna falla, esperando que la senal de residuo tenga un valor
cercano a cero. Posteriormente se considera el caso donde alguna falla puede ocurrir durante el
proceso ya sea en los actuadores o sensores de cualquera de los tanques, bajo estas condiones
el valor esperado del generador residual es diferente de cero. Finalmente, se considera el caso
donde puede ocurrir cualquiera de las fallas anteriormente mencionadas y adicionalmente una
pequena componente de ruido blanco afectando a la senal de salia, que es como ocurre en un
caso real. En este capitulo solo se presentan los resultados principales del ejemplo de aplicacion,
sin embargo en el apéndice de esta tesis, la simulacién correspondiente puede ser revisada con

mayor detalle.

34
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5.2 Sistema de tres tanques

Para la construciéon de un espacio de paridad continuo se considera un sistema de tres tanques
como el que se muestra en la figura 5.1. Este sistema puede ser encontrado en el trabajo

realizado por Ding en 2008 [10].

Bomba 1 Bomba 2

C— —O

Tanque 1 Tanque 3 Tanque 2

Figura 5.1: Sistema de tres tanques.

El sistema consta de tres tanques idénticos interconetados entre si, las entradas son las
bombas 1 y 2 en tanto que las salidas son los niveles de cada tanque descritos por las variables
h1, ho v hs. Notese que los tanques uno y dos son los que se localizan en los extremos y que el

tanque tres esté entre estos dos.

5.2.1 Modelo no lineal

El modelo no lineal del sistema de tres tanques mostrado en la figura 5.1 se obtiene aplicando
las leyes de Torricelli tomando en cuenta los flujos de entrada y de salida del sistema. De este

modo, la dindmica del modelo no lineal queda representada como:
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Ahl = Ql - ng (521)
Ahy = Qo+ Qs — Quo (5.2.2)
Ahy = Qi3 — Qs (5.2.3)

con

Qs = aisizsgn(hy — hg)\/2g |hy — hs|
Q32 = CL352359n(h3 - hz)\/ 29 \h3 - hz’
Q20 = a250\/2ghs

Donde los parametros ()1, Q)2 son los flujos de entrada; Q;; es el flujo del i-ésimo al j-ésimo
tanque; h;(t), i=1, 2, 3 son los niveles de cada tanque; A es el area de la seccion transversal
de cada tanque; a;, i=1, 2, 3 son los coeficientes de flujo de los conductos (que permiten la
interconexion entre los tanques) 1, 2, y 3 respectivamente y $19,523,50 es el area de la seccion

transversal de cada uno de estos conductos.

5.2.2 Modelo lineal

El modelo lineal se obtiene del modelo no lineal descrito por las ecuaciones (5.2.1)-(5.2.3)
mediante una linealizaciéon en un punto de operaciéon. En este ejemplo de aplicacion, el punto
de operacion que se consider6 esta en hy = 45em, hy = 15em, y hy = 30cm, de este modo el

modelo lineal esta dado entonces por las siguientes ecuaciones:

i = Az+ Bu (5.2.4)

y = Cx (5.2.5)
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donde )
ha
:L‘:’y: h2 7’U/: Q
_h3 2
-0.0085 0 0.0085 | 0.0065 0 100
A= 0 -0.00195 0.0084 | ,B = 0 0.0065 | ,C=1]10 10
0.0085  0.0084 -0.0169 | 0 0 0 01

Antes de comenzar propiamente con el diseno del espacio de paridad continuo, se determina

la estabilidad, controlabilidad y observabilidad del sistema de tres tanques.

Estabilidad

De acuerdo a la definicion 2.1 dada en [16],

"Un sistema lineal es estable si y solo si las raices del polinomio caracteristico de la

matriz A se localizan en el semiplano izquierdo del plano complejo.”

Los valores caracteristicos se obtienen al evaluar el polinomio caracteristico que resulta de
calcular el determinante de la matriz (Al — A) 6 bien mediante el comando eig(A) de Matlab.
Para efectos practicos se utiliza el comando eig(A) obteniendo asi los valores caracteristicos de

A que son:
A1 = —0.0245, Ay = —0.0060, A3 = 0.0031

Puesto que uno de los tres valores singulares de A, A3 = 0.0031, esta en el semiplano derecho
del plano complejo, entonces el sistema lineal es inestable, lo cual significa que el sistema por

si solo no podra llevar a los estados a su valor deseado o dicho en otras palabras, el sistema no
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podré mantenerse funcionando en el punto de operacién donde ha sido linealizado. Sin embargo,
mediante una retroalimentaciéon de estado de la forma v = —kx, donde k£ es un control que
se obtiene del comando place de matlab, es posible llevar a los estados del sistema hacia la

estabilidad, lo cual es posible si el sistema bajo consideraciéon es controlable.

Controlabilidad

La propiedad de controlabilidad de un sistema puede ser entendida, segtn [16], como:

"La capacidad que puede tener la entrada u(t) en modificar el estado x(t) en un

tiempo finito."

Para los sistemas LTI, la controlabilidad es determinada mediante la matriz de controlabili-
dad de kalman U = | B AB A?B --- A"'B ] , mediante la cual se obtiene una condicién
necesaria y suficiente de controlabilidad, independiente de intervalos de tiempo. De acuerdo
al teorema 2.3 dado en [16], el sistema de ecuaciones lineales de estado descrito por (5.2.4) y

(5.2.5) es controlable si y solo si se satisface:
rango(U) = rango [ B AB A’B ... A"'B|=n (5.2.6)
donde n es el orden del sistema.

El sistema bajo consideracion es de tercer orden, o sea n = 3, asi la controlabilidad del

sistema de tres tanques esta dada por:
rango(U) =rango| B AB A’B ] =

0.0065 0 —5.5x 107 0 9.3x 107"  4.6x107"7
rango(U) = rango 0  0.0065 0 —1.2x107° 4.6x1077 4.8 x 1077
0 0 5.5 x 107° 5.4x 107 —1.4x107% —1.0x107¢
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rango(U) =3

Puesto que la matriz U es de rango completo, el sistema es controlable y por lo tanto es

posible obtener un controlador k que estabilice al sistema.

Tomando en cuenta la entrada u = —kx y sustituyendo en la ecuacion (5.2.4) se tiene que:
t = (A— Bk)x (5.2.7)

teniendo ahora que calcular los valores propios de lazo cerrado de (A — Bk) de la misma forma
que como se hizo para la matriz A, donde la matriz de ganancia del controlador k es obtenida

mediante el comando place como se muestra continuacion:

k = place(A, B,[—1 —2 — 3])

448 147 25000
158 470 27874

De esta forma los valores caracteristicos de (A— Bk), que se obtienen mediante eig(A— Bk),

se encuentran en:
)\1 - —1,)\2 - —2, )\3 = —3

dandole estabilidad al sistema.

La implementacion del sistema descrito por la ecuacion (5.2.7) es llevada cabo como se

muestra en la figura 5.2

Una vez aplicado el control k y dado que la salida y(t) del modelo lineal son los estados x(t)
del sistema, entonces se tiene que la respuesta del sistema descrito por las ecuaciones (5.2.4)
y (5.2.5) linealizado en hy = 45¢m, hy = 15¢m, y hy = 30cm es como se muestra en la figura
5.3, de donde puede apreciarse que los niveles de cada tanque se localizan perfectamente en los

niveles deseados segiin el punto de operacion especificado anteriormente.



u X 1 |X

—>B->—>§
A [
-k |je—

Figura 5.2: Implementacion del sistema con controlador.

05
h1 : ; ;
04 ....... ........ ....... ........
03 . h3
ga ... S S S S _
A (I ; ;
01

0 20 40 G0 g 100
Figura 5.3: Nivel de liquido en cada tanque.

Observabilidad

Segun [16], la observabilidad de un sistema se define como:

"La posibilidad de determinar el vector de estado inicial a partir de la entrada y la

salida del sistema en un tiempo posterior al inicial."

40
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De acuerdo al teorema 2.8 presentado en [16], un sistema lineal con matrices A y C' invariantes

en el tiempo es observable si y solo si se satisface:

C
CA
rango(V) = rango| CA? | =n (5.2.8)

C A

En este caso particular y dado que el orden del sistema es n = 3, la matriz de observabilidad

V esta dada por:

1 0 0
0 1 0
0 0 1
C —0.0085 0 0.0085
V=| CA | = 0 —0.00195 0.0084
C A? 0.0085 0.0084 —0.0169
1.445 x 1074 7.14 x 107° —2.159 x 1074
7.14x107°  7.4363 x107° —1.5834 x 1074
—2.159 x 107* —1.5834 x 10™* 4.2842 x 1074

donde, se tiene que el sistema descrito por (5.2.4) y (5.2.5) es observable ya que:

rango(V) = 3

5.2.3 Espacio de paridad continuo para el sistema de tres tanques

A continuacion se realiza el espacio de paridad continuo para el sistema de tres tanques descrito
por el modelo lineal dado por (5.2.4) y (5.2.5). Se asume, en un primer término, que no ocurre

alguna falla durante el proceso asi como senales de entrada y salida ideales, es decir, sin ruido.
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Para el diseno del generador residual se toman en cuenta solo las primeras dos derivadas de la

entrada u(t) y la salida y(t).

Sistema sin falla

Se considera el sistema dado por las ecuaciones (5.2.4) y (5.2.5). Puesto que el sistema es
observable y ademés rango (C') = m = 3, entonces se tiene que la salida y las primeras dos

derivadas de y(t) estan dadas por:

y = Cz(t)
y = CAx(t)+ CBu(t)

i = CA*x(t)+ CABu(t) + CBu(t)

introduciendo la misma notacién que en el capitulo 4:

U C 0 0 O
ys(t) = ) us(t) - u ) HOS = CA 3 Hus - CB 0 0
ij ii CA? CAB CB 0

Notese que la matriz Hp , conicide con la matriz de observabilidad, sin embargo no nece-
sariamente tiene esto que cumplirse, en el diseno se pudieron haber tomado més derivadas de
la salida y la entrada generandose asi una matriz a la que le pudieramos llamar matriz de
observabilidad extendida, o de cualquier otro modo, por su gran semejanza con la matriz de

observabilidad. Las relaciones anteriores pueden ser re-escritas de forma compacta como:

ys(t) = Hosx(t) + Hysus(t) (5.2.9)
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donde y,(t) € R wu,(t) € R z(t) € R3! Hp, € R y H,, € R Tomando en cuenta
las dimensiones de estas matrices es claro que el vector v € R*?, satisfaciendo la ecuacion dada
por (4.2.9). Para conocer el orden del espacio de paridad es necesario determinar el conjunto
de vectores que satisfacen la ecuacion (4.2.9), para ello se utiliza una descomposicion en valores

singulares de la matriz Ho s, que también puede ser vista en [17], como sigue:
[u,s,v] = svd(Hp.s) (5.2.10)

donde el espacio nulo de la matriz Hp 5 se obtiene mediante el siguiente procedimiento:

primeramente se tiene que:

—0.44516 —0.31232 0.83959

—0.82257 0.51309 —0.24527

—0.35406 —0.79955 —0.48514
0 0 0

l = UTHO’S =

0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

posteriormente se obtiene el rango de la matriz anterior mediante h = rango(l) = 3 y en base

a este resultado se genera la siguiente matriz:

W =10 Ijnag-n U

donde j es el ntimero de renglones de la matriz [. De este modo la matriz W € R%%. Asi,
W € P; define el orden del espacio de paridad y el generador de residuos resulta en la siguiente

ecuacion:

r(t) = W (ys(t) — Hysus(t)) =0 (5.2.11)
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Sistema con fallas

Para evaluar las posibles fallas en el sistema, es necesario tomar el en cuenta el efecto que
estas tendrian si se llegaran a presentar ya sea en actuadores, sensores o fugas en cada uno de
los tanques. Teniendo en cuenta esta consideracion el sistema lineal es ahora descrito por el

siguiente par de ecuaciones:

i(t) = (A+AAp)z(t) + Bu(t) + E;f(t) (5.2.12)
y(t) = Cux(t)+ Frf(t) (5.2.13)
donde
3
AAp =Y Aifa,
=1
con
-0.0214 0 0 0 0 0 00 0
A = 0 0 0],4=1,0 00371 0|,43=10 0 0
0 00 0 0 0 0 0 -0.0262

fi(t)
Ey=[0 B|er™ Fr=| 1y o] R f0)=| :

f5(t)

Las variables 04, , 04, y 04, son desconocidas y su valor depende del tamano de la fuga que
pudiera presentarse en cualquiera de los tanques. fi, fa, v f3 representan las posibles fallas en
los sensores uno, dos y tres respectivamente y asi mismo las fallas en los actuadores uno y dos

son representadas mediante fy y fs.

Ahora se obtiene el espacio de paridad para el sistema descrito por (5.2.12) y (5.2.13) tal
como se hizo para el caso sin falla. Las matrices que se obtienen para este caso son exactamente
las mismas que las que se obtuvieron para el caso sin falla, y adicionalmente también se obtiene

el siguiente par de matrices que denotan el efecto de las fallas sobre el sistema:
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f(t) Fp 0000
f&)=1|7f@t) |:iHps=| CE; Fy 0
ft) CAE; CE; Fy

con Hys € R de tal manera que la ecuacion para la salida y sus derivadas esta dada en la

forma de la ecuacion (4.2.12) como:

ys(t) = Hosx(t) + Hysus(t) + Hp s f (1)

de este modo el generador de residuo es:

r(t) = v (ys(t) — Husus(t)) = vs (Hpsf (1) #0 (5.2.14)

5.2.4 Implementaciéon

A continuacion se presentan los resultados obtenidos mediante la implementacion de los gene-

radores de residuo descritos por las ecuaciones (5.2.11) y (5.2.14) de la subseccion anterior.

La implementacion del generador residual descrito por la ecuacion (5.2.14) es realizada
mediante MatlabSimulink. El diseno del vector v, que se utilizdé ademés de satisfacer la ecuacion
(4.2.9) también es rubusto f3, es decir, si ocurre una falla en el sensor del tanque tres no sera

detectada.

Sin pérdida de generalidad y de acuerdo a la forma que presentan las matrices E¢f y Fyf,

la ecuacion (5.2.14) puede escribirse de la siguiente manera:

T(t) = Vs (Hl,f,sf(t) + H2,f,sf(t) + H3,f,sf<t) + H4,f,sf(t) + H5,f,8f<t>> 7é 0 (5'2'15)

donde H, s, Hs sy Hs s, contienen las fallas en los sensores 1, 2 y 3 respectivamente y Hy 5

y Hs ;s contienen las fallas en los actuadores 1y 2.
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Cabe mencionar que, el generador de residuos puede ser disenado de tal forma que éste sea
robusto o sensible a determinadas fallas, es decir, siendo robusto a la falla 1 no sera alterado
el valor del generador de residuo aunque se presente una falla en el sensor 1, sin embargo, el
resto de las otras posibles fallas si seran detectadas. El disenio del generador residual, utilizado
en este ejemplo, es robusto solamente a f3, o0 en otras palabras, si existe una falla en el sensor

3 no sera posible su deteccion.

Para lograr que el generador de residuo sea robusto a la falla en el sensor 3, el vector v

debe satisfacer ahora las siguientes condiciones:

vo| Hos Haig|=]0 0]

Us [ Hyys Hygpo Hips Hsps |70
por lo que se construye una matriz M € R de la cual se obtiene el espacio nulo realizando

primeramente una descomposiciéon en valores singulares, como se muestra a continuacion:
M = WH;s;,
[ug, s3,v3] = svd(M)
posteriormente se hace el calculo de una matriz I3 y se obtiene el rango de ésta como sigue:
T
hs = rango(l3) =3
de acuerdo al valor de h3 se obtiene una nueva matriz W3 de la siguiente manera:

T
Wy=10 [(jsfhs)z(jsfhs) Uz

donde j3 es el nimero de renglones de la matriz I3 y W5 € R3* es el espacio nulo de M. El

conjunto de vectores de paridad v, que es robusto a la falla en el sensor tres, esta dado entonces
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por la siguiente relacion:

Vg = WgW

de esta manera v, € R*?. El vector v, utilizado en la implementacion es la suma de estos tres

vectores de paridad, dando como resultado:

vs = | —0.0059 0.0015 0 —-0.7122 0.6865 0 —0.3112 —1.3873 0

Con la finalidad de obtener las derivadas que requiere el diseno, fue necesario la utilizacion
de un total de cinco derivadores basados en un observador de altas ganancias, como el que se
presento en el capitulo 3, uno para cada senal de salida y de entrada (el sistema consta de tres

salidas y dos entradas como anteriormente se explico).

Caso sin falla

Dado que no se han considerado fallas en el sistema, entonces las salidas son como se muestran
en la figura 5.3, que como puede verse no presentan nungun cambio durante el proceso. Los
resultados al realizar la implementacion de la ecuacion (5.2.11) son presentados mediante la
figura 5.4, donde puede apreciarse que después de un tiempo transitorio la variable de residuo
tiende a un valor muy cercano a cero, lo cual significa que el generador de residuo obtenido

tiene un buen funcionamiento cuando se considera un sistema sin fallas.

Caso con falla

La implementacion del generador de residuo es descrito por la ecuacion (5.2.14) se hace de la
misma manera que para el caso sin falla, sin embargo el resultado que se esperan tener en el
generador de residuo debe ser diferente de cero al momento de ocurrir una falla. Los resultados

para este caso se presentan a continuacion.
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06
O b-e--: ....... ........ ....... ........

g2l ]

1] 20 40d G0 ga 100
Figura 5.4: Senal de residuo para senal sin falla.

En primer lugar se considera que el sistema es afectado por una falla en el sensor 1. En
este caso puede verse en la figura 5.5 que la salida h; tiene un cambio abrupto, que también
puede ser vista como una saturacion de los niveles de liquido en el tanque, a los 10 segundos

de transcurrido el proceso.

0.s - , . .
Mo

0B J ....... ........ ....... ....... 3

0 OO SR U SO

o2¢-- - h.z ....... ........ ........

Figura 5.5: Falla en el sensorl.

Este cambio de la dindmica en el nivel 1 hace que el sistema no se mantenga en su punto
de operacion. De este modo, el generador residual tendra un valor diferente de cero justamente
en el segundo en que ocurre la falla tal como se muestra en la figura 5.6, de donde puede verse

que el resultado es satisfactorio dado que la falla ha sido detectada.
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0g

O b-e--: ....... ........ ....... ........

g2l ]

1] 20 40d G0 ga 100
Figura 5.6: Senal de residuo teniendo falla en el sensorl.

Cuando la falla ocurre en una de las bombas, el generador de residuo responde ante la misma
en el instante en que dicha falla se presenta. Una falla en la bomba 1 ocurre en el segundo 40

apareciendo inmediatamente en la salida como se ve en la figura 5.7.

05 :
04 ............................. ............................ 4
0.3 h3
02t h2 .............. ............................. i
0.1 i

0 50 100

Figura 5.7: Falla en el actuadorl.

El generador de residuo que se aprecia en la figura 5.8 refleja el efecto de la falla sobre el
sistema, teniendo una variacion precisamente en el segundo 40 que es el instante en que la falla

ocurre.

El caso de fuga en los tanques no ha sido considerado en este trabajo debido a que es muy

similar al caso de falla en actuador.
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Figura 5.8: Senal de residuo teniendo falla en el actuadorl.

Los resultados presentados anteriormente estan sujetos a la consideracion de que las salidas
son ideales o estan libres de ruido, lo cual en un caso real no es verdad, por lo que a continuacion
se toma en cuenta que una pequena componente de ruido blanco afecta a la senal de salida
simulando el efecto que se presentaria en los niveles de los tanques al momento de ser llenados

por las bombas 1 y 2 en un caso real.

Senal con ruido

Para ver como es que se afecta la senal de residuo cuando una componente de ruido se presenta
en la salida del sistema, se considera los ejemplos anteriores donde una falla ocurre en sensor 1

y actuador 1 a manera de comparacion.

En la figura 5.9 puede verse como el nivel del tanque 1 se ve ligeramente afectado por un
poco de ruido. En la misma figura también se aprecia que ocurre incremento de nivel en el
segundo 10, que se traduce en una falla en este instante de tiempo. La figura 5.10 por su
parte muestra la senal de residuo para el caso mencionado anteriormente, donde a pesar de que
el ruido lo afect6 bastante, es apreciable un cambio en el segundo 10 que es precisamente el

instante en que ocurre la falla.



o1

063
ae | [T
055 b ot

as b

048 b

04 i i i i
0 20 40 =1H] go 100

Figura 5.9: Ruido en la salida y falla en sensor uno.
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Figura 5.10: Senal de residuo ante la falla en sensor uno.

De igual manera, en la figura 5.11 se aprecia la salida del tanque 1 siendo afactada por una

falla en el actuador 1.

Finalmente, en la figura 5.12 la senal de residuo ante la falla en el actuador 1 es presentada.
Como puede verse el generador residual obtenido tiene una buena respuesta ain si las senales

de salida tienen un poco de ruido.
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Figura 5.11: Ruido en la salida y falla en actuador uno.
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Figura 5.12: Senal de residuo ante la falla en la bomba 1.



Capitulo 6

CONCLUSIONES

6.1 Conclusiones.

e En cuanto al estudio de los derivadores propuestos, se obtuvo un buen funcionamiento
del derivador basado en un observador de altas ganancias tanto para para senales dife-

renciables ideales (sin ruido) como para sefiales con un poco de ruido blanco.

e El espacio de paridad continuo esta limitado en cuanto a la deteccion de fallas, si las
senales tanto de entrada como de salida estan sujetas a componenetes de ruido "grandes",
esto debido a que el ruido también es derivado y en occasiones puede tener grandes valores,

haciendo que las derivadas de las senales de interés se pierdan.

e El diseno de espacio de paridad para sistemas continuos es semejante al que se realiza en

el caso discreto, siendo la tinica diferencia la implementacién entre uno caso y otro.

e Mediante el diseno del espacio de paridad continuo se logran los resultados de la locali-

zacion sin las limitaciones que se tiene cuando se discretiza las ecuaciones continuas.
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Trabajo a futuro.

Debido a que el generador de residuo ya es capaz de detectar una falla en el sistema, el
trabajo que habria que realizar ahora es mejorar el diseno mediante el uso de lo que se
conoce como umbral, que sirve para evitar falsas alarmas cuando el residuo no es cero y
hay ausencia de fallas, lo cual puede ocurrir cuando existen dinamicas no modeladas o

perturbaciones.

Ampliar los conceptos de robustez, ante perturbaciones o entradas desconocidas, y sensi-
bilidad, ante las posibles fallas, con la finalidad de eficientar el diseno que se tiene hasta

el momento.

Un analisis comparativo del método de deteccon de fallas propuesto con respecto a otros
métodos, que también se basan en el modelo tales como filtros de deteccion de fallas u
observadores de Luenberguer, resulta necesario para conocer si el desempeno logrado es

semejante o mejor que los que se obtienen con los métodos existentes.

Puesto que los resultados obtenidos y mostrados en este trabajo solamente abarcan las
etapas de diseno e implementacion a nivel de simulacion, es claro que lo que atun queda
por hacer es llevar a cabo la implementacion en el sistema real, ademés que seria muy
interesante ver cuales son los alcances y limitaciones que realmente el diseno ofrece al

implementarlo en un sistema fisico.
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Apéndice

En este apéndice, se incluye todas las simulaciones de los diferentes derivadores que se estudia-
ron a lo largo de la elaboracion de este trabajo: estimacion mediante la serie de Taylor, modos
deslizanantes y observador de alta ganancia. La informacion se ha almacenado en un CD, donde
a demas se incluye la simulacion del ejemplo de aplicaciéon presentado en el capitulo 5 y la tesis
en su formato pdf. Para la ejecucion de los archivos contenidos en el CD, es necesario contar
con el paquete computacional Matlab, de preferencia de version reciente.
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