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Resumen

En esta tesis se presentan los siguientes resultados:

Se consideraron sistemas con estados polinomiales afectados por ruidos blancos gaussia-
nos sobre observaciones lineales con una matriz de observacién arbitraria y no necesaria-
mente invertible y sobre observaciones polinomiales, también afectadas por ruidos blancos
gaussianos. Entre estos sistemas se disenaron: un filtro 6ptimo para sistemas de estados
polinomiales sobre observaciones lineales, un filtro éptimo para sistemas con estados
polinomiales con ruido multiplicativo polinomial sobre observaciones lineales, un filtro
optimo para sistemas con estados polinomiales sobre observaciones polinomiales. Tam-
bién se trabajé con un controlador 6ptimo para sistemas lineales con parametros descono-
cidos sobre observaciones lineales. Se disené un filtro H, suboptimo central para sistemas
lineales con retardo en el estado o en la medicién, ambos afectados con perturbaciones
acotadas integro-cuadraticamente. Y por dltimo se disennié un regulador en modo deslizante
como solucion del problema de control 6ptimo para un sistema lineal con respecto a un
criterio de Bolza-Meyer con un término no cuadratico y no integral. Los filtros y controlado-
res disenados mostraron un buen desempeno en las simulaciones y en las comparaciones
con sistemas adecuados.



Abstract

In this thesis the following results are presented:

They were considered systems with polynomial states affected by white Gaussian noises
over linear observations with an arbitrary and no-necessarily invertible observation ma-
trix over polynomial observations affected by white Gaussian noises too. Among these
systems they were designed: an optimal filter for polynomial systems states over linear
observations, an optimal filter for systems with polynomial states and multiplicative poly-
nomial noise over linear observations, an optimal filter for systems with polynomial states
over polynomial observations. It has been designed an optimal controller for linear sys-
tems with unknown parameters over linear observations. An central suboptimal H, filter
was also designed for linear systems with state or measurement delay, both affected with
integral-quadratically bounded disturbances. And lastly, it has been designed an sliding
mode regulator as solution of the optimal control problem for linear systems with respect
to a modified Bolza-Meyer criterion with non-quadratic non-integral terminal term. The
designed filters and controllers showed a good performance in simulations and comparisons
with appropriate systems.



Capitulo 1

Introduccion

1.1. Introduccidon

En el procesamiento de senales, un filtro es una funcién o procedimiento que remueve
las partes no deseadas de una senal, tales partes indeseadas son los ruidos o perturba-
ciones que afectan al proceso. Los sistemas de control se disenan para que ciertas senales
designadas, tales como errores de medicion y entradas, no excedan niveles especificos. Las
incertidumbres sobre la planta a ser controlada y los errores en la medicién de senales (los
sensores pueden medir senales sélo con cierta exactitud) son los que impiden el logro de
este objetivo. Con el advenimiento de la carrera espacial, la disponibilidad de computado-
ras digitales précticas, la teoria moderna del control 6ptimo y el enfoque de variables de
estado a principio de la década de 1960, se dié un giro hacia los métodos en el dominio
del tiempo. En las décadas de 1960 y 1970 se dieron una gran cantidad de aplicaciones
de las técnicas de control moderno, en especial el control éptimo, lo cual dié origen a
técnicas de diseno sistematicas como LQR, LQG y LTR, conocidas como las técnicas
postmodernas. A principios de la década de 1980, emergié una nueva técnica conocida
como Teoria de Control H.,, la cual combina ambos enfoques, en el dominio del tiempo
y en el de la frecuencia con el fin de proveer una solucién unificada. El crédito se le otor-
ga a George Zames por su introduccién en el articulo [117]. El enfoque de H,, tuvo un
impacto significativo en el desarrollo de sistemas de control durante las décadas de 1980 y
1990, en la actualidad la técnica ha madurado y sus aplicaciones en problemas industriales
son cada vez mayores. El método de modos deslizantes tradicional puede ser presentado
como la aplicacion de una senal de control conmutando a alta frecuencia que consigue
llevar el estado del sistema a una superficie 0 = 0 denominada superficie de deslizamiento
y una vez en ella mantenerlo ante posibles perturbaciones externas. Dicha superficie de



deslizamiento sera definida con el propodsito de que el estado cumpla las especificaciones
deseadas. La principal ventaja del control por modos deslizantes es que aporta robustez
ante perturbaciones, tanto internas como externas, cuando estas tienen cotas conocidas.
Esta tesis presenta los algoritmos de filtrado y control haciendo uso de las técnicas Hs, (en
promedio cuadrético éptimo) para resolver los problemas estocasticos de sistemas lineales
y no lineales, las de H,, para disenar un filtro subdptimo central para sistemas lineales
variables en el tiempo con retardo en el estado o en la mediciéon y las de control por modos
deslizantes para el diseno de un regulador con un criterio no cuadratico en un problema de
control 6ptimo. La importancia de estos disenos se deben a que existen muchos procesos
en la ciencia y la ingenieria que se describen con este tipo de sistemas y no existian los
algoritmos correspondientes para su solucion.

1.2. Antecedentes

1) Aunque la solucién 6ptima general del problema de filtrado para ecuaciones de
estado y observacion no lineales confundidas con ruidos blancos gaussianos esta dada
por la ecuacion de Kushner para la densidad condicional de un estado no observado con
respecto a las observaciones [63], hay muy pocos ejemplos conocidos de sistemas no lineales
donde la ecuacién de Kushner puede ser reducida a un sistema cerrado de dimension finita
de ecuaciones de filtrado para un cierto nimero de momentos condicionales bajos. El
resultado més famoso, el filtro de Kalman-Bucy [58], es descrito para el caso de ecuaciones
de estado lineal y observacion lineal, donde s6lo dos momentos, el estimado mismo y su
varianza, forman un sistema cerrado de ecuaciones de filtrado. Sin embargo, el filtro
6ptimo no lineal de dimensién finita puede ser obtenido en algunos otros casos, si, por
ejemplo, el vector de estado puede tomar sélo un nimero finito de estados admisibles
[103] o si la ecuacién de observacién es lineal y el drift en la ecuacién de estado satisface
la ecuacién de Riccati df /dx + f? = x? (ver [26]). La clasificacién completa de los casos
de "situacién general” (esto significa que no hay suposiciones especiales en la estructura
de las ecuaciones del estado y la observacién y de las condiciones iniciales), donde existe
el filtro 6ptimo no lineal de dimensién finita, estd dada en [115]. Los libros [3, 4, 7,
10, 14, 16, 17, 23, 26, 48, 50, 51, 53, 58, 63, 71, 73] se pueden mencionar como textos
detallados de referencia. También existe una bibliografia considerable en filtrado robusto
para los sistemas de ”situacion general” (ver, por ejemplo, [39, 45, 48, 71, 76, 88, 89, 90,
96, 105, 109, 112, 113, 116, 118, 119]). Ademas de la ”situacién general”, se han diseiado
recientemente los filtros éptimos de dimensién finita [7, 10, 14, 16] para ciertas clases de
sistemas de estados polinomiales con condiciones iniciales gaussianas sobre observaciones
lineales con una matriz de observacion invertible.



2) Aunque el problema del controlador LQG éptimo para sistemas de estados linea-
les fué resuelto en los 60s, basado en las soluciones para los problemas de filtrado éptimo
[58] y regulador éptimo [41, 66] el problema del controlador LQG 6ptimo para sistemas
lineales con parametros desconocidos no ha sido tratado continuamente. De hecho, quere-
mos saber qué solucion 6ptima podria existir para ese problema si algunos parametros
son indeterminados. Sin embargo, el problema planteado empieza a tener sentido si se
modelan los parametros desconocidos. Tomando en cuenta las especificaciones gaussianas
del problema LQG éptimo, se puede representar a los parametros desconocidos como
procesos estocasticos de Wiener. El vector de estado extendido consiste de los estados
reales no medibles y pardmetros desconocidos, y las ecuaciones de estado extendido
obtenidas son bilineales con respecto al vector de estado extendido. De este modo, el
problema original se reduce al problema del controlador éptimo para estado bilineal so-
bre observaciones lineales y un criterio cuadratico, el cual asume una solucién extensa
de dos problemas pertinentes: el problema de filtrado éptimo para estados bilineales so-
bre observaciones lineales y el problema del control 6ptimo para el estimado del filtro
disenado.

La teoria de filtrado 6ptimo para sistemas no lineales se basa en la ecuacion para la
densidad condicional de un estado no observado con respecto a las observaciones (ver
[57, 63, 68]). Hay muy pocos ejemplos conocidos de sistemas no lineales, donde esta
ecuacion puede ser reducida a un sistema cerrado de dimensién finita de ecuaciones de
filtrado para un cierto nimero de momentos condicionales bajos (ver [26, 58, 103, 115] para
mas detalles). También existe una considerable bibliografia sobre filtrado robusto para los
sistemas de ”situacién general” (ver, por ejemplo, [48, 71, 88, 89, 90, 113]). Aparte de
la "situacién general”, fueron disenados los filtros 6ptimos de dimensién finita ([7, 10,
14, 16]) para ciertas clases de estados polinomiales con condiciones iniciales gaussianas
sobre observaciones lineales con una matriz de observacién invertible. El filtro 6ptimo
para estados polinomiales medidos incompletamente sobre observaciones lineales con una
arbitraria y no necesariamente invertible matriz de observacién, obtenida recientemente
en [24], juega un papel decisivo para resolver el problema establecido del controlador para
sistemas lineales con parametros desconocidos.

3) En las dos ultimas décadas, se ha prestado una considerable atencién a los problemas
de estimacion H., para sistemas lineales y no lineales con y sin retardos en el tiempo.
Los articulos seminales en control He, [35] y estimacién [75, 87, 114] establecieron un
fondo para el tratamiento coherente de problemas de filtrado/controlador en el marco
Hso. El filtro H,, disenado implica que el sistema de filtrado en lazo cerrado resultante
es robustamente estable y alcanza un nivel prescrito de atenuacion desde la perturbacion
de entrada hasta el error de la estimacién de salida en una norma Ls/l. Un gran nimero
de resultados en este tema han sido reportados para sistemas en la situacién general,
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lineal o no lineal (ver, por ejemplo [45, 48, 49, 74, 76, 109, 112, 113, 119]). Para el drea
especifica de sistemas lineales con retardo en el tiempo, el problema de filtrado H, ha sido
extensamente estudiado también (ver [29, 43, 44, 46, 48, 50, 51, 56, 59, 67, 72, 93, 96, 102,
106, 110, 111, 112, 113, 120, 122, 123]). Las condiciones suficientes para la existencia de
un filtro H,,, donde las matrices de ganancia del filtro satisfacen ecuaciones de Riccati,
fueron obtenidas para sistemas lineales con retardo en el estado en [38] y con retardo
en la medicién en [80]. Sin embargo, los criterios de existencia y suboptimalidad de la
solucién de los problemas de filtrado H,, centrales basados en la reduccién del problema
H original al Hs inducido, similares a los obtenidos en [35, 75] para sistemas lineales
sin retardo, siguen siendo desconocidos todavia para sistemas lineales con retardos en el
tiempo.

El problema de filtrado 6ptimo para sistemas lineales con estados y observaciones
sin retardos fué resuelto en la década de 1960 [58], y su solucién en forma cerrada es
conocida como el filtro de Kalman-Bucy. Sin embargo, el problema de filtrado éptimo
descrito relacionado para sistemas lineales con retardos no ha sido resuelto en una forma
cerrada, refiriéndonos a una solucién en forma cerrada como un sistema cerrado de un
numero finito de ecuaciones diferenciales ordinarias para cualquier horizonte de filtrado.
Unos pocos casos particulares, los problemas de filtrado 6ptimo para sistemas lineales con
retardo en el estado y/o retardos en las observaciones, estan resueltos en [11, 13, 22, 60, 65].
Se ha disenado en [121] un estimador tipo Kalman para sistemas lineales con retardo en
la observacion. La aproximacién en la estimacion éptima de Ito-Volterra en particular,
aplicable a sistemas con retardo en el tiempo, ha sido desarrollada recientemente en [118].
Por otro lado, la dualidad de los problemas de filtrado y de control para sistemas lineales
implican que la estimacién éptima del estado para los sistemas con retardos en el estado
estd relacionada con el problema del LQR 6ptimo para sistemas con retardos en el estado,
el cual fué extensamente estudiado usando varias aproximaciones (ver [2, 12, 18, 21,
33, 37, 98] y las referencias en este libro). También existe una considerable bibliografia
relacionada con los problemas de filtrado robusto para sistemas con retardo en el tiempo
([36, 39, 47, 54, 70, 71, 89, 90, 91, 105, 116]). En [28, 34, 52, 61, 62, 69, 77, 85] se dan
revisiones comprensivas de la teoria y algoritmos para sistemas con retardo en el tiempo.

4) Desde que el control en modo deslizante fué inventado al principio de los 70s (ver
una resena histérica en [99]), ha sido aplicado para resolver varias clases de problemas. Por
ejemplo, la metodologia del control en modo deslizante ha sido usada en estabilizacion
[92, 95], seguimiento [30], disenio de observadores [5], identificacién [32], andlisis en el
dominio de la frecuencia [27], y otros problemas de control. Prometiendo modificaciones
del concepto de modo deslizante original, se han desarrollado algunas tales como integral
en modo deslizante [101] y modos deslizantes de orden superior [6, 42]. La aplicacién
del método en modo deslizante se extiende incluso a sistemas estocdsticos [90, 104] y
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problemas estocasticos de filtrado [8, 9]. Sin embargo, aunque es posible disenar una
superficie deslizante para que se minimize una funcional cuadratica de costo en horizonte
infinito que incluya unicamente el estado del sistema [99], parece que, para el mejor
conocimiento de los autores, no se ha disenado ningun algoritmo en modo deslizante
optimo, que resuelva el problema de control éptimo para un criterio de Bolza-Meyer con
el término cuadratico de control [40, 41]. Mientras tanto, el simple hecho de que el control
en modo deslizante tiene un sentido fisico transparente [99] y es exitosamente aplicado a
muchos problemas técnicos [100] conduce a la conjetura de que deben existir los problemas
de control 6ptimo cuya solucién esta dada por un control en modo deslizante. En este
capitulo se considera uno de estos problemas de control 6ptimo.

1.3. Aportaciones

1.3.1. Filtrado ()ptimo para Estados Polinomiales Medidos
Incompletamente sobre Observaciones Lineales.

Este capitulo presenta el filtro éptimo de dimensién finita para sistemas de estados
polinomiales sobre observaciones lineales con una matriz de observacién arbitraria y no
necesariamente invertible, generalizando de este modo los resultados de [7]-[16]. El diseno
del filtro 6ptimo para sistemas polinomiales con una matriz de observacién no inverti-
ble presenta una ventaja significativa en la teoria y practica del filtrado, puesto que
nos permite hacer frente a los problemas de identificacion 6ptima del conjunto de esta-
do y parametro para sistemas polinomiales. El problema de filtrado éptimo es tratado
procediendo de la expresién general para la diferencial estocéstica de Ito del estimado
6ptimo y la varianza del error [84]. Como primer resultado, se derivan las diferenciales de
Ito para el estimado 6ptimo y la varianza del error correspondientes al problema de filtra-
do del estado. Después, se introduce una transformacion de la ecuacién de observacion
para reducir el problema original al resuelto anteriormente con una matriz de observacion
invertible [16]. Entonces se prueba, usando la técnica de representar los momentos superio-
res de variables aleatorias gaussianas como funciones de su esperanza y varianza, que se
puede obtener un sistema cerrado de dimension finita de las ecuaciones de filtrado opti-
mo con respecto a un numero finito de variables de filtrado para una ecuacién de estado
polinomial y observaciones lineales con una matriz arbitraria de observaciéon. En este ca-
S0, se establece el procedimiento correspondiente para disenar las ecuaciones de filtrado
optimo. Finalmente, se deriva el sistema cerrado de las ecuaciones de filtrado 6ptimo con
respecto a dos variables, el estimado 6ptimo y la varianza del error, en forma explicita,
en el caso particular de una ecuacion de estado de tercer orden.
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Los resultados de este capitulo se publicaron en:

a) International Journal of Adaptive Control and Signal Processing, Vol. 22, no. 5, pp.
482-494.

b) Proceedings of the 2nd IEEE International Conference on Innovative Computing,
Information and Control (Kumamoto, Japan, September 5-7, 2007), no. 355, DOI: 10.1109/ICI-
CIC.2007.425

1.3.2. Filtrado ()ptimo para Sistemas Polinomiales Medidos
Incompletamente con Ruidos Multiplicativos.

Este capitulo presenta el filtro éptimo de dimension finita para sistemas de estados
polinomiales medidos incompletamente con ruido multiplicativo polinomial sobre observa-
ciones lineales con una matriz de observacién arbitraria, no necesariamente invertible,
generalizando de este modo los resultados de ([7, 10, 16]). El diseno del filtro éptimo
para sistemas polinomiales con ruido multiplicativo polinomial sobre observaciones con
una matriz de observacion no invertible presenta una ventaja significativa en la teoria y
practica del filtrado, puesto que nos permite abordar los problemas de filtrado 6ptimo
para estados polinomiales medidos incompletamente con polinomios de observacién sin
linealidades, tales como el problema del sensor ctiibico 6ptimo (ver [53]) en presencia de
estados no medibles. El problema de filtrado 6ptimo es tratado procediendo de la expresion
general de la diferencial estocastica de Ito del estimado éptimo y de la varianza del error
[84]. Como primer resultado, se derivan las diferenciales de Ito para el estimado 6ptimo
y la variacién del error correspondientes al problema de filtrado establecido. Siguien-
te, se introduce una transformacién de la ecuacién de la observacion para reducir el
problema original al previamente resuelto con una matriz de observacién invertible [16].
Entonces se prueba, usando la técnica de representar los momentos superiores de variables
aleatorias gaussianas como funciones de su esperanza y varianza, que se puede obtener
un sistema cerrado de dimensién finita de las ecuaciones de filtrado 6ptimo con respecto
a un numero finito de variables de filtrado para una ecuacién de estado polinomial con
ruido multiplicativo polinomial y observaciones lineales con una matriz de observacion
arbitraria. En este caso, se establece el procedimiento correspondiente para disenar las
ecuaciones de filtrado éptimo. Finalmente, se deriva en la forma explicita en los casos
particulares de ecuaciones lineales y bilineales, el sistema cerrado de las ecuaciones de
filtrado 6ptimo con respecto a dos variables, el estimado éptimo y la varianza del error.

Los resultados de este capitulo se publicaron en:

a) Circuits, Systems and Signal Processing (2009), Vol. 28, no. 2, pp. 223-239.

b) Proceedings of the 2008 American Control Conference (Seattle, WA, June 11-13,
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2008), pp. 4244-4249.

1.3.3. Controlador LQG Optimo para Sistemas Estocasticos
Lineales con Parametros Desconocidos.

Este capitulo presenta la solucion para el problema del controlador LQG para siste-
mas lineales con parametros desconocidos. Primero se reduce este problema al problema
del controlador éptimo para un estado bilineal sobre observaciones lineales y un crite-
rio cuadratico. Debido al principio de separacién para sistemas lineales con parametros
desconocidos y un criterio cuadratico, el cual es expuesto y demostrado en la tesis analo-
go al de los sistemas lineales sin incertidumbres (ver [66]), el problema original del
controlador esta dividido en el problema de filtrado éptimo de estados bilineales medidos
incompletamente sobre observaciones lineales y el problema del control 6ptimo (regulador)
para el estimado del filtro disenado. Las soluciones de ambos problemas estan dados en es-
ta tesis, basado en los algoritmos de filtrado 6ptimo ([24]) y control ([41, 66]). La solucién
al problema del controlador 6ptimo original se compone finalmente de estos dos resultados
y estd directamente indicada.

Los resultados de este capitulo se publicaron en:

a) Journal of The Franklin Institute, Vol. 345, no. 3, pp. 293-302.

b) Proceedings of the 46th Conference on Decision and Control (New Orleans, LA,
December 12-14, 2007), pp. 3673-3678.

1.3.4. Filtrado ()ptimo para Estados Polinomiales sobre
Observaciones Polinomiales

Este capitulo presenta el filtro éptimo de dimension finita para sistemas de estados
polinomiales sobre observaciones polinomiales, continuando la investigacién en el area
del filtrado 6ptimo para sistemas polinomiales, la cual ha sido iniciada en ([7]-[16]). En
contraste a los resultados obtenidos previamente, el capitulo trata con el caso general de
estados y observaciones polinomiales no lineales. El disefio del filtro 6ptimo sobre observa-
ciones polinomiales presenta una ventaja significativa en la teoria y practica del filtrado,
puesto que permite abordar algunos problemas de filtrado con no linealidades en el estado
y la observacién, tales como el problema del sensor ciibico [53], para varios sistemas
polinomiales. El problema de filtrado éptimo es tratado procediendo de la expresion
general para las diferenciales estocésticas de Ito del estimado 6ptimo y la variacién del
error [84]. Como un primer resultado, se derivan las diferenciales de Ito para el estima-
do 6ptimo y la variacién del error correspondientes al problema de filtrado establecido.
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Entonces se prueba que puede ser obtenido un sistema cerrado de dimension finita de las
ecuaciones de filtrado 6ptimas con respecto a un nimero finito de variables de filtrado
para una ecuacién polinomial de observacién, asumiendo adicionalmente una condicion
inicial condicionalmente gaussiana para los estados de mayor grado. Esta suposiciéon es
totalmente admisible en el marco del filtrado, puesto que la distribucion real de todo el
vector de estado es desconocida actualmente. En este caso, es sugerido el procedimiento
correspondiente para el diseno de las ecuaciones de filtrado éptimo.

Los resultados de este capitulo se publicaron en:

a) Proceedings of the 47th Conference on Decision and Control (Cancin, QRoo, Méxi-
co, December 9-11, 2008), pp. 5128-5133.

b) International Journal of Innovative Computing, Information and Control, Vol. 4,
no. 2, pp. 313-320.

1.3.5. Diseno del Filtro H, Subdéptimo Central para Sistemas
Lineales Variables en el Tiempo con Retardo en el Estado
o en la Medicion

Este capitulo presenta los filtros éptimos centrales H,, de dimensién finita (ver [35]
para la definicién) para sistemas lineales con retardo en el estado o en la medicién, que
son suboptimos para un umbral v dado con respecto a un criterio cuadratico de Bolza-
Meyer modificado incluyendo el término de atenuacion de control con el signo opuesto.
En contraste a los resultados obtenidos previamente para sistemas lineales con retardo
en el estado [38] o en la medicién [80], el capitulo reduce los problemas de filtrado H
originales a problemas de filtrado Hy (promedio cuadratico), usando la técnica propuesta
en [35]. Este es el primer trabajo que aplica la técnica de reduccién de [35], para clases de
sistemas distintos de las plantas LTI convencionales. De hecho, la aplicacién de la técnica
de reduccion tiene sentido, puesto que las ecuaciones de filtrado éptimo que resuelven
los problemas de filtrado Hs (en promedio cuadratico) han sido obtenidas para sistemas
lineales con retardos en el estado [22, 15] o en la medicién [13]. El diseno del filtro Ho,
suboptimo central para sistemas lineales con retardo en el estado o en la medicién presenta
una ventaja significativa en la teoria y préctica de filtrado, puesto que (1) permite hacer
frente a problemas de filtrado para sistemas LTV con retardo en el tiempo, donde la
técnica LMI es dificilmente aplicable, (2) el filtro H,, obtenido es subdptimo, o sea,
6ptimo para cualquier « fijo con respecto al criterio de atenuacién del ruido Hoo, v (3) el
filtro H, obtenido es de dimensién finita y tiene la misma estructura de las ecuaciones del
estimado y de la matriz de ganancia que el filtro éptimo H, correspondiente. Ademaés, los
algoritmos de filtrado H,, propuestos nos proveen de métodos directos para calcular los
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valores minimos alcanzables del umbral v, basado en las propiedades de existencia para
una solucién acotada de la ecuacién matricial de la ganancia.

Debe comentarse que el diseno de los filtros H,, subdptimos centrales para sistemas
lineales con retardo en el tiempo con perturbaciones integradas cuadraticamente lleva
en forma mas natural al diseno de los filtros Hy Optimos para sistemas lineales con
retardo en el tiempo con perturbaciones acotadas (ruidos blancos). La aproximacién
del diseno completo crea un algoritmo de filtrado completo para manejar los sistemas
lineales con retardo en el tiempo con perturbaciones acotadas o perturbaciones cuadratica
y 6ptimamente integradas para todos los umbrales v uniformemente o para cualquier
fijo separadamente.

Los resultados de este capitulo se publicaron en:

a) Circuits, Systems and SignalProcessing (2009), Vol. 28, no. 2, pp. 305-330.

b) Proceedings of the 2008 American Control Conference (Seattle, WA, June 11-13,
2008), pp. 1-6.

c¢) Proceedings of the 17th World IFAC Congress (Seoul, Korea, July 6-11, 2008), pp.
10246-10251.

d) Proceedings of the 17th World TFAC Congress (Seoul, Korea, July 6-11, 2008), pp.
12365-12370.

e) Proceedings of the 47th IEEE Conference on Decision and Control (Cancin, QRoo,
México, December 9-11, 2008), pp. 672-677.

1.3.6. Regulador en Modo Deslizante como Soluciéon al Proble-
ma de Control Optimo con un Criterio no Cuadratico

Este capitulo presenta la solucién del problema de control éptimo para un sistema
lineal con un criterio de Bolza-Meyer, donde los términos del control integral y de energia
del estado son cuadraticos y el término no integral es de primer grado. Esto demuestra
que la solucién 6ptima es dada por un control causal en modo deslizante, mientras que el
control en retroalimentacién lineal convencional no da lugar a una solucion causal y, por
tanto, falla.

Los resultados de este capitulo se publicaron en:

a) Proceedings of the 47th Conference on Decision and Control (Cancin, QRoo, Méxi-
co, December 9-11, 2008), pp. 2184-2189.
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1.4. Organizacién de la Tesis

En el Capitulo 2 se presenta una sintesis de la teoria de sistemas estocdsticos, teoria
lineal de control éptimo, sistemas continuos con retardo, control H., y filtrado H, v
teoria de modos deslizantes. En el Capitulo 3 se plantea y se resuelve el problema del
filtro 6ptimo para estados polinomiales medidos incompletamente sobre observaciones
lineales. En el Capitulo 4 se considera el problema del filtro éptimo para sistemas polino-
miales medidos incompletamente con ruidos multiplicativos. En el Capitulo 5 se aborda
el problema del controlador 6ptimo para sistemas estocasticos lineales con parametros
desconocidos. En el Capitulo 6 se tiene el problema del filtro éptimo para estados poli-
nomiales sobre observaciones polinomiales. En el Capitulo 7 se disena el filtro H,, para
sistemas lineales variables en el tiempo con retardo en el estado y también el filtro H
para sistemas lineales variables en el tiempo con retardo en la medicién. En el Capitulo 8
se presenta y se resuelve el problema de la obtencién de un regulador en modo deslizante
como la solucién a un problema de control 6ptimo con un criterio no cuadratico. En el
Capitulo 9 son presentadas las conclusiones y los trabajos futuros a desarrollar.
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Capitulo 2

Marco Teorico

En este capitulo se presentan los conceptos basicos necesarios para el estudio y analisis
de los temas expuestos en los capitulos siguientes. Las fuentes consultadas principales
son: para Sistemas Estocasticos [55, 58, 70, 79, 83, 84]; Teorfa Lineal de Control Optimo
[25, 40, 64, 81]; Sistemas Continuos con Retardo [28, 34, 69]; Control H, y Filtrado Ho,
[35, 75, 80] y Teoria de Modos Deslizantes [1, 20, 99, 100].

2.1. Sistemas Estocasticos

2.1.1. Ecuacién General de Filtrado ()ptimo

Consideremos el proceso continuo estocastico descrito por la ecuacion
X = (X, ) + (X, D)V, (2.1)

donde X es el vector de estado n—dimensional del sistema, V' es un vector r—dimensional
que representa el ruido blanco Gaussiano, y (X, t),¥(X,t) son funciones conocidas
del estado del sistema y del tiempo. Los valores de la funcién ¢(X,t) son vectores
n—dimensionales y los valores de la funcién (X, t) son matrices n x r. Si el vector esta-
do del sistema X es medido continuamente, entonces el proceso aleatorio n—dimensional
Y(t) = X(t) + U(t) seria el resultado de las mediciones, donde U(t) es el error de la
medicion, el cual representa usualmente una funcién aleatoria del tiempo. Por otro lado,
si esto no se cumple con el vector de estado, pero si algunas funciones del vector de estado
son medidas por alguno de los componentes del vector de observacion, el resultado de las
mediciones es determinado en forma general por la férmula

Y =Y (t) = 0o(X, U, 1), (2.2)
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donde Y es un vector n;—dimensional, U es el error de la medicién, representando una
funcién vectorial aleatoria de tiempo de dimension 7 > ny y @o(x,u,t) es una funcién
conocida del estado del sistema, medicién del error y del tiempo. El modelo general de
mediciones las cuales son llevadas a cabo en un sistema puede ser descrito por la ecuacion
diferencial

Y = (Y, X, U, t). (2.3)

El resultado de las mediciones representa el proceso aleatorio Y. El problema de filtrado
es planteado para el vector de estado del sistema X en cada instante ¢ > ¢, usando los
resultados de mediciones continuas del proceso Y determinado por la ecuacién (2.3) en el
intervalo de tiempo [to, t].

Sea un vector aleatorio de un proceso [Y7 X7]T determinado por las ecuaciones diferencia-
les estocasticas de Ito

dY = o (Y, X, t)dt + o, (Y, X, t)dW, (2.4)
dX = oY, X, t)dt + (Y, X, t)dW,

donde Y es un proceso aleatorio ny—dimensional, X es un proceso n—dimensional, W es
un proceso n—dimensional, p1(y, z,t) v ¢(y, x,t) son funciones vectoriales que mapean el
espacio R™ x R™ x R en los espacios R™ y R" respectivamente y ¢ (y, x,t) y ¥ (y, z,t) son
matrices de funciones conocidas que mapean R™ x R" x R en R™" y R™ respectivamente.
Esto constituye el planteamiento del problema de filtrado para el vector estado del sistema
en algtn instante ¢ > ¢, usando los resultados de mediciones continuas del proceso Y en
el intervalo de tiempo [to, t].

La solucién general al problema de filtrado éptimo se obtiene de la siguiente propiedad
para los momentos de segundo orden: el menor de todos los momentos de segundo orden de
una variable aleatoria escalar es su varianza. De aqui se sigue que la mejor aproximacion de
una variable aleatoria por una variable no aleatoria mediante el criterio de media cuadrada
es dada por su esperanza condicional respecto a las observaciones. Sea Y}’ el conjunto de
valores del proceso medido en el intervalo de tiempo [to,t],Y} = {Y(7) : 7 € [to,t]}.
Entonces el estimado ptimo del vector X, = X (u), el cual da la solucién del problema
para u = t es determinado por la férmula

X = BEIX.,/Y,] (2.5)

Esta férmula determina el estimado 6ptimo del valor X, para alguna funcion aleatoria
X (u) usando los resultados de las mediciones de otra funcién aleatoria Y'(¢) en el intervalo
[to, t]. También es vélida para el caso de un vector con argumento ¢ y la medicién de la
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funcién Y'(t) en algin conjunto 7' de valores de t. La aplicaciéon de la férmula (2.5) es
necesaria para encontrar la distribucuén condicional de X,,. Este puede ser un problema
que en ocasiones no se pueda resolver. En el caso particular en el que Y (t) y X(¢) son
determinados por las ecuaciones (2.4), este puede ser resuelto bajo algunas restricciones
adicionales. La férmula general para el diferencial estocéstico del estimado éptimo de una
funcién del vector de estado dado es la base de la teoria de filtrado 6ptimo. Sea f(X, 1)
alguna funcién escalar del vector de estado n—dimensional de un sistema y de tiempo.
Su estimado éptimo, usando los resultados de observacién Y}’ de acuerdo con (2.5), es
determinado por la férmula

f(t) = E[f(X,,0)/ ). (2.6)

Este estimado representa un funcional del proceso aleatorio Y (¢) en el intervalo de tiempo
[to, ], y consecuentemente, es por si mismo una funcién de ¢. Un problema matemadtico que
sirve de ayuda es encontrar la diferencial estocastica de Ito de este proceso aleatorio. Este
problema puede ser resuelto bajo la condicién que W (t) en las ecuaciones (2.4) representa
el proceso de Wiener cuya dimensién r es no menor que ny, que es la dimensiéon del
proceso de medicién Y (t), y que la funcién ¢, en las ecuaciénes (2.4) no depende de X.
Las ecuaciones (2.4) toman la forma

aYy = (Y, X, t)dt + 1 (Y, t)dW, (2.7)
dX = (Y, X, t)dt + (Y, X, 1)dW,
Diferencial de Ito para una Funcién del Estimado Optimo

La ecuacion diferencial estocéstica del estimado 6ptimo de la variable aleatoria f(Xy,t)
para las ecuaciones (2.4) es dada por la férmula

df = EUL(X0)+ LX) (Y, X, 1) (28)
byl fee (X, (™) (Y, X, 0}/ ¥Elde + BL(X, D01 (Y X, 0)7 — 37
LT TV, X0V o)V, (@Y~ ),
donde
() t) = bl O, 0, (2.9

(v )y, z,t) = Py, 2, t)w(t)i(y,t)",
(o)) My, t) = [y, ) (v, )],

951—/ o1py(v)de = E[@l(Xt,ﬁi/YZ)]:
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y pi(z) es la densidad condicional de X; relativa a Yt’;; las derivadas f;, f, fz« v todas las
esperanzas condicionales del lado derecho existen.

Ecuacion para la Funcién Caracteristica

. ., T , ., , .
Sustituyendo en la ecuacién (2.8) f(z,t) = e Xt se obtendrd la ecuacién estocastica
para la funcion condicional caracteristica del vector aleatorio X, :

g(\) = B[ %)Y, (2.10)
Haciendo las sustituciones

ft = 07 fx = i)\ei)\Tz’ fx:p = _)\)\Tei)\Tx, (211)
tr{ A\ (o) (y, 2, 8)} = N (0w (y, =, 1),

de la ecuacién (2.8) se obtiene

da(N) = BENTG(V, X,0) = S(m )V, X NN Yde (212)

+E{e1(YV, X, )" — @] + i) (Y] )(Y, X, 1)}
<N X Y () THY (Y — Gidt).

El lado derecho representa una funciéon de A. La distribucién condicional del vector aleato-
rio X es completa y unicamente determinada por su funcién caracteristica. Resolvien-
do la ecuacién (2.12) es posible evaluar el estimado 6ptimo X; del vector de estado X;
determinado por la formula (2.5). Mediante estas férmulas es posible obtener la expresion
para la esperanza en términos de la funcién caracteristica.

9g:(\)

Ja=o (2.13)

Ecuacion para la Densidad Condicional

La ecuacién estocéstica para la densidad condicional p,(z) del vector aleatorio X; es
derivada a continuacion

T

dne) =~ {plY. pi(a))dt (2.14)

1. 00"

+§tr{%%[(¢vw)(5/, X, )pe(@)]} (] ) (Y, 1) (dY — Gudt)
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dpi(z) = L'p(x)dt +{[r(Y,2,t)" — o1 ]pe(2) (2.15)

O )Y, )] Y)Y, (Y — B,

donde L* es el operador adjunto del operador

L=y, x 75)T2 + 1157"[(7,ZJV¢T)(Y x t)gf] (2.16)

T 0 2 T 0x 0x '
Observando la dltima ecuacién de (2.9), se concluye que la ecuacién (2.14) representa una
ecuacién integro-diferencial relativa a la densidad condicional pi(x). Como el momento
inicial t, la funcién py,(x) sirve como la condicién inicial para la ecuacién (2.14). Después
de resolver la ecuacién (2.14), se puede encontrar de acuerdo con la férmula (2.5) el

estimado 6ptimo )/(\'t del vector de estado X; del sistema

o0

)?t:E[Xt/ytg]:/ apy(z)dz. (2.17)

— 00

Como la féormula (2.4) determina la diferencial estocéstica de Ito del proceso aleatorio
f(t), las ecuaciones (2.12) y (2.14) representan ecuaciones estocésticas de Ito. La ecuacién
(2.14) fué originalmente obtenida en otra forma y bajo restricciones més rigidas en [94]
referida como la ecuacion estocéstica de Stratonovich. Al mismo tiempo, la ecuacion para
pr en la forma de Ito fué obtenida en [63] también bajo restricciones més rigidas. Por lo
tanto es usualmente llamada la ecuacién de Stratonovich-Kushner.

Diferencial Estocastica de la Esperanza Matematica

La férmula (2.5) determing el estimado éptimo como la esperanza condicional de X de
la variable aleatoria correspondiente X. El estimado éptimo obtenido como resultado de
mediciones es caracterizado por la matriz de covarianza condicional R. Estas formulas se
pueden obtener de la férmula general (2.8). Como la férmula (2.8) determina la diferencial
estocastica de una funcién escalar del estado del sistema, es necesario aplicarla para cada
elemento de las matrices X y R por separado. Sustituyendo en (2.8) f(X,t) = X, f; =
0, fo = [0,..,1,..]7, fox = 0, y la férmula (2.8) toma la forma

dX; = Gt + E[Xi(¢] — &) (2.18)
Y2 ) Y = B = 1,1

22



donde de acuerdo con la tltima ecuacién de (2.8) @, = Elp (Y, X, t)/ Y], (vvip)),, siendo
la [¢"% columna de la matriz v y los argumentos de las funciones iy, vl y bl )=t
son omitidos por brevedad. Entonces la matriz para el diferencial estocéstico del estimado
optimo X del vector de estado del sistema X esta dada por

dX = @dt + E[X{(a(Y, X, )T — 1)} (2.19)
+ (W )Y, X, 1) /Y (o)UY, 8) (dY — $idt)

Diferencial Estocastica del Momento Condicional de Segundo Orden

Sustituyendo en (2.8) f(X,t) = XpX; con k <, f; =0, f, = [0,...X;...X},..,0]",

0 0 0 - 0

0 0 - 1 0
f:m:: .

0 1 0 - 0

0 0 0 - 0|

Siendo las dos columnas y renglones centrales conteniendo unos, los correspondientes
a k, y [ respectivamente, de la férmula (2.8) se tiene

dlw = E[Xpo+ Xipr + (") /Y, ]dt (2.20)
FEXp Xl — @) + Xu(brd )
+Xl(¢y¢lT)k/}/tg](¢IV¢IT>_1(dY - aldt)(kvl = 17 (A TL),

donde dI'y; = E[XpXii/YE], v (YT es el elemento correspondiente de la matriz
(Y1), Re-escribiendo la férmula (2.20) como

ATy = EXpor+ Xior + (") /Y, |dt (2.21)

+ > BIXpXia, + Xibi + Xibry/ Y| (dY, — Buydt),

p=1

donde a, es el p—ésimo elemento de la matriz (o] — @7 ) (Y1)~ y by, es el elemento del
k—ésimo renglén y de la p—ésima columna de la matriz YT (04T )1, Denotando por
b, la p—ésima columna de la matriz Y] (Y1vpT) ™1, b, = [bip, .y bypl  (p = 1,...,7), se
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obtiene la siguiente férmula diferencial estocastica del momento condicional de segundo
orden I' del vector estado del sistema:

dl' = EXoY, X, )" + oY, X, ) X" (2.22)

") (Y, X, )/ Yygldt + Z E[XX"a,(Y, X, 1)
p=1

+Xb,(Y, X, )" + b, X" /Y ](dY, — §1,dt),

Diferencial Estocastica de la Matriz de Covarianza

Para encontrar la diferencial estocastica de la matriz de covarianza condicional R
del vector estado del sistema se usara la formula conocida que relaciona la esperanza, el
momento de segundo orden, y la matriz de covarianza del vector aleatorio R =I' = X X T
o en la forma escalar Ry = 'y, — X le Derlvando en ambos lados de la ultima férmula, se
obtiene la expresién dRy; = dl'y; — d(X le) Para encontrar d(X le) se utiliza la férmula

d(leQ) = ZleQ + ZQle + YVIV}/2 dt, (223)
Z(t) = [Z1, Zs] es un proceso de Ito, el cual estda dado por
dZ(t) = z(t)dt + Y (t)dW(t). (2.24)

Aqui tg > 0, (t) es un proceso de Wiener, donde Y; Y Y, representan la primera y
segunda columnas de la matriz Y = [Y1, Ya] respectivamente. X (t),Y:(t), Ya(t) son fun-
ciones aleatorias que satisfacen las condiciones de existencia. Z;, Z son los componentes
del vector aleatorio Z(t). De acuerdo con (2.19)

E[Xy(p1 — &1) + @v] e/ Yl (rvgp] )~ ey, (2.25)
E[Xi(o7 = &1) + (v} )1/ Yl (rvp] ) e,
juegan el rol de los renglones Y7, Y5 de la matriz, en este caso se llega a
AXX) = XpdX, + X,dX, (2.26)
E[Xi(er — @1) + v o/ Y J(hrviby ) pavpy (¥avgpy )~
X E[Xi(p1 — @7) + (v )/ Yildt.

Sustituyendo aqui las expresiones para dx kY dx ; de la ecuacion (2.18), se tiene

dXX) = {XBi+ X (2.27)

+E[Xi(p] — 1) + (bvo] )i/ Y]] )T E[X (0] — B1) + (v /Y]
FE[(Xu X+ X X)) (0] — 81) + Xi(ywyl),
+X (¢V@/’1T)k/ng](¢1V@/}1T)_l(dY — (dt).
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Substrayendo esta férmula de (2.21) y adicionando el término
E[(X:X)(p] - @1)/Ye] = XeXu(@] - ¢1) =0, (2.28)
se obtiene
dRy = {B[(Xx — Xp)ei + (X1 — X0 + (ory] /Y] (2.29)
—E[Xi(p1 = @1) + (v )i/ Yl (i) E[Xo (1 — @1)
+ovd! ) /Yt + B[(Xy — Xi) (X0 — X)) (] — @)
(X = Xe) (rwd i+ (X0 = X0) (] )i/ Vi (ave]) ™!
X (dY — gdt)(k,l =1, ...n).

Haciendo algunas transformaciones en la férmula anterior(2.29), obtenemos la férmula de
la matriz diferencial estocdstica para la matriz de covarianza como la solucion de

dR = {B[(X - X)p(Y,X,t)" + p(Y, X, t)(X" = XT) - E(X{(¢1 (Y. X, )T — &)} +

(wwa)<yv X7 t)/YZ)] (¢1V¢1T)71(Y7 t)E[{(QOI(Ya X? t) - @1)}XT (230>
") (Y X, 1)/ Y}t

+ Z Bl(X — X)(XT = XT)a,(V, X, 1) + (X — X)b,(V, X, t)"

HX = X)T/YENAY, — Bipdt).

Hasta aqui se ha establecido el planteamiento del problema y solucién para el caso
de un sistema representado por ecuaciones de estado lineales, y de observaciones lineales,
ambas con la presencia de disturbios los cuales se comportan como ruidos blancos gau-
sianos, lo cual fué desarrollado por Kalman-Bucy. En esta tésis se presenta el caso del
problema del filtro y control para ecuaciones de estado integro-diferenciales (del tipo de
Ito-Volterra) y ecuaciones polinomiales (de grados 3 y 4) con observaciones lineales y con
la presencia de ruidos blancos gausianos y su solucion.

2.1.2. Filtro de Kalman-Bucy (caso continuo)
Planteamiento del Problema

La representacion del modelo esta dada por

dflff) F(t)a(t) + G(t)w(t) (2.31)
2(t) = HY(t)z(t) +o(t) (2.32)
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en el cual F,G, H son matrices n X n,n X m, y n X p respectivamente. Los procesos w()
y v() son ruidos blancos Gaussianos con media cero tales que

[ 1 o 1= S0 a9

con R(t) = R'(t) > 0 para toda t. Muy frecuentemente, S(t) = 0, i.e. w() y v() son
independientes, lo cual es supuesto. Entonces Q(t) = Q% (t) > 0. Se asume un tiempo
inicial finito 5. Por otro lado x(ty) serd asumida como variable aleatoria Gaussiana con
media xy y varianza pg. La tarea de la estimacién es usar mediciones de z(s) para s < t
para estimar z(t), este estimado es llamado Z(t), el cual minimiza E[|| x(t) —Z(t) ||*]. Esto
significa que Z(t) es necesariamente una estimacién de la media condicional, con respecto
a las observaciones.

Solucion

La solucién es obtenida de la siguiente manera. Definamos P(t) = PT(t) > 0 como la
solucion de

P=PF"+ FP - PHR'H"P + GQG",P(t;) = P, (2.33)

Y Z(t) es la solucién de
dx N ~
d_f = Ft)2(t) + PO H) R (t)[2(t) — HY (t)z(1)] (2.34)
Donde P(t)H(t)R7'(t) denota la ganancia de Kalman. E[z(t) — Z(t)][z(t) — Z(t)]T =
P(t). La efectividad del estimador 6ptimo es medida por la covarianza del error, la cual

es dada por la solucién de la ecuacién (2.33), y la existencia de la solucion a esta ecuacién
en (tp,00) esta garantizada.

2.1.3. Filtro de Kalman-Bucy Extendido.

Ahora extenderemos la estimacién éptima de sistemas lineales a traves del filtro de
Kalman, al caso més general cuando el sistema esta descrito por ecuaciones diferenciales
estocasticas no lineales

z (t) = f(z(t),t)+w(t) (2.35)



El vector f es una funcién no lineal del estado y w (t) es un ruido gaussiano de media
cero y tiene una matriz de densidad espectral @) (¢). La obsevacion estda dada por

z(t) = h(z(t),t) + v(t) (2.36)
Presentaremos una de varias técnicas practicas para estimar el estado del sistema no
lineal. La técnica consiste en aplicar el método de aproximacion por series de Taylor para
obtener un sistema ”lineal” y calcular su estimado. Debemos expaner f en su serie de
Taylor alrededor de un vector conocido z (t) cercano a x(t). En particular si f se expande
alrededor del estimado del vector de estado = (t) =Z(t) . El algoritmo conocido como filtro
de Kalman extendido es:

Sea el modelo del sistema:

z(t)=fz@t),t)+w®);  w(t)~N©O,Q(1) (2.37)
Con las observaciones
z(t) = h(z(t),t) +v(t); v(t) ~N(0,R(t)) (2.38)
y las condiciones iniciales
z(0) ~ N(Zo, ). (2.39)
Adema&s supondremos
Elw(t)v" ()] =0 paratodaty toda T (2.40)

La ecuacién del estimado del estado, esta dada por:

2 (1) = f@(0),0) + K1) [2(t) = h(3(1), 1) (2.41)

La ecuacién de la covarianza del error es:

P (t) = F(2(t),t) P(t) + P()F" (2(t),t) + Q(t) — P()H" (2(t),t) R (t)H (2(1), 1) P(t)

(2.42)

Ademas la ecuacion de la ganancia estd dada por:
K(t) = Pt)H" (Z(t),t) R7(t) (2.43)

Para la linealizacién :
- of (x(t),t) P
F(z(t),t) = 92(0) evaluada en x(t) = Z(t) (2.44)
' Oh (x(t),t

H@(t),1) = gi 8 ) evaluada en x(t) = 3(1) (2.45)



2.2. Teoria Lineal de Control ()ptimo

2.2.1. Conceptos basicos

La teoria moderna de control 6ptimo tiene sus raices en el calculo de variaciones
[81]. El problema de control 6ptimo para sistemas en tiempo continuo se caracteriza por
determinar un objetivo, el cual consiste en encontrar la ley de control u(t) que actie sobre
el sistema en cierto intervalo t € [ty,ts] y que optimice (minimice o maximice) un criterio
de desempeno considerado. La trayectoria de estado que satisface las limitaciones de la
variable de estado en el intervalo de control es llamada trayectoria admisible [81].

Principio de Separaciéon: En sistemas de control lineales afectados por perturba-
ciones estocésticas y con indice de desempeno cuadratico, el principio de separacion puede
emplearse para desacoplar en dos secciones el sistema de control estocastico completo. Una
seccion es el controlador 6ptimo determinista en el que se tiene el conocimiento exacto
y completo de todos los estados del sistema y la seccion restante es el filtro 6ptimo que
procesa las mediciones incompletas y con ruido de los estados para obtener los estimados
del estado del sistema. Estos estimados son utilizados por el controlador éptimo en lugar
de los estados [64].

Teorema 2-10: La solucién éptima del problema del controlador con retroalimentacion
de salida estocastica es la misma que la solucién del problema del controlador con retroal-
imentacién de estado 6ptimo estocdstico, excepto que en la ley de control u(t), el estado
x(t) del sistema es reemplazado por su estimado 6ptimo m(t). La entrada de control se
selecciona como u(t) = —F°(t)m(t), donde F°(t) es la matriz de ganancia del regulador
éptimo y m(t) es la salida del filtro 6ptimo.

2.2.2. El Problema de Control ()ptimo en Sistemas Lineales

En muchos sistemas de control se presentan problemas de optimizacién, por ejemplo
si se requiere llevar a cero el estado tan rapido como sea posible y a la vez acotar la
magnitud de las entradas. Sea un sistema lineal descrito por

#(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t) (2.46)

donde z(t) € R™ es el vector de estados del sistema, u(t) € R™ es la entrada de control,
A(t) e Ry B € R™™.

La funcién de costo a minimizar se define por

T = 2 (T)wa(T) + / () R(s)u(s)ds + = / W) Lse(s)ds  (247)

to 2 to
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donde R™*™ es una matriz simétrica definida positiva, "> y L™*™ son matrices simétri-
cas definidas no negativas. Se considera también que T} > ty.

En la resolucion del problema de control éptimo, es necesario encontrar la entrada de
control u*(t) en t € [tg,T1] que minimice la funcién de costo J a través de la trayectoria
x*(t), generada en t € [tg, T7] al sustituir u*(¢) en la ecuacién de estado.

2.2.3. Solucién del Problema de Control ()ptimo en Sistemas
Lineales

El problema de control éptimo descrito por (2.46) y (2.47) se resuelve de manera
similar como aparece en [30]. Luego, la matriz de ganancia para el control 6ptimo es

K. = (R(t)"'B"(1)Q(t)
y la ley de control 6ptimo se determina por
u'(t) = Kex = (R(t)) "' BT ()Q(t)x(t) (2.48)
La funcién matricial Q(t) es la solucién de la ecuacién de Riccati
Q1) = —AT(1)Q(t) — Q()A() + L(t) — Q) B(t)R™'(t) BT (1)Q(1) (2.49)

Al sustituir la ley de control éptimo (2.48) en (2.46), se obtiene la ecuacién de estado
optimamente controlado

i(t) = [A(t) + B(t)(R(t)) ' BT (1)Q®)]z(t),  x(to) = o (2.50)
De esta forma, se resuelve el problema de control éptimo para el sistema lineal descrito

por (2.46), sujeto al criterio de minimizacién (2.47) y gobernado por el control (2.48).

2.3. Sistemas Continuos con Retardo

2.3.1. Definiciones y conceptos basicos de los Sistemas con
Retardo

Una clase de sistemas con retardo se describe por la ecuacion

#(t) = F(z(t), z(t — h)) (2.51)
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donde z(t) € R™ es el vector de estados del sistema, h € R tal que h > 0 es el retardo
y F es una funcion continua que satisface la condicion de Lipschitz con respecto a sus
argumentos.

Definicién 1: Una funcién f definida en [a, b], satisface la condicién de Lipschitz en
ese intervalo si existe una constante K tal que

[ f(e) =Ly [S K[z —y| YV, yelab] (2.52)

donde K es la constante de Lipschitz. Se dice entonces que f es Lipschitz en la variable
x.

Si D, f(t,x) denota la derivada parcial de f con respecto a = y | D,f(t,z)y |<
K VY yée R" entonces f es Lipschitz con constante de Lipschitz K.

Definicion 2: El espacio de estados de un sistema de control continuo con retardo es
un espacio vectorial de dimensién infinita. Asi, un conjunto de funciones vectoriales de
dimension n en este espacio se define mediante

N=x(0), t—-A<O<t (2.53)

donde A es el retardo mas grande del sistema.
En el caso general, la ecuacion de estado para un sistema de control con retardo se
describe por

X(t) = f(X(t), X(t—hxl), X(t—th), ceey X(t—th), u(t), u(t—hul), u(t—hug), ...u(t—huR), t)
(2.54)
donde f es una funcién no lineal, x(f) € R" es el vector de estados, h,; € R son los
retardos en el estado tal que hy; > 0 con ¢ = 1,2,..., N, x(t — hyy) € R" es el vector
de estados con retardo, u(t) € RP es el vector de entradas de control, h,; € R son los
retardos en las entradas de control tal que h,; > 0coni=1,2,...., Ry u(t — hyr) € RP es
el vector de entradas de control con retardo.
Ademds, si el vector de salida y(t) estd en funcién de los vectores de estado y de las
entradas de control, se describe por

y(t) = g(x(t),x(t — he1), x(t — hyo)..x(t — hyn ), a(t), u(t — hyy), u(t — hy2)...u(t — hyg), t)
(2.55)
en donde g en general es una funcién no lineal [69].
En sistemas de control lineales con retardo, la ecuacion de estado se describe por

N

R
(1) = A(X(1) + D Adt)X(t = har) + B(u(t) + 3 Bi(t)u(t — hu) (2.56)

=1
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donde A(t) € ™", A,(t) € R, B(t) € R™? y B,(t) € R"™? .

La ecuacion de salida se describe por

y(t) = C)x(t) + Z Ci(t)x(t — hai) + D(t)u(t) + Z D;(t)u(t — hu) (2.57)

donde C(t) € R™*", C,(t) € R”™, D(t) € R”*? y D,(t) € R¥*P.
En (2.56) si las entradas son idénticamente cero, la ecuacién de estado se reduce a

X(t) = A@)x(t) + > Ai(t)x(t — hai), >t (2.58)

=1

que se conoce como la ecuacion de estado homogénea en sistemas lineales con retardo [69].
El estado inicial es

x(t) = ¢(t), t€ [to— Ay, to] (2.59)

donde ¢(t) es el estado inicial del sistema y A, denota al retardo de mayor tamano [69].

Se puede demostrar que si A(.) y A;(.), i = 1,2, ..., N son matrices reales y continuas,
y ademés las constantes h,; son positivas, una solucién x(t,tp, ¢,0) de (2.58) existe y
depende tnicamente del estado inicial ¢(.) dada por x(t) = ¢(t) [28]. Se supone que todas
las funciones son reales, continuas y definidas en t € [to — A,, to].

Teorema 2-1: Sean A(.) y A;(.), ¢ = 1,2,...N matrices continuas en t > to — A,,
donde A, es el retardo de mayor tamano entonces la solucién de (2.58) es lineal con
respecto a la funcién inicial ¢(t).

Prueba: Sean x(t,ty, ¢1,0) y x(t, to, ¢2, 0) soluciones de (2.58) correspondientes a las
funciones iniciales ¢; y ¢o respectivamente. Considerando la funcion

X(t) = 61X(t, t(], ¢1, O) + C2X(t, to, §Z§2, 0) (260)

donde ¢; y ¢ son constantes escalares arbitrarias, se verifica que la funcién x(t) en (2.60)
satisface (2.58). Ademds, x(t) en (2.60) satisface la condicién inicial

X(t) = Clgbl(t) + 02¢2<t>, te [to — Al,to] (261)

luego
x(t) = x(t, to, c1¢1 + c202,0) = c1x(t, to, $1,0) + cox(t, to, 2, 0) (2.62)

que establece la linealidad de la solucién respecto a la funcion inicial.
Si se considera retardo unico, por ejemplo

hor =h, A;(t)=0,i=23,.. N (2.63)
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(2.58) se reduce a
x(t) = A(t)x(t) + A1 (t)x(t — h), t>1 (2.64)

donde se supone que la matriz A(t) € R™*"™ y la matriz A,(t) € R™*". Ademds, el estado
inicial de (2.64) se describe mediante

x(t) = o(t), to—h<t<t (2.65)

Asi, el teorema ha sido probado.
Definicién 3: La matriz ®(¢,7) € R™*" es llamada matriz fundamental de (2.64) si
satisface las condiciones siguientes

%@(tﬂ') =A)O(t,7) + A (t)P(t — h,7), t>tg (2.66)
O(t,7) =16(t — 1), t,Te[to — h,to] (2.67)

donde I es la matriz identidad y d(.) es la funcién delta de Dirac.
La solucién de (2.64) puede expresarse en términos de la matriz fundamental ®(z, 7).
Teorema 2-2: La solucién de (2.64) con la condicién inicial (2.65) es

x(t) = x(t, to, ,0) = /to O(t, 7)p(T)dT, t >t (2.68)
Prueba: De (2.68) y (2.66) se tiene
%(t) = /t C Lot ) (r)dr = / _ (A()D(t, ) + Ay(O)D(E — h, 7)o (r)dr

o—h dt to—h

—AW[[ e o+ Aol [ e~ o]

to—h
= A(t)x(t) + A (t)x(t — h) (2.69)
Asi, (2.68) satisface a (2.64). También para t € [ty — h, to] por (2.67) y (2.68) se tiene

%(t) = /t tih 15(t — 7)o(r)dr = (1) (2.70)

En el caso de retardo multiple en la ecuacién de estado, por extension del teorema 2-2
se obtiene el teorema siguiente:
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Teorema 2-3: La solucién del sistema (2.58) y (2.59) es

to
x(t) =x(t.10.6.0) = [ e(tno(in t=1h @.11)
to—Ay
donde la matriz fundamental ®(¢,7) es la solucién de la ecuacién
d

con la condicion inicial
@(t, 7—) = Ié(t - T)a ta T E [tO - Axa tO] (273)

la prueba se realiza de manera andloga a la demostracion del teorema 2-2. Por otra parte,
para los sistemas de control lineales con retardo cuya ecuacion de estado se describe por

x(t) = A(t)x(t) + Z A (D)x(t — hy) + B(t)u(t) (2.74)
y la ecuacion de salida descrita por
y(t) = C()x(t) + Z Ci(t)x(t — hyi) + D(t)u(?) (2.75)

son importantes los teoremas siguientes:
Teorema 2-4: El sistema (2.74) es controlable al origen si existe un tiempo finito
t1 >ty y la matriz

Qu.(t) = /t Wty 1) B(r)BL(F) U (1, 7)dr (2.76)

es de rango completo, donde W (¢, 7) € R™ " es la matriz fundamental de (2.74) con u = 0.
Para el caso de sistemas de control lineales invariantes en el tiempo con retardo tinico
y constante [69], se considera la matriz

Q =[QB.Q{B,Q;B,Q/B,Q;B,Q;B,..Q{B. Q;B, .., Q'B] (2.77)

donde
Qi =LQI=0
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paraj=007>k. Y
Q" = AQ] + AQ}_,

Teorema 2-5: Los sistemas de control lineales con retardo, cuya ecuacién de estado

se describe por
x(t) = Ax(t) + A1x(t — h) + Bu(t) (2.78)

son controlables al origen si la matriz @) en (2.77) tiene rango n.

También, para los sistemas de control lineales con ecuacion de estado (2.58), condicién
inicial (2.59) y ecuacién de salida descrita por y(t) = C(t)x(t) para t > tg, se tiene el
teorema siguiente:

Teorema 2-6: Un sistema de control lineal con retardo es observable en [tg, ;] si la
matriz .

1
Qut) = [ ¥ (k)T Ot )t (2.79)
to
es de rango completo, donde W(t,tg) € R™ ™ es la matriz fundamental de soluciones del
sistema. La matriz fundamental de soluciones debe satisfacer las condiciones siguientes:

» LUt 7) =Vt 7)A(T) = U(t, T+ h)A(T+h), thy<T<t—h
» 2U(t,7)=-U(t,T)A(T), t—h<T<t

s Ut t) =1

» U(t,7)=0, 7>t

donde [ € R™™ es la matriz identidad.

2.4. Control H,, y Filtrado H

2.4.1. Introduccion

Uno de los mayores retos en control ha sido el anélisis y diseno de sistemas de control
multivariable (MIMO). Este es un problema dificil debido a que la funcién de transferencia
de un sistema MIMO es una matriz de funciones de transferencia. En este tipo de sis-
temas aun los conceptos basicos como orden, polos o ceros crean dificultad en este caso.
Por ejemplo, existen entre cinco y diez definiciones diferentes para los ceros de un sistema
multivariable. Antes de la década de 1960, predominaban los métodos de disenio de sis-
temas de control en el dominio de la frecuencia, como el arreglo de Nyquist (traza polar
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de Nyquist), las trazas de valores singulares (trazas de Bode) y el lugar geométrico carac-
teristico (lugar geométrico de las raices), desarrolladas principalmente por los profesores
H. H. Rosembrock y A. G. J. McFarlane, como una extensién de las técnicas de control
clasicas para sistemas multivariables. La técnica de control H,, nacié a principios de la
década de 1980, ésta es aplicable a sistemas en el dominio del tiempo y de la frecuencia
y pretende como objetivo proveer una soluciéon unificada, en la actualidad dicha técnica
tiene una gran aplicacién en problemas préacticos.

2.4.2. Existencia de un Controlador H., admisible en el Espacio
de Estados

Una matriz de transferencia en términos del espacio de estados es denotada como:

Gls)=C(sI—A)'B+D = lé g}

(2.80)

Para calcular la norma H,, de esta matriz de transferencia se usa la siguiente férmu-
la: ||Glle = SUPLOmae|G(jw)] donde M* es la matriz conjugada traspuesta de M y
Omaz(M) = p(M*M)'? | denota su maximo valor singular.

Sean A, Q y R matrices reales de dimensiones n x n, con Q y R simétricas. Se define
la matriz hamiltoniana 2n x 2n como

(2.81)

donde A’ es la traspuesta de la matriz A

Lema 1: Suponer que H €dom(Ric) y X =Ric(H), donde Ric(H) es el operador
de Riccati aplicado al hamiltoniano y dom(Ric) es el dominio del operador de Riccati,
entonces:

a) X es simétrica;

b) X satisface la ecuacién algebraica de Riccati A'X + XA+ XRX — Q = O;

c) A+ RX es estable.

Lema 2: Suponer que H no tiene eigenvalores imaginarios, R es semidefinida positiva
o semidefinida negativa y el par (A4, R) es estabilizable. Entonces H € dom(Ric).
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Lema 3: Suponer que H tiene la forma
A ~BB’
H = _oc Y
(2.82)

con (A, B) estabilizable y (C, A) detectable (denotemos el subespacio no observable por
X. Entonces H €dom(Ric). X = Ric(H)> 0y ker(X)C X.

Calculo de la Norma H

Para la matriz de transferencia

(2.83)

con A estable y v > 0, definimos la matriz hamiltoniana

[ 4 —v2BB’
H D { _CC, _A/ }

(2.84)

y establecemos el siguiente lema:
Lema 4: Las siguientes condiciones son equivalentes:
a) ||G|| <.
b) H no tiene eigenvalores en el eje imaginario.
c) H edom(Ric).
d) H edom(Ric) y Ric(H) > 0, (Ric(H) > 0 si (C,A) es observable).
Supongamos que la realizacion de la matriz de transferencia G es de la forma

A By B,
G=1|Cy 0 Dy

(2.85)

Establecemos las siguientes suposiciones:
i) (A, By) es estabilizable y (Cy, A) es detectable.
ii) (A, By) es estabilizable y (Cy, A) es detectable.
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iii) D, [ C1 Din | =1[0 I].
o[ h)n- [t

Lema 5: Supongamos que ocurren las suposiciones i), iii) y iv). Entonces es admisible
un controlador K si y sélo si T, € RHs, donde T}, es la funcién de transferencia en
lazo cerrado desde las entradas externas w hasta la salida de la senal de error z.

Teorema: Existe un controlador admisible tal que ||7.4||o < 7 si y sélo si ocurren
las siguientes tres condiciones:

i) Hy, € dom(Ric) y X := Ric(c0)

ii) Jo € dom(Ric) y Yo := Ric(o0)

iii) p(XooYoo) < 72,

donde H,, y J son matrices hamiltonianas dadas por las siguientes expresiones:

> 0.
> 0.

g | 4 V"2B1B) — ByD,
> —C,C —A ’
(2.86)
J. = A/ ) ’)/_20101 — CéCQ
(2.87)
Ademas, cuando ocurren estas condiciones, uno de tales controladores es
A —Zols
Ksub (8) - |: Foo 0 :|
(2.88)
donde
As = A+ 772B 1B, Xo + ByFoy + Z oo L Os.
Foo = —ByXeo, Lo = YOy, Zoo = (I — 7y 2V Xoo). 7!

Teorema: Si se satisfacen las condiciones i)-iii) del teorema anterior, entonces el conjunto
de todos los controladores admisibles tal que ||T%,||o0 < 7 es igual al conjunto de todas
las matrices de transferencia desde y hasta u en

~

Aw —ZolLow ZouBs
My (s) = | Fa 0 I
—C, I 0

(2.89)
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2.4.3. Filtrado en un escenario H.,
Consideremos el siguiente sistema lineal:
z(t) = At)x(t) + B(t)W(t) (2.90)

Y (t) = C(t)x(t) + D)W (t) (2.91)

donde z(t) € R™ es el estado, y(t) € R™ es la medicién, W (t) € RP denota el ruido
cuadrético integrable, i. e. W(t) € L5]0,00). Damos por hecho que las matrices A(t),
B(t), C(t), y D(t) son funciones de t acotadas continuas por partes.

Definicién 1: El sistema dado por las ecuaciones (2.90) y (2.91) se dice que es
estabilizable si existe una funcién acotada K (t) tal que el sistema z(t) = (A— BK)(t)z(t)
es exponencialmente estable.

Definicién 2: El sistema dado por las ecuaciones (2.90) y (2.91) se dice que es
detectable si existe una funcién acotada L(t) tal que el sistema @(t) = (A — LC)(t)x(t) es
exponencialmente estable.

También usamos la terminologia (A, B) estabilizable y (C, A) detectable, respectiva-
mente para referirnos a estas propiedades.

Hay que notar también que si el horizonte del tiempo es finito en el sistema dado
por las ecuaciones (2.90) y (2.91) entonces hay que agregar la siguiente condicién de

ortonormalidad del ruido
D() { ggg ] _ H] (2.92)

A continuacién, vamos a definir las siguientes medidas del rendimiento (en el peor de
los casos):

J1 1= SUD (0 £uweLs) con x(0)=0 (2.93)

12 — 213

Jy = SUP (0% (zo,w)€R™ x L) ||w||§ T xéRxoa con x(0)=0, R=R >0 (2.94)
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Teorema (Filtrado con Condicién Inicial Conocida sobre un Horizonte Finito): Sea
la condicién inicial conocida (z(0) =0) y 7' < oo.

1) Existe un filtro tal que J; < 72 sf y sélo si existe una funcién matricial simétrica
P(t) para t € [0,7T] la cual es absoultamente continua, a. e. y satisface

P(t) = A(t)P(t) + P(t)AT(t) — P(t)CT(t)C(t) P(t)
1
+¥P(t)LT(t)L(t)P(t) + B(t)B"(t), a.e. (2.95)
con la condicién inicial P(0) =0
2) Ademds, si se satisface (2.95), un filtro para el cual J; < 7% estd dado como sigue:

() = A()2(t) + POCT[y(t) — C(1)2(1)], #(0) =0 (2.96a)

A(t) = L(D)i(t). (2.96b)

Teorema (Filtrado con Condicién Inicial Conocida para Sistemas Lineales Invariantes
en el Tiempo sobre un Horizonte Infinito): Sea la condicién inicial conocida (z(0) = 0),
que el sistema sea invariante en el tiempo y 7' = oo.

1) Los siguientes postulados son equivalentes:

a) Existe un filtro tal que J; < 2.
b) Existe una matriz simétrica P que satisface

AP+ PAT —P[ C"C — 5L"L | P+ BB =0 (2.97)
P >0, (2.98)

Y T 15T
A-P[CTC—L'L | (2.99)

es estable (todos los eigenvalores estan en el semiplano izquierdo).

c) Existe una matriz simétrica acotada P(t) para t € [0,00) que satisface la ecuacién
(2.95), y A— P(t)CTC + W%P(t)LTL es tal que el siguiente sistema variante en el tiempo
lineal no forzado

pt)=[ A=P@t)( CTC—5L"L ) |p(t) (2.100)

es exponencialmente estable. Ademads, si P(t) con las propiedades mencionadas existe
para todo t € [0,00), entonces lim; ., P(t) existe y es igual a P que satisface desde la
ecuacién (2.97) hasta la (2.99).
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2) Ademés, si ocurren b) o ¢), entonces el filtro dado por (2.96) logra J; < v* donde
cada P(t), 0 <t < oo es la tnica solucién para la ecuacién diferencial de Riccati (2.95)
con P(0) =0, o P(t) es reemplazada por la P que satisface desde la ecuacién (2.97) hasta
la (2.99).

Teorema (Filtrado con Condicién Inicial Conocida para Sistemas Lineales Variantes
en el Tiempo sobre un Horizonte Infinito): Sea la condicién inicial conocida z(0) = 0y
T = oo.

1) Existe un filtro tal que J; < 72 s{ y sélo si existe una funcién matricial simétrica
acotada P(t) parat € [0, 00) que es absolutamente continua y diferenciable a. e. y satisface
(2.95), y A(t) = P(t)CT()C(t) + 55 P(t) LT (t)L(t) es tal que el siguiente sistema variante
en el tiempo lineal no forzado

pl) = [ A(t) = P(t) ( CT()C(t) — HLT()L(1) ) ] p(t) (2.101)

es exponencialmente estable.

2) Ademas, el filtro dado por la ecuacién (2.96) logra J; < 72, donde P(t), 0 < ¢ < 0o
es la tnica solucién para la ecuacién diferencial de Riccati (2.95) con P(0) =0

Notar que para el caso de sistemas lineales invariantes en el tiempo con horizonte in-
finito, los filtros en estado estacionario y variables en el tiempo (correspondientes a P(t)
que satisface (2.95) y P que satisface desde la ecuacién (2.97) hasta la (2.99), respecti-
vamente) son igualmente adecuados para alcanzar el funcionamiento deseado puesto que
estamos tratando tnicamente con filtros suboptimos.

Teorema (Filtrado con Condicién Inicial Desconocida sobre un Horizonte Finito): Sea
la condicién inicial no conocida y 7' < oo.

1) Existe un filtro tal que Jo < 72 sf y sélo si existe una matriz simétrica P(t) > 0
para t € [0,7T) la cual es absolutamente continua, diferenciable a. e. y satisface

P(t) = A(t)P(t) + P(H) AT (t) — P(t)CT (t)C(t) P(t)

+%P(t)LT(t)L(t)P(t) + B(t)B*(t),a.e. P(0) = R™* (2.102)

La matriz R se elige para reflejar la confianza en el conocimiento a priori del estado
inicial. Si la condicién inicial es muy cercana a cero entonces se escoge un valor grande
para R y viceversa.

2) Ademés, el mismo filtro tal como (2.96), con P(t) dado ahora por (2.102), logra
Jo < ’72.

Teorema (Filtrado con Condicién Inicial Desconocida sobre un Horizonte Infinito):
Sea la condicién inicial desconocida y T' = oo.
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1) Existe un filtro tal que Jo < 72 si y sélo si existe una funcién matricial simétrica
acotada P(t) > 0 para t € [0,00) que satisface (2.102), y tal que el siguiente sistema
variante en el tiempo lineal no forzado

p(t) = [ A(t) — P(t) ( CT(1)C(t) — LT (t)L(t) ) | p(t) (2.103)

es exponencialmente estable.

2) El mismo filtro tal como (2.96), con P(t) dado por (2.102), logra J, < 2.

3) Ademsds, si el sistema es invariante en el tiempo, y si P(t) con las propiedades
descritas en 1) existe para todo ¢t € [0, 00), entonces lim;_.., P(t) existe y es igual a la P
que satisface desde la ecuacion (2.97) hasta la (2.99).

Corolario (Filtrado con Condicién Inicial Desconocida para Sistemas Lineales Invari-
antes en el Tiempo sobre un Horizonte Infinito para R Suficientemente Grande): Si el
sistema es invariante en el tiempo y existe una matriz simétrica P que satisface desde
la ecuacién (2.97) hasta la (2.99) con R~! < P, entonces el filtro lineal invariante en el
tiempo dado por la ecuacién (2.96) con esta P logra Jo < 72

2.4.4. Filtrado H,, para Sistemas Lineales Continuos en el Tiem-
po con Retardo

1) Filtrado H., en Horizonte Finito

Considerar el siguiente sistema

#(t) = A)z(t) + Bi(w(t) + Ba(t)u(t), 2(0) = xq (2.104)
2(t) = L(t)a(t) (2.105)

con una medicion que es retardada por d segundos, a saber
y(t) =C(t — d)z(t — d) + D(t)w(t) (2.106)

donde z(t) € R™ es el estado del sistema, z( es un estado inical desconocido, u(t) € R? es
una senal de entrada desconocida, w(t) € RY es una senal de perturbacion, la cual se asume
como una senal arbitraria en £5[0, 77, 2(t) € R" es una combinacién lineal de las variables
de estado que serdn estimadas, y(t) € R™ es la observacién 'y A(t), By(t), B2(t), C(t), D(t),
y L(t) son matrices variables en el tiempo, acotadas, reales y conocidas con dimensiones
apropiadas.

Consideremos el siguiente peor caso en el funcionamiento de la medicién
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J(Ry,T) = Sup{ [ _ ==l ]5 } (2.107)

:ngoxo+||wH§

donde Ry = Rl > 0 es una matriz de peso dada para el estado inicial y el supremo se
toma sobre toda w € L5]0,T] y xo es tal que ||w||3 + 8 Ryzo # 0. La matriz de peso Ry
es una medicién en la incertidumbre en z relativa a la incertidumbre en w.

En conexién con el problema de filtrado H,, vamos a introducir la siguiente ecuacion
diferencial de Riccati para algunas matrices definidas positivas d1(t) y da:

P(t) = AP 4+ PAT 4+ v 2PLTLP — [B,6; DT + PCT|R™!
x[Dé;'BY + CP)+ B0, BT, P(0)=Ry' (2.108)

donde el argumento del tiempo ha sido omitido y

Ct)=C(t—d)®(t—d,t) (2.109)
R(t) = D(t)§; () DT (t) + C(H)G(t)CT(t) (2.110)
G(t) = /t ®(t,7)By(7)65 " BI (1)®T (¢, 7)dr. (2.111)

El siguiente teorema nos da una solucién para el problema de filtrado H, en horizonte
finito:

Teorema: Considerar el sistema (2.104)-(2.106) y sea Ry = R} > 0 una matriz de
peso del estado inicial dada. Entonces, dado un escalar v > 0, existe un filtro causal tal
que J(Ry,T) <~ si para algunas matrices definidas positivas d1(t) y do(t) que satisfacen

5.(t) +dby < I, ¥t €[0,T) (2.112)

La ecuacién diferencial de Riccati (2.108) tiene una solucién acotada sobre [0, T]. Ademaés,
un filtro apropiado esta dado por:

&(t) = A(t)a(t) + Ba(t)u(t) + K () {y(t) — C(1)

x[z(t) — /t_d O(t, 7)Ba(T)u(r)dr]}, (0) =0 (2.113)
z(t) = L(t)z(t) (2.114)

donde
K(t) = [P(t)C’T(t) + Bl(t)éfl(t)DT(t)]Rfl(t). (2.115)



2) Filtrado H., en Horizonte Infinito

Aqui abordaremos el diseno de un filtro estacionario que resuelve el problema de
filtrado Ho sobre un horizonte infinito. En este caso, asumiremos que el sistema (2.104)-
(2.106) es invariante en el tiempo y que las senales de ruido w y v son senales arbitrarias
en £5[0,00). Ademas, el indice de funcionamiento J(Ry,T) de (2.107) es reemplazado
por

[lwll3

Jo(R,T) :sup{ E= ]% } (2.116)

donde ahora las normas son £»[0,00) y el supremo es tomado sobre toda w € £L5[0, 00)
Ahora, las matrices C(t) y G(t) de (2.109) y (2.111) se vuelven constantes y son dadas
por

d
C = Cexp(—Ad), G = / exp(A7)B16; ' Bl exp(ATr)dr
0

Ahora, si para algunas matrices definidas positivas constantes d; y do que satisfacen
(2.112), existe una solucién acotada P(t) para (2.108) sobre [0, 00), esta solucién converg-
era, cuando t — 0o, a la estabilizacion de la solucion de la ecuacion algebraica asociada
de Riccati, que es, a saber

AX + XAT 4+ v 2XLTLX — [B16;' DT + X7

xR'D§'BY + CX) + B6;'Bf =0 (2.117)

Teorema: Considerar el sistema (2.104), (2.105) bajo la suposicién de que todas las
matrices son constantes. Entonces, dado un escalar v > 0, existe un filtro causal invariante
en el tiempo, asintéticamente estable tal que Jy <  si para algunas matrices definidas
positivas constantes d§; y do que satisfacen (2.112) la ecuacién algebraica asociada de
Riccati tiene una solucién estabilizadora X = X7 > 0. Ademds, un filtro apropiado
estd dado por '

2(t) = AZ(t) + Bou(t) + K{y(t) — C

t

x[z(t) — » exp(A(t — 7)) Bau(7)dr]}, £(0) =0 (2.118)
Z(t) = La(t) (2.119)

donde
K =[XC" + Bi6;'D'|R™! (2.120)
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2.5. Teoria de Modos Deslizantes.

2.5.1. Conceptos basicos.

Sistemas de estructura variable.

En sistemas de estructura variable permitimos que el control cambie la estructura del
sistema, es decir, a través del control el sistema conmuta, en cualquier instante, de un
conjunto de funciones continuas de estado a otro.

Modos Deslizantes.

Los modos deslizantes se conciben para sistemas dinamicos cuyo desempeno esencial en
lazo abierto es modelado con ecuaciones diferenciales ordinarias, al realimentar el sistema
y aplicar una accién de control discontinua, obtenemos un sistema de estrutura variable
definido en el dominio del tiempo y es gobernado por ecuaciones diferenciales ordinarias
con el lado derecho discontinuo. Si tenemos un control como una funcion de conmutacion
de los estados del sistema, conmutando a alta frecuencia, ese movimiento es llamado modo
deslizante.

Superficie de conmutacion.

La superficie de conmutacion s; (z) = 0, linea de conmutacion en el caso escalar, es una
superficie (n — m) dimensional en R™ determinada por la intersecciéon de m superficies de
conmutacién s; (x) = 0. Las superficies de conmutacién son disenadas tal que la respuesta
del sistema restringida a s (z) = 0 tenga el desempeno deseado, asi como caracteristicas
de estabilidad y seguimiento. Una técnica para disenar estas superficies de conmutacion
es el método de control equivalente.

Método de control equivalente.

Es un procedimiento para deducir las ecuaciones de modos deslizantes y satisfacen la
metodologia de Filippov. Sea el sistema

1= f(z) + B(z)u (2.121)

donde
z, f(z) € R", B(z) € R™™ u(x) € R™

ut (x) para s(x)

) () >0
ul@) = u (x) para s(z)<0

s(z)" = [si(x) ... sm(2)]

donde cada superficie s; () = 0 es el conjunto de puntos de discontinuidad para la
componente del control corresponiente u;. Dado que el movimiento en el modo deslizante
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implica que s (x) = 0 para t > 0 podemos asumir que s = 0 también. Las ecuaciones de
la superficie de conmutacion para el sistema (2.121) tienen la forma:
: 0s
$=Gf+ GBue, =0 donde G = P (2.122)
x
Asumimos que la matriz GB es no singular para cualquier x , encontrar el control
equivalente es la solucién a (2.122):

Ueg () = = (G (2) B (2))”' G (2) f () (2.123)
y substituyendo u., (z) en (2.121), obtenemos la ecuacién del modo deslizante :
i= f(x) - B(x) (G (=) B(2)) G (2)  (x) (2.124)

La ecuacién (2.124) representa el modo deslizante en la superfcie s (z) = 0.

Desde un punto de vista geométrico, el método de control equivalente, significa reem-
plazar el control discontinuo en la interseccién de superficies de conmutacién por un control
continuo tal que el vector de velocidad de estado permanezca en la superficie tangencial.

Condiciones de estabilidad

La existencia del modo deslizante requiere estabilidad de la trayectoria de estado hacia
la superficie deslizante s (x) = 0, al menos asintéicamente en la vecindad de la superficie,
en la region llamada de atraccion. Geométricamente, el vector tangente, o la derivada en
el tiempo del vector de estado debe apuntar hacia la superficie deslizante en la regién de
atraccion.

2.5.2. Control por Modos Deslizantes.

Control unitario.
Sea el sistema
z= f(x,t) + B(x,t)u + h(z,t) (2.125)

con vectores de estado y control x € R"™ u € R™ y las funciones dependientes del es-
tado f(z,t) h(x,t) y la matriz de control de entrada B(z,t) € R™™ . El vector h(x,t)
representa las pertrbaciones del sistema y su influencia en el proceso de control debe ser
rechazada. La ecuacion

r= f(x,1) (2.126)
representa un sistema nominal en lazo abierto el cual asumimos que es asintéticamente
estable con una funcion candidata de Lyapunov conocida,

V(z)>0 (2.127)
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d
W, = ad = grad(V)'f <0 grad(V)T = [

dt h=0,u=0

oV @V} (2.128)

asumimos que el vector de perturbacién h(h,t) satisface las condiciones de acoplamiento
h(z,t) €rangoB(z,t), por lo tanto existe un vector y(z,t) € R™ tal que:

h(z,t) = B(z,t)y(z,t) (2.129)

donde ~(x,t) puede ser un vector desconocido con una cota superior conocida vo(z,t), tal
que

(2, )| < 0(w,t) (2.130)

calculemos la derivada en el tiempo de la funcién de Lyapunov V(x) a lo largo de las
trayectorias del sistema perturbado (2.126) en (2.130)

av
W = r = W, + grad(V)" B(u +7) (2.131)

para el control u que depende del estimado de la cota superior de la perturbacién de-
sconocida, seleccionada como:

BT grad(V)

w=—pla,t)L ) 2.132

BT grad V)] 2152
sujeto a la funcién escalar p(x, t) > vyo(z,t) y HBTgrad || (grad(V)TB) (BT grad(V)),la

derivada en el tiempo de la funcién de Lyapunov toma la forma
W =W, — p(z,t) | BT grad(V)|| + grad(V)" By(x,t) (2.133)
W < W, — ||B"grad(V)|| [p( — Yo(x,t)]
W <0

y es negativa. Esto implica que el sistema perturbado con el control (2.132) es asintdtica-
mente estable también. Dos caracteristicas importantes deben ser subrayadas para el
sistema con el control (2.132) :

1.- El control (2.132) es sometido a discontinuidades en una superficie de dimensién
(n—m) s(x) = BTgrad(V) = 0, y es una funcién de estado continua fuera de esa
superficie. Esta es su principal diferencia respecto a las otras técnicas de diseno.
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2.-La perturbacion h(z,t) es rechazada debido al reforzamiento del modo deslizante
en la superficie s(z) = 0. Si la pertubacién (2.129) es rechazada, entonces el control u
debe ser igual a -y(z,t) lo cual no es generalmente el caso para el control (2.132) fuera
de la superficie de discontinuidad s(z) = BTgrad(V) # 0 . Esto significa que el modo
deslizante ocurre en la superficie s(x) = 0 y el valor del control equivalente es igual a
Ueg = —7(2, 1).

Note de la norma del control (2.132) con la ganancia unitaria p(z,t) = 1,

BT
HI i 1 H (2.134)

| BT grad(V

es igual a 1 para cualquier valor del vector de estado. esto explica el término control
unitario para (2.129).

Adicionalmente, podemos utilizar el control unitario directamente con la funciéon de
Lyapunov como una segunda etapa en el procedimiento de diseno para el control por mo-
dos deslizantes: seleccién de una superficie deslizante s(z) = 0 y forzar el modo deslizante
en esa superficie de acuerdo a algin criterio de desempeno y el control toma la forma:

i DTs(z)
u=—p( ,t)”DT @ (2.135)

con D =GB, G = { } y asumimos que D es no singular.
La ecuacién de la proyeccién del movimiento del sistema (2.125) en el subespacio s
tiene la forma

=G (f+h)+ Du (2.136)

2.5.3. Modos Deslizantes Integrales.

Planteamiento del problema.
Para un sistema dinamico dado representado por la ecuacién estado-espacio

1= f(z) + B(z)u (2.137)

con x € R" siendo el vector de estado y u € R™ siendo el vector de control de entrada
(rango B(x) = m), suponer que existe una ley de control de retroalimentacion u = ug(z),
la cual puede ser continua o discontinua, tal que el sistema (2.137) puede ser estabilizado
de una manera deseada (ejem. su trayectoria de estado sigue una trayectoria de referencia
con una exactitud dada). Denotamos este sistema de lazo cerrado ideal como:

zo= [ (w0) + B(xo)ug (2.138)
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donde z( representa la trayectoria de estado del sistema ideal bajo control ug. Sin embar-
go, en aplicaciones practicas, el sistema (2.137) opera bajo condiciones de incertidumbre
que pueden ser generadas por variaciéon de parametros, dindmicas no modeladas y per-
turbaciones externas. Bajo esta consideracién, la trayectoria real del sistema de control
de lazo cerrado puede ser resumida por

z= f(x) + B(x)u + h(z,t), (2.139)

en la cual el vector h(z,t) comprende la perturbacién debida a la variacién de paramet-
ros, dindmicas no modeladas y perturbaciones externas y es asumido para cumplir las
siguientes condiciones semejantes:

h(z,t) € spam [B(x)], (2.140)
o equivalentemente,
h(z,t) = B(x) up con u, € R™. (2.141)

En otras palabras, el control u es asumido para ser apto para influir en todas las
componentes del vector h(x,t) a través de la matriz de control B(x).
Asumiendo que h(x,t) es limitada y que un limite superior puede ser encontrado como

\hi(z,t)| < h(z,t) i=1,..,n (2.142)

con h (z,t) siendo funciones escalares positivas conocidas. El reto de disenio de control
asi{ serd: Encontrar un control bajo u(x,t) tal que las trayectorias del sistema (2.139)
satisfacen z(t) = zo(t) empezando del instante de tiempo inicial.

Principios de diseno

Para el sistema (2.139), primero establecemos la ley de control como

U= up + Uy (2.143)

Donde uy € R™ es el control ideal definido en (2.128) y u; € R™ es disenado para
rechazar el término de perturbacion h(x,t). La sustitucién de la ley de control (2.143) en

(2.139) da
r= f(x) + B(z)up + B(z)u; + h(z,1t) (2.144)

Ahora definimos una variable deslizante como

s=so(x)+ 2 (2.145)

donde
s, 80,2 € R™ (2.146)
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la cual consiste de dos partes: la primera parte so(z) puede ser disenada como una
combinacion lineal de los estados del sistema similar al diseno convencional de modo
deslizante; la segunda parte introduce el término integral y sera determinado abajo.

La filosoffa del modo deslizante integral es: En orden para lograr x(t) = z((t) para
todo t > 0, el control equivalente de u;, denotado por u;.,, deberia satisfacer

B(z) = u1eq = —h(z,t) (2.147)

0, en términos de (2.131)
Uleg = —Up, (2.148)

El control equivalente u;., describe exactamente las trayectorias del sistema cuando
"se desliza” a lo largo de la variable so(z) = 0 en (2.146).

Para definir adecuadamente la variable auxiliar z(x,t) en (2.146) para lograr (2.148),
hay que igualar la derivada con respecto al tiempo de s igual a cero,

5=5¢ + z= % {f(x) + B(z)uo(x) + B(x)u1eq (x) + B(x)up} + 2 . (2.149)

Asegurando el requerimiento (2.148), se define

i= =004 ra) + Blayuo(a)} (2.150)
donde
2(0) = —so(z (0)), (2.151)

y la condicién inicial z(0) es determinada basada en el requerimiento s(0) = 0. En otras
palabras, el modo deslizante ocurre empezando del tiempo inicial. Puesto que la ecuacion
(2.148) es satisfecha, la ecuacién de movimiento del sistema en modo deslizante sera:

r= f(x) 4+ B(z)uy (). (2.152)

Correspondiente a las trayectorias del sistema ideal (2.138).

Definicién : Modo deslizante integral.

Un modo deslizante es un modo deslizante integral si su ecuacién de movimiento es del
mismo orden que el sistema original, (ejem. el orden del movimiento deslizante es igual
a n). El control u; en (2.143) es definido para aplicar el modo deslizante a lo largo de la
variable (2.146) a través de la funcién discontinua

uy = —M(x)sign (s) (2.153)
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donde M (x) es una funcién escalar positiva para la ganancia de control. Sustituyendo de
(2.153) y (2.151) en (2.149) se obtiene:

5= %B(x)uh — —B(x)M(x)sign (s) (2.154)

En la ecuacién (2.154) sy debe ser seleccionada tal que la matriz %B (r) sea no

singular durante todo el movimiento del sistema. Entonces la funcion escalar M (z) puede

ser seleccionada dependiendo de esta propiedad de %%B (x) tal que el modo deslizante es
aplicado en la variable s = 0.

En las aplicaciones de robustificacion de esta tesis, seleccionamos la superficie tal que:

para que

0s
—B=B"B=1.
ox
Esto nos asegura que:
1.- No se amplifican las perturbaciones desacopladas; si las hay no rompen el sistema.

2.- Minimiza la influencia de las perturaciones desacopladas.
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Capitulo 3

Filtrado ()ptimo para Estados
Polinomiales Medidos
Incompletamente sobre
Observaciones Lineales

3.1. Planteamiento del Problema

Sea (€2, F, P) un espacio completo de probabilidad con una familia creciente y continua
por la derecha de o-dlgebras Fy, t > 0,y sean (Wi (t), Fy,t > 0)y (Ws(t), Fy,t > 0) procesos
independientes de Wiener. El Fi-medible proceso aleatorio (z(t),y(t)) es descrito por una
ecuacion diferencial no lineal con un término de drift polinomial para el estado del sistema

dz(t) = f(z,t)dt + b(t)dWy(t), x(ty) = xo, (3.1)
y una ecuacién diferencial lineal para el proceso de observacion
dy(t) = (Ao(t) + A(t)x(t))dt + B(t)dWs(t). (3.2)

Aqui, z(t) € R™ es el vector de estado y y(t) € R™ es el vector de observacién lineal,
m < n. La condicién inicial zg € R™ es un vector gaussiano tal que xo, Wi(t) € RP, y
W5 (t) € R? son independientes. En contraste a los resultados obtenidos previamente (ver
[7]-[16]), la matriz de observacién A(t) € R™*™ no se supone invertible o incluso cuadrada.
se asume que B(t)BT(t) es una matriz definida positiva, por lo tanto, m < ¢. Todos los
coeficientes en (3.1)-(3.2) son funciones deterministicas de dimensiones apropiadas.
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La funcién no lineal f(z,t) es considerada polinomial de n variables, componentes
del vector de estado x(t) € R™, con coeficientes dependientes del tiempo. Puesto que
x(t) € R™ es un vector, se requiere una definicién especial de los polinomios para n > 1.
De acuerdo con [16], un polinomio de grado p de un vector z(t) € R" es considerado como
una forma p-lineal de n componentes de x(t)

fz,t) = ap(t) + ar(t)w + ax(t)zx” + ...+ a,()2 .. ) times - - - T, (3.3)

donde ag(t) es un vector de dimensién n, a; es una matriz de dimensién n X n, ay es
un tensor tridimensional de dimensiéon n X n x n, a, es un tensor (p + 1)-dimensional de
dimension 7 X .. .41 times - -+ X My Y T X .. .p times - - - X T €s un tensor p- dimensional de
dimensién n X .. ., times - - - X n obtenido al multiplicar espacialmente p veces el vector x(t)
por si mismo. Tal polinomio puede ser también expresado en la forma de sumatoria

frlz,t) = ag x(t) + Z ar gi(t)zi(t) + Z ag ki ()i ()25 (t) + . ..

+ > ap ki, (0T, () @, (8, ki iy =1,
i1...0p
El problema de estimacién es encontrar el estimado 6ptimo Z(t) del estado z(t) del
sistema, basado en el proceso de observacién Y (t) = {y(s),to < s < t}, que minimiza la
norma 2 euclideana

J = Bl(x(t) — 2(t)" («(t) - 2(t)) | F/']
en cada momento t del tiempo. Aqui, E[z(t) | F}'] es la esperanza condicional de un
proceso estocdstico, z(t) = (z(t) — 2(¢))T (x(t) — 2(t)) con respecto a la o - dlgebra FY
generada por el proceso de observacién Y (t) en el intervalo [to,t]. Como se sabe de [84],
este estimado 6ptimo esta dado por la esperanza condicional

i(t) = m(t) = E(z(t) | F}')

del estado x(t) del sistema con respecto a la o - dlgebra FY' generada por el proceso de
observacién Y (t) en el intervalo [tg, t]. Como se sabe, la funcién matricial

P(t) = E[(x(t) — m(t))(x(t) —m(t))" | F']

es la varianza del error de estimacion.

La solucién propuesta a este problema de filtrado 6ptimo estd basada en las formulas
de la diferencial de Ito de la esperanza condicional E(x(t) | F}Y') y su varianza P(t) (citado
después de [84]) y dada en la siguiente seccion.
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3.2. Solucion del Problema

Las ecuaciones de filtrado 6ptimo pueden ser obtenidas usando la férmula para la
diferencial de Ito de la esperanza condicional m(t) = E(x(t) | FY) (ver [84])

dm(t) = E(f(z,t) | F))dt + E(z[pi(2) = B(pu(z) | BT | F)x

-1
(BB (1)) (dy(t) — E(pr(x) | F1)dt),
donde f(z,t) es el término del drift polinomial en la ecuacién de estado, y ¢1(x) es el

término lineal del drift en la ecuaciéon de observacion y es igual a ¢1(x,t) = Ap(t) +
A(t)x(t). Al realizar la sustitucién, la ecuacién del estimado toma la forma

dm(t) = E(f(x,t) | F')dt + B(x()[A(t)(x(t) —m()]" | F') x
(BB (1))~ (dy(t) — (Ao(t) + A(t)ym(t)) =

E(f(x,t) | F")dt + E(a(t)(x(t) — m(t))" |
(B&)B" (1) (dy(t) — (Ao(t) + A(t)m(t))dt) =
E(f(x,t) | F')dt + P(t) A" (t) '
(dy(t) — (Aot

La ecuacién (3.4) debe ser complementada con la condicin inicial m(ty) = E(x(to) | FY).

Para intentar componer un sistema cerrado de las ecuaciones de filtrado, la ecuacion
(3.4) debe ser complementada con la ecuacién para la varianza del error P(t). Para este
proposito, la férmula para la diferencial de Ito de la varianza P(t) = E((x(t)—m(t))(x(t)—
m(t))T | FY') puede ser usada (citado de nuevo después de [84]):

dP(t) = (E((x(t) = m()(f(z, )" | )+ E(f(x,t)(x(t) —m(t))") | F) +
bt (t) — E(z(t)[pi(2) — Elpr(2) | BT | F) x
(BOBT (1) Elpr(x) = Elpa(a) | D) (t) | FY))dt +
E((x(t) — m(t)(z(t) = m(t)[p1(z) — E(pr(w) | BT | 1) %
(B()BT(1) ™ (dy(t) — E(er(2) | ) )de),
donde el ultimo término debe ser entendido como un tensor tridimensional (bajo el signo de

la esperanza) intrincado con un vector, lo cual da una matriz. Al sustituir las expresiones
para 1, la ultima férmula se transforma en

+ A(t)m(t))dt). (3.4)
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(f(z,t)(x(t) =m(®)") | F)) +
FY)AT () x
z'(t) | F))dt +
E((z(t) —m(t))(x(t) — m(t)>(A( )( (t) =m)" | ) %
(B(t)BT ()" (dy(t) — (Ao(t) + A(t)m(t))dt).
(

Usando la férmula de varianza P(t) = E((z(t) —m(t))2T(t)) | FY), la ltima ecuacién
puede ser representada como

dP(t) = (BE((x(t) —m®)(f(z, )" | FY) + E(f(z,t)(z(t) —m(t)") | )
+b(t)bT (t) — P(H)AT (t)(B(t) BT (t)) " A(t)P(t))dt +
E(((z(t) — m(t))(x(t) — m(t))(x(t) — m(t))" | F) x
AT()(B(H)BT (1)) (dy(t) — (Ao(t) + A(t)m(t))dt). (3.5)

La ecuacién (3.5) debe ser complementada con la condicién inicial P(ty) = E[(z(ty) —
m(to)(x(to) — m(to)” | Iy ).

Las ecuaciones (3.4) y (3.5) para el estimado éptimo m(t) y la varianza del error
P(t) forman un sistema no cerrado de las ecuaciones de filtrado para el estado no lineal
(3.1) sobre observaciones lineales (3.2). La no cerradura indica que el sistema (3.4) y (3.5)
incluye términos que dependen de x, asi como E(f(z,t) | FY),y E((x(t)—m(t))fT (z,t)) |
FY), los cuales no estan expresados atin como funciones de las variables del sistema, m(t)
y P(t).

Como se muestra en [7]-[16], se puede obtener un sistema cerrado de las ecuaciones
de filtrado para un estado del sistema (3.1) con drift polinomial y difusién independiente
del estado sobre observaciones lineales, si la matriz de observacion A(t) es invertible
para cualquier ¢t > tq. Puesto que la matriz de observacién en (2) no es necesariamente
invertible, se introducen las siguientes transformaciones.

Primero, note que la matriz A siempre puede ser asumida como una matriz de rango
completo, m, el cual es igual a la dimension de las observaciones linealmente independi-
entes y(t) € R™; sino es asi, las observaciones linealmente dependientes, correspondientes
a renglones linealmente dependientes de la matriz A, deben ser removidas. Al hacer es-
to, el nimero de procesos de Wiener en las ecuaciones de observacion puede también
ser reducido a m, la dimension de las observaciones independientes, resumiendo y renu-
merando los procesos de Wiener en cada ecuacién de observacién (3.2). Por lo tanto, la
matriz B puede siempre ser asumida como una matriz cuadrada de dimensiéon m x m, tal
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que B(t)BT(t) es una matriz definida positiva (ver la seccién 3.0.1 para esta condicion).
Luego, las nuevas matrices A(t) y B(t) son definidas como sigue: La matriz A(t) € R™"
es obtenida de A(t) € R™ ™ agregando n — m renglones linealmente independientes tal
que la matriz resultante A(t) es invertible. La matriz B(t) € R™*" es construida partien-
do de la matriz B(t) € R™™ colocando B(t) en la esquina superior izquierda de B(t),
definiendo las otras n — m entradas diagonales de B(t) igual a infinito, y dejando como
cero todas las otras entradas de B(t) fuera de la diagonal principal o fuera de la submatriz
B(t). En otras palabras, B(t) = diag|[B(t), BI(n—m)x(n—m)], donde B = 00, € I(n_m)x(n-m)
es la matriz identidad de dimensién (n —m) x (n —m). De este modo la nueva ecuacién
de observacion esta dada por

y(t) = (Ao(t) + A(t)z(t))dt + B(t)dWs(t). (3.6)

Donde 3(t) € R", Ay(t) = [AT(t),0,_n]T € R™, y 05—, es un vector de n — m ceros.

El objetivo principal de la transformacion introducida es que el nuevo proceso de
observacién y(t) es fisicamente equivalente al anterior y(t), puesto que los dltimos n —
m componentes ficticios de g(t) consisten de puro ruido en vista de las intensidades
infinitas de los ruidos blancos gaussianos en las correspondientes n — m ecuaciones, y
los primeros m componentes de ¢(t) coinciden con y(t). En suma, la matriz completa de
observacién A(t) es invertible, y la matriz (B(t)BT(t))™! € R™™ existe y es igual a la
matriz cuadrada de dimension n X n, cuya esquina superior izquierda esta ocupada por
la submatriz (B(t)BT(t))™' € R™™ y todas las demds entradas son cero.

En términos de la nueva ecuacién de observacién (3.6), las ecuaciones de filtrado (3.4)
y (3.5) toman la forma

dm(t) = E(f(x,t) | FY)dt + P()A"(t)(B(t)B" (1)) x
(dg(t) — (Ao(t) + A(t)m(t))dt), (3.7)
dP(t) = (E((z(t) —m@)(f(z, )" | F) + E(f(z,0)(x(t) = m(@)") | FY) +
b(t)b" (t) — P()AT(t)(B(t) BT (t))tA(t)P(t))dt +
E(((x(t) = m(t)(2(t) — m(t)(z(t) —m(t))" | F}) x
AT()(B()BT (1))~ (dy(t) — (Ao(t) + A(t)m(t))dt), (3.8)

con las condiciones iniciales m(ty) = E(x(to) | F)) vy P(to) = E[(x(to) — m(to)(x(to) —
mito) | FY). ’

Puesto que la nueva matriz de observacién A(t) es invertible para todo t > o, la
variable aleatoria x(t) —m(t) es condicionalmente gaussiana con repecto al nuevo proceso
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de observacién (t), y por lo tanto con respecto al proceso de observacién original y(t),
para todo t > ty (ver [7]-[16]). Por lo tanto, las siguientes consideraciones, descritas en
[7]-[16], son aplicables a las ecuaciones de filtrado (3.4) y (3.5).

Primero, puesto que la variable aleatoria z(t) —m(t) es condicionalmente gaussiana, el
tercer momento condicional E((z(t)—m(t))(x(t)—m(t))(z(t)—m ()T | FY) de z(t)—m(t)
con respecto a las observaciones, el cual esta presente en el itimo término de la ecuacion
(3.8), es igual a cero, porque el proceso x(t) — m(t) es condicionalmente gaussiano. De
este modo, desaparece completamente el ltimo término en (3.8) y se obtiene la siguiente
ecuacion de varianza

aP() = (B(((t) = mO)(f (@ 0) | F)+ B(f(,)((t) = m(e)7) | F) +
DOV (1) — P(O)AT () (B(1) BT (1)) A(t) P(1))dr, (39)

con la condicién inicial P(ty) = E[(x(to) — m(to)(z(to) — m(te)” | FY].

Segundo, si la funcién f(z,t) es funcién polinomial del estado z con coeficientes
dependientes del tiempo, la expresién de los términos E(f(x,t) | FY) en (3.7) y E((x(t) —
m(t))fT(x,t)) | FY) en (3.9) también incluyen sélo términos polinomiales de z. Entonces,
esos términos polinomiales pueden ser representados como funciones de m(t) y P(t) usando
la siguiente propiedad de la variable aleatoria gaussiana x(t) — m(t): todos sus momentos
condicionales impares, m; = E[(z(t) — m(t)) | Y(¢)],m3 = E[(z(t) — m(t)® | Y(t)],ms =
E[(z(t) — m(t))® | Y(t)], ... son igual a 0, y todos sus momentos condicionales pares
my = E[(z(t) —m(t))* | Y(t)],mq = E[(z(t) —m(t))* | Y ()], .... pueden ser representados
como funciones de la varianza P(t). Por ejemplo, my = P,my = 3P% mg = 15P3, ... etc.
Después de representar todos los términos polinomiales en (3.7) y (3.9), que son generados
al expresar E(f(x,t) | FY), v E((x(t) — m(t))fT(z,t)) | FY) como funciones de m(t) y
P(t), se obtendréd una forma cerrada de las ecuaciones de filtrado. Las correspondientes
representaciones de E(f(x,t) | FY) y E((x(t) — m(¢))(f(x,t))T | £Y) han sido derivadas
en [7]-[16] para ciertas funciones polinomiales f(x,t).

Finalmente, en vista de la definicién de las matrices A(t) y B(t) y el nuevo proceso
de observacién y(t), las ecuaciones de filtrado (3.7),(3.9) pueden ser escritas de nuevo en
términos de la ecuacién de observacién original (3.2) usando y(t), A(t), y B(t)

dm(t) = E(f(z,t) | EY)dt + P(t)AT(t)(B(t)BT(t))™* x

(dy(t) — (Ao(t) + A(t)m(t))dt), (3.10)
dP(t) = (E((x(t) = m®)(f(x,t))" | F}) + E(f(z,t)(x(t) —m(t)") | F}) +
b()b (t) — P()AT (t)(B(t) BT (t)) " A(t)P(t))dt, (3.11)
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con las condiciones iniciales m(to) = E(x(to) | Fy\) v P(to) = E[(x(to) — m(to)(x(to) —
m(to)" | Fyl.

Ademaés, un sistema cerrado de las ecuaciones de filtrado es obtenido de (3.10) y (3.11)
para una funcién de tercer orden f(z,t) en la ecuacién (3.1), como sigue. Debe notarse, sin
embargo, que la aplicacién del mismo procedimiento resultaria en el diseno de un sistema
cerrado de las ecuaciones de filtrado para toda funcién polinomial f(z,t) en (3.1).

Sea la funcién

flz,t) = ao(t) + a1 (t)x + ax(t)va” + az(t)vaa’ (3.12)

un polinomio de tercer orden, donde x es un vector de dimensién n, ag(t) es un vector
de dimensién n, aq(t) es una matriz de dimensién n X n, as(t) es un tensor en 3D de
dimension n X n X n, az(t) es un tensor en 4D de dimensién n x n x n x n. En este caso, las
representaciones para E(f(z,t) | FY) y E((z(t) — m(t))(f(z, )T | F}Y) como funciones
de m(t) y P(t) son derivadas como sigue (ver también los resultados en [7]-[16]):

E(f(z,t) | F') = ao(t) + a(t)m(t) + az(t)m(t)m” (1) + a2() P(t) +
Baz()ym(t)P(t) + as(t)m(t)m(t)m" (t), (3.13)

E(f(x,t)(x(t) = m(0)") | F) + E((x(t) = m(0)(f(x,0))" | F1) =
ay (1) P(t) + P(t)aq (t) + 2as(t)m(t) P(t) + 2(ax(t)m(t) P(1))" +
3(as[P(t)P(t) + m(t)m” (t)P(t)]) + 3(as[P(£) P(t) + m(t)m™ (1) P(t)])".  (3.14)

Sustituyendo la expresién (3.13) en (3.10) y la expresién (3.14) en (3.11), se obtienen
las ecuaciones de filtrado para el estimado 6ptimo m(t) y la varianza del error P(t)

dm(t) = (ao(t) + ar(t)m(t) + az(t)m(t)m” (t) + az(t) P(t))dt +
Bas(t)m(t) P(t) + as(t)ym(t)m(t)m” (t) +
P(O)AT()(B() B (1) dy(t) — (Ao(t) + A(t)m(t))dt],  (3.15)

dP(t) = (ai(t)P(t) + P(t)al (t) + 2as(t)m(t) P(t) + 2(as(t)m(t) P(t))" +
3(as[P(t)P(t) +m(t)ym” (t) P(t)]) + 3(as[P(t) P(t) +m(t)m" (t) P(t)])" +
bt (t))dt — P(t) AT (t)(B(t)BY (1))t A(t) P(t)dt. (3.16)
P(to) = E((x(to) — m(to))(z(to) —m(to))" | F)).



Por medio de la anterior derivacién, se demuestra el siguiente resultado.

Teorema 3.1. El filtro éptimo de dimensién finita para el estado de tercer orden (3.1),
donde el polinomio de tercer orden f(z,t) estd definido por (3.12), sobre las observaciones
lineales incompletas (3.2), estd dada por la ecuacién (3.15) para el estimado Sptimo
m(t) = E(z(t) | F}) y la ecuacién (3.16) para la estimacién de la varianza del error
P(t) = E[(x(t) —m(t))(z(t) —m(t)" | F}].

De este modo, basado en el sistema general no cerrado de las ecuaciones de filtrado
(3.7),(3.9), estd demostrado que el sistema cerrado de las ecuaciones de filtrado pueden
ser obtenidas para cualquier estado polinomial (3.1) sobre observaciones lineales incom-
pletas (3.2). Ademas, se derivé la forma especifica (3.15),(3.16) del sistema cerrado de
las ecuaciones de filtrado correspondientes a un estado de tercer orden. En la siguiente
seccion, se verifica el rendimiento del filtro éptimo disenado para un estado de tercer or-
den sobre observaciones lineales incompletas contra un filtro de Kalman-Bucy extendido
convencional.

3.3. Ejemplo

Esta seccion presenta un ejemplo del diseno del filtro 6ptimo para un estado bidimen-
sional de tercer orden sobre observaciones lineales escalares y se compara con un filtro
convencional de Kalman-Bucy extendido.

Sea el estado real bidimensional z(t) que satisface al sistema de tercer orden

ZL’l(t) = ZEQ(Zf), xl(O):xw,

To(t) = 0.125(t) +¥i(t), x2(0) = w9, (3.17)

y sea el proceso de observacion escalar la siguiente ecuacion lineal

y(t) = x1(t) +a(2), (3.18)

donde v (t) y 12(t) son ruidos blancos gaussianos, los cuales son las derivadas en promedio
cuadrético débil de los procesos estandar de Wiener (ver [84]). Las ecuaciones (3.17),(3.18)
presentan la forma convencional de las ecuaciones (3.1),(3.2), lo cual es actualmente usado
en la practica [4].

El sistema de filtrado (3.17),(3.18) incluye dos componentes del estado x(t) = [z1(t),
z5(t)]T € R* y sélo un canal de observacién y(t) € R, que mide la componente del es-
tado z;(t). por lo tanto, la matriz de observacién A = [1 0] € R"*? no es cuadrada ni
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invertible. Ademads, la componente no lineal del estado x5(t) no es medible. De este modo,
el sistema (3.17),(3.18) es apropiado para ilustrar los avances del filtro 6ptimo (3.15),(3.16)
con respecto a los resultados obtenidos previamente ([7]-[16]). Notar que las ecuaciones
de filtrado éptimo, tomando en cuenta componentes del estado no lineales y no medi-
bles y una matriz de observacion no invertible, estan tedricamente derivadas en la forma
(3.10),(3.11); por lo tanto, no se necesita ninguna justificacién adicional, especificamente
dirigida al sistema (3.17), (3.18). Las ecuaciones de filtrado éptimo (3.15),(3.16), usadas
aqui, presentan el caso particular de (3.10),(3.11) para sistemas polinomiales de tercer
orden.

El problema de filtrado es encontrar el estimado éptimo para el estado de tercer orden
(3.17), utilizando observaciones lineales incompletas (3.18) confundidas con perturbaciones
independientes e idénticamente distribuidas modeladas como ruidos blancos gaussianos.
Puesto que la solucién de (3.17) se va al infinito en 7' = 3.3509, el horizonte tiempo del
filtrado se establece en T' = 3.345.

Mostraremos como calcular los coeficientes del vector polinomial (3.3) para el sistema
(3.17). En efecto, la matriz de coeficientes a; es una matriz de dimensién 2 x 2, igual a
a; = [0 1 00], el tensor 3D de coeficientes ay consiste tinicamente de ceros, puesto que los
términos bilineales o cuadréticos estan ausentes en (3.17), y el tensor 4D de coeficientes
as tiene una sola entrada diferente de cero, ag 2000 =0.1, mientras que sus otras entradas
son cero. Por lo tanto, de acuerdo a (3.15),(3.16), su tnico término diferente de cero debe
entrar en la ecuacién para ms, multiplicado por 3mq Psy + m%, la ecuacion para Py; = Pig,
multiplicado por 3m3Py; + 3Py Py; = 3m3Pis + 3P Pra, en vista de la simetria de la
matriz de la varianza P, y la ecuacién para Py, multiplicado por 6m3 Py, + 6P,

Como resultado, las ecuaciones de filtrado (3.15),(3.16) toman la siguiente forma
particular para el sistema (3.17),(3.18)

ma(t) = ma(t) + Pu(t)[y(t) —mi(t)],

con la condicién inicial m(0) = E(z(0) | y(0)) = my,

Pi(t) = 2Pu(t) — Ph(1),
Plg(t) = PQQ(t) + O3m§(t)P12(t) + 03P22(t)P12(t) — Pu(t)Plg(t),

Py(t) = 14 0.6m3(t)Py(t) + 0.6P%(t) — P(1), (3.20)
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con la condicién inicial P(0) = E((z(0) —m(0))(z(0) — m(0))T | y(0)) = B.

Los estimados obtenidos al resolver las ecuaciones (3.19)—(3.20) también son comparados
a los estimados que satisfacen las siguientes ecuaciones de filtrado extendido de Kalman-
Bucy para el estado de tercer orden (3.17) sobre las observaciones lineales incompletas
(3.18), las cuales son obtenidas usando el Teorema 8.1 de [55]:

mi(t) = mia(t) + Pru(t)[y(t) — mri(t)],

mia(t) = 0.1mie(t) + Praa()[y(t) — mi (1)), (3.21)
con la condicién inicial m(0) = E(z(0) | y(0)) = mo,

Pr(t) = 2Pgua(t) — Piyy (1),
PKlg(t) = PKQQ(t) —+ OSmiQ(t)PKlg(t) — PKll(t)PKlz(t)’

PKQQ(t) = 1+ OGmiQ(t)Png(t) — P12{12<t), (322)

con la condicién inicial P(0) = E((x(0) — m(0))(z(0) — m(0))T | y(0)) = P,.

Los resultados de la simulacién numérica son obtenidos resolviendo los sistemas de
ecuaciones de filtrado (3.19)—(3.20), y (3.21)—(3.22). Los valores obtenidos de los estimados
my(t), ma(t), m1(t), y mro(t) que satisfacen las ecuaciones (3.19), y (3.21), respectivamen-
te, son comparados con los valores reales de las variables de estado z1(t) y x2(t) en (3.17).

Para cada uno de los dos filtros (3.19)—(3.20) y (3.21)—(3.22), y el sistema de referencia
(3.17)-(3.18), involucrado en la simulacién, se asignan los siguientes valores iniciales:
10 = 11, Tog = ]_]_, myog = ]_01, Mmoo — ].0]_, P110 = ].0, P120 = ]_, PQQ() = 10. Las
perturbaciones gaussianas 11 (t) y ¥a(t) en (3.21) son realizadas usando la funcién de
ruido blanco construida en matlab.

Se obtuvieron las siguientes graficas: las graficas de los errores entre las componentes
del estado de referencia 1 (t) y xo(t), que satisfacen las ecuaciones (3.17), y las compo-
nentes del estimado del filtro éptimo my(t) y ma(t), que satisfacen las ecuaciones (3.19),
se muestran en la figura 3.1; las graficas de los errores entre las componentes del estado
de referencia x1(t) y x2(t), que satisfacen las ecuaciones (3.17), y las componentes del
estimado del filtro de Kalman-Bucy extendido mg1(t) y mga(t), que satisfacen las ecua-
ciones (3.21), estan mostradas en la figura 3.2; las gréficas de las componentes del estado
de referencia x;(t) y x2(t) estdn mostradas en la figura 3.3. Se puede observar que el error
dado por el estimado del filtro 6ptimo (3.19) alcanza répidamente el valor promedio cero
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y entonces lo mantiene incluso en una vecindad cerrada del punto de tiempo asintético
T = 3.3509, donde el estado de referencia (3.17) va al infinito. Esto representa una ventaja
definitiva del filtro 6ptimo disenado. Por el contrario, los errores de estimacion dados por
el filtro de Kalman-Bucy extendido se comportan inestablemente y divergen al infinito en
T = 2.962, antes del tiempo asintético del estado de referencia (3.17).

Los grandes errores de oscilacion, observados en la figura 3.1, son consecuencias natura-
les de la no linealidad de las ecuaciones de filtrado y la inestabilidad del sistema de
referencia. Sin embargo, un filtro andlogo pasa bajos puede ser usado para producir una
salida promedio monotona apropiada para propositos del diseno del control. Notar que la
varianza del error del filtro 6ptimo P(t) no converge a cero cuando el tiempo tiende al
punto del tiempo asintético, puesto que las dindmicas polinomiales de tercer orden son
mas fuertes que los términos cuadraticos de Riccati en el lado derecho de las ecuaciones
(3.22).

De este modo, se puede concluir que el filtro éptimo obtenido (3.19)—(3.20) para
un estado bidimensional de tercer orden sobre observaciones lineales incompletas da
definitivamente mejores estimados que un filtro extendido de Kalman-Bucy convencional.
La subsecuente discusion de los resultados obtenidos de la simulacién se encuentra en las
conclusiones.

3.4. Conclusiones

Los resultados de la simulacion muestran que los estimados calculados mediante el
uso del filtro éptimo obtenido para un estado de tercer orden sobre observaciones lineales
incompletas tiene propiedades de convergencia definitivamente mejores que los estimados
dados por un filtro extendido de Kalman-Bucy convencional. De hecho, se puede observar
que el error de estimacién producido por el filtro 6ptimo alcanza rapidamente el valor
promedio cero y se mantiene en ese valor incluso en una vecindad cercana al punto del
tiempo asint6tico, donde el estado de referencia (3.17) va al infinito para un tiempo finito.
Por el contrario, el error de estimaciéon dado por el filtro extendido de Kalman-Bucy se
comporta inestablemente y diverge al infinito antes del tiempo asintotico del estado de
referencia. Esta mejora significativa en el comportamiento del estimado se obtiene debido
a la seleccién més cuidadosa de la matriz de ganancia del filtro en las ecuaciones (3.19)—
(3.20), como debe ser en el filtro éptimo. Aunque esta conclusién se deduce de la teoria
desarrollada, la simulaciéon numérica sirve como una ilustracién convincente.
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Figura 3.1: Gréfica del error entre el estado real z;(t), que satisface (3.17), y el estimado
del filtro éptimo m(t), que satisface (3.19), y grafica del error entre el estado real xo(t),
que satisface (3.17), y el estimado del filtro 6ptimo ms(t), que satisface (3.19), en el

intervalo completo de simulacién [0, 3.345].
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Figura 3.2: Grafica del error entre el estado real z(t), que satisface (3.17), y el estimado
mr1(t), que satisface (3.21), y gréfica del error entre el estado real z5(t), que satisface
(3.17), y el estimado mg»(t), que satisface (3.21), en el intervalo de simulacién [0, 2.962].
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Capitulo 4

Filtrado ()ptimo para Sistemas
Polinomiales Medidos
Incompletamente con Ruidos
Multiplicativos

4.1. Planteamiento del Problema

Sea (€2, F, P) un espacio completo de probabilidad con una familia creciente y continua
por la derecha de o-dlgebras Fy, t > 0,y sean (Wi (t), Fy,t > 0)y (Ws(t), Fy,t > 0) procesos
independientes de Wiener. El Fi-medible proceso aleatorio (z(t),y(t)) es descrito por una
ecuacion diferencial no lineal con un término de drift y una difusiéon polinomiales para el
estado del sistema

de(t) = f(x,t)dt + g(z,t)dWi(t), x(ty) = o, (4.1)
y una ecuacién diferencial lineal para el proceso de observacion
dy(t) = (Ao(t) + A(t)z(t))dt + B(t)dWs(t). (4.2)

Aqui, z(t) € R" es el vector de estado y y(t) € R™ es el vector de observacién lineal. La
condicién inicial xyg € R™ es un vector gaussiano tal que zg, Wi(t) € RP, y Ws(t) € R?
son independientes. En contraste a los resultados obtenidos previamente (ver [7, 10, 16]),
la matriz de observacién A(t) € R™*™ no se supone que sea invertible o incluso cuadrada.
Asumimos que B(t)BT(t) es una matriz definida positiva, por lo tanto, m < ¢. Todos los
coeficientes en (4.1)—(4.2) son funciones deterministicas de dimensiones apropiadas.
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Las funciones no lineales f(z,t) y g(z,t) son consideradas polinomios de n variables,
componentes del vector de estado x(t) € R", con coeficientes dependientes del tiempo.
Puesto que z(t) € R"™ es un vector, se requiere una definicién especial de los polinomios
para n > 1. De acuerdo con [16], un polinomio de p-grado de un vector z(t) € R" es
formulado como una forma p-lineal de n componentes de x(t)

flz,t) = ao(t) +ar(t)r + ax(t)za’ + ...+ ay() .. ) times - - T, (4.3)

donde ag(t) es un vector de dimensién n, a; es una matriz de dimensién n X n, as es un
tensor tridimensional de dimensién n X n X n, a, es un tensor (p 4+ 1)D-dimensional de
dimension 7 X .. .41 times - -+ X T, Y T X .. .p times - - - X T s un tensor pD-dimensional de
dimension n X .. .p times - - . X 1 obtenido por p veces la multiplicacién espacial del vector
x(t) por si mismo. Tal polinomio puede también ser expresado en la forma de suma

fk<l’ t = Qo k —|— Zal kz «Tz ) + ZCLQ kz‘j(t)l’i(t)l‘j(t) —+ ...

+ >y ki, (O () o, (), ki g =10

i1..ip

El problema de estimacién es encontrar el estimado éptimo z(t) del estado del sistema
x(t), basado en el proceso de observacién Y (t) = {y(s),ty < s < t}, que minimiza la

norma 2 euclideana
El(x(t) — 2(t)" (x(t) — &(t)) | )

en todo momento t. Aqui, E[z(t) | F}] indica la esperanza condicional de un proceso
estocdstico z(t) = (z(t) — 2(t))T (x(t) — 2(t)) con respecto a la o - dlgebra FY generada
por el proceso de observacién Y (t) en el intervalo [ty,t]. Como se sabe [84], este estimado
6ptimo estd dado por la esperanza condicional Z(t) = m(t) = E(z(t) | FY) del estado del
sistema z(t) con respecto a la o - dlgebra F} generada por el proceso de observacién Y (t)
en el intervalo [tp,t]. Como es sabido, la funcién matricial P(t) = E[(z(t) — m(t))(z(t) —
m(t))T | FY] es la varianza del error de estimacion.

La solucién propuesta para este problema de filtrado éptimo estd basada en las férmu-
las para la diferencial de Ito de la esperanza condicional E(z(t) | FY) y su varianza P(t)
(citado después [84]) y dada en la siguiente seccién.
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4.2. Filtro ()ptimo para un Estado Polinomial sobre
Observaciones Lineales

Las ecuaciones de filtrado 6ptimo pueden ser obtenidas usando la férmula para la
diferencial de Ito de la esperanza condicional m(t) = E(x(t) | FY) (ver [84])

dm(t) = E(f(x,t) | F')dt + E(z[pi(z) — E(pr(2) | BT | F)x

(BB (1)) (dy(t) — E(pr(x) | FY)dt),

donde f(z,t) es el término del drift polinomial en la ecuacién de estado, y ¢1(x) es el
término del drift lineal en la ecuacién de la observacién y es igual a ¢(x,t) = Ao(t) +
A(t)x(t). Al realizar la sustitucién, la ecuacién del estimado toma la forma

dt + E(x(t)[A(t)(
dy(t) — (Ao(t)+A(t
dt + E(x(t)(x(t) —m()" | F)AT(t) x
dy(t) — (Ao(t) + At
E(f(z,t) | FY)dt + P(t)AT
(dy(t) — (Ao(t) + A(t)m(t))dt). (4.4)

La ecuacion (4.4) debe ser complementada con la condicién inicial m(ty) = E(x(to) | F}Y).

Intentando componer un sistema cerrado de las ecuaciones de filtrado, la ecuacion
(4.4) debe ser complementada con la ecuacion para la varianza del error P(t). Para este
proposito, la férmula para la diferencial de Ito de la varianza P(t) = E((x(t)—m(t))(x(t)—
m(t))T | FY') puede ser usada (citado de nuevo después [84]):

dP(t) = (E((x(t) = m®)(f(x,t))" | F}) + E(f(z,t)(x(t) —m(t))") | F}) +
E(g(z,t)g" (x t) | F ) E(z(t)[¢1(z) — E(pr(z) | FDIT | F) x
(B®)BT(1)) " B( — E(pa(x) | FD)2"(t) | F)'))dt +
E((z(t) —m(t))(x ( ) m(t))[e1(x) — Elpi(x) | D))" | E) x
(BB (1) (dy(t) — E(er() | FN)at),
donde g(x,t) es el término de difusién polinomial en la ecuacién de estado, y el ultimo

término debe ser entendido como un tensor tridimensional (bajo el signo de la esperanza)
intrincado con un vector, lo cual da una matriz. Al sustituir las expresiones para @1, la
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ultima expresion toma la forma

z(t) —m(t)") | FY) +
)| AT (2) x
))dt +

T E) x

(
(

~
S~—
S~—
QL
Y
N~—

Usando la férmula de la varianza P(t) = E((z(t) — m())zT(t)) | FY), la dltima ecuacién
puede ser representada como

dP(t) = (E((x(t) —m(®))(f(z, )" | F) + B(f(z,t)(x(t) —m(t))") | F) +
+E(g(x,t)g" (x.) | F;) — P()AT(£)(B(t) B () A(t)P(1))dt +
E(((x(t) = m(t)(x(t) — m(t))(x(t) — m()" | F) x
AT@)(B)BT (1)) (dy(t) — (Ao(t) + A(t)m(t))dt). (4.5)

La ecuacion (4.5) debe ser complementada con la condicién inicial
P(to) = E[((to) — mf(to)(x(to) — m(to)" | Fyy].

Las ecuaciones (4.4) y (4.5) para el estimado éptimo m(¢) y la varianza del error P(t)
forman un sistema no cerrado de las ecuaciones de filtrado para el estado no lineal (4.1)
sobre observaciones lineales (4.2). La no cerradura indica que el sistema (4.4),(4.5) incluye
términos dependientes de z, tales como E(f(x,t) | EY), E((x(t) —m(t)) fT(x,t)) | FY), vy
E(g(z,t)gT (x,t) | FY), los cuales no estdn atin expresados como funciones de las variables
del sistema, m(t) and P(t).

Como se muestra en [7, 10, 16], un sistema cerrado de ecuaciones de filtrado para un
estado del sistema (4.1) con un término de drift polinomial y difusién independiente del
estado sobre observaciones lineales puede ser obtenido, si la matriz de observacién A(t)
es invertible para cualquier t > t,. Puesto que la matriz de observaciéon A(t) en (4.2) no
es necesariamente invertible , se introducen las siguientes transformaciones.

Primero, note que la matriz A siempre puede ser asumida como una matriz de rango
completo, m, el cual es igual a la dimension de las observaciones linealmente independi-
entes y(t) € R™; sino es asi, las observaciones linealmente dependientes, correspondientes
a renglones linealmente dependientes de la matriz A, deben ser removidas. Para hacer
eso, el nimero de procesos de Wiener en las ecuaciones de observacién puede también
ser reducido a m, la dimension de las observaciones independientes, resumiendo y renu-
merando los procesos de Wiener en cada ecuacién de observacién (4.2). Por lo tanto, la
matriz B puede siempre ser asumida como una matriz cuadrada de dimensiéon m x m,
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tal que B(t)BT(t) es una matriz definida positiva (ver la seccién 4.1 para esta condicién).
Siguiente, las nuevas matrices B(t) BT (t) son definidas como sigue. La matriz A(t) € R™"
es obtenida de A(t) € R™ ™ agregando n — m renglones linealmente independientes tal
que la matriz resultante A(t) es invertible. La matriz B(t) € R™*" es construida partien-
do de la matriz B(t) € R™™ colocando B(t) en la esquina superior izquierda de B(t),
definiendo las otras n — m entradas diagonales de B(t) igual a infinito, y dejando como
cero todas las otras entradas de B(t) fuera de la diagonal principal o fuera de la submatriz
B(t). En otras palabras, B(t) = diag|[B(t), BI(n—m)x(n—m)], donde B = 00, € I(n_m)x(n-m)
es la matriz identidad de dimensién (n —m) x (n —m). De este modo la nueva ecuacién
de observacion esta dada por

y(t) = (Ao(t) + A(t)x(t))dt + B(t)dWs(t). (4.6)

donde §(t) € R", Ag(t) = [AT(t),0,_m]T € R, y 0,_,n es un vector de n — m ceros.

El objetivo principal de la transformacion introducida es que el nuevo proceso de
observacién g(t) es fisicamente equivalente al anterior y(t), puesto que los tdltimos n —
m componentes ficticios de y(t) consisten de puro ruido en vista de las intensidades
infinitas de los ruidos blancos gaussianos en las correspondientes n — m ecuaciones, y
los primeros m componentes de g(t) coinciden con y(t). En suma, la matriz completa de
observacién A(t) es invertible, y la matriz (B(t)BT(t))™! € R™™" existe y es igual a la
matriz cuadrada de dimension n X n, cuya esquina superior izquierda esta ocupada por
la submatriz (B(t)BT(t))~! € R™™ y todas las otras entradas son cero.

En términos de la nueva ecuacion de observacién (4.6), las ecuaciones de filtrado (4.4)
y (4.5) toman la forma

dm(t) = E(f(w,t) | F)dt + P()AT()(B(8) BT ()7 x
(dy(t) = (Ao(t) + A(t)m(t))dt), (4.7)

dP(t) = (E((x(t) —m®)(f(z. )" | F') + E(f(z,1)(x
F) = P(H)A T(t)(B(t)BT()
(4.8)
con las condiciones iniciales m(to) = E(x(to) | Fy,) v P(to) = E[(x(to) — m(to)(x(to) —
m(to)" | Fyl.

Puesto que la nueva matriz de observacién A(t) es invertible para cualquier t > tg, la
variable aleatoria z(t) —m(t) es condicionalmente gaussiana con respecto al nuevo proceso
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de observacién g(t), y por tanto con respecto al proceso de observacién original y(t), para
cualquier t > ¢, (ver [7, 10, 16]). Por tanto, las siguientes consideraciones esbozadas en
[7, 10, 16] son aplicables a las ecuaciones de filtrado (4.4),(4.5).

Primero, puesto que la variable aleatoria z(t) —m(t) es condicionalmente gaussiana, el
tercer momento condicional E((z(t)—m(t))(x(t)—m(t))(z(t)—m ()T | FY) de z(t)—m(t)
con respecto a las observaciones, el cual estd en el Gtimo término de la ecuacién (4.8), es
igual a cero, porque el proceso x(t) — m(t) es condicionalmente gaussiano. De este modo,
desaparece completamente el ultimo término en (4.8) y se obtiene la siguiente ecuacién
de varianza

dP(t) = (E((x(t) = m@)(f(z,0)" | F) + E(f (2, 0)(x(t) —m(®)") | F') +
E(g(x,t)g" (z,t) | F') — POAT()(B()B' (1) A(t) P(t))dt, (4.9)

con la condicién inicial P(tg) = E[(x(to) — m(to)(x(to) — m(te)” | F)].

Segundo, si las funciones f(z,t) y g(x,t) son funciones polinomiales del estado x con
coeficientes dependientes del tiempo, la expresién de los términos E(f(z,t) | FY) en
4.7y E((x(t) = m@) ff(z,t) | FY), E(g(z,t)g" (x,t) | FY) en (4.9) también incluyen
solo términos polinomiales de x. Entonces, el siguiente paso es considerar los momentos
condicionales similarmente al pentltimo parrafo de la pagina 53. Después de representar
todos los términos polinomiales en (4.7) y (4.9), que son generadas al expresar FE(f(z,t) |
FY), E((x(t) —m(t)fT(x,t)) | EY) v E(g(z,t)g% (z,t) | FY) como funciones de m(t) y
P(t), se obtendria una forma cerrada de las ecuaciones de filtrado. Las correspondientes
representaciones de E(f(z,t) | FY), E((x(t) — m@®)(f(x, )T | EY) v E(g9(z,t)g" (z,1) |
FY) han sido derivadas en [7, 10, 16] para ciertas funciones polinomiales f(x,t) y g(x,t).

Finalmente, en vista de la definicién de las matrices A(t) y B(t) y el nuevo proceso
de observacioén y(t), las ecuaciones de filtrado (4.7),(4.9) pueden ser escritas de nuevo en
términos de la ecuacién de observacién original (4.2) usando y(t), A(t), v B(t)

dm(t) = E(f(e.t) | FY)dt + P(0)A™(t)(B() BT (£)) ™
(dy(t) — (Ao(t) + A(t)m(1))do), (4.10)

dP(t) = (E((x(t) —m(®))(f(z, )" | B') + E(f(z, 8)(x(t) —m(t)") | F)') +
E(g(z.t)g" (v,t) | F) = P(OAT()(B(H)BT (1)) A()P(t)dt,  (4.11)

con las condiciones iniciales m(to) = E(x(to) | FY) and P(to) = E[(x(to) — m(to)(z(to) —
m(to)" | Fyyl.
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En las siguientes subsecciones, se obtendra una forma cerrada de las ecuaciones de
filtrado de (4.10) y (4.11) para funciones lineales y bilineales f(z,t) y g(x,t) en la ecuacién
(4.1). Debe notarse, sin embargo, que la aplicaciéon del mismo procedimiento resultaria en
el diseno de un sistema cerrado de las ecuaciones de filtrado para toda funcién polinomial

f(z,t) y gz, t) en (4.1).

4.2.1. Filtro ()ptimo para un Estado Lineal con Ruido Multi-
plicativo Lineal
En un caso particular, si las funciones f(z,t) = ao(t) + ai(t)x(t) y g(x,t) = bo(t) +
by (t)x(t) son lineales, donde b; es un tensor tridimensional de dimensiéon n X n x n, las
representaciones para E(f(x,t) | FY), E((x(t)—m(t))(f(z, )T | EY),y E(g(x,t)g" (z,1) |
FY) como funciones de m(t) y P(t) son derivadas como sigue

E(f(x,t) | ") = ao(t) + ar(t)m(t) (4.12)
E(f(z,t)(x(t) —m()") | FY) + E((@(t) —m()(f (=, )" | FY) =
a1 (t)P(t) + P(t)al (). (4.13)

E(g(x,t)g" (x,t) | F)) = bo(t)bg (t) + bo(t) (b (t)m ()" + (ba(t)m(t))by (£) +
bi(t)P(6)b1 (t) + bu(t)m(t)m” ()] (1), (4.14)
donde bT (t) denota el tensor obtenido de by (t) trasponiendo sus dos indices situados més
a la derecha. Sustituyendo la expresién (4.12) en (4.10) y las expresiones (4.13),(4.14) en

(4.11), se obtienen las siguientes ecuaciones de filtrado para el estimado 6ptimo m(t) y la
varianza del error P(t)

dm(t) = (ao(t) + ar(t)ym(t))dt + P(t)AT(t)(B(1)B" ()~
[dy(t) — (Ao(t) + A@)m(t))dt], m(to) = E(x(t )IFY)) (4.15)

dP(t) = (ax(t)P(t) + P(t)ay (t) + bo(t)by (t) + bo(t)(bs ()m(t))" +
(ba(£)m(£))bg () + ba(8) P(£)by (£) + by ()m(t)m” (£)by (t))dt —
P()AT(t)(B()B" (1))~ A(t) P(t)dt. (4.16)

P(to) = E((x(to) — m(to))(x(to) — m(to))" | F")).

Notar que la matriz de observacién A(t) no debe ser ni siquiera invertible para obtener
las ecuaciones de filtrado (4.15)—(4.16). De hecho, la tunica igualdad polinomial usada,
E(z(t)2™(t) | FY) = P(t) + m(t)m”(t), es vélida para cualquier variable aleatoria con
segundos momentos finitos, no solo gaussianos.
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4.2.2. Filtro ()ptimo para un Estado Bilineal con Ruido Multi-
plicativo Bilineal

Sean las funciones

flz,t) = ao(t) +ar(t)z + ag(t)va” (4.17)

glx,t) = bo(t) +bi(t)x + bo(t)zz” (4.18)

polinomios bilineales, donde x es un vector de dimensién n, ag(t) es un vector de dimensién
n, ai(t) y bo(t) son matrices de dimensién nxn , as(t) y by(t) son tensores tridimensionales
de dimensién n X n x n, y by(t) es un tensor tetradimensional de dimensién n X n x n X n.
En este caso, las representaciones para E(f(z,t) | F}'), E((z(t) — m(®))(f(z,t)" | F}Y),
y E(g(z,t)g" (x,t) | FY) como funciones de m(t) y P(t) son derivadas como sigue (ver
[7, 10])

E(f(z,t) | ) = ao(t) +ar(&)m(t) + aas(t)m&)ym” (t) + aa()P(t),  (4.19)

E(f(z,t)(x(t) —m(®)") | F') + E(((t) -
ay (t)P(t) + P(t)a] (t) + 2as(t)m(t) P(t) + 2(a2(t)m(t)P(t))T. (4.20)

E(g(z,t)g" (x, 1)) = bo(t)b§ (£) + bo(£)(ba(t)m(t))" + (by (t)m(t))by (t) +
by (t)P(t)bT (t) + by (t)m(t)m™ (£)bT (t) +
bo(t)(P(t) + m(t)m” (t))by (t) +
by (t)(P(t) + m(t)m” ())bg (t) +
b1 (t)(3m(t) P(t) + m(t)(m(t)m" (t)))b; (t) +
ba(£)(BP(t)m™ (t) + (m(t)ym™ (£))m™ ())b{ (t) +
3y () P2 ()by (£) + ba(t) (m(t)m™ (£))?b3 (t) +
302 (t) (P(t)m(t)m” (t) + m(t)m” (t)P(t))b3 (¢). (4.21)

donde b2 (t) denota el tensor obtenido de by(t) trasponiendo sus dos indices situados m4s
a la derecha. Sustituyendo la expresién (4.19) en (4.10) y las expresiones (4.20),(4.21) en
(4.11), se obtienen las ecuaciones de filtrado para el estimado éptimo m(t) y la varianza
del error P(t)

dm(t) = (ag(t) + ar(t)m(t) + ao(t)m(t)m” (t) + ag(t)P(t))dt + P(t) AT (t) x
(B(t)B™ ()~ dy(t) — (Ao(t) + A(t)m(t))dt], (4.22)
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m(to) = E(x(to) | F")),

dP(t) = (ar(t)P(t) + P(t)ay (t) + 2as(t)m(t) P(t) + 2(az(t)m(t) P(8))" +
bo(t)bo () + bo() (ba (£)m(t))" + (b1 (£)m(t))bg (£) + b1 () P(£)b1 (t) +
by (t)m(t)ym” ()01 (t) + bo(t)(P(t) + m(t)m" (t))by (t) +
ba(t) (P(t) +m(t)ym” (£))b (t) + ba(£) Bm(t) P(t) + m(t) (m(t)m” (£))by (t) +
ba () (BP(t)m” (t) + (m(t)m” (1))m" ())by () + 3ba(t) PA(£)by (t) +

( m(t
(3P(t)m" (t
3ba(4) (P(t)m(t)m” (t) + m(t)m" (t) P(£))by (t) +
ba(t) (m(t)m" (£))*b; (t))dt — P(t) AT (t)(B(t) B (1) " A(t)P(t)dt. (4.23)

P(ty) = E((a(to) — mfto))(x(to) — m(to))" | F))-
Mediante la derivacién precedente, se comprueba el siguiente resultado.

Teorema 4.1. El filtro 6ptimo de dimension finita para el estado bilineal con ruido
multiplicativo bilineal (4.1), donde los polinomios bilineales f(x,t) y g(z,t) estan definidos
por (4.17),(4.18), sobre las observaciones lineales (4.2), estd dado por la ecuacién (4.22)
para el estimado éptimo m(t) = E(z(t) | F}Y) y la ecuacién (4.23) para la estimacién de
la varianza del error P(t) = E[(x(t) — m(t))(x(t) — m(t))T | FY].

De este modo, basado en el sistema general no cerrado de las ecuaciones de filtrado
(4.10),(4.11), estd probado que el sistema cerrado de las ecuaciones de filtrado puede ser
obtenido para cualquier estado polinomial (4.1) sobre observaciones lineales (4.2).

Ademas, se derivo la forma especifica (4.22),(4.23) del sistema cerrado de las ecuaciones
de filtrado correspondientes a un estado bilineal. En la siguiente seccion, se verifica el
funcionamiento del filtro 6timo disenado para un estado cuadratico sobre observaciones
lineales contra el filtro éptimo para un estado cuadratico con un estado independiente del
ruido y un filtro extendido de Kalman-Bucy convencional.

4.3. Ejemplo

Esta seccién presenta un ejemplo del diseno del filtro éptimo para un estado cuadratico
bidimensional con un ruido cuadratico multiplicativo sobre observaciones lineales y se
compara al filtro éptimo para un estado cuadratico con un ruido independiente del estado
y un filtro extendido de Kalman-Bucy convencional.

Sea el estado real bidimensional z(t) que satisface el sistema cuadratico

ZEl(t> = ZEQ(t) + Oll'%(t)’(/)l(t), ZEl(O) = X110,
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To(t) = 0.123(t), 22(0) = g0, (4.24)
y el proceso de observacion sea dado por la ecuaciéon lineal

donde v (t) y 12(t) son ruidos blancos gaussianos, los cuales son las derivadas en promedio
cuadratico débil de procesos estdandar de Wiener (ver [84]). Las ecuaciones (4.24),(4.25)
presentan la forma convencional de las ecuaciones (4.1),(4.2), lo cual es usado en la practica
actualmente [4].

El problema de filtrado es encontrar el estimado éptimo para el estado bilineal cuadratico
con ruido cuadrético (4.24), usando observaciones lineales (4.25) confundidas con perturbaciones
independientes e idénticamente distribuidas modeladas como ruidos blancos gaussianos.
Pongamos el horizonte de tiempo de filtrado en T" = 0.92.

Las ecuaciones de filtrado (4.22),(4.23) toman la siguiente forma particular para el
sistema (4.24),(4.25)

iy (t) = ma(t) + Pu()[y(t) —mi ()],

ma(t) = 0.1m3(t) + 0.1Pas(t) + Pia(t)[y(t) — ma(t)], (4.26)

con la condicion inicial

m(0) = E(z(0) | y(0)) = mo,

Pi(t) = 2Pio(t) —0.97P2(t) + 0.03P%(t) +
0.06 Pyo(t)my (t)ma(t) + 0.01m] + 0.01mIm3,

Plg(t) = PQQ(t) + 02m2(t)P12(t) - Pu(t)Plg(t),

Py(t) = 0.4my(t)Pa(t) — P%(t), (4.27)
con la condicién inicial
P(0) = E((2(0) — m(0))(2(0) — m(0))" | y(0)) = P,

Los estimados obtenidos al resolver las ecuaciones (4.26)—(4.27) se comparan primero
a los estimados que satisfacen las ecuaciones de filtrado éptimo para un estado cuadratico
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con un ruido independiente del estado (ver [7]), basado en el sistema (4.24) donde el ruido
multiplicativo cuadrético x2(t);(t) es reemplazado por el ruido aditivo estdndar v, (t).
Las ecuaciones de filtrado correspondientes son dadas por

mn(t) = mpt)+ Pra)[y®) —mn(t)],

mjg(t) = 017’7?32(15) + O.lP]QQ(t) + P[lg(t) [y(t) — mll(t)], (428)

con la condicién inicial

my(0) = E(x(0) [ y(0)) = mio,

Pi(t) = 2Pps(t) +0.01 — P2, (1),
PI12(t) = Proo(t) + 0.2myo(t) Pr12(t) — Pria(t) Pria(t),

Pros(t) = 0.4mpy(t) Pras(t) — P2y (1), (4.29)
con la condicién inicial
Pr(0) = E((2(0) = m(0))(z(0) —m(0))" | y(0)) = Pro.

Los estimados obtenidos al resolver las ecuaciones (4.26)—(4.27) se comparan a los estima-
dos que satisfacen las siguientes ecuaciones de filtrado extendidas de Kalman-Bucy para
el estado cuadrético (4.24) sobre observaciones lineales (4.25), las cuales son obtenidas
asumiendo el término de ruido aditivo estdndar 1 (¢) en el primer componente del estado,
usando la copia directa de las dindmicas del estado (4.24) en la ecuacién del estimado, y
asignando la ganancia del filtro como la solucién de la ecuacién de Riccati:

mr1(t) = mra(t) + Prun(t)[y(t) — mri(1)],

Mmg2(t) = 0.1m3y + 0.1Pkos(t) + Pria(t)[y(t) — mg1 ()], (4.30)

con la condicion inicial
mx(0) = E(x(0) | y(0)) = mo,

Piii(t) = 2Pkia(t) +0.01 — P2, (1),
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Pi1a(t) = Pgoo(t) + 0.2Px1a(t) — P11 (t) Pra(t),

Pras(t) = 0.4Pgay(t) — P2 (1), (4.31)
con la condicién inicial
Pr(0) = E((x(0) — m(0))(x(0) —m(0))" | y(0)) = Pxo.

Las simulaciones numéricas se obtienen resolviendo los sistemas de ecuaciones de filtrado
(4.26)-(4.27), (4.28)—(4.29), vy (4.30)—(4.31). Los valores obtenidos de los estimados m (),
ma(t), mpn(t), mp(t), mri(t) y ma(t) que satisfacen las ecuaciones (4.26), (4.28), y
(4.30), respectivamente, se comparan con los valores reales de las variables de estado
x1(t) y xo(t) en (4.24).

Para cada uno de los tres filtros (4.26)—(4.27), (4.28)—(4.29), y (4.30)—(4.31), y el
sistema de referencia (4.24)-(4.25) involucrado en la simulacién, se asignan los siguientes
valores iniciales: 19 = 10.1, x99 = 10.1, mig = 1.1, mgg = 1.1, P19 = 10, Piyg = 1,
Pyyp = 10. Las perturbaciones gaussianas ¢ (t) en (4.24) y ¥»(t) en (4.25) son realizadas
usando la funcién de ruido blanco construida en Matlab.

Las siguientes graficas son obtenidas: graficas del error entre las variables del estado
de referencia x;(t) y z2(t) que satisfacen las ecuaciones (4.24) y los estimados del filtro
6ptimo my (t) y mao(t) que satisfacen las ecuaciones (4.26), se muestran en la figura 4.1; la
grafica del error entre las variables del estado de referencia z;(t) y x2(t) que satisfacen las
ecuaciones (4.24) y los estimados myi(t) y myo(t) que satisfacen las ecuaciones (4.28), se
muestran en la figura 4.3; la grafica del error entre las variables del estado de referencia
x1(t) v xo(t) que satisfacen las ecuaciones (4.24) y los estimados mg1(t) y mgo(t) que
satisfacen las ecuaciones (4.30), se muestran en la figura 4.5. Las graficas de todos los
errores de estimacion se muestran en el intervalo de simulacion desde ty, = 0 hasta T' =
0.92. Las graficas de estos errores de estimacion también se dan a conocer de cerca en el
intervalo de simulacion de t = 0,80 a T = 0.92 en las figuras 2, 4, y 6, respectivamente. Se
puede observar que los errores de estimacion dados por el filtro 6ptimo (4.26) rapidamente
alcanzan y entonces mantienen el valor promedio cero incluso en una vecindad cercana
al punto de tiempo asintético T" = 0.99, donde las variables de estado cuadraticas de
referencia (4.24) divergen al infinito. Por lo contrario, los errores dados por los otros
filtros considerados alcanzan el cero mas lentamente o no lo alcanzan en absoluto, tienen
desviaciones sistematicas (sesgadas) desde el cero, y claramente divergen al infinito cerca
del punto de tiempo asintético. Notar que la varianza del error del filtrado éptimo P(t)
no converge al cero cuando el tiempo tiende al punto del tiempo asintético, puesto que
las dinamicas polinomiales de cuarto orden son mas fuertes que los términos de Riccati
cuadraticos en el lado derecho de la ecuacion (4.27).
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De este modo, se puede concluir que el filtro éptimo obtenido (4.26)-(4.27) para un
estado cuadratico con un ruido multiplicativo cuadratico sobre observaciones lineales
incompletas da mejores estimados definitivamente que el filtro éptimo para un estado
cuadratico con un ruido independiente del estado o un convencional filtro extendido de
Kalman-Bucy convencional. La subsecuente discusion de los resultados de la simulacién
obtenidos pueden ser encontrados en las Conclusiones.

4.4. Conclusiones

Los resultados de la simulacién muestran que los valores de los estimados calcula-
dos usando el filtro éptimo obtenido para un estado cuadratico con un ruido multiplica-
tivo cuadratico sobre observaciones lineales incompletas tiene definitivamente mejores
propiedades de convergencia que los valores de los estimados dados por el filtro 6ptimo
para un estado cuadrético con un ruido independiente del estado o un filtro extendido
de Kalman-Bucy convencional. De hecho, se puede observar que el error de estimacion
producido por el filtro 6ptimo rapidamente alcanza y entonces mantiene el valor prome-
dio cero incluso en una vecindad cercana al punto de tiempo asintotico, donde el estado
de referencia (4.24) va al infinito para un tiempo finito. De lo contrario, los errores de
estimacién dados por los otros dos filtros aplicados divergen al infinito cerca del punto de
tiempo asintético. Esta mejora significativa en el comportamiento del estimado se obtiene
debido a la seleccién mas cuidadosa de la matriz de ganancia del filtro en las ecuaciones
(4.26)—(4.27), como debe ser en el filtro éptimo. Aunque esta conclusion se sigue de la
teoria desarrollada, la simulaciéon numérica sirve como una ilustracion convincente. Los
resultados obtenidos podrian ser extendidos a sistemas con incertidumbres paramétricas
que combinan el filtrado en promedio cuadratico medio con una de las técnicas de filtrado
robusto, tal como LMI.
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Figura 4.1: Grafica del error entre el estado real xy(t) que satisface la primera ecuacién
en (4.24) y el estimado del fitro éptimo m () que satisface la primera ecuacion en (4.26),
y grafica del error entre el estado real z5(t) que satisface la segunda ecuacién en (4.24)
y el estimado del filtro 6ptimo my(t) que satisface la segunda ecuacién en (4.26), en el

intervalo de simulacién completo [0, 0.92].
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Figura 4.2: Grafica del error entre el estado real xy(t) que satisface la primera ecuacién
en (4.24) y el estimado del fitro éptimo m4 (t) que satisface la primera ecuacion en (4.26),
y gréafica del error entre el estado real z5(t) que satisface la segunda ecuacién en (4.24)
y el estimado del filtro 6ptimo ms(t) que satisface la segunda ecuacién en (4.26), en el

intervalo de simulacién [0.80, 0.92].
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Figura 4.3: Grafica del error entre el estado real xy(t) que satisface la primera ecuacién
en (4.24) y el estimado mp () que satisface la primera ecuacién en (4.28), y grafica del
error entre el estado real xo(t) que satisface la segunda ecuacion en (4.24) y el estimado
mro(t) que satisface la segunda ecuacién en (4.28), en el intervalo de simulacién completo

[0, 0.92].
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Figura 4.4: Grafica del error entre el estado real z1(t) que satisface la primera ecuacién en
(4.24) y el estimado myy(t) que satisface la primera ecuacién en (4.28), y grafica del error
entre el estado real xo(t) que satisface la segunda ecuacién en (4.24) y el estimado m(t)
que satisface la segunda ecuacién en (4.28), en el intervalo de simulacién [0.80, 0.92].
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Figura 4.5: Grafica del error entre el estado real xy(t) que satisface la primera ecuacién
en (4.24) y el estimado my1(t) que satisface la primera ecuacién en (4.30), y grafica del
error entre el estado real xo(t) que satisface la segunda ecuacion en (4.24) y el estimado
ms(t) que satisface la segunda ecuacion en (4.30), en el intervalo de simulacién completo
0,0.92].
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Figura 4.6: Grafica del error entre el estado real z1(¢) que satisface la primera ecuacién en
(4.24) y el estimado mg; (t) que satisface la primera ecuacién en (4.30), y grafica del error
entre el estado real z5(t) que satisface la segunda ecuacién en (4.24) y el estimado mg»(t)
que satisface la segunda ecuacién en (4.30), en el intervalo de simulacién [0.80, 0.92].
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Capitulo 5

Controlador LQG ()ptimo para
Sistemas Estocasticos Lineales con
Parametros Desconocidos

5.1. Problema del Controlador ()ptimo

5.1.1. Planteamiento del problema

Sea (€2, F, P) un espacio completo de probabilidad con una familia creciente y continua
por la derecha de o-algebras Fy,t > 0,y sean (W1 (t), Fy, t > 0)y (Wa(t), Fi,t > 0) procesos
independientes de Wiener. El Fi-medible proceso aleatorio (x(t), y(t)) es descrito por una
ecuacion diferencial lineal con vector de pardmetros desconocidos 6(t) para el estado del
sistema

dr(t) = (a(0, )x(t))dt + Bt)u(t)dt + b(t)dWi(t), a(te) = w0, (5.1)

y una ecuacion diferencial lineal para el proceso de observacion
dy(t) = (Ao(t) + A(t)x(t))dt + G(t)dWs(t). (5.2)

Aqui, z(t) € R™ es el vector de estado, u(t) € R' es el control, y(t) € R™ es el proceso
de observacién, y 0(t) € RP, p < n X n, es el vector de componentes desconocidos de la
matriz a(6,t). Lo dltimo significa que a(6,t) contiene componentes desconocidos a;;(t) =
0r(t), k =1,...,p < n xn, asi como componentes conocidos a;;(t), cuyos valores son
funciones conocidas del tiempo. La condicién inicial zy € R™ es un vector gaussiano tal
que xg, Wi(t), y Wa(t) son independientes. Se asume que G(t)G” (t) es una matriz definida
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positiva. Todos los coeficientes en (5.1)—(5.2) son funciones deterministicas del tiempo de
dimensiones apropiadas.

Consideremos que no hay informacion 1til en los valores de los pardmetros descono-
cidos 0x(t), k = 1,...,p. En otras palabras, los pardmetros desconocidos pueden ser
modelados como procesos de Wiener F;-medibles

do(t) = B(t)dWs(t), (5-3)

con condiciones iniciales desconocidas 0(ty) = 0y € RP, donde (W;s(t), Fi,t > ty) es un
proceso de Wiener independiente de xq, Wi (t), y Wa(t), y B(t) € RP*P es una funcién de
intensidad.

La funcién de costo cuadratico J que sera minimizada esta definida como

T

J = %E[mT(T)i)x(T) +/ u” (s)R(s)u(s)ds —I—/ 27 (s)L(s)x(s)ds], (5.4)

to to

donde R es definida positiva y ®, L son matrices simétricas definidas no negativas, T" > t
es un cierto instante de tiempo, el simbolo E[f(z)] significa la esperanza (media) de una
funcién f de una variable aleatoria x, y a’ denota la traspuesta para un vector (matriz)
a.

El problema del controlador éptimo es encontrar el control u*(t), ¢t € [ty,T], que
minimiza el criterio J junto con la trayectoria no observada z*(t), t € [ty,T], generada al
sustituir u*(¢) en la ecuacién de estado (5.1).

5.1.2. Reduccién del problema

Para tratar con el problema del controlador establecido, las ecuaciones (5.1) y (5.3)
deben ser reorganizadas. Para este propésito, se introducen una matriz a; (t) € R(+p)x(n+p)
y un tensor ciibico ay(t) € RMHPXntp)x(m+p) como sigue.

Notar que la ecuacién para el i-ésimo componente del vector de estado (5.1) estd dado
por

da;(t) = (Z a;(t)x;(t))dt + Z bij (t)dWh, (t),  wi(to) = o,

Entonces: si la variable a;;(t) es una funcién conocida, entonces el (4, j)-ésimo compo-
nente de la matriz a,(t) es esta funcién, a1, (t) = a;(t); de otro modo, si la variable a;;(t)
es una funcién desconocida, entonces la (i,n + k, j)-ésima entrada del tensor cibico ay(t)
es 1, donde k es el nimero de la entrada desconocida actual en la matriz a;;(t), contando
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las entradas desconocidas subsecuentemente por renglones desde la primera hasta la n-
ésima entrada en cada renglén. Todas las otras entradas no asignadas de la matriz a;(t)
y tensor ctibico as(t) se definen como 0.

Usando la notacién introducida, las ecuaciones del estado (5.1),(5.3) para el vector
z(t) = [z(t),0(t)] € R pueden ser reescritas como

dz(t) = (ar(t)z(t) + as(t)z(t)2" (t))dt + [B(t) | Opsi]u(t)di+
diag[b(t), B(H)]d[W{ (t), Wy ()], (5.5)
z(to) = [0, bo],

donde la matriz a,(t) y tensor cibico ay(t) ya han sido definidos. La ecuacién (5.5) es
bilineal con respecto al vector de estado extendido z(t) = [x(¢), 0(¢)].

5.1.3. Principio de Separacion

Debe observarse que el principio de separacion permanece valido para un sistema
estocastico lineal con pardametros desconocidos. De hecho, reemplazemos el estado bilineal
no medido z(t) = [z(t), 0(t)], que satisface (5.1),(5.3), con su estimado éptimo m(t) sobre
observaciones lineales y(t) (2), el cual se obtiene usando el siguiente filtro éptimo para
estados bilineales sobre observaciones lineales (ver [24] para el planteamiento y solucién
del problema de filtrado correspondiente)

dm(t) = (ar(t)m(t) + ax(t)m(t)m” (1) + ax(t) P(t))dt+ (5.6)
[B() | Opsalu(t)dt + PL[A(L), Omsp]" (G(O)GT (1))~ dy(t) — A(t)m(t)at],
m(to) = [B(a(to) | F}'), E(0(to) | )],
dP(t) = (a1 (t)P(t) + P(t)ay (t) + 2az(t)m(t) P(t) + 2(as(t)m(t) P(1))"+ (5.7)
(diag[b(t), B(t)])(diag[b(t), B(t)]"))dt—
P()[A(), Omscp] " (G(1)GT (1)) T [A(L), Omscp] P(t)
P(to) = E((2(to) — m(to))(2(to) — m(to))" | F"),
donde 0,,x, es la matriz cero de dimensién m x p; P(t) es la varianza condicional del error
de estimacién z(t) — m(t) con respecto a las observaciones Y'(t).
Recordemos que 2(t) = m(t) = [2(¢),0(t)] es el estimado 6ptimo para el vector de

estado z(t) = [z(t),0(t)], basado en el proceso de observacién Y (t) = {y(s),to < s < t},
que minimiza la norma 2 euclideana

H = E[(2(t) — ()" (2(t) — 2(t)) | /'] (5.8)
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en cualquier instante de tiempo t. Aqui, E[£(t) | F}Y] significa la esperanza condicional de
un proceso estocastico £(t) = (z(t) — 2(t))T(2(t) — 2(t)) con respecto a la o - algebra FY
generada por el proceso de observacién Y (t) en el intervalo [ty,t]. Como se sabe de [84],
este estimado optimo estd dado por la esperanza condicional

Ht)=m(t) = E(=(t) | F}")

del estado del sistema z(t) con respecto a la o - 4dlgebra Y generada por el proceso de
observacién Y (t) en el intervalo [tg, t]. Como es usual, la funcién matricial

P(t) = E[(2(t) —m(t))(2(t) —m(t))" | F']

es la varianza del error de estimacion.

Se puede verificar rdpidamente (ver [66]) que el problema de control éptimo para el
estado del sistema (5.1) y la funcién de costo (5.4) es equivalente al problema de control
6ptimo para el estimado (5.6) y la funcién de costo J representada como

J = E{%mT(T)Cblm(T) —i—%/t u” (s)R(s)u(s)ds —i—%/t m” (s)Li(s)m(s)ds+ (5.9)

T
! / tr[P(s)La(s)]ds + ~tr[P(T)®,]},
2 /., 2

donde ®; = diag[®,0,xp|, L1 = diag[L,0px,|, v tr[A] denota la traza de una matriz A.
Puesto que los tres primeros términos de J son independientes del vector del estimado de
pardmetros desconocidos 6(t), la funcién de costo (5.9) puede ser minimizada mediante
dos pasos consecutivos. Primero, los primeros tres términos de J se minimizan asumiendo
que el pardmetro (t) es una funcién conocida dependiente del tiempo, esto es, la funcién
de costo reducida efectiva

M:E{%iT(T)®£(T)+% /t uT(s)R(s)u(s)ds—i-% /t #(s)L(s)i(s)ds}  (5.10)

se utiliza en el primer paso. Como un resultado, el control éptimo se obtiene minimizan-
do la funcién de costo reducida M (5.10) para el estimado del estado m(t) (6) bajo la
suposicién de que el parametro 6(t) es conocido. Segundo, los ultimos dos términos de J
se minimizan decreciendo la norma de la varianza del error de estimacién P(t) en cada
momento ¢. Finalmente, el valor minimo del criterio J debe determinarse utilizando (5.9).
Esta conclusion presenta el principio de separacion para sistemas lineales con parametros
desconocidos.
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5.1.4. Solucién del Problema de Control ()ptimo

Como primer paso, se debe notar que la ecuacién 6ptima del estimado del estado (5.6)
se convierte en lineal en m bajo la suposiciéon de que el parametro 6(t) es una funcién
conocida dependiente del tiempo. De hecho, en este caso, as = 0 mediante construccion
(ver Subseccién 5.1.2), y las ecuaciones (5.6),(5.7) se convierten en las ecuaciones de
filtrado lineales 6ptimas de Kalman-Bucy ([58]). Por lo tanto, la solucién 6ptima esta dada
por el controlador éptimo LQG para sistemas lineales ([66]), el cual se aplica a la ecuacién
del estimado (5.6), asumiendo que el pardmetro 6(t) es conocido y ay = 0, y a la funcién
reducida de costo (5.10). La correspondiente ley del control 6ptimo esta dada por

u'(t) = (R(t)) " B ()Q(t)m(t), (5.11)

donde la funcién matricial Q(t) es la solucién de la siguiente ecuacién de Riccati

Q(t) = —a™(6,)Q(t) — Q(t)a(8.) + L(t) — Q()B()R™'(t) BT (1) Q(t).

con la condicién terminal Q(7") = ®.

En el segundo paso, recordando que el pardmetro 6(t) es actualmente desconocido, el
estimado para 6(t) debe ser asignado para minimizar la funcién de costo (5.9). Sin embar-
go, el mejor estimado, el cual minimiza la norma de la varianza del error de estimacion
P(t) y, consecuentemente, la funcién de costo (5.9) en todo momento ¢, estd dada por
0(t), el segundo componente de m(t) = £(t), en vista de (5.8). De este modo, la ecuacién
de Riccati matricial de ganancia finalmente toma la forma

Q) = —a"(8(t), )Q(1) — Q(a(B(t), t) + L(t) = Q) B()R™ () B ()Q(t),  (5.12)

con la condicién terminal Q(T) = ®.
Al sustituir el control éptimo (5.11) en la ecuacién (5.6), se obtiene la ecuacién del
estimado del estado 6ptimamente controlado siguiente

dm(t) = (a()m(t) + ax()mE)mT () + as(t) P(t))dt+ (5.13)
[B(t) | Opsa] (R(£)) ™ BT (1)Q(t)m(t)dt+
P(6)[A(t), O] (G()GT ()" dy(t) — A(t)m(t)dt],

con la condicién inicial m(ty) = [E(z(to) | FY), E(0(to) | FY)].

De este modo, la ecuacién del estimado del estado dptimamente controlado (5.13),
la ecuacién constitutiva matricial de ganancia (5.12), la ley de control éptimo (5.11), y
la ecuacién de varianza (5.7) dan la solucién completa para el problema del controlador
optimo para sistemas lineales con parametros desconocidos.
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5.2. Ejemplo

Esta seccion presenta un ejemplo del diseno del controlador 6ptimo para un sistema
lineal (5.1) con un pardmetro desconocido @ (5.3) sobre observaciones lineales (5.2), usando
el esquema (5.11)—(5.13), y comparéndolo con el controlador éptimo para el sistema de
referencia (5.1),(5.2) con exactamente un parametro conocido 6.

Consideremos un sistema lineal escalar con la ecuacion de estado

&(t) = 0z (t) + u(t), =x(0) = zo, (5.14)

y el proceso de observacion
y(t) = x(t) + ¥(t), (5.15)

donde 9 (t) es un ruido blanco gaussiano, el cual es la derivada en promedio cuadrético
débil de un proceso estdndar de Wiener (ver [84]), y xo es una variable aleatoria gaussiana.
Las ecuaciones (5.14) y (5.15) presentan la forma convencional para las ecuaciones (5.1)
y (5.2), lo cual es usado actualmente en la practica [4].

El problema del controlador éptimo es encontrar el control u(t), t € [0,T], T' = 5, que
minimice el criterio

J = %E[/OT w?(t)dt + /OT 2% (t)dt]. (5.16)

En otras palabras, el problema de control es minimizar la energia total del estado x usando
la energia minima total del control wu.

Construiremos primero el controlador donde la ley de control y las matrices P(t) y
Q(t) se calculan de la misma forma que para el controlador lineal é6ptimo para un sistema
lineal con exactamente un parametro conocido 6, que es u*(t) = (R(t))"'BT(t)Q(t)m(t)
(ver [66] para referencia). Puesto que B(t) = 1 en (12) y R(t) = 1 en (16), la ley de
control es igual a

u(t) = Qt)m(t); (5.17)

donde m(t) satisface la ecuacién diferencial
m(t) = a(0,t)ym(t) + B(t)u(t) + P(H) AT (1)G()G" (1))~ (y(t) — (Ao(t) + A(t)m(t))),

m(te) = mo = E(zo | F}));

Q(t) satisface la ecuacién de Riccati

Q(t) = —a’ (0,1)Q(t) — Q(t)a(6,t) + L(t) = Q)BR'(t) BT (1)Q(1)),
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con la condicién terminal Q(7T) = ®; y P(t) satisface la ecuacién de Riccati
P(t) = P(t)a’ (0,t) + a(0, ) P(t) + b(t)b" (t) — P(t)AT()(G()GT (1) A(t) P(D),

con la condicién inicial P(ty) = E((xo — mo)(zo — mo)T |
a(t) =1, B(t) =1, b(t) =0 en (5.14), Ag(t) =0, A(t) =1, G

® =0 en (5.16), las tltimas ecuaciones se convierten en
m(t) = 0m(t) + u(t) + P(t)(y(t) —m(t)), m(0) = mo, (5.18)

Q) = —26Q<> Q)% Q()=0, (5.19)
P(t OP(t) — (P(t)* P(0) = PR,. (5.20)

(
Al sustituir el control (5.17) en ( 8), la ecuacion del estimado controlado toma la forma

m(t) = m(t) + Q()m(t) + P()(y(t) — m(t)), m(0) = mo. (5.21)

Para la simulacién numérica del sistema (5.14),(5.15) y el controlador (5.17)—(5.21), se
asignan los valores iniciales x(0) = 1, m(0) = 2, y P(0) = 10 y el valor del pardametro
conocido § = 1. La perturbacién ¢ (t) en (5.15) se realiza usando la funcién de ruido blanco
construida en MatLab. Se debe notar que el controlador (5.17)—(5.21) actualmente es no
realizable, puesto que el valor del parametro real 6 = 1 es desconocido, y su simulacion
es conducida para propésitos de comparacion solamente.

Los resultados de aplicar el controlador (5.17)—(5.21) al sistema (5.14),(5.15) se mues-
tran en la Figura 5.1, la cual presenta la grafica del error de estimacion entre el estado
(5.14) z(t), controlado por (5.17), y el estimado controlado (5.21) m(t) y la grafica del
criterio (5.16) J(t) en el intervalo [0, 5]. Los valores del error de estimacién x(t) —m(t) y
el criterio (5.16) en el momento final 7' =5 son z(5) — m(5) = —0.02 y J(5) = 3.89.

Apliquemos ahora el controlador éptimo (5.11)—(5.13), (5.7) para sistemas lineales
con parametros inciertos al sistema (5.14), (5.15), asumiendo 3(¢) = 1 en (5.3). La ley de
control (5.11) toma la forma

y(to)). Puesto que to = 0,
(t)=1en (5.15),y L=1y

() = QU)(B)E(), (5.22)
donde
f(t) = 9(1&)@(1&) + Pio(t) +u*(t) + Pii(t)(y(t) — 2(t)), z(0) = o, (5.23)
0(t) = Pu(t)(y(t) — 2(t)), 6(0) = b, (5.24)
y .
Q) =1-20(HQ(1) — Q)% Q(5) =0, (5.25)



Pyi(t) = 4Py (0)(t) — PA(1), (5.26)
Pio(t) = 2P (4)0(t) — Py (8) Ppa(t),
Py(t) = 1— Ph(1),
con la condicién inicial P(ty) = E((2(ty) — m(ty))(z(te) — m(te))T | FY), v 2(t) =

[z(2), 6(2)]-
Al sustituir el control (5.22) en (5.23), la ecuacién del estimado controlado toma la
forma

(1) = 0(1)E() + Pia(t) + Q) ()E(t) + Pu()(y(t) — &(1),  #(0) = do. (5.27)

Para la simulaciéon numérica del sistema (5.14),(5.15) y el controlador (5.22)-(5.27), se
asignan los valores iniciales z(0) = 1, 2(0) = 2, 6(0) = 1.3, P,(0) = 7, v P;1(0) =
Py (0) = 10. Se asume el parametro real § = 1. La perturbacién ¢(t) en (5.15) se realiza
usando la funcién de ruido blanco construida en MatLab.

Los resultados de aplicar el controlador (5.11)—(5.13), (5.7) al sistema (5.14),(5.15)
se muestran en la figura 5.2, la cual presenta la grafica del error de estimacion entre el
estado (5.14) x(t), controlado por (5.22), y el estimado controlado (5.27) z(t), la gréfica
del estimado del parametro 6(t) (5.24), y la grafica del criterio (5.16) J(t) en el intervalo
[0,5]. Los valores del error de estimacién z(t) — m(t), el estimado del pardmetro 6(5), y
el criterio (5.16) en el momento final T = 5 son z(5) — m(5) = —0.14, 6(5) = 1.01, y
J(5) = 3.93.

Se puede observar que los valores finales del estado controlado y el estimado controlado
y el parametro controlado y sus valores reales, asi como los valores del criterio en T =
5, son muy cercanos para el sistema con un parametro de valor conocido y el sistema
donde el valor de este parametro es desconocido y reemplazado por el estimado 6ptimo
disenado. Esto verifica exitosamente el funcionamiento total y la exactitud computacional
del controlador 6ptimo disenado para sistemas lineales con pardmetros desconocidos.

5.3. Conclusiones

Hemos disenado el controlador LQG éptimo para sistemas lineales con parametros
desconocidos sobre observaciones lineales y un criterio cuadréatico. La optimalidad del
controlador obtenido ha sido demostrada usando los resultados previos en el filtrado épti-
mo para estados polinomiales, particularmente, bilineales, sobre observaciones lineales y
la teoria LQR éptima para sistemas lineales. Se ha introducido el principio de separacion
para sistemas lineales con pardametros desconocidos. Se han verificado numéricamente los
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resultados tedricos obtenidos en un ejemplo ilustrativo. Los resultados de la simulacion
muestran que los valores terminales éptimos de los estados y estimados controlados, asi co-
mo la funcién de costo, estan muy cercanos al sistema con un parametro de valor conocido
y el sistema donde este parametro tiene valor desconocido y reemplazado por el estima-
do éptimo disenado. Aunque estas conclusiones provienen de la teoria desarrollada, la
simulaciéon numérica sirve como una ilustraciéon convincente.
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Figura 5.1: Gréfica del error de estimacién entre el estado (5.14) z(t), controlado por
(5.17), y el estimado controlado (5.21) m(t) y gréfica del criterio (5.16) J(t) en el intervalo
[0,5].
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Figura 5.2: Gréfica del error de estimacién entre el estado (5.14) z(t), controlado por
(5.22), y el estimado controlado (5.27) Z(t), gréfica del estimado del pardmetro 6(t) (5.24),
y grafica del criterio (5.16) J(t) en el intervalo [0, 5].
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Capitulo 6

Filtrado ()ptimo para Estados
Polinomiales sobre Observaciones
Polinomiales

6.1. Planteamiento del Problema

Sea (€2, F', P) un espacio completo de probabilidad con una familia creciente y continua
por la derecha de o-dlgebras Fy,t > 0, y sean (Wy(t), Fi,t > 0) y (Wa(t), Fi,t > 0)
procesos independientes de Wiener. El Fy-medible proceso aleatorio (x(t), y(t)) es descrito
por ecuaciones diferenciales polinomiales no lineales para el estado del sistema

dx(t) = p(x, t)dt + o(x,t)dWi(t), x(to) = o, (6.1)
y el proceso de observacion
dy(t) = h(x,t)dt + B(t)dWs(t). (6.2)

Aqui, z(t) € R" es el vector de estado y y(t) € R™ es el vector de observacion. La
condicién inicial zp € R™ es un vector gaussiano tal que xo, Wi(t) € RP, y Wi(t) € R?
son independientes. Se asume que B(t) BT (t) es una matriz definida positiva, por lo tanto,
m < q. Todos los coeficientes en (6.1)—(6.2) son funciones deterministicas de dimensiones
apropiadas. Las soluciones de las ecuaciones diferenciales estocdsticas de Ito (6.1) y (6.2)
son consideradas como soluciones débiles (ver, por ejemplo, [78] para la definicién). La
misma definiciéon ocurre para soluciones de otras ecuaciones diferenciales estocasticas de
Ito a lo largo de la tesis.
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Las funciones nolineales p(z,t) € R", o(z,t) € R", y h(xz,t) € R™ se consideran
polinomios de n variables, componentes del vector de estado z(t) € R", con coeficientes
dependientes del tiempo. Puesto que z(t) € R™ es un vector, se requiere una definicién
especial del polinomio para n > 1. De acuerdo con [16], un polinomio de grado p de un
vector z(t) € R™ se considera como una forma p-lineal de n componentes de z(t)

p(z,t) = ap(t) + ar () + ag(t)xa” + ... + (). . o times - - - T, (6.3)

donde ap(t) es un vector de dimensién n, «; es una matriz de dimensién n x n, ay es
un tensor tridimensional de dimensién n X n x n, a, es un tensor (p + 1)-dimensional de
dimension 7 X ...(p41) times--- X 7 Y T X .. .p times - - - X T €s un tensor p-dimensional de
dimension 1 X .. .p times - - - X n obtenido mediante p veces la multiplicacién espacial de un
vector x(t) por si mismo (ver [16] para una mayor definicién). Tal polinomio puede ser
expresado también en la forma de sumatoria

pi(, 1) = g k(t) + Z o wi(t)zi(t) + Z vy i (D) ()5 (1) + ..

+ > 0 ki, ()T () @, (8, iy, =1,
i1..eip
El problema de estimacién es encontrar el estimado éptimo z(t) del estado del sistema
x(t), basado en el proceso de observacion Y (t) = {y(s),0 < s < t}, que minimiza la
norma 2 euclideana

J = El(a(t) — &(t))" (x(t) — 2(t)) | F']
en cualquier instante de tiempo t. Aqui, E[£(t) | FY] indica la esperanza condicional de
un proceso estocastico &(t) = (z(t) — 2(t))T (z(t) — 2(t)) con respecto a la o - dlgebra FY
generada por el proceso de observacién Y'(t) en el intervalo [tg, t]. Como se sabe [84], este
estimado éptimo esta dado por la esperanza condicional

i(t) = mo(t) = B(z(t) | )

del estado del sistema z(t) con respecto a la o - dlgebra FY generada por el proceso de
observacién Y (t) en el intervalo [tg, t]. Como es usual, la funcién matricial

P(t) = E(x(t) — ma(t)(x(t) — ma ()" | F']

es la varianza del error de estimacién.

La solucién propuesta a este problema de filtrado 6ptimo se basa en las férmulas para
las diferenciales de Ito del estimado éptimo y la varianza del error de estimacién (citado
después de [84]) y dado en la siguiente seccion.
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6.2. Diseno del Filtro

El problema de filtrado éptimo establecido se resuelve mediante el siguiente teorema.
Teorema 6.1. El filtro éptimo para el estado polinomial z(t) (6.1) sobre observaciones
polinomiales y(t) (6.2) estd dado por las siguientes ecuaciones para el estimado éptimo

m(t) = [m.(t),m.(t)] = E([z(t),z(t)] | F}Y) y la varianza del error de estimacién P(t) =
E[([z(t), 2(t)] = m(®)([2(t), x(£)] — m(t))" | F']:
dm(t) = E(f(z,t) | F})dt + P()[1,0]" (B()B" ()~ (dy(t) — m.(t)dt), (6.4)

dP(t) = (E(([2(t), ()] = m(®))(f(z, )" | F') + E(f(2, )([2(t), 2(t)] = m(t))") | ')+

(6.5)
E(g(w,0)g" (x.t) | F) = P10 (B(t) BT (1)) [1,0]P(t)),
con las condiciones iniciales m(to) = [m.(to), ma(to)] = E([z0,w0] | F)) v Plto) =
El([z0, w0] — m(to)([20.x0] — m(to)” | Fyl. Aqui, f(z,t) = [f(z,t), p(w,1)], G(z,t) =

[g(x,t),0(x,t)],
Oh(z,t)

Oh(z, 1)
pe p(z, —

dt
ot T

f(l’,t) =

10%h(x,t) - Oh(, 1)
5 Or2 U(,T,t)()' ('T7t)dt7 g(a:,t) — B O'(.CE,t),

y el estado polinomial adicional z(t) = h(x,t) satisface la ecuacién

t)dt +

dz(t) = ahé”;’ D o 1)t + %dw (6.6)
82h(x t) T Oh(z,t) B
R I o(x,t)o” (z,t)dt + pe o(z, t)dWi(t), =z(0)= z.

Si la condicion inicial [z, o] para el extendido vector de estado es condicionalmente gaus-
siana con respecto a las observaciones, el sistema de ecuaciones de filtrado (6.4),(6.5) se
convierte en un sistema de dimensién finita en forma cerrada después de expresar los
momentos condicionales superiores del estado del sistema x(t) con respecto a las obser-
vaciones y(t) como funciones de sélo dos momentos condicionales bajos, m(t) y P(t).
Demostracién. Reformulemos el problema, introduciendo el proceso estocéstico z(t) =
h(z,t). Usando la férmula de Ito (ver [84]) para la diferencial estocastica de una funcién
no lineal h(z,t), donde z(t) satisface la ecuacién (6.1), la ecuacién (6.6) se obtiene para
2(t)
Oh(x,t)
Ox

Oh(x,t)

dz(t) = Er

p(x, t)dt + dt+
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19%Nh(z,1)

Oh(z, t)a
2 Ox?

o(z,t)o” (z,t)dt + (x,t)dWi(t), =z(0) = z.

Notar que el término %%a(x, t)oT(x,t) aparece en vista de la segunda derivada en x
en la féormula de Ito.

Asumamos en este punto que la condicién inicial [z, zo] para el vector de estado exten-
dido es un vector aleatorio condicionalmente gaussiano con respecto a las observaciones.
Esta suposicion es bastante admisible en el marco del filtrado, puesto que las distribu-
ciones reales de z(t) y z(t) son actualmente desconocidas. De hecho, como se sigue de
[82], si estan disponibles sélo los dos momentos condicionales més bajos, la esperanza my
y la varianza Py, de un vector aleatorio |29, xo], la mejor aproximacién para la distribu-
ci6én condicional desconocida de [zg, ] con respecto a las observaciones es la distribucién
gaussiana con los mismos parametros N (myg, Py). Este hecho también es un corolario del
teorema del limite central [97] en la teoria de probabilidad. Notar que el vector aleatorio
[20, xo] puede ser condicionalmente gaussiano con respecto a las observaciones, incluso si
xo es en realidad incondicionalmente gaussiano.

El punto clave para posteriores derivaciones es que el lado derecho de la ecuacién

(6.6) es un polinomio en x. es més, puesto que h(x,t) es un polinomio en z, las funciones
Oh(z,t) Oh(x,t) Oh(x,t) 9%h(x,t)
or ' Oz J}(t), ot Y o2

(6.6) es una ecuacién polinomial de estado con un ruido multiplicativo polinomial. Esta
se puede escribir en la forma compacta

también son polinomios en x. De este modo, la ecuacion

dz(t) = f(x,t)dt + g(x, t)dWi(t), z(to) = 2o, (6.7)
donde Oh(x, 1 Oh(z, t
flz,t) = %p(z, t)dt + %dt%—
%%a(%oﬁ(z,wdt, o(z.1) = %a(m).

En términos del proceso z(t), la ecuacién de observacién (6.2) toma la forma
dy(t) = [1,0][z(t), x(t)]dt + B(t)dW5(t). (6.8)

El problema de estimacién reformulado es ahora encontrar el estimado éptimo [m.(t), m,(t)]
del estado el sistema [z(t),z(t)], basado en el proceso de observacién Y (t) = {y(s),0 <
s < t}. Este estimado 6ptimo estd dado por la esperanza condicional

m(t) = [ms(t), mq(t)] = [E(=(t) | '), E(x(t) | F)]
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del estado del sistema [2(t), z(t)] con respecto a la o - algebra FY generada por el proceso
de observacién Y (t) en el intervalo [to,¢]. La funcién matricial

P(t) = B[([2(t), ()] — [ma(t), ma (0D ([2(8), 2 ()] — [ma(t), ma (DD | 1]

es la varianza del error de estimacion para este problema reformulado.

El sistema de filtrado obtenido incluye dos ecuaciones, (6.6) (o (6.7)) y (6.1), para
el estado medido parcialmente [z(t), z(¢)] y la ecuacién (6.8) para las observaciones y(t),
donde z(t) es un estado polinomial medido completamente con un ruido multiplicativo
polinomial, z(t) es un estado polinomial no medido, y y(¢) es un proceso de observacién
lineal que mide directamente el estado z(t). Como se sigue de la teoria general de filtrado
6ptimo ([84]), las ecuaciones de filtrado 6ptimo toman la siguiente forma particular para
el sistema (6.7), (6.1), (6.8)

dm(t) = E(f(z.t) | EY)dt + PO, 01T (B(t)BT ()" (dy(t) — m.(£)dt), (6.9)

dP(t) = (B(([=(t), 2(t)] = m(®))(f(z. )" | F') + E(f (2, 8)([=(t), 2(t)] = m(t))") | ](%Yiar)
E(g(e,0)g" (z,t) | F7) = PO, 0] (BB (1)) [1,0]P(t))dt+ |

E((([=(t), 2()] = m() ([2(t), 2()] — m())([=(t), ()] — m(t))" | F)x
[1,0]"(B(&)B" (1))~ (dy(t) — m.(t)dt),

donde f(z,t) = [f(x,t), p(x,t)] es el término de drift polinomial y g(x,t) = [g(x,t), o(x,1)]
es el término de difusién polinomial (ruido multiplicativo) en el sistema completo de las
ecuaciones del estado (6.7), (6.1), y el ultimo término debe ser entendido como un tensor
tridimensional (bajo el signo de la esperanza) enrevesado con un vector, lo cual da una
matriz. Las ecuaciones (6.9), (6.10) deben complementarse con las condiciones iniciales
m}(}]o) = [m.(to), m.(to)] = E([20, 0] | Fyy) v P(to) = E[([20, zo] —m(to)([20, To] —m(to)" |
FY).

i Demostraremos que un sistema cerrado de las ecuaciones de filtrado puede ser obtenido
para el estado polinomial medido incompletamente [2(t), z(¢)] sobre las observaciones lin-
eales y(t), en vista de las propiedades polinomiales de las funciones en el lado derecho
de la ecuacién (6.6). Ademads, como se muestra en [7]-[16], se puede obtener un sistema
cerrado de las ecuaciones de filtrado para los estados de sistemas polinomiales (6.6) (o
(6.7)) y (6.1) con ruidos multiplicativos polinomiales sobre observaciones lineales, si la
matriz de observaciéon es invertible para cualquier ¢ > ty. Puesto que la matriz de obser-
vacién A(t) = [I,0] € R™™+m) en (6.8) no es invertible, son introducidas las siguientes
transformaciones.
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Primero, notar que la matriz A es una matriz de rango completo, m, la cual es igual
a la dimensién del proceso de observacién y(t) € R™. Ademds notar que el nimero de
procesos de Wiener en las ecuaciones de observacion se pueden reducir también a m, la
dimensién de las observaciones independientes, resumiendo y renumerando los procesos
de Wiener en cada ecuacién de observacién (6.2). Por lo tanto, la matriz B se puede
asumir siempre como una matriz cuadrada de dimensién m x m, tal que B(t)BT(t) es
una matriz definida positiva (ver la seccién 6.1 para esta Condicién). Siguiente, las nuevas
matrices A(t) y B(t) son definidas como sigue. La matriz A(t) € R™+™)*0+m) o5 gbtenida
de A(t) = [1,0] € R™ (™) agregando n renglones linealmente independientes tal que
es invertible la matriz A(t) resultante. La matriz B(t) € RM™+m™*(+m) o5 hecha a partir
de la matriz B(t) € R™™ colocando B(t) en la esquina superior izquuierda de B(t),
definiendo las otras n entradas diagonales de B(t) igual a infinito, y haciendo cero todas
las otras entradas de B(t) fuera de la diagonal principal o fuera de la submatriz B(t). En
otras palabras, B(t) = diag|B(t), 8I,], donde 8 = oo, y I,, es la matriz de identidad de
dimensién n X n. De este modo, la nueva ecuacion de observacién estda dada por

y(t) = A(t)x(t)dt + B(t)dWs(t), (6.11)

donde y(t) € R™™.

El punto clave de la transformacion obtenida es que el nuevo proceso de observacion
y(t) al anterior y(t), puesto que los ficticios ultimos n componentes de y(t) consisten
de puro ruido en vista de intensidades infinitas de los ruidos gaussianos en las corre-
spondientes n ecuaciones, y los primeros m componentes de ¢(¢) coinciden con y(t). En
suma, la matriz completa de observaciéon A(t) es invertible, y la matriz (B(t)BT(t))"! €
Rm)x(n4m) existe y es igual a la matriz cuadrada de dimension (n +m) x (n +m),
cuya esquina superior izquierda es ocupada por la submatriz (B(t)BT(t))™t € R™™ y
todas las otras entradas son cero.

En términos de la nueva ecuaciéon de observacion (6.11), las ecuaciones de filtrado
6ptimo (6.9) y (6.10) toman la forma

dm(t) = E(f(x,t) | FY)dt + P()AT(H)(B() BT ()" \(dg(t) — AOm(t)dt),  (6.12)
4P (t) = (B(([2(t), 2(t)] — m()(Fa. )T | F¥) + E(f(x, £)([2(t), ()] — m(£)7) | {gg
E(g(e, 5" (x.1) | FY) — P(&)AT(6)(B(t) B (£)) " A(t) P(t))di+ |

) -
E((([=(t), 2()] = m(®) ([2(t), 2(t)] = m())([=(t), 2()] — m(t))" | F)x
AT()(B()B (1))~ (dy(t) — A(t)m(t)dt),

U:J |
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con las condiciones iniciales m(to) = [m.(to), m.(to)] = E([20,20] | F},) and P(ty) =
E(([20, z0] — m(to)([20, wo] — m(to)" | Fyy]. )

Puesto que la nueva matriz de observacién A(t) es invertible para cualquier t > t, la
variable aleatoria z(t) —m(t) es condicionalmente gaussiana con respecto al nuevo proceso
de observacién (t), y por lo tanto con respecto al proceso de observacién original y(t),
para cualquier ¢ > ¢, (ver [7]-[16]). Por tanto, las siguientes consideraciones son aplicables
a las ecuaciones de filtrado (6.12),(6.13).

Primero, puesto que la variable aleatoria x(t) —m(t) es condicionalmente gaussiana, el
tercer momento condicional E((([z(t), z(t)]—m(¢))([z(t), z(t)]—m(t))([z(t), z(t)]—m(t))T |
F}Y') con respecto a las observaciones, que estdn en el iltimo término de la ecuacién (6.13),
es igual a cero, porque el proceso [z(t),z(t)] — m(t) es condicionalmente gaussiano. De
este modo, todo el ultimo término en (6.13) es borrado y se obtiene la siguiente ecuacién
de la varianza

dP(t) = (B(([=(t), 2(t)] = m(®))(f(z. )" | F1) + E(f (2, 1)([=(t), 2(t)] = m(t))") | I(Téyﬂr)
E(g(e.)g" (z,t) | F) = POAT(O)(B()B" () A(t) P(t))dt |

con la condicién inicial P(to) = E[([z0, x0] — m(to)([z0, To] — m(to)” | FY].

Segundo, si las funciones f(x,t) y g(x,t) son funciones polinomiales del estado
con coeficientes dependientes del tiempo, la expresiéon de los términos E(f(z,t) | FY)

n (6.12) y E((x(t) — m(t)f"(z,1)) | ), E(gla,t)g"(x,t) | F) en (6.14) también
incluirian términos polinomiales de x inicamente. Entonces, el siguiente paso es considerar
los momentos condicionales similarmente al penultimo parrafo de la pagina 53. Después de
representar todos los términos polinomiales en (6.12) y (6.14), que se generan al expresar
E(f(z,t) | F), E(([2(t), ()] = m(0)f"(x,8)) | F), y E(g(z,t)g" (x,t) | F}) como
funciones de m(t) y P(t), se obtendria una forma cerrada de las ecuaciones de filtrado.
Las representaciones correspondientes de E(f(x,t) | FY), E(([z(t), z(t)]—m(t))(f(z, )T |
FY), v E(g(x,t)g" (z,t) | FY) han sido derivadas en [7, 10, 16] para ciertas funciones
polinomiales f(z,t) and g(z,t).

Finalmente, en vista de la definicién de las matrices A(t) y B(t) y el nuevo proceso de
observacion y(t), se pueden escribir nuevamente las ecuaciones de filtrado (6.12),(6.14) en
términos de la ecuacién de observacion original (6.2) usando y(t), A(t) = [1,0], y B(t).
Como un resultado, se obtienen las ecuaciones de filtrado 6ptimo (6.4),(6.5)

dm(t) = E(f(x,t) | F')dt + P()[1, 0] (B(t) B ()~ (dy(t) — ma(t)dt),

w(t)] —m()(f(z, )" | F') + E(f(z,)([(t), 2(1)] = m(t))") | B )+

2(1),
E(g(z,t)g" (z.t) | F) = P(O)[L,0]" (BB (1)) [1,0]P(t)),
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con las condiciones iniciales m(to) = [m.(to), m.(to)] = E([20,20] | F},) and P(ty) =
E(([20, z0] — m(to)([20, wo] — m(to)" | Fyy]. W

En la siguiente seccién, serd obtenida una forma cerrada de las ecuaciones de filtrado
para un caso particular de funciones polinomiales escalares de segundo y tercer orden
p(x,t), o(x,t), y h(x,t) en las ecuaciones (6.1) y (6.2). Sin embargo, la aplicaciéon del
mismo procedimientot resultaria en el diseno de un sistema cerrado de las ecuaciones de
filtrado para cualesquiera funciones polinomiales p(z,t), o(z,t), y h(x,t) en (6.1),(6.2).

6.3. Ejemplo: Problema de Filtrado del Sensor de
Tercer Grado para un Sistema Cuadratico

Esta seccidn presenta un ejemplo del diseno del filtro éptimo para un estado cuadratico
sobre observaciones polinomiales de tercer grado, reduciéndolo al problema de filtrado
optimo para un estado polinomial de cuarto grado con un ruido multiplicativo polino-
mial de segundo grado sobre observaciones lineales, donde la condicién inicial para el
vector de estado extendido es asumido como condicionalmente gaussiano con respecto a
las observaciones.

Sea el estado escalar no medido z(t) el cual satisface la ecuacion cuadrética

dz(t) = 2*(t)dt + dw,(t), 2(0) = o, (6.15)
y el proceso de observacion sea dado por una ecuacién escalar del sensor de tercer grado
dy(t) = (23(t) + 2(t))dt + dws(t), (6.16)

donde wy(t) y ws(t) son procesos estdndar de Wiener independientes uno del y de una
variable aleatoria gaussiana xy actuando como la condicién inicial en (6.15). El problema
de filtrado es encontrar el estimado 6ptimo para el estado cuadratico (6.15), usando las
observaciones del sensor de tercer grado (6.16).

Reformulemos el problema, introduciendo el proceso estocastico z(t) = h(x,t) =
23(t) + z(t). Usando la férmula de Ito (ver [84]) para la diferencial estocéstica de la
funcién cubica h(z,t) = x3(t) + z(t), donde z(t) satisface la ecuacién (15), se obtiene la
siguiente ecuacién para z(t)

dz(t) = (2°(t) + 3z(t) + 32 (¢))dt + (32°(t) + 1)dw,(t), z(0) = 2. (6.17)

Aquli, aha(i’t) = 322(t) + 1, %ah;gg’” = 3x(t), y % = 0; por lo tanto, f(x,t) =

22(t) + 3z(t) + 32*(t) y g(x,t) = 322(t) + 1. La condicién inicial [z, o] se considera

102



condicionalmente gaussiana con respecto a las observaciones (ver el parrafo precedente
(6.7) para los detalles). En términos del proceso z(t), la ecuacién de observacién (6.16)
toma la forma

dy(t) = z(t)dt + dws(t). (6.18)

El sistema de filtrado obtenido incluye dos ecuaciones, (6.17) y (6.15), para el estado
medido parcialmente [z(t), z(t)] y una ecuacién (6.18) para las observaciones y(t), donde
z(t) es un estado de cuarto grado medido completamente con un ruido multiplicativo
cuadratico, x(t) es un estado cuadrético no medible, y y(t) es un proceso de observacién
lineal que mide directamente el estado z(t). Por lo tanto, el filtro éptimo disenado puede
ser aplicado para resolver este problema. Las ecuaciones de filtrado (6.4),(6.5) toman la
siguiente forma particular para el sistema (6.17),(6.15),(6.18)

dmy(t) = (1 + 3ma(t) + 3m2(t) + 3Pa(t))dt + Piy(£)[dy(t) — my(£)dH], (6.19)

dma(t) = (m3() + Poalt))dt + Pra(t)[dy(t) — ma (£)dt], (6.20)

con las condiciones iniciales my(0) = E(zo | y(0)) = myo and mz(0) = E(z | y(0)) = map,
Pry(t) = 12(Pra(t)ma(t)) + 6 Pra(t) + 27P5y(t) + 54 Pay(t)m3 (1) + (6.21)

Ims(t) + 6Pay(t) + 6ma + 1 — P2 (1),
Pra(t) = 14 6(Paa(t)ma(t)) + 3Pas(t) + 3(m3(t) + Paa(t)) — Pui(t) Pra(t), (6.22)
Po(t) = 1 + 4P (t)ma(t) — Ph(2), (6.23)

con la condicién inicial P(0) = E(([xo, z0]T — m(0))([zo, 20]" —m(0))T | y(0)) = Py. Aqui,
my(t) es el estimado dptimo para el estado z(t) = x3(t) + z(t) y ma(t) es el estimado
6ptimo para el estado x(t).

Los estimados obtenidos al resolver las ecuaciones (6.19)—(6.23) son comparados a los
estimados que satisfacen a las ecuaciones de filtrado de kalman-Bucy extendidas para el
estado cuadratico (6.15) sobre las observaciones polinomiales de tercer orden (6.16), las
cuales se obtienen usando el Teorema 8.1 de [55]:

g (t) = mic(t) + Pre(8)(3mic (t) + [y () — mie(t) — muc (1)), (6.24)
con la condicién inicial mg(0) = E(z(0) | y(0)) = mao,
Prc(t) = 1+ dmg (t) Pg(t) — (3m2(t) + 1)2P2(t), (6.25)

con la condicién inicial Pk (0) = E((2(0) — mg(0))(x(0) — mg(0))T | y(0)) = Px(0) =
PQQ(O).
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Los resultados de la simulacién Numeérica se obtienen resolviendo los sistemas de ecua-
ciones de filtrado (6.19)—(6.23) y (6.24)—(6.25). El solucionador numérico esté basado en
el algoritmo promedio de Monte-Carlo sobre realizaciones de los procesos estocasticos,
estimado éptimo (media condicional) y la varianza del error de estimacién. Esto es real-
izado en MatLab 7.0 como un esquema de Simulink, incluyendo la subrutina ODE 4.5, la
cual estd combinada con un ciclo externo para correr realizaciones de Monte Carlo. Los
valores obtenidos de los estimados del estado ma(t), que satisfacen la ecuacién (6.20), y
m(t), que satisfacen la ecuacién (6.24), son comparados a los valores reales de la variable
de estado x(t) en (6.15).

Para los filtros (6.19)-(6.23), (6.24)-(6.25) y el sistema de referncia (6.17),(6.15),(6.18)
involucrado en la simulacion, se asignan los siguientes valores iniciales: zqg = 2y = 0,
Moy = mK(O) = ].07 mig = 10007 PH(O) = 15, P12(0) = 3, PQQ(O) = PK(O) = 1. El
intervalo de la simulacién es establecido en [0,0.7]. Las perturbaciones gaussianas dw (t)
y dws(t) son realizadas usando las funciones de ruido blanco gaussiano construidas en
MatLab con los valores iguales de amplitud y discretizacion del paso, 0.01, el cual corre-
sponde a representaciones discretas de MatLab del ruido blanco gaussiano estandar con
intensidad unitaria (potencia del ruido). Notar que la potencia del ruido puede ser cam-
biada variando los términos o(x,t) y B(t) en (6.1),(6.2), lo cual llevaria al cambio de los
términos correspondientes en las ecuaciones de filtrado (6.4),(6.5).

La Figura 6.1 muestra las gréficas de los errores entre el estado de referencia x(t) (6.15)
y su estimado 6ptimo my(t) (6.20), y el estado de referncia z(t) = x3(t) + z(t) (6.17) y su
estimado éptimo my(t) (6.19), en el intervalo de simulacién completo desde to = 0 hasta
T = 0.7. Se puede observar que los errores de la estimacién 6ptima convergen a los estados
reales muy rapidamente y entonces mantienen el valor promedio cero, a pesar de un error
considerable en las condiciones iniciales, mgy — xg = 10, myo — 2(0) = 1000. El error de
estimacion para el estado z(t) en T' = 0.7 es igual a m»(0.7) —2(0.7) = 0.04. La Figura 6.2
muestra la grafica del error entre el estado de referencia z(t) (6.15) y el estimado del filtro
de Kalman-Bucy extendido mg(t) (6.24). Se puede observar que el estimado del filtro de
Kalman-Bucy extendido no converge a cero para el tiempo de la simulacién, admitiendo
un error bastante grande en 7' = 0.7, el cual es igual a mg(0.7) — 2(0.7) = 0.57, catorce
veces mas que el error de estimaciéon 6ptima en la Figura 6.1.

De este modo, se puede concluir que el filtro 6ptimo obtenido (6.19)—(6.23) resuelve
el problema de filtrado del sensor éptimo de tercer orden para el sistema (6.15),(6.16) y
proporciona un estimado confiable del estado no medido.
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6.4. Conclusiones

Esta tesis presenta el filtro 6ptimo para estados de sistemas polinomiales sobre observaciones
polinomiales. Se muestra que el filtro 6ptimo puede ser obtenido en una forma cerrada para
cualquier funcién polinomial en las ecuaciones del estado y la observacion. En el ejemplo,
la solucién éptima se obtiene para el problema de filtrado de un estado cuadratico sobre
observaciones polinnomiales de tercer grado, asumiendo una condicién inicial condicional-
mente gaussiana para el vector de estado de tercer orden extendido. El filtro resultante
no provee de una convergencia rapida y confiable del estimado, a pesar de una diferencia
significativa en las condiciones iniciales entre el estado y el estimado, mientras que el
estimado del filtro de Kalman-Bucy extendido se comporta insatisfactoriamente. Aunque
esta conclusion se deduce de la teoria desarrollada, la simulaciéon numérica sirve como una
ilustracion convincente.
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Figura 6.1: Arriba. Grafica del error de estimacién entre el estado de referencia x(t)
(6.15) y su estimado éptimo ma(t) (6.20) en el intervalo [0,0.7]. Abajo. Grafica del error
de estimacion entre el estado de referencia z(t) (6.17) y su estimado 6ptimo m(¢) (6.19)
en el intervalo [0, 0.7].
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estimation eror for Kalman-Bucy fiter

Figura 6.2: Grafica del error de estimacién entre el estado de referencia x(t) (6.15) y su
estimado mg(t) (6.24) en el intervalo [0,0.7].
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Capitulo 7

Diseno del Filtro Hy Subdéptimo
Central para Sistemas Lineales
Variables en el Tiempo con Retardo
en el Estado o en la Mediciéon

7.1. Planteamiento del Problema del Filtrado H., para
Sistemas LTV con
Retardo en el Estado

Considerar el siguiente sistema LTV continuo en el tiempo con retardo en el estado:

S oi(t) = A@)a(t—h)+ Btw(t), (7.1)
y(t) = Ct)z(t) + D(t)w(t), (7.2)
At = L(t)z(t), (7.3)
2(0) = @), VO € [to— h,to] (7.4)

donde z(t) € R" es el vector de estado, z(t) € RY es la sefial por estimarse, y(t) € R™ es
la salida medida, w(t) € £5[0,00) es la perturbacién de entrada. A(-), B(-), C(-), D(-), y
L(-) son funciones continuas conocidas. ¢(t) es una funcién continua vectorial desconocida
definida en el intervalo inicial [ty — h, to]. El retardo del tiempo h es conocido.

Para el sistema (7.1)—(7.4), se asumen las siguientes condiciones estandar ([75]):

» el par (A, B) es estabilizable; (Cy)
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» el par (C, A) es detectable; (Cs)
» D(t)BT(t) =0y Dt)DT(t) = I,. (C3)

Aqui, I, es la matriz identidad de dimensién m x m. Como es usual, las primeras dos
condiciones aseguran que el error de estimacién, proporcionado por el filtro ‘H,, disenado,
converge a cero ([55]). La tultima condicién de ortonormalidad del ruido es técnica y
corresponde a la condicién de independencia del proceso estandar de Wiener (ruidos
blancos gaussianos) en los problemas de filtrado estocastico ([84]).

Ahora, consideremos un filtro H,, de orden completo en la siguiente forma (Ss):

Sutiplt) = Alt)eslt—h) -+ K (Bly(t) — C(0)es(0)], (75)
z(t) = L)z (1), (7.6)
donde x¢(t) es el filtro del estado. La matriz de ganancia Ky(t) serd determinada.

Al transformar el modelo (7.1)-(7.3) para incluir los estados del filtro, se obtiene el
siguiente sistema de error de filtrado (S3):

Sz: e(t) = At)e(t —h) + B(t)w(t) — Kp(r)g(t),
§(t) = C(t)e(t) + D(t)w(t),
) = Lt)e(t),

donde e(t) = o(t) — 2,(t), §(t) = y(t) — C(t)as (), y 2(t) = =(t) — 2 (1)

Por lo tanto, el problema que debe ser considerado es el siguiente: desarrollar un filtro
H robusto de la forma (7.5)-(7.6) para el sistema LTV con retardo en el estado (Sy), tal
que se satisfagan los siguientes dos requerimientos:

1. Las dindmicas del error de filtrado resultantes (S3) son robustamente asintética-
mente estables en la ausencia de perturbaciones, w(t) = 0;

2. Las dindmicas del error de filtrado (S3) aseguran una atenuacién en el nivel del ruido
v en un sentido H... Més especificamente, para todas w(t) € L£5]0, 00), diferentes de
cero se establece la desigualdad

1213 <72 {he @ + 1O oo ) (7.10)

para el problema de filtrado .., donde || f(2)||5 := Lzo FE@) f(t)dt, ||(0) H;}R’[to_h’to} =

ftio_h 0T (0)Rp(0)dO, R es una matriz simétrica definida positiva, y v es un escalar
positivo real dado.
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7.2. Diseno del Filtro H,, Central para Sistemas LTV
con Retardo en el Estado

El diseno propuesto del filtro central H., (ver el Teorema 4 en [35]) para sistemas
LTV con retardo en el estado estd basado en el resultado general (ver el Teorema 3
en [35]) reduciendo el problema del controlador H., para el problema del controlador
correspondiente Hy (i.e., cuadrético lineal éptimo). En esta tesis, es usada tunicamente
la parte del filtrado de este resultado, valido para el problema completo del controlador.
Entonces, el filtro en promedio cuadratico é6ptimo del tipo de Kalman-Bucy para sistemas
LTV con retardo en el estado ([22]) se emplea para obtener el resultado deseado, el cual
esta dado por el siguiente teorema.

Teorema 7.1. El filtro central Hy para el estado no observado (7.1) sobre las ob-
servaciones (7.2), que asegura la condicion Has de atenuacion del ruido (7.10) para el
estimado de salida z¢(t), estd dado por las ecuaciones para el estimado del estado x¢(t) y
el estimado de la salida z¢(t)

y(t) = A@)rs(t —h)+ P(OCT(O)[y(t) — C(t)zs(1)], (7.11)
zp(t) = L(t)zy(t), (7.12)

con la condicion inicial x¢(0) = 0 para VO € [ty — h,to], la ecuacidn para la matriz de
ganancia del filtro P(t)

dP(t) = (Pi(t)A"(t) + A(t)P] (t) + B(t)B" (t) — P()[C" ()C(t) — v *LT () L(t)| P(t))dt,

(7.13)
con la condicién inicial P(ty) = R, y el sistema de ecuaciones para las matrices com-
plementarias P;(t), i > 1,

dP;(t) = (A)Pi—1(t — h) + Pia () AT (t —ih))dt + %(B(t)BT(t —ih)+ B(t —ih) BT (t))dt—

%(P(t)[C’T(t)C(t —ih) —y 2L (t)L(t — ih)|P(t — ih)+ (7.14)

P(t —ih)[CT(t — ih)O(t) — v 2LT(t — ih) L(t)] P(t))dt,
con las condiciones iniciales

PZ(Q) =0, 0e [t0+(l—1)h,t0+2h]

El nimero de ecuaciones en (7.14) es igual a la parte entera de la razén T'/h, donde h es
el retardo del estado en (7.1) y T es el horizonte de filtrado actual.
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Demostracién. Primero que todo, notar que el sistema del error de filtrado (7.7)-(7.9)
ya esta en la forma usada en el Teorema 3 de [35]. Por lo tanto, de acuerdo al Teorema 3 de
[35], la parte de filtrado de este problema del controlador H,, seria equivalente al problema
de filtrado H; (i.e., promedio cuadrético 6ptimo), donde es realizada la peor perturbacién
Wworst () = Y 2BT(1)Q(t)e(t), y Q(t) es la solucién de la ecuacién para la correspondiente
ganancia del control Hy (cuadratica lineal éptima). Por tanto, el sistema, para el cual el
sistema de filtrado equivalente Hs (promedio cuadratico 6ptimo) es establecido, toma la
forma

Sy é(t) = A(t)e(t —h) +~y72B(t)BT()Q(t)e(t) — K(t)y(1), (7.15)
g(t) = C)e(t) +y72D() BT ()Q(t)e(t), (7.16)
) = L(t)e(). (7.17)

Como se sigue del Teorema 3 de [35] y el Teorema 1 en [22], las acuaciones del estimado
H, (promedio cuadratico éptimo) para los estados del error (7.15) y (7.17) estdan dadas
por

Ssi€p(t) = Alt)es(t —h) — K;(t)y(t) + P(O)CT ($)[5(t) — Clt)es(t)], (7.18)
Zp(t) = L(t)es(t), (7.19)

donde ey (t) y Zs(t) son los estimados Hy (promedio cuadratico 6ptimo) para e(t) y Z(¢),
respectivamente. En la ecuacién (7.18), P(t) es la solucién de la ecuacién para la cor-
respondiente ganancia del filtro Hy (promedio cuadratico éptimo), donde, de acuerdo al
Teorema 3 de [35], la matriz de observacién C(t) debe cambiarse a C(t) — ' L(t) (L(t)
es la matriz de salida en (7.3)).

Debe notarse que, en contraste al Teorema 3 de [35], no hay matriz de correccién
Zoo(t) = [I, — v 2P(t)Q(t)] ™! en los tltimos términos de innovacién en el lado derecho
de la ecuacién (7.18), puesto que no es necesario hacer la correccién relacionada con la
estimacién de la peor perturbacion w5 (t) en la ecuacion del error(7.15). Es més, como
estd establecido en ([75]), el estimador deseado debe ser imparcial, esto es, Z¢(t) = 0.
Puesto que el error de salida Z(t), que satisface (7.17), también estd en el criterio (7.10)
y deberfa reducirse al minimo tanto como sea posible, la peor perturbacién w5 (t) en
la ecuacién del error (7.15) debe ser claramente rechazado y, por tanto, no necesita ser
estimado. De este modo, la ganancia del filtro correspondiente Hy (promedio cuadrético
6ptimo) no incluirfa ninguna matriz de correccién Z(t). Se puede observar la misma
situacién en los Teoremas 1-4 en [75]. Sin embargo, si no el error de salida Z(t) sino
la salida z(t) por si misma se situaria en el criterio (7.10), debe incluirse la matriz de
correccion Zq,(t) = [I, — vy 2P(4)Q(t)] L.
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Tomando en cuenta la imparcialidad del estimador (7.18)-(7.19), se puede concluir
con facilidad que la igualdad K(t) = P(t)C"(t) debe ocurrir para la matriz de ganancia
K¢(t) en (7.5). De este modo, las ecuaciones de filtrado (7.5)-(7.6) toman la forma final
(7.11)-(7.12), con la condicién inicial z;(0) = 0 para V6 € [ty — h, o], la cual corresponde
al filtro central Ho, (ver Teorema 4 en [35]). Es necesario atin indicar las ecuaciones para
la correspondiente Hy matriz de ganancia del filtro (promedio cuadratico éptimo) P(t).
De acuerdo con el Teorema 1 de [22], la matriz de ganancia del filtro P(t) estd dada por la
ecuacién (7.13), con la condicién inicial P(ty) = R™!, la cual corresponde al filtro central
Ho (ver los Teoremas 3 y 4 en [75]). Notar que la matriz de observacién C(t) es cambiada
a C(t) — v 'L(t) de acuerdo al Teorema 3 de [35]. Entonces, en vista del Teorema 1 de
[22], se deben anadir las ecuaciones (7.14) para matrices complementarias P;(t), i > 1,
para obtener un sistema cerrado de las ecuaciones de filtrado.

Debe notarse que, para cada t fijo, el nimero de ecuaciones en (7.14), que se deben
tomar en cuenta para obtener un sistema cerrado de las ecuaciones de filtrado, no es igual
a infinito, puesto que las matrices A(t), B(t), C(t), D(t), y L(t) no estdn definidas para
t < ty. Por tanto, si el momento actual del tiempo ¢ pertenece al intervalo semiabierto
(kh, (k+1)h], donde h es el valor del retardo en la ecuacién (7.1), el niimero de ecuaciones
en (7.14) es igual a k. B

Un numero finito de las ecuaciones de filtrado para cualquier horizonte de filtrado fijo
es una considerable ventaja del diseno del filtro, aunque el espacio de estado del sistema
con retardo en el tiempo (7.1) es de dimensién infinita [69].

Observacién 7.1. Las propiedades de convergencia del estimado obtenido (7.11) estan
dadas por el teorema de convergencia estandar (ver, por ejemplo, [55]): si en el sistema
(7.1),(7.2) el par (A(t)¥(t — h,t),B(t)) es completamente uniformemente controlable y
el par (C(t), A(t)¥(t — h,t)) es completamente uniformemente observable, donde W (¢, 7)
es la matriz de transicién de estado para la ecuacién (7.1) (ver [69] para la definicién de
una matriz ¥), y se establece la desigualdad C7(¢)C(t) — v 2LT(¢t)L(t) > 0, entonces el
error del filtro obtenido (7.11)—(7.14) es uniformemente asintéticamente estable. Como
es usual, se requiere la condicién de controlabilidad completa uniforme para asegurar la
nonegatividad de la matriz P(t) (7.13) y puede ser omitida, si la matriz P(t) es definida no
negativa en vista de sus propiedades intrinsecas. Las condiciones de controlabilidad y ob-
servabilidad completas uniformes para un sistema lineal con retardos (7.1) y observaciones
(7.2) puede ser encontrada en [69].

Observacién 7.2. La condicién CT(¢)C(t) -~y 2L () L(t) > 0 asegura la acotabilidad
de la matriz de ganancia del filtro P(t) para cualquier tiempo ¢ finito, y también cuando
el tiempo va al infinito. Aparentemente, si CT(¢)C(t) — v 2LT(t)L(t) < 0, entonces la
funcién P(t) diverge al infinito para un tiempo finito y el filtro disenado no funciona.
Si ocurre la igualdad CT(t)C(t) — v 2LT(t)L(t) = 0, entonces el error de estimacién es
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uniformemente asintGticamente estable, si la matriz A(t) de las dindmicas de estado por
sl misma es asintoticamente estable.

Observacion 7.3. De acuerdo a los comentarios hechos en la subsecciéon V.G en [35],
el filtro Ho, central obtenido (7.11)—(7.14) presenta una eleccién natural para el filtro Ho,
disenado admisible entre todos los filtros H, que satisfacen la desigualdad (7.10) para un
umbral v dado, puesto que éste no involucra ningin lazo actuador adicional (i.e., cualquier
variable de estado externa adicional) en construir la matriz de ganancia del filtro. Ademas,
el filtro H, central obtenido (7.11)—(7.14) tiene la propiedad de suboptimalidad, i.e., que
minimiza el criterio

T =202 = {2 + 1O p o)

para caday > 0 positivo de modo tal que se cumpla la desigualdad C7 (¢)C(t)—y2LT (¢)L(t) >
0.

Observacién 7.4. Continuando con la discusién de la subsecciéon V.G en [35], notar
que la condicién de complementaridad sucede siempre para el filtro H, obtenido (7.11)—
(7.14), puesto que la definites positiva de la condicién inicial matricial R implica que la
definites positiva de la matriz de ganancia del filtro P(¢) como solucién de (7.13). Por
tanto, la falla de la estabilidad es la tinica razon por la que el filtro obtenido puede dejar
de funcionar. De este modo, el margen de estabilidad v = /||[LT(¢)L(t)| / |[CT()C 1)
también define el valor minimo posible de ~, para el que la condicién H, (7.10) puede
todavia estar satisfecha.

7.3. Filtro Alternativo H,, Central para Sistemas LTV
con Retardo en el Estado

Considerar ahora otro diseno del filtro H, central para sistemas LTV con retardo en
el estado, el cual estd basado en el filtro éptimo H, alternativo (en promedio cuadrético
6ptimo) obtenido en [15]. Al hacer esto, el sistema de las ecuaciones (7.13),(7.14) para
determinar la matriz de la ganancia del filtro P(t), cuyo nimero crece cuando el horizonte
de filtrado tiende al infinito, es reemplazado por la inica ecuacién para P(t), la cual incluye
la matriz de transiciéon de estado W(¢,7) para la ecuacién con retardo en el tiempo (7.1)
(ver [69] para la definicién). El resultado estd dado por el siguiente teorema.

Teorema 7.2. El filtro Ho, central alternativo para el estado no observado (7.1) sobre
las observaciones (7.2), asequra que la condicion de atenuacion del ruido Ho (7.10) para
el estimado de salida z¢(t), estd dado por las ecuaciones (7.11) para el estimado dptimo
zf(t), la ecuacion (7.12) para el estimado de salida z¢(t), y la ecuacion para la matriz de
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ganancia del filtro P(t).
dP(t) = A(t)(U(t — h,t))P(t) + P(t)(V(t — h,t))" AT (t)+ (7.20)

B(t)B(t) — P(t)[CT ()C(t) — v "L (1) L(1)| P(t))dt.

con la condicidn inicial P(ty) = R~ .

Demostracién. En vista del Teorema 1 in [15], la ecuacion alternativa para determi-
nar la matriz de ganancia Hs (en promedio cuadrético éptimo) P(t) en la ecuacion del
estimado (7.11) estd dada por la ecuacién (7.20), con la condicién inicial P(ty) = R™1,
la cual corresponde al filtro central H., (ver los Teoremas 3 y 4 en [75]). La matriz de
observacién C(t) es cambiada a C'(t) — v ' L(t) de acuerdo al Teorema 3 de [35].

Como se sugiere en [15], para propdsitos computacionales, la matriz V(7,t), 7 < t,
puede ser calculada facilmente como una solucién de la ecuacion matricial W(7,t)x;(t) =
x1(7), 7 < t, para cualquier ¢, 7 > to, donde x(t) es la solucién de la ecuacién homogénea
(7.1) &1(t) = A(t)z1(t — h), con la condicién inicial (7.4). Ya que siempre existe una
solucién de la ecuacién matricial para W(r,t), si z1(t) no es el vector cero. De lo contrario,
si z1(t) es el vector cero, la matriz W(7,t) podria ser fijada en cero, ¥(7,t) = 0, para
cualquier 7 < ¢, puesto que x1(7) seria igual a cero también a pesar del valor de ¥V(r,t). El
método de célculo mas simple es disenar (7, ¢) como una matriz diagonal, ¥;;(7,t) = 0, si
i # j, cuyas entradas diagonales son definidas como W (7,t) = x1,(7)/x1,(t), si z1,(t) # 0,
y U;i(7,t) =0, de lo contrario, si z1,(t) = 0. R

Notar que el filtro alternativo disenado contiene sélo dos ecuaciones diferenciales,
la ecuacién del estimado (7.11) y la ecuacién matricial de ganancia (7.20), a pesar del
horizonte de filtrado. Esto presenta una ventaja significativa en comparacién al filtro
precedente (7.11)-(7.14) consistente de un nimero variable de las ecuaciones matriciales
de ganancia, el cual es especificado por la razon entre el horizonte de filtrado actual y el
valor del retardo en la ecuaciéon de estado y crece inacotadamente cuando el horizonte de
filtrado tiende al infinito. Esta ventaja parece ser incluso més significante al recordar que
el espacio de estado del sistema con retardo en el tiempo (7.1) es de dimensién infinita
[69].

Observacién 7.5. Puesto que el filtro H,, alternativo disenado (7.11),(7.12),(7.20)
estd basado en el filtro en promedio cuadritico Hy obtenido en [15], el cual es éptimo
con respecto a un criterio en promedio cuadratico, La observaciones 7.1-7.4 permanecen
verdaderas para el filtro alternativo también.
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7.4. Ejemplo: Filtro H,, Central para Sistemas con
Retardo en el Estado

Esta seccion presenta un ejemplo del disenio del filtro H,, central para un estado lineal
con retardo sobre observaciones lineales y comparandolo al mejor filtro H,, para un estado
lineal sin retardos, el cual es el filtro obtenido en los Teoremas 3 y 4 de [75].

Sea el estado no medido x(t) = [x1(t), z2(t)] € R? con retardos (un oscilador mecdnico
con una fuerza retardada como entrada) dado por

#1(t) = 2a(t — 5), (7.21)

ZL’Q(t) = —Il(t — 5) -+ w1<t>,

con una condicién inicial desconocida x(0) = (), 6 € [—5,0], el proceso de observacién
escalar que satisface la ecuacion

y(t) = z1(t) + wa(t), (7.22)
y la salida escalar puede ser representada como
z(t) = x1(¢). (7.23)

Aqui, w(t) = [w(t), ws(t)] es una perurbacién de entrada. Puede verificarse facilmente
que la condicién de la ortonormalidad del ruido (ver la Seccién 7.1) ocurre para el sistema
(7.21)—(7.23).

El problema de filtrado es encontrar el estimado H, para el estado lineal con retardos
(7.21) sobre observaciones lineales directas (7.22), las cuales satisfacen la condicién de
atenuacién del ruido (7.10) para un « dado, usando el filtro H, disenado (7.11)-(7.14) o
el filtro H alternativo (7.11),(7.20). El horizonte de filtrado es T' = 10. Notar que puesto
que 10 € [1 x 5,2 x 5], donde el valor del retardo es 5 en la ecuacién de estado (7.21),
sélo la primera de las ecuaciones (7.14), junto con las ecuaciones (7.11)—(7.13), debe ser
empleada.

Las ecuaciones de filtrado (7.11),(7.13), y la primera de las ecuaciones (14) toman la
siguiente forma particular para el sistema (7.21),(7.22)

Tp(t) = xp(t =5) + Pu(®)y(t) — =5 (1)), (7.24)

ip,(t) = =25, (t = 5) + Pua(t)[y(t) — 5, (1)),

con la condicién inicial z¢(f) =0, § € [—5,0];

Pll(t) = 2P112 (t> - (1 - 7_2)P121(t)7 (725)
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Pro(t) = —Pr,, (t) 4 Pry, (t) — (1 — 772 Pra(t) Pra(t),
PQ?(t) =1- 21Dl21 (t) - (1 - 7_2>P122(t)7

con la condicién inicial P(0) = Ry

Pr,, (1) = Pro(t = 5) + Pay(t) — (1 — v ) Pu(t) Pua(t — 5), (7.26)
P112(t> = p22(t - 5) - P211<t) - %(1 - 7_2)[P11(t)P12(t - 5) + PlQ(t)Pll(t — 5)],

Pr,, (t) = —Pus(t = 5) + Pay, (t) — %(1 — 7)) [Pu(t)Pro(t = 5) + Pra(t) Pu(t = 5)],

Pro,(t) = 1= Pria(t — 5) — Pay, (t) — (1 = v ) Prao(t) Pra(t — 5),

con la condicidn inicial Py(6) =0, 6 € [0, 5]; finalmente, P(0) = 0, 6 € [5,10).

Los estimados obtenidos al resolver las ecuaciones (7.24)—(7.26) son comparados a
los estimados del filtro H,, convencional, obtenido en los Teoremas 3 y 4 de [75], los
cuales satisfacen las siguientes ecuaciones, donde la ecuacion matricial de ganancia es una
ecuacién de Riccati y no se usan las ecuaciones para las matrices P;(t),i > 1:

mivg, (1) = my,(t = 5) + Pu(t)[y(t) — my (1)), (7.27)
mfz(t) =—-mpg (t - 5) + Pl?(t)[y(t) —mp (t)],
con la condicién inicial ms(6) = 0, § € [—5,0];
Pri(t) = 2Ppo(t) — (1 =y %) PA(1), (7.28)
Pro(t) = =P (t) + Po(t) — (1 — v ) P (t) Pra(t),
Py(t) =1 —2Pp(t) — (1 — v ) PL(1),

con la condici6n inicial P(0) = R~

Finalmente, los estimados obtenidos previamente son comparados a los estimados del
filtro Ho, alternativo que satisfacen las ecuaciones (7.11),(7.20). La ecuacién (7.11) para
el estimado x((t) sigue siendo la misma que (7.24), y la ecuacién matricial de ganancia
(7.20) toma la siguiente forma particular para el sistema (7.21),(7.22)

Piy(t) = 2Wgy(t — 5,1) Ppa(t) — (1 — y2) P2 (1), (7.29)
Plg(t) = =Wy (t = 5,8)Pi1(t) + Woo(t — 5,t) Pao(t) — (1 — 7_2)P11(t)P12(t),

Pas(t) = 1= 20y (t = 5,8) Pia(t) — (1 — 7 7%) Py (t),
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con la condicién inicial P(0) = R™!, donde se toma en cuenta que la matriz de transicién
de estado W(7,t) para el estado lineal con retardo en el tiempo (7.21) es calculada como
una matriz diagonal de acuerdo al algoritmo sugerido en la Seccion 7.3.

Los resultados de la simulaciéon numérica se obtienen se obtienen resolviendo los sis-
temas de ecuaciones de filtrado (7.24)—(7.26), (7.27)—(7.28), y (7.24),(7.29). Los valores
del estimado se comparan a los valores reales del vector de estado x(t) en (7.21).

Para cada uno de los tres filtros (7.24)—(7.26), (7.27)-(7.28),y (7.24),(7.29) y el sistema
de referencia (7.21) involucrado , se asignan los siguientes valores iniciales: ¢1(0) = 1,
wa(0) =1, 0 € [-5,0]; R = I, = diag[l 1]. La perturbacién Lo: w(t) = [wy(t), wa(t)] es
realizada como w1 (t) = 1/(1 4 t)?, wa(t) = 2/(2 + t)2

Puesto que C(t) = L(t) = 1 en (7.22),(7.23) y el minimo valor alcanzable del umbral
v es igual a L/C =1, se asigna el valor v = 1.1 para las simulaciones.

Se obtienen las siguientes graficas: graficas del error de estimacién H,, de la salida
z(t) — z¢(t) correspondiente al estimado x¢(t) que satisface las ecuaciones (7.24)—(7.26)
(Figura 7.1); graficas del error de estimacién Ho, de la salida z(t) — z;(t) correspondientes
al estimado convencional my(t) que satisface las ecuaciones (7.27)—(7.28) (Figura 7.2);
gréaficas del error de estimacion H,, de la salida z(t) — z¢(¢) correspondientes al estimado
alternativo my(t) que satisface las ecuaciones (7.24),(7.29) (Figura 7.3). Las graficas de
los errores de estimacion de la salida se muestran en el intervalo completo de simulacion
desde ty = 0 hasta T = 10. Las figuras 7.1-7.3 también demuestran las dinamicas de las
normas H., del ruido de la salida correspondientes a la presentacién de los errores de
estimacion H,, de la salida en cada caso.

Se obtienen los siguientes valores de la norma H,, del ruido de la salida ||T,,||* =
12(t) = 2 (ON3/ W ON3+ 0013 1 1oy Para las perturbaciones simuladas wy (t) y ws(t)

en el tiempo final de simulaciéon 7' = 10: ||T%,|| = 0.1614 para el error H., de estimacién
2(t) — zf(t) correspondiente al estimado z;(t) que satisface las ecuaciones (7.24)—(7.26),
|1 || = 1.46202 para el error Ho, de estimacion z(t) — z¢(¢) correspondiente al estimado

convencional m(t) que satisface las ecuaciones (7.27)—(7.28), y ||T.w|| = 0.29106 para el
error Ho, de estimacion z(t) — z;(t) correspondiente al estimado alternativo z¢(t) que
satisface las ecuaciones (7.24), (7.29).

Se puede concluir que el filtro H,, multiecuacional subéptimo central (7.24)—(7.26) y
el filtro H,, alternativo subdptimo central (7.24),(7.29) proporciona una conducta con-
vergente confiable del error de estimacion de la salida, dando valores muy pequenos de
las normas H,., correspondientes, incluso en comparacién al valor del umbral asignado
~ = 1.1. Lo anterior sirve como un ltimo salto de la norma H ., del ruido de salida cuan-
do el tiempo tiende al infinito. El valor més grande de la norma H., para el filtro H
alternativo (7.24),(7.29) aparece debido al esquema de discretizacién de MatLab, el cual
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maneja pobremente la division por ntimeros cercanos al cero empleados para calcular la
matriz V(¢ — 5,t) en (7.29). En contraste, el filtro H, central convencional (7.27)—(7.28)
da una conducta divergente del error de la estimacién de la salida, produciendo un valor
grande de la norma H,., correspondiente, que supera el umbral asignado. De este modo,
los resultados de la simulacién muestran una ventaja definitiva de los filtros H., subdpti-
mos centrales disenados para sistemas lineales con retardo en el estado, en comparacion
al filtro H,, convencional conocido previamente.

7.5. Planteamiento del Problema de Filtrado H., para
Sistemas LTV con
retardo en la Medicién

Considerar el siguiente sistema LTV continuo en el tiempo con retardo en la medicién:

My i) = AB)a(t) + Blw(t), w(ty) = o, (7.30)
y(t) = C()a(t —h) + D)w(t), (7.31)
A = Lz(t), (7.32)

donde z(t) € R™ es el vector de estado, z(t) € R? es la senal por estimarse, y(t) € R™ es
la medicién de la salida, w(t) € £5]0,00) es la perturbacién de entrada. A(-), B(-), C(-),
D(-), y L(-) son funciones continuas conocidas. xy es un vector inicial desconocido. El
retardo en el tiempo h es conocido. Se asume que las condiciones estandar (C;) — (Cs) de
la Seccidén 7.1 ([75]) ocurren para este sistema.

Considerar un filtro H., de orden completo en la siguiente forma (Ms):

Mo ip(t) = At)zn(t) + Kn()[y(t) — C(t)xzm(t — h)], (7.33)
Zm(t) = L(t)xm(t), (7.34)
dondex,,(t) es el estado del filtro. Se determinara la matriz de ganancia K,,(t).

Al transformar el modelo (7.30)-(7.32) para incluir los estados del filtro, se obtiene el
siguiente sistema de errores de filtrado (M3):

My é(t) = A(t)e(t) + B(t)w(t) — Kn(t)y(t), (7.35)
J(t) = C()e(t —h)+ D(t)w(t), (7.36)
) = L(te(t), (7.37)

donde e(t) = x(t) — zm(t), §(t) = y(t) = C(t)zm(t — h), y 2(t) = 2(t) — 2¢(1).
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Por tanto, el problema que se debe resolver es establecido similarmente al problema de
filtrado Hs de la Seccién 7.1: desarrollar un filtro H,., robusto de la forma (7.33)-(7.34)
para el sistema LTV con retardo en la medicién (M), tal que se satisfagan los siguientes
dos requerimientos:

1. Las dindmicas del error de filtrado resultante (M3) son robustamente asintética-
mente estables en la ausencia de perturbaciones , w(t) = 0;

2. Las dindmicas del error de filtrado (M3) aseguran un nivel de atenuacién del ruido
v en un sentido H,,. Mds especificamente, para toda w(t) € £5]0,00) diferente de
cero, la desigualdad

@12 <22 {lo O + lzoll3 0} (7.38)

ocurre para el problema de filtrado H.,, donde || f(t)||3 := fo A @) ft)dt, [EN
18’ Rxo, R es una matriz simétrica definida positiva, y v es un escalar positivo real
dado.

7.6. Diseno del Filtro H,, Central para Sistemas LTV
con Retardo en la Medicién

El diseno del filtro H,, central propuesto (ver el Teorema 4 en [35]) para sistemas
LTV con retardo en la mediciéon también estd basado en el resultado general (ver el
Teorema 3 en [35]) reduciendo problema del controlador H., (en, particular, filtrado)
al correspondiente problema del controlador Hs (i.e., cuadrético lineal éptimo o filtrado
en promedio cuadratico). Entonces, el filtro en promedio cuadrético éptimo del tipo de
Kalman-Bucy para sistemas LTV con retardo en la medicién ([13]) se emplea para obtener
el resultado deseado, el cual estda dado por el siguiente teorema.

Teorema 7.3. Fl filtro Ho, central para el estado no observado (7.30) sobre las o0b-
servaciones (7.31), que asegura la Hoo condicion de atenuacion del ruido (7.38) para el
estimado de la salida z,(t), estd dado por las ecuaciones para el estimado del estado x,,(t)
y el estimado de la salida z,,(t)

im(t) = A)zm(t) + P(t) exp (— /t_hAT(s)ds)CT(t)[y(t)—C’(t)xm(t—h)],(7.39)
o) = L(t)zm(t), (7.40)

con la condicion inicial x,(to) = 0, y la ecuacion para la matriz de ganancia del filtro
P(t)
dP(t) = (P(t)AT(t) + A(t)P(t) + B(t)B* (t)— (7.41)
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t

Pjexp(= [ AT(s)9(CTWCEH — 1L OLMexp (- [ A)ds) PO)L

t—h
con la condicidn inicial P(ty) = R~ .

Demostracién Puesto que el sistema del error de filtrado (7.35)-(7.37) ya estd en
la forma usada en el Teorema 3 de [35], entonces, de acuerdo al Teorema 3 from [35], el
problema de filtrado H,, seria equivalente al problema de filtrado Hy (i.e., en promedio
cuadrético éptimo), donde se realiza la peor perturbacién wyers:(t) = v 2BT (t)Q(t)e(t),
y Q(t) es la solucién de la ecuacién para la correspondiente ganancia del control Ho
(cuadrético lineal éptima). Por tanto, el sistema, para el cual el problema de filtrado Ho
equivalente (en promedio cuadratico 6ptimo) es establecido, toma la forma

My é(t) = A(t)e(t) +7°B(t) BT (1)Q(t)e(t) — Kn(t)y(t), (7.42)
g(t) = C(t)e(t —h) +~7D(t)BT(1)Q(t)e(t), (7.43)
) = Lbe(t). (7.44)

Como se sigue del Teorema 3 de [35] y el Teorema 1 en [13], las ecuaciones del estimado
H, (en promedio cuadratico 6ptimo)para los estados de error (7.42) y (7.44) estdn dados
por

Ms: ent) = At)em(t —h) — Kn()j(t)
+ P(t)exp(— /t_h AT (8)ds)CT () [G(t) — C(t)em(t — )], (7.45)
Ent) = Len(t), (7.46)

donde e,,(t) v Zn(t) son los estimados Hs (en promedio cuadrético éptimo) para e(t)
y Z(t), respectivamente, y A(t) es la matriz de las dindmicas en la ecuacién del estado
(7.30). En la ecuacién (7.45), P(t) es la solucién de la ecuacién para la ganancia del filtro
H, (en promedio cuadratico 6ptimo) correspondiente, donde, de acuerdo al Teorema 3 de
[35], la matriz de observacién C(t) debe cambiarse a C(t) — v 'L(t) (L(t) es la matriz
de salida en (7.32). Como fué notado en la Seccién 7.1, no hay una matriz de correccién
Zoo(t) = [I, — v 2P(t)Q(t)] ™! en los tltimos términos de innovacién en el lado derecho
de la ecuacion (7.45).

Tomando en cuenta la no sesgadez (ver [75]) del estimador (7.45)-(7.46), puede con-
cluirse rdpidamente que la igualdad K,,(t) = P(t)exp (— ftt_h AT(s)ds)CT (t) debe ocurrir
para la matriz de ganancia K,,(t) en (7.33). De este modo, las ecuaciones de filtrado
(7.33)-(7.34) toman la forma final (7.39)-(7.40), con la condicién inicial z,,(ty) = 0, la
cual corresponde al filtro H, central (ver el Teorema 4 en [35]). Adn es necesario indicar
la ecuacién para la matriz de ganancia del filtro Hy (en promedio cuadrético 6ptimo)
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P(t). De acuerdo con el Teorema 1 de [13], la ecuacién para determinar P(t) es dada
por la ecuacién (7.42), con la condicién inicial P(ty) = R™', la cual corresponde al filtro
Ho central (ver los Teoremas 3 y 4 en [75]). Notar que la matriz de observacion C(t)
estd cambiada a C(t) — vy~ 'L(t) de acuerdo al Teorema 3 de [35]. B

Observacion 7.6. Las propiedades de convergencia del estimado obtenido (7.39) estan
dadas por el teorema de convergencia estandar (ver, por ejemplo, [55]): si en el sistema
(7.30),(7.31) el par (A(t), B(t)) es uniformemente completamente controlable y el par
(C(t)®(t — h,t), A(t)) es uniformemente completamente observable, donde ®(¢,7) es la
matriz de transicién de estado para la ecuaciéon no retardada (7.30) (ver [31] para la
definicién de la matriz @), y la desigualdad C7 (¢+)C(t) —y~2LT (¢) L(t) > 0 ocurre, entonces
el error del filtro obtenido (7.39)—(7.41) es uniformemente asintéticamente estable. Como
es usual, se requiere la condicién de controlabilidad completa uniforme para asegurar la
no negativez de la matriz P(t) (7.41) y puede omitirse, si la matriz P(t) es definida no
negativa en vista de sus propiedades intrinsecas.

Observacion 7.7. Puesto que el filtro H., disenado (7.39)—(7.41) estd basado en el
filtro en promedio cuadrético Hy obtenido en [13], el cual es éptimo con respecto a un
criterio en promedio cuadratico, las Observaciones 7.2-7.4 siguen siendo ciertas para este
filtro también.

7.7. Ejemplo: Filtro 'H,, Central para Sistemas con
Retardo en la Medicién

Esta seccién presenta un ejemplo del diseno del filtro H., central para un estado lineal
sobre observaciones lineales con retardo en la medicion y lo compara al mejor filtro Ho,
disponible para un sistema lineal sin retardos, que es el filtro obtenido en los Teoremas 3
y 4 de [75].

Sea el estado no medido z(t) = [z;(t), z2(t)] € R? (un oscilador mecdnico sin retardos)

dado por
11 (t) = xo(t), (7.47)

.%'Q(t) = —xl(t) -+ wl(t),

con una condicién inicial desconocida x(0) = g, el proceso de observacién escalar retar-
dado satisface la ecuacién

y(t) = z1(t — 5) + wa(t), (7.48)

y sea la salida escalar representada como

z(t) = x1(t). (7.49)
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Aqui, w(t) = [w(t), ws(t)] es una perturbacién L3 de entrada. Se puede verificar con
facilidad que la condicién de ortonormalidad del ruido (ver la Seccién 7.1) ocurre para el
sistema (7.47)—(7.49).

El problema de filtrado es encontrar el estimado H., para el estado lineal (7.47) sobre
observaciones lineales directas con retardo en la medicién (7.48), que satisfaga la condicién
de atenuacién del ruido (7.38) para un 7 dado, usando el filtro Ho, (7.39)—(7.41). Puesto
que la simulacién en el intervalo [0,10] es insuficiente para revelar las propiedades de
convergencia de los errores de estimacién de la salida, el horizonte de filtrado se extiende
y se establece en T' = 20.

Las ecuaciones de filtrado (7.39)—(7.41) toman la forma particular siguiente para el
sistema (7.47),(7.48)

Gy (£) = iy (1) + (0.2837Pyy () + 0.9589 Pia (£)) [y (£) — @, (t — 5)], (7.50)

Gy (£) = —m, (£) + (0.2837 Pia(t) + 0.9589 Poo (£)) [y(t) — 2y ( — 5)]

con la condicién inicial z;(0) = 0, donde 0.2837 y 0.9589 son entradas (1,1)— y (2,1)—
del exponente de la integral de la matriz de dindmicas en tiempo inverso para el estado
(747)a exXp (_ ftt_g,[o 1 ’ —1 O]T)ds; y

Pyi(t) = 2Ppa(t) — (1 — 4 2)[0.0805P (t) + 0.544 Py, (1) Pio(t) + 0.9195P% ()],  (7.51)

Pro(t) = =Py (t) + Py(t) — (1 — 4 2)[0.0805 Py (t) Pia(t) + 0.272P% (1) +
0.272Py1(t) Pag(t) + 0.9195 Pyo(t) Pao(t)],
Pao(t) = 1 — 2Ppo(t) — (1 — 47 2)[0.0805P%(t) + 0.544 P15 (t) Pas(t) + 0.9195P%(1)],

con la condicién inicial P(0) = R™!, donde los valores numéricos son las correspondientes
entradas de la matriz [exp (— [} [0 1] —1 0]7)ds][exp (— [/ [0 1| —1 0])ds].

Los estimados obtenidos al resolver las ecuaciones (7.50),(7.51) son comparados a los
estimados del filtro H., convencional, obtenido en los Teoremas 3 y 4 de [75], los cuales
satisfacen las siguientes ecuaciones:

mKl (t) = Mk, (t> + Pll(t> [y(t) — MK, (t - 5)]7 (752)

i, (1) = =i, (t) + Pra(D)[y(t) — mi, (t = 5)],

con la condicién inicial m(0) = 0;
Pu(t) = 2Pio(t) — (1 — v )P (t), (7.53)
Pra(t) = —Pi(t) + Poo(t) — (1 — %) Pra(t) Pra(2),
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Po(t) =1 = 2Pio(t) — (1 = 772) Py (t),

con la condici6n inicial P(0) = R~

Las resultados de la simulacién numérica son obtenidos resolviendo los sistemas de las
ecuaciones de filtrado (7.50),(7.51) y (7.52),(7.53). Los valores obtenidos del estimado son
comparados con los valores reales del vector de estado x(t) en (7.47).

Para cada uno de los dos filtros (7.50),(7.51) y (7.52),(7.53) y el sistema de referencia
(7.47) involucrados en la simulacién, se asignan los siguientes valores iniciales: z1(0) = 1,
29(0) = 1, R = I, = diag[l 1]. La perturbacion Lq, w(t) = [w1(t), wa(t)] es realizada como
wi(t) = 1/(1+ )2, wylt) = 2/(2+ t)2.

Puesto que C(t) = L(t) = 1 en (7.48),(7.49) y el minimo valor alcanzable del umbral
v es igual a L/C = 1, se asigna el valor v = 1.1 para las simulaciones.

Se obtienen las siguientes graficas: gréaficas del error de estimacién H,, de la salida
2(t) — zu(t) correspondientes al estimado z,,(t) que satisface las ecuaciones (7.51),(7.52)
(Figura 7.4); graficas del error de estimacién Ho, de la salida z(t) — z,,(t) correspondientes
al estimado mg(t) convencional que satisface las ecuaciones (7.53),(7.54) (Figura 7.5).
Las graficas de los errores de estimacion de la salida son mostradas en el intervalo de
simulaciéon completo desde ¢ty = 0 hasta 7" = 20. Las Figuras 7.4 y 7.5 también demuestran
las dindmicas de las normas H, del ruido de la salida correpondientes a los errores de
estimacion Ho, de la salida mostrada en cada caso.

Se obtuvieron los siguientes valores de la norma H,, de la salida del ruido ||T.,||* =
12(t) = 2, (OI5/ (o O3+ [19(O)I3 5 (1)) Para las perturbaciones simuladas wi(t) y wa(t)
en el tiempo final de la simulacién 7" = 20: ||T%,| = 0.8138 para el error H,, de la
estimacién z(t) — z,(t) correspondiente al estimado x,,(t) que satisface las ecuaciones
(7.51),(7.52) v || T2w|| = 23.75865 para el error Hy, de la estimacién z(t) — zp,(t) corre-
spondiente al estimado mg(t) convencional que satisface las ecuaciones (7.53),(7.54).

Se puede concluir que el filtro H,, multiecuacional subéptimo central (7.51),(7.52)
proporciona una conducta confiablemente convergente del error de la estimacién de la sal-
ida, dando un valor menor convincente de la norma H,, correspondiente, en comparacion
al valor de umbral asignado v = 1.1. Lo anterior sirve como un ultimo acotamiento de la
norma H,, del ruido de salida cuando el tiempo tiende al infinito. En contraste, el filtro
Ho central convencional (7.53),(7.54) da una conducta divergente del error de estimacién
de la salida, proporcionando un valor mucho mayor de la norma H,, correspondiente, el
cual excede grandemente el umbral asignado. De este modo, los resultados de la simu-
lacion muestran ventajas claras del filtro H., subdptimo central disenado para sistemas
lineales con retardo en la medicién, en comparacién al filtro H,, convencional conocido
previamente.
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7.8. (Generalizaciones

Como se muestra en [80], puede omitirse la condicién de ortonormalidad del ruido (Cs),
tercer condicién estandar de la seccién 7.1 (ver también [35, 75]). Esto conduce a la apari-
encia de términos adicionales en todas las ecuaciones de filtrado H,. Las generalizaciones
correspondientes de los filtros H., obtenidos se dan en las siguientes proposiciones.

Corolario 7.1. En la ausencia de la condicién de ortonormalidad del ruido (Cs),
el filtro H central para el estado no observado (7.1) sobre las observaciones (7.2), que
aseguran la condicién de atenuacién H del ruido (7.10) para el estiamdo de la salida z(t),
esta dado por las siguientes ecuaciones para el estimado del estado z¢(¢) y el estimado de
la salida z/(t)

ip(t) = A(t)as(t = h) + [P()CT(t) + B(H) D" ()] (D)D" (1)~ y(t) — C(t)zs(1)], (7.54)

2f(t) = L) (1), (7.55)
con la condicién inicial z;(0) = 0 V8 € [ty — h, to], la ecuacién para la matriz de ganancia
del filtro P(t)

dP(t) = (P (t) A" (t) + A() P (t) + B(t) BT (1)— (7.56)

[PCT )+ B DT (D)D) DT (1)) [D(H) B (1) +C () P()]+5 > P(H)LT (t) L(t) P(t))dt,

1

con la condicién inicial P(ty) = R™', y el sistema de ecuaciones para las matrices com-

plementarias P;(t), i > 1,

dPi(t) = (A(t) P (t = h) + Prya () AT (t — ih))dt+ (7.57)

%(B(t)BT(t —ih) + B(t — ih) BT (t))di—

%([P(t)CT(t) + B(t)DT())(D(t) DT (t —ih)) " [D(t —ih) B (t — ih) 4+ C(t —ih) P(t — ih)]—

)"
Y 2P LT (t)L(t — ih)P(t — ih)+
[P(t —ih)CT(t —ih) 4+ B(t — ih) DT (t —ih)](D(t — ih) DT (t)) " [D(t) BT (t) + C(t) P(t)]—
v 2P(t — ih) LT (t — ih)L(t) P(t))dt,
con las condiciones iniciales
PZ(Q) =0, 0e [to‘f‘(i— 1)h7t0+lh]

El nimero de cuaciones en (7.58) es igual a la parte entera de la razén T'/h, donde h es
el retardo en el estado en (7.1) y T es el horizonte de filtrado actual.
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Corolario 7.2. En ausencia de la condicién de la ortonormalidad del ruido (Cs), el
filtro H., central alternativo para el estado no observado (7.1) sobre las observaciones
(7.2), que aseguran la condicién de atenuacion Ho, del ruido (7.10) para el estimado de
la salida z;(t), estd dado por la ecuacién (7.55) para el estimado del estado xf(t), la
ecuacién (7.56) para el estimado de la salida zf(t), y la siguiente ecuacién para la matriz
de ganancia del filtro P(t)

dP(t) = A(t)(U(t — h,t))P(t) + P(t) (¥ (t — h,t))T AT (t) + B(t) BT (t)— (7.58)

[P)CT(t)+ B() DT (O))(DE) DT (1) [D(#) B (1) + C(t) P(t)] +~ *P(t)L" () L(t) P(t)dt.

con la condici6n inicial P(ty) = B!

Corolario 7.3. En ausencia de la condicién de la ortonormalidad del ruido (Cs), el
filtro Ho central para el estado no observado (7.30) sobre las observaciones (7.31), que
aseguran la condicién de atenuacién H, del ruido (7.38) para el estimado de la salida
zm(t), estd dado por las siguientes ecuaciones para el estimado del estado z,,(t) v el
estimado de salida z,,(t)

Em(t) = A(t)z,(t) + [P(t) exp (— /t_h AT (5)ds)CT (t)+ (7.59)

B(t)DT T (®)[y(t) — Ct)xm(t = h)],
2m(t) = L(t)zm(t), (7.60)

con la condicién inicial z,,(t9) = 0, y la ecuacién para la matriz de ganancia del filtro
P(t)
dP(t) = (P(t)AT(t) + A(t)P(t) + B(t) B (t)+ (7.61)

V2 P(8) exp (— /t_h AT (5)ds) LT (£) L(£) exp (— /t_ A(s)ds) P()—

h
t

[P(#) exp (— / AT (5)ds)CT (t) + B(t)DT (1) T} (t) %

(C(t) exp (— / Ads)P(0)+ DB (@)t

con la condicién inicial P(ty) = R~', donde la matriz T'(t) estd definida como
t
T(t) = D(t)D*(t) + C(t) exp (—/ A(s)ds)x
t—h
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Demostraciéon. Las pruebas de todos los tres corolarios son dadas simplemente us-
ando la técnica del manejo de los problemas de filtrado H, para sistemas con ruidos no
ortonormales, la cual puede ser encontrada en [80].

Observacién 7.8. Puesto que los filtros H,, disenados en los corolarios 7.1-7.3 se
basan en los filtros en promedio cuadréatico Hs correspondientes, los cuales son éptimos
con respecto a los criterios en promedio cuadratico, las Observaciones 7.2-7.4 permanecen
validas.

7.9. Conclusiones

Esta tesis disena los filtros H, de dimensién finita centrales para sistemas lineales con
retardo en el estado o en la medicion, que son suboptimos para un umbral v dado con
respecto a un criterio cuadratico de Bolza-Meyer modificado incluyendo el término de la
atenuacion del control con el signo opuesto. Se obtiene primero el filtro H,, subdptimo
central para sistemas lineales con retardo en el estado, el cual contiene un niimero finito
de ecuaciones de filtrado para algin horizonte de filtrado fijo, pero este nimero crece
ilimitadamente cuando el tiempo tiende al infinito. Para superar esa dificultad, se disend el
filtro ‘H,, suboptimo central alternativo para sistemas lineales con retardo en el estado, el
cual contiene solo dos ecuaciones diferenciales para determinar el estimado y la matriz de
ganancia del filtro, a pesar del horizonte de filtrado. Entonces, la tesis presenta el filtro
Ho suboptimo central para sistemas lineales con retardo en la medicién. Finalmente, las
versiones generalizadas de todos los tres filtros se disefian en ausencia de la condicién de
ortonormalidad del ruido estandar.

En los ejemplos basados sobre un modelo de un oscilador mecanico, se corren las
simulaciones numéricas para verificar el rendimiento de los filtros suboptimos centrales
disenadospara sistemas lineales con retardo en el estado o en la medicién contra el filtro
'Ho suboptimo central disponible para sistemas lineales sin retardo. Los resultados de la
simulacion muestran una clara ventaja en los valores de las normas H,, de la funcién de
transferencia del ruido de la salida en favor de los filtros disenados. En particular, los
errores de estimacién dados por los filtros obtenidos convergen a cero, mientras que los
errores de estimacién de los filtros convencionales divergen. Esta mejora significativa en
la conducta del estimado se obtiene debido a la selecci,6n mas cuidadosa de la matriz de
la ganancia del filtro en los filtros disenados. Aunque esta conclusién sigue de la teoria
desarrollada, la simulacién numérica sirve como una ilustracién convincente.
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Figura 7.1: Arriba. Gréfica del error de estimacion Ho, de la salida z(t) — z¢(¢) corre-
spondiente al estimado z¢(t) que satisface las ecuaciones (7.24)—(7.26), en el intervalo de
simulacién [0,10].Abajo. Gréfica de la norma H,, del ruido de salida correspondiente al
error mostrado de estimacion H., de la salida, en el intervalo de simulacién [0,10].
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H-Infinity norm

Figura 7.2: Arriba. Gréfica del error de estimacion Ho, de la salida z(t) — z¢(¢) corre-
spondiente al estimado z¢(t) que satisface las ecuaciones (7.27)—(7.28), en el intervalo de
simulacién [0,10].Abajo. Gréfica de la norma H,, del ruido de salida correspondiente al
error mostrado de estimacion H., de la salida, en el intervalo de simulacién [0,10].
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1.2
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Figura 7.3: Arriba. Grafica del error de estimacién Ho, de la salida z(t) — z;(t) corre-
spondiente al estimado x;(t) que satisface las ecuaciones (7.24),(7.29), en el intervalo de
simulacién [0,10].Abajo. Gréfica de la norma H,, del ruido de salida correspondiente al
error mostrado de estimacién Hy, de la salida, en el intervalo de simulacion [0,10].
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Figura 7.4: Arriba. Gréfica del error de estimacién z(t) — z,,(t) de la salida Ho, corre-
spondiente al estimado z,,(t) que satisface las ecuaciones (7.51),(7.52), en el intervalo de
simulacién [0,20].Abajo. Gréfica de la norma H,, del ruido de la salida correspondiente
al error de estimacion Ho, de la salida mostrado, en el intervalo de simulacién [0,20].
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Figura 7.5: Arriba. Gréfica del error de estimacién z(t) — z,,(t) de la salida Ho, corre-
spondiente al estimado mg(t) que satisface las ecuaciones (7.53),(7.54), en el intervalo de
simulacién [0,20].Abajo. Gréfica de la norma H,, del ruido de la salida correspondiente
al error de estimacion Ho, de la salida mostrado, en el intervalo de simulacién [0,20].
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Capitulo 8

Regulador en Modo Deslizante como
Solucion del Problema de Control
()ptimo con un Criterio no
Cuadratico

8.1. Planteamiento del Problema
Considerar un sistema lineal variante en el tiempo convencional
P(t) = A@)a(t) + BU)u(t),  wlte) = zo, (8.1)

donde z(t) € R" es el estado del sistema y u(t) € R™ es la entrada de control. Los
coeficientes A(t) y B(t) son considerados funciones continuas del tiempo. Sin pérdida de
generalidad, el sistema (8.1) (el par (A, B)) se asume como controlable.

En el problema de control 6ptimo lineal clésico [41, 40], el criterio que se debe mini-
mizar es definido como una funcional de Bolza-Meyer cuadratica:

5 /to (uT'(s)R(s)u(s) + 27 (s)L(s)z(s))ds, (8.2)

donde R(s) es positivo y 1, L(s) son funciones matriciales simétricas definidas no neg-
ativas, y T' > tp es un cierto momento del tiempo. La soluciéon a este problema es bien
conocida [40, 41] y se considera fundamental para la teoria de sistemas lineales éptimos.
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En este capitulo, el criterio que se debe minimizar incluye un término terminal no
cuadratico y estd definido como sigue:

n

Ji= 3 vy |45 [ @ OREE) + T GOLENs (53)

ij=1 to
donde R(s) es positivo y L(s), ¥ son funciones matriciales simétricas continuas definidas
no negativas, y | z; | es el valor absoluto del componente z; del vector x € R".

El problema de control éptimo es encontrar el control u*(t), t € [ty,T], que minimiza
el criterio J; (8.3) a lo largo de la trayectoria x*(t), t € [to, T, generada al sustituir u*(t)
en la ecuacién de estado (8.1).

Una solucién del problema de control 6ptimo establecido estd dada en la siguiente
seccién y entonces es demostrada en el Apéndice. Como se ha demostrado, la solucion
obtenida es un control en modo deslizante que es éptimo con respecto al criterio (8.3).

8.2. Solucién del Problema de Control (jptimo

La solucién al problema de control éptimo para el sistema lineal (8.1) y el criterio
(8.3) estd dada como sigue. La ley de control éptimo toma la forma de control en modo

deslizante
w(t) = R71(t) BT ()Q(t) Sign[z(t)], (8.4)

donde la funcién Signo de un vector x = [z1,...,x,] € R™ se define como Sign[x] =
[sign(z1),..., sign(z,)] € R™, y la funcién signo de un escalar = se define como sign(z) =
1,six >0, sign(x) =0,si =0,y sign(x) = —1, si z < 0.

La funcién matricial Q(t) satisface la ecuacién matricial con coeficientes variables en
el tiempo

Q) = L(t)= | 2(t) | —AT(H)Q(), (8.5)

donde |z |=[| #1 |,...,| zn |] € R™ esta definido como el vector de valores absolutos de
los componentes del vector x € R", y Axb denota un producto entre una matriz A € R"*"
y un vector b € R"™, que resulta en la matriz definida como sigue: todas las entradas de la
j-ésima columna de la matriz A se multiplican por la j-ésima componente del vector b,
j=1...,n.

La condicién terminal para la ecuacién (8.5) esta definida como Q(T") = —1, si el
estado z(t) no alcanza la superficie deslizante x = 0 dentro del intervalo del tiempo [to, T,
x(t) # 0, t € [to, T]. De lo contrario, si el estado z(t) alcanza la superficie deslizante z = 0
dentro el intervalo del tiempo [ty,T], z(t) = 0 para algin ¢ € [to, T], entonces Q(t) se
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establece como igual a una funcién matricial Qy(t) que es tal solucién de (8.5) de modo
que x(t) alcanza la superficie deslizante © = 0 bajo la ley de control (8.4) con la matriz
Qo(t) exactamente en el momento del tiempo final t =T, x(T') = 0, pero z(t) # 0, t < T.
El caso trivial z(¢y) = 0y, por tanto, z(t) = 0, t € [ty, T], no es considerado aqui. Es mas,
si z(t) = 0, entonces u(t) = 0; por tanto, no se necesita el el valor de Q(t).

Al sustituir el control ptimo (8.4) en la ecuacién de estado (8.1), se obtiene la ecuacién
de estado 6ptimamente controlada

i(t) = A()z(t) + B)R™ () B ()Q(t)Sign[z(t)], x(to) = wo. (8.6)

Consecuentemente, el resultado principal es formulado en el siguiente teorema y demostra-
do en el Apéndice.

Teorema 8.1. El regulador 6ptimo para el sistema lineal (8.1) con respecto al criterio
(8.3) esta dado por la ley de control en modo deslizante (8.4) y la ecuacién diferencial
matricial de ganancia (8.5). El estado 6ptimamente controlado del sistema lineal (8.1) es
gobernado por la ecuacion (8.6).

Observacién 8.1. No es dificil ver que la solucién Qy(t) existe realmente y puede ser
calculada. Es més, si ¢ = 0 en el criterio (8.2) y (8.3) y el término no integral esta ausente,
entonces las soluciones 6ptimas con respecto a ambos criterios coinciden (ver el Apéndice
para la demostracién). En este caso, como sigue de la teoria LQR 6ptima [41, 40], la
matriz de ganancia éptima Q(t) tiene valor terminal cero, Q(T) = 0, sin embargo, el valor
terminal del estado es diferente de cero, z(7T) # 0. Entonces, decreciendo el valor de —
como la condicién terminal para la ecuacién (8.5) y, consecuentemente, incrementando la
energia del control (8.4), el valor de estado terminal cero se alcanzaria para un cierto valor
definido negativo de —)y, tomando en cuenta que cada superficie z; = 0,7 = 1,...,n,
es deslizante para el componente correspondiente x; y el sistema (8.1) es asumido como
controlable. Finalmente, la solucién de la ecuacién (8.5) con la condicién terminal —)g
seria la solucion deseada Qo(?).

Observacién 8.2. Notar que el Teorema 8.1 sugiere un posible algoritmo para la
solucién numérica de la ecuacién de la matriz de ganancia (8.5). De hecho, primero, el
sistema de ecuaciones (8.1),(8.4),(8.5) es resuelto con una condicién inicial dada zy y la
condicién terminal —1) correspondiente al término no integral en el criterio (8.3). Cualquier
método numérico conocido, tal como ”disparos”, el cual consiste en variar las condiciones
para (8.5) hasta que se cumpla una condicién terminal dada, podria ser utilizada. Si el
estado del sistema xz(t) no alcanza el cero en el intervalo [0, 7] o lo alcanza exactamente en
el momento final ¢ = T', entonces la trayectoria 6ptima y el control é6ptimo son encontrados.
Si z(t) alcanza el cero en cualquier punto ¢ < T, el sistema de ecuaciones (8.1),(8.4),(8.5)
es resuelto de nuevo con la condicién inicial zg y la condicién terminal —)g, dando la
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solucién Qo(t). La solucién correspondiente de la ecuacion (8.1) da la trayectoria 6ptima.
La férmula (8.4) con Qo(t) sustituido y la trayectoria 6ptima dan el control éptimo como
una funcién del tiempo.

Observacién 8.3. Como estéd establecido en el Teorema 8.1, la aplicacion del con-
trol en modo deslizante (8.4) conduce a una condicién terminal causal para la ecuacién
matricial de ganancia (8.5), lo que hace que el problema de control éptimo sea numéri-
camente resolvible. En contraste, la aplicacion del control de retroalimentacion lineal
u*(t) = K(t)z(t) nos lleva a la condicién terminal Q(7) = —1 x Sign|x(t)], la cual de-
pende explicitamente del valor desconocido z(7T), y, por tanto, es no causal. Como es bien
conocido, los problemas no causales no son numéricamente resolvibles y son inservibles
en la practica. De este modo, en caso de un criterio (8.3), el control en modo deslizante
permite obtener una solucion factible del problema de control éptimo, mientras que el
control de retroalimentacion clésico lineal falla.

8.3. Ejemplo

Esta seccién presenta un ejemplo del diseno del regulador 6ptimo para un sistema
(8.1) con un criterio (8.3), usando el esquema (8.4)—(8.6).
Considerar un sistema lineal escalar

#(t) = x(t) +u(t), x(0)=1. (8.7)

El problema de control es encontrar el control u(t), ¢t € [0,7], T = 5, que minimiza el
criterio

Jy =50 | z(T) | %/0 (u?(t) + 2*(t))dt, (8.8)

donde | z | denota el valor absoluto de una variable escalar x.
Aplicando el regulador 6ptimo (8.4)-(8.6), la ley de control (8.4) estd dada por

u'(t) = Q" (t)signlx(t)], (8.9)
donde Q*(t) satisface la ecuacién
Q*(t) =] z(t) | —Q*(®), (8.10)

con la condicién inicial Q*(5) = —50, si x(t) # 0 para cualquier ¢ < 5, y @*(5) = 0, de
otro modo.
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Al sustituir el control (9) y la expresién obtenida para Q*(¢) en (8.7), el sistema
optimamente controlado toma la forma

i(t) = x(t) + Q*(t)sign[z(t)], z(0)=1. (8.11)

El sistema (8.10),(8.11) se simula primero con la condicién terminal Q*(5) = —50.
Como muestra la simulacion, el estado z(t) alcanza el cero antes del momento final 7' = 5.
En consecuencia, la condicién terminal para la ecuacién (8.10) se restaura a Q*(5) = —y

tal que z(5) = 0 (ver la Observacién 8.2 en la Seccién 8.2), y el sistema (8.10),(8.11)
se simula nuevamente. Los resultados obtenidos al aplicar el regulador (8.9)-(8.11) al
sistema (8.7) se muestran en la Figura 8.1, la cual presenta las graficas de la matriz de
ganancia (8.10) Q*(t), el control (8.9) u*(t), el estado (8.7) z(t), y el criterio (8.8) J1(t) en
el intervalo [0, 5]. El valor del criterio (8.8) en el momento final T'=5 es J;(5) = 2.4142.

El regulador éptimo (8.9)—(8.11) es comparado al mejor regulador lineal para el criterio
(8.2) con el término no integral cuadrético

Jo = 252%(T) + % /T(u2(t) + 2%(t))dt, (8.12)

Como se sigue de la teoria LQR 6ptima [41, 40], la ley de control lineal estd dada por

u(t) = Q(t)x(t), (8.13)

donde Q(t) satisface la ecuacién de Riccati

Q(t) = —AT(H)Q(t) — QA(t) + L(t) — Q) BHR™ (1) BT (1)Q(1),

con la condicién terminal Q(7") = —1). Sustituyendo vaores numéricos de (8.7),(8.12) para
los pardmetros A(t), B(t), L(t), y R(t), la dltima ecuacién toma la forma
Q) =1-2Q(t) = Q*(t), Q(5) = —50. (8.14)
Al sustituir el control (8.13) en (8.7), el sistema controlado toma la forma
(t) = z(t) + Q(t)x(t), x(0)=1. (8.15)

Los resultados obtenidos aplicando el regulador (8.13)—(8.15) al sistema (8.7) son
mostrados en la Figura 8.2, la cual presenta las graficas de la matriz de ganancia (8.14)
Q(t), el control (8.13) u(t), el estado (8.7) x(t), y el criterio (8.8) J;(t) en el intervalo [0, 5].
El valor del criterio (8.8) en el momento final T = 5 es Jo(5) = 2.4142+2.1x1073 = 2.4163.
Para dar una mejor comparacion, la Figura 8.3 presenta las graficas de las funciones de
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control (8.9) u*(t) y (8.13) u(t) y las correspondientes trayectorias del estado (8.7) x(¢)
en detalle en el intervalo [4.995, 5].

Se puede observar que el control en modo deslizante éptimo (8.9) da sin duda un
mejor valor del criterio (8.8) en comparacién al control de retroalimentacion lineal (8.13).
Notar nuevamente que el control en retroalimentacién lineal clasico falla al dar un control
éptimo causal para el criterio (8.8) (ver también la Observacién 8.3).

Para propodsitos de verificacién, ambos, el modo deslizante y las leyes de control en
retroalimentacién lineal, son aplicados para minimizar el criterio

J = 5 /OT(UQ(t) + 2%(t))dt, (8.16)

el cual coincide con los criterios (8.8) y (8.12), si el término no integral estd ausente. En
este caso, el regulador en modo deslizante éptimo

u'(t) = Q(t)signlx(t)],
Q*(t) =l (1) | —Q(t), Q(5) =0, (8.17)
() = x(t) + Q*(t)sign|x(t)], =x(0)=1.
y el regulador en retroalimentaciéon lineal éptimo
u(t) = Q(t)x(t),

Q1) =1-2Q(t) = Q*(t), Q(5)=0. (8.18)
(t) = z(t) + Q(t)z(t), =(0)=1.
da el mismo control u*(t) = u(t) y, en consecuencia, la misma trayectoria 6ptima z(t) y

el mismo valor final del criterio J(5) = 2.4142, aunque las matrices de ganancia Q*(t) y
Q(t) son diferentes, como se ve en la Figura 8.4.

8.4. Apéndice

Demostracién de Teorema 8.1. Necesidad. Definamos la funcién hamiltoniana
[41] para el problema del control 6ptimo (8.1),(8.3) como

Hr,u,q,1) = S(u" Rityu + o7 L(t)e + ¢ (1) =
- %(UTR(t)u + 2T L(t)z + ¢"[A(t)e + B(t)ul. (8.19)
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Aplicando la condicién del principio del maximo 0H /0u = 0 a esta funcién hamiltoniana
especifica (8.19) resulta

OH /0w =0 = R(t)u(t) + B (t)q(t) = 0.
En consecuencia, la ley de control 6ptimo es obtenida como
u'(t) = =R () B  (t)q(t).
Vamos a buscar ¢(t) como la funcién Signo de x(t) multiplicada por una matriz de ganancia
q(t) = —Q(t)Sign[z(t)], (8.20)

donde Q(t) es una matriz simétrica cuadrada de dimensién n x n. Esto proporciona la
forma completa del control éptimo

u*(t) = R™Y(t) BT (t)Q(t)Sign[z(t)). (8.21)
Usando la ecuacién de coestado dq(t)/dt = —9H /dx, la cual proporciona
—dq(t)/dt = L(t)z(t) + AT (t)q(t), (8.22)
y sustituyendo (8.20) en (8.22), obtenemos
Q(t)Sign[z(t)] + Q(t)d(Signlx(t)])/dt = L(t)x(t) — AT(1)Q(1)Signlz(t)].  (8.23)

Tomando en cuenta que d(Sign[z(t)])/dxz = 0 en casi todas partes fuera de la superficie
deslizante z(t) = 0, se obtiene la siguiente ecuacién

Q(t)Signz(t)] = L(t)x(t) — AT (1)Q(t) Signlx(t)]. (8.24)

Notar que si z(t) = 0, entonces u(t) = 0; por tanto, el valor de Q(t) ya no es necesario.
La ecuacién (8.24) estd satsifecha, si Q(t) es asignada como una solucién de la ecuacién
(8.5).

Si el estado z(t) no alcanza la superficie deslizante z(t) = 0 en un punto interior del
intervalo [0, T, la condicién de transversalidad [41] para ¢(7") implica que

o(T) = =Q(T)Sign[x(T)] = 87 /0x(T) = ¢ Sign[z(T)],

lo cual se satisface si

QT) = —. (8.25)



Sin embargo, si x(t) alcanza la superficie deslizante x(f) = 0 antes del momento final
t = T, entonces la condiciéon de transversalidad no es 1til, puesto que el problema se
convierte en un problema de dos puntos fijos donde el punto terminal se fija a priori en
un momento desconocido del tiempo cuando z(t) alcanza la superficie deslizante x(t) = 0.
Dado que el valor del estado final x(7T) permanece igual a cero, si el estado entra en
el modo deslizante antes del momento final t = T, sélo la parte integral del criterio
deberia reducirse al minimo sobre todas las leyes del control proporcionando que z(t)
alcance la superficie deslizante z(¢) = 0 en el intervalo [0, T']. Puesto que el valor minimo
de la parte integral del criterio (8.3) sobre todos los controles posibles es dado por el
control de retroalimentacién lineal resolviendo el problema del LQR éptimo (ver también
la Observacién 8.1 en la Seccién 8.3), lo cual lleva al valor del estado final diferente de
cero z(T) # 0 (ver [40, 41]), el valor minimo de la parte integral del criterio (8.3) sobre
todas las leyes de control siempre que z(t) alcance la superficie deslizante z(t) = 0 dentro
del intervalo [0, T estd dado por la ley de control, la cual trae al estado hacia dentro de la
superficie deslizante z(t) = 0 exactamente en el momento final t = T'. Esta ley de control
corresponde a la matriz de ganancia (Qy(t) en vista de su definicién en el parrafo después de
(8.5). De este modo, las condiciones terminales para la ecuacién (8.5) estd correctamente
definidas por el Teorema 8.1. La parte de la necesidad esta demostrada.
Suficiencia. La optimalidad de la ley de control éptimo u*(¢) dada el el Teorema 8.1 y
por la férmula (8.21) estd demostrada en una forma estdandar (ver detalles por ejemplo,
en [19]): que componen la ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB), correspondiente
al hamiltoniano (8.19), y demostrando que éste se satisface con la funcién de Bellman
V(z,t) = — > Qi(t) | z; |, donde @Q;;(t) son las entradas de la matriz Q(t), que son
ij=1
solucién de la ecuacion (8.5). La demostracién repite principalmente las férmulas (8.22)—
(8.25) en la parte de la necesidad. Finalmente, minimizando el lado derecho de la ecuacion
HJB sobre u se da el control éptimo u*(t) en la forma (8.21). El teorema esta demostrado.
[ |
Prueba de la Proposicién en la Observacién 8.1. Considerar el problema de control
6ptimo para un sistema lineal (8.1) con respecto al criterio de Bolza-Meyer sin un término
no integral

J = 3 /to (u” (s)R(s)u(s) + 27 (s)L(s)x(s))ds. (8.26)

Como sigue de la teoria LQR 6ptima [41, 40], la ley de control lineal estd dada por

u(t) = R (B (1) Q(t)=(t), (8.27)
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donde Q(t) satisface la ecuacién de Riccati

Q1) = —AT()Q(1) — Q) A() + L(t) — Q&) B()R™ (1) BT () Q(t), (8.28)
con la condicién terminal Q(7T") = 0, y el sistema controlado 6ptimamente toma la forma
i(t) = A(t)z(t) + BOOR ()BT (1)Q(t)x(t), x(ty) = xo. (8.29)

Vamos amostrar que el regulador 6ptimo LQ (8.27)-(8.29) coincide con el regulador en
modo deslizante 6ptimo dado por el Teorema 8.1. Es més, al introducir la nueva matriz
de ganancia Q*(t) = Q(t)* | z(t) |, la ley de control (8.27) se convierte en el control en
modo deslizante (8.4) y la ecuacién (8.29) coincide con (8.6). Ademés, en vista de (8.28)
y (8.29), la matriz de ganancia introducida recientemente QQ*(t) satisface la ecuacién

(—AT(H)Q() — QA(t) + L(t) — Q)B)R™ (1) BT (1)Q(1))* | x(t) | +
Q)(A()* | z(t) | +RH ()BT ()Q)* | =(t) |) =
L(t)x [ x(t) | —AT(0)Q(6)x | x(t) |= L(t)x | x() | —AT(H)Q" (1),

con la condicién terminal Q*(7") = 0, la cual coincide con (8.5). La proposicién esta demostra-
da. H

8.5. Conclusiones

Esta tesis presenta un problema de control éptimo, cuya solucién esta dada por un
control en modo deslizante, de este modo abordamos una cuestién dificil bajo discusién
puesto que el inicio del diseno de un control en modo deslizante: Queremos sbaer si puede
un control en modo deslizante ser una solucién para un problema de control éptimo.
El problema de control 6ptimo estd considerado para un sistema lineal con un crite-
rio de Bolza-Meyer, donde los términos del control integral y de la energia del estado
son cuadraticos y el término no integral es de primer grado. Se muestra que la soluciéon
optima esta dada por un control en modo deslizante causal, mientras que el control de
retroalimentacion lineal convencional falla para dar una solucién viable. También se ver-
ifica que el regulador en modo deslizante y el regulador L(Q dan la misma trayectoria
optima, siendo aplicado al problema de control 6ptimo con respecto al criterio cuadratico
de Bolza-Meyer sin el término no integral, cuya solucién es bien conocida debido a la
teoria del LQR. Se espera que la aproximacién propuesta basada en un control en modo
deslizante sea aplicable a otros problemas de control éptimo con criterios no cuadraticos,
donde el control de retroalimentacién lineal convencional no funciona.
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Figura 8.1: Regulador 6ptimo en modo deslizante con respecto al criterio J;. Gréficas de
la matriz de ganancia (8.10) Q*(¢), el control (8.9) u*(t), el estado (8.7) x(t), y el criterio
(8.8) Ji(t) en el intervalo [0, 5].
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Figura 8.2: Regulador de retroalimentacién lineal. Graficas de la matriz de ganancia (8.14)
Q(t), el control (8.13) u(t), el estado (8.7) z(t), y el criterio (8.8) Ji(t) en el intervalo [0, 5].
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Figura 8.3: Graficas de las funciones de control (8.9) u*(t) (linea gruesa) y (8.13) u(t)
(linea delgada) y las correspondientes trayectorias del estado (8.7) z(t) en detalle en el
intervalo [4.995, 5].
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Figura 8.4: Gréaficas de las matrices de ganancia Q*(t) (arriba) y Q(t) (abajo) para el
criterio (8.16) J; sin el término no integral.
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Capitulo 9

Conclusiones y Trabajo Futuro

9.1. Conclusiones

En esta tesis se disenaron los filtros éptimos para sistemas polinomiales medidos in-
completamente sobre observaciones lineales y polinomiales, uno de ellos con ruido multi-
plicativo. Otro diseno tomado en cuenta es el de un controlador 6ptimo para sistemas es-
tocasticos lineales con parametros desconocidos. También se creé un filtro H,, suboptimo
central para sistemas lineales con retardo en el estado o en la medicién y bajo un horizonte
de filtrado finito; como el nimero de ecuaciones de filtrado para tales sistemas crece ina-
cotadamente conforme el horizonte de tiempo tiende a infinito también se disenoé un filtro
suboptimo central alternativo, que soporta horizontes de tiempo infinitos. Por tltimo se
expuso el diseno de un regulador en modo deslizante para un problema de control 6ptimo
con un criterio no cuadratico. Se detall6 el desarrollo de estos disenos y se establecié su
base matematica ademas de la simulacion computacional de cada uno y los resultados
exhibieron un mejor o similar desempeno que sistemas ya establecidos en la teoria y en
la practica.

9.2. Trabajo Futuro

El trabajo futuro consta de los siguientes problemas:

= Diseno del Filtro H,, Subodptimo Central para Sistemas Lineales Variables en el
Tiempo con Retardos en el Estado y en la Medicién.

= Diseno del Controlador H,, Subéptimo Central para Sistemas Lineales con Pardamet-
ros Desconocidos.
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