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RESUMEN

Publicacién No.
Alfredo Bonilla Barenca, M. C. en Ingenieria Eléctrica

Universidad Auténoma de Nuevo Ledn, 2011

Profesor Asesor: Dr. René Galindo Orozco

Se presentan formulas explicitas para la parametrizacion de controladores estabilizantes de uno
y dos pardmetros para modelos Euler-Lagrange (E-L) de sistemas completamente actuados con in-
formacion sélo de las posiciones generalizadas. Se consideran sistemas Multi Entrada Multi Salida
(MEMS), estrictamente propios, cuadrados de pardmetros concentrados y Lineales Invariantes en el

Tiempo (LIT) con una realizacién estabilizable.

Se considera que la planta es fuertemente estabilizable. Se proponen factorizaciones coprimas
derecha e izquierda de la matriz de funciones de transferencia en términos de la realizacién en espa-
cio de estado, se resuelven las ecuaciones diofantinas izquierda y derecha, y los controladores estabi-
lizantes se obtienen usando la parametrizacién de Youla. Se dan condiciones para obtener estabilidad
fuerte y se fijan los pardmetros libres de los controladores estabilizantes, resolviendo un criterio de
sensibilidad mezclada para este tipo de sistemas, se aplican a un sistema de amortiguamiento de
medio carro y a un robot planar rotacional de dos grados de libertad, obteniéndose un mejor de-
sempefio en la configuracion de controlador de dos pardmetro con respecto a la configuracion de un
parametro, menos oscilaciones y menos sobrepasos en la configuracion de dos pardmetros, menor

tiempo de establecimiento y buena atenuacion de las perturbaciones.

Se aplican los resultados de [11] a una maquina sincrona con la finalidad de mostrar las dificul-

tades que se presentan en la aplicacion de controladores parametrizados a partir de sus factorizaciones
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coprimas partiendo de la forma del modelo linealizado de un sistema E-L, iniciando con la problemati-
ca de llevar un modelo linealizado a la forma de sistemas (E-L) y los problemas que se presentan en

la regulacién debido a la forma de la matriz del numerador.
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Capitulo 1

Introduccion

La formulacién de la doble factorizacidon coprima dada por [6] es una solucién de la doble factor-
izacién coprima a partir del espacio de estados las cuales pueden dar expresiones sencillas o complejas
dependiendo de la seleccion de las matrices L € Ry F' € R propuestas tal que (A—BL)y (A—FC)
sean Hurtwitz. En este trabajo se proponen factorizaciones sencillas las cuales no dependen de una

seleccion de matrices.

La parametrizacion de controladores estabilizantes da una solucion al problema de sintesis de
controladores lineales invariantes en el tiempo (LTI por sus siglas en inglés) como los propuestos por
[8] y [9], los controladores estabilizan una planta dada y los problemas de desempefio pueden ser
corregidos por medio de la correcta eleccion de los pardmetros libres de los controladores, los cuales

pueden ser parametrizados a partir de las factorizaciones coprimas de la planta.

Una férmula explicita para la parametrizacion de todos los controladores estabilizantes para una
planta ideal suponiendo informacién completa del estado y una matriz de entrada no singular es dada
por [4], primero se obtienen las factorizaciones coprimas izquierda y derecha [7] de la funcién de
transferencia de la planta en términos de la realizacion en espacio de estados, entonces, las ecuaciones

diofantinas [9] son resueltas, y finalmente se obtiene la familia de controladores estabilizantes.



Un criterio de sensibilidad mezclada (ver el libro [9]) incluye criterios de desempefio y de estabil-
idad para una planta dada, este criterio es modificado en [2] donde se hacen aproximaciones en altas y
bajas frecuencias de las funciones a minimizar, las cuales, de acuerdo a las caracteristicas del modelo
de incertidumbre utilizado ( modelo de incertidumbre multiplicativo) son la funcién de sensibilidad
S(s) y la funcién de sensibilidad complementaria 7'(s), con lo que se obtienen dos lineas rectas de
sus normas -0o con respecto al pardmetro libre del controlador, estas lineas rectas tienen una solucién
en el punto de cruce dado y que estdn sujetas a I = S (s) + T (s). La motivacién de utilizar la aprox-
imacion propuesta en [2] es que se pueden obtener formulas sencillas, lo cual no es posible con la
propuesta en [9]. El modelo de incertidumbre utilizado para la solucién del problema de sensibilidad
mezclada es un modelo multiplicativo a la salida del cual se obtienen las funciones de sensibilidad

utilizadas en el criterio a minimizar.

En [1] proponen la parametrizacion de controladores estabilizantes para plantas con informacion
completa del estado y fijan el pardmetro libre del controlador resolviendo un problema de sensibilidad
mezclada, parten de una realizacion en espacio de estados similar a la de sistemas Euler-Lagrange
linealizados; ademds proponen una transformacion con la cual resuelven problemas de pertenencia al
conjunto de funciones racionales, propias y estables R H, y asi obtienen controladores estables para
las diferentes configuraciones de uno y dos pardmetros. A diferencia de [1] en esta tesis se supone

s6lo informacién de las posiciones generalizadas del sistema.

Existen diferentes técnicas para modelar sistemas fisicos que describen su dindmica y diferentes
caracteristicas del sistema, una técnica muy conocida es la de modelado con leyes de movimiento
de Euler-Lagrange. En esta tesis se aprovecha la caracteristica de la forma 6 estructura de la real-
izacién en espacio de estados de los sistemas Euler-Lagrange linealizados, suponiendo que se tienen
disponibles las mediciones de las posiciones, se obtiene cierta forma (que es mostrada mas adelante)

para la matriz C' de la salida de la representacién en espacio de estados del sistema.

Debido a sus dindmicas cambiantes, a las incertidumbres y a las perturbaciones, el desempeio de



la maquina sincrona se deteriora, por lo cual ha sido foco de investigacion y de aplicacion de diferentes
técnicas de control, lo que la hace una interesante oportunidad para la aplicacién del desarrollo de
este trabajo, el esquema cldsico de control es un estabilizador de potencia (PSS por sus siglas en
inglés) combinado con un controlador de voltaje de excitaciéon (AVR por sus siglas en inglés), estos
controladores dan respuestas inadecuadas ante variaciones en la referencia u oscilaciones locales,

produciendo a menudo pérdida de estabilidad.

El sistema de amortiguamiento de medio carro es un sistema no lineal modelado por leyes de
movimiento Euler-Lagrange y linealizado en un punto de operacidon, que es utilizado como planta

nominal para el disefio de controladores.

Se proponen férmulas explicitas de la doble factorizacion coprima sin el inconveniente de las
matrices L y F' que se proponen en [6], la cual nos proporciona la representacion de la funcion de
transferencia de la planta dada por un denominador y un numerador que no tienen polos y ceros
inestables en comun, las soluciones de las ecuaciones diofantinas izquierda y derecha. Asi como de
la parametrizacion de controladores estabilizantes de sistemas Multi Entrada Multi Salida (MEMS),
cuadrados, estrictamente propios con pardmetros concentrados y lineales invariantes en el tiempo con

una realizacion estabilizable y detectable y la planta es fuertemente estabilizable.

Ademads se sintonizan los controladores estabilizantes resolviendo un problema de sensibilidad
mezclada en las diferentes configuraciones de uno y dos pardmetros, con lo cual se procura preser-
var el desempefio ante perturbaciones de bajas frecuencias en la salida ([S], [18]) y estabilidad ante
perturbaciones de altas frecuencias que pueden ser introducidas por el sistema de medicidn, asi como
compensar dindmicas no modeladas y variaciones en pardmetros debidas a condiciones ambientales

0 por envejecimiento.



1.1. Objetivos

El propdsito de este trabajo es disefiar un controlador H ., para un modelo lineal con la estructura
de la representacion en espacio de estados de sistemas Euler-Lagrange linealizados con informacion
disponible solamente de las posiciones, utilizando técnicas de control robusto de sensibilidad mez-
clada y aplicarlo a diferentes modelos mostrando la facilidad con la que pueden ser obtenidas las fac-
torizaciones coprimas asi como las soluciones de sus ecuaciones diofantinas y expresiones analiticas

para fijar los pardmetros libres de los controladores en las configuraciones de uno y dos parametros.

Objetivos especificos:

= Obtener expresiones explicitas y analiticas de las factorizaciones coprimas izquierda y derecha
de sistemas Multi Entrada Multi Salida (MEMS), cuadrados, estrictamente propios con pardmet-
ros concentrados y lineales invariantes en el tiempo con una realizacidn estabilizable y de-
tectable, se considera que la dimension del estado n es par, la dimension de la entrada m es la

mitad del estado, n = 2m, y la planta es fuertemente estabilizable.
= Obtener las soluciones de las ecuaciones diofantinas izquierda y derecha de P(s).

» Parametrizar la familia de controladores estabilizantes [S] de P(s) a partir de las factorizaciones

coprimas izquierda y derecha y de las soluciones de las ecuaciones diofantinas [6].
= Resolver un criterio de sensibilidad mezclada en las configuraciones de uno y dos parametros.

= Aplicar los resultados obtenidos a la maquina sincrona y al sistema de amortiguamiento de

medio carro [1]

Los objetivos anteriores resumen la contribucion realizada en esta tesis.



1.2. Organizacion de la tesis

La tesis esta estructurada de la siguiente manera,

En el Capitulo 2, se da una descripcion de la obtencion de las factorizaciones coprimas izquierda y
derecha de una planta, asi como la obtencion de las soluciones de las ecuaciones diofantinas izquierda
y derecha que pertenecen al conjunto de funciones racionales, propias y estables RH ., y finalmente

la parametrizacion de controladores estabilizantes, que son los resultados de este trabajo en esa drea.

En el Capitulo 3, se menciona la propiedad de entrelazamiento par que da condiciones para de-
terminar si existe un controlador estable dentro de la familia de controladores estabilizantes de una
planta, ademads se dan ciertas propiedades del lazo de retroalimentacién que sirven de base para definir
las funciones de sensibilidad, también se dan condiciones para asegurar estabilidad robusta y desem-
peiio robusto los cuales son el objetivo al resolver un problema de sensibilidad mezclada, finalmente
se da una descripcion de la solucién del problema de sensibilidad mezclada y el criterio utilizado para

el problema de sensibilidad mezclada utilizado, y los resultados de este trabajo en este tema.
En el Capitulo 4, se da una descripcion breve del funcionamiento de la maquina sincrona, también
se da una descripcion del modelo del sistema de amortiguamiento de medio carro, a estos modelos se

aplican los resultados obtenidos en este trabajo.

Por ultimo en el Capitulo 5 se dan las conclusiones y trabajos que pudieran realizarse en el futuro.



Capitulo 2

Parametrizacion de la familia de todos los
controladores estabilizantes a partir de las
factorizaciones coprimas

2.1. Introduccion

La formulacién de la parametrizacion de la familia de controladores estabilizantes es dada en [5]

y [8], la cual es parametrizada a partir de las factorizaciones coprimas de una planta dada.

En [6] se presentan formulas explicitas de las factorizaciones coprimas izquierda y derecha y
las soluciones de las ecuaciones diofantinas, donde la simplicidad de estas depende de una correcta
eleccion de matrices para la solucion, lo cual no sucede con las propuestas en este trabajo. [9] presenta

la parametrizacion de controladores estabilizantes de uno y dos pardmetros.

[1] y [11] presentan férmulas explicitas de la factorizacidon corprima izquierda y derecha de la
planta (E-L) con informacion completa del estado, asi como de las soluciones de las ecuaciones dio-
fantinas y la parametrizacion de la familia de controladores estabilizantes, en este trabajo se propone
obtener estos resultados reduciendo la cantidad de informacion necesaria para la retroalimentacion

utilizando sélo la informacién de las posiciones del sistema.



2.2. Doble factorizacion coprima

La factorizacion coprima es otra forma de representar una planta dada en una realizacién minima,

compuesta por dos matrices, siendo una el denominador y la otra el numerador de la planta [5].
La factorizacion coprima derecha de una planta estd dada en [5],

P(s) = N(s)D'(s) (2.2.1)

y la factorizacién coprima izquierda

P(s) = D7 Y(s)N(s) (2.2.2)

donde: D(s), D(s) son los denominadores de la planta, estas funciones deben pertenecer al conjunto
de funciones racionales propias y estables (R 7). Mientras tanto, N(s), N(s) son los numeradores

de las plantas, y deben pertenecer a RH ..

La coprimicidad nos indica que debe ser una realizacion minima (no deben existir polos y ceros

inestables en comun entre el numerador y denominador de las factorizaciones coprimas).

Por otro, lado la factorizaci6n es coprima si existen funciones X (s),Y (s) y X (s),Y (s) € RHooque
pertenecen al conjunto de funciones propias y estables tales que resuelven la identidad de Bezout o

ecuaciones diofantinas derecha e izquierda,

— 1, (2.2.3)




2.3. Resultados

Considere una planta en su representacion en espacio de estados,

#(t) = Az(t)+ Bu (2.3.1)
y(t) = Cux(t)
donde,
[0 A
A = 12 (2.3.2)
| Az Ao
[0
B pr—
_Bm
c = [o, 0]

Su realizacidn se supone que es estabilizable y detectable, la dimensién del estado es par (n = 2m)
donde n es la dimension del estado y m es la dimension de la entrada necesaria en la particién de
las matrices para la correspondencia en dimensiones de las operaciones, asi como que Ajs, B, C11,

sean cuadrados e invertibles y se supone que la planta es fuertemente estabilizable.

La estructura de (2.3.2) es un caso general, en el cual también se incluye la forma de los sistemas
modelados por las ecuaciones de movimiento de E-L en donde A, es una matriz identidad de tamafio
m, dicha estructura también puede ser obtenida en algunos casos modelando el sistema por medio
de la técnica Bond Graph; donde la matriz de salidas (C') s6lo considera informacion de posiciones,

siendo de esta estructura de la que se parte para el desarrollo de la técnica.

Dada su representacion en espacio de estados, se obtiene la matriz de funciones de transferencia

donde I,, es una matriz identidad de tamano n.

P(s)=C (sl, — A)B (2.3.3)



Aplicando la transformacion bilineal ( Figura 2.1) utilizada en [5],

L, (2.3.4)

la cual simplifica la factorizacion de P(s) y la solucion de la ecuacion diofantina en el anillo de los
polinomios en A y haciendo que las factorizaciones coprimas izquierda, derecha y la solucién de las

ecuaciones diofantinas en s € RH

i =,

i il

//: z’f;’i! "‘":f'fﬁi’/{/h/fﬂ= ‘
Tl

Xl ,{/’(j : Plano.s ’ Plario 4.
i 1=

Figura 2.1: Representacion de la transformacion bilineal

Aplicando (2.3.4) a (2.3.3),

(l — CL) Im —A12

— Ay (% - Cl) L — Ag

(2.3.5)

Utilizando la férmula de inversion de matrices a bloques (2.3.7) utilizada en [1], del lema de

inversion de matrices, donde ® es llamado el complemento de Schur,

(N1 — NiaNgy' Noy) ™ = N 4 N Ny @ Noy N7 (2.3.6)

-1

[NH N12] B [NH1+N111N12<I>—1N21N111 — N Np @t

(2.3.7)
Noy Nao _(I)le21N1—11 o1
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dada la estructura de las matrices C y B no se requiere el cdlculo de todos los términos de 2.3.7, donde

x denota cualquier valor finito, y Ny; y @ := Noy — N21Nﬁ1N12 son matrices no singulares. Entonces,

p (/\) _ |: OH 0 :| [ * )\21412 ()\2 (CL2[m + CLAQQ — A21A12) —A <2CLIm -+ Agg) + [m)_l 0
* * B,,
(2.3.8)
donde,
F()\) = )\2 (a2[m —+ a/A22 — A21A12) —A (QCLIm -+ A22> —+ [m (239)
Si0<aeR,B, € R™y A, son matrices no singulares y regresando a s,
1
I'(s) := $21, — Ay — Ay A 2.3.10
(s) (5+a) ( 22 21A12) ( )
1
P(s) = ———Cn 41l '(s)By, (2.3.11)
(s+a)

Si C1, A1 y By, son matrices no singulares una solucién de las factorizaciones coprimas izquierda

y derecha sobre RH, de (2.3.11) es,

D(s) = T(s)A3CHE, N(s) = ! B, (2.3.12)
(s +a)
1
N(s) = anAlz, D(s) = B,'T(s)

Dadas las factorizaciones coprimas izquierda y derecha de la planta, se presenta una solucion
de las ecuaciones diofantinas izquierda y derecha €RH., resolviendo las ecuaciones diofantinas en

lambda de forma algebraica proponiendo polinomios,

o = CLZIm + CLAQQ — A21A12 (2313)
B = 2al, + A (2.3.14)
L, = NNXO\)+DNY (N (2.3.15)

Ln = (NBu)(By! (Xa + X)) + (K = AB + 1,,)Cia) (Cra (VoA + V) (2.3.16)
I, = X(s)N(s)+Y(s)D(s) (2.3.17)

L = (XA + X35)C)(CiN?) + (YoA + Y3) B (B (N = AB+ 1)) (2.3.18)
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e igualando términos y regresando a s se obtiene,

. 1
X(s) = " BN (Xis + AnAnYy +d’l,) (2.3.19)
S a
- 1
Y = Ci1 A (s, + Y,
(S) st a 11 12(8 + 0)
1 ,
X(S) = sta (X1$ + YbAQlAlQ + adfm) A;zlcfll
1
Y = I, +Y,
(s) = s (sTu + Y0)
donde,
Yb L= A22 + 3a[m (2320)
X: : =YyAe + Ay Ay + 301,

lo cual da una solucién a la doble factorizacién coprima dada en la ecuacion (2.2.3) € RH .

Siendo asi las formulas de las factorizaciones y las soluciones de las ecuaciones diofantinas unos

de los principales resultados de este trabajo.

2.4. Parametrizacion de controladores estabilizantes de uno y dos
parametros

La parametrizacién de todos los controladores estabilizantes asegura la estabilidad interna del
sistema de control en lazo cerrado bajo la suposicion de que el sistema es detectable y estabilizable, y
entrega expresiones que caracterizan las relaciones entrada salida, lo que es especialmente ventajoso

para resolver problemas de desempeio.

Todos los controladores que estabilizan a la planta [9] pueden ser derivados de su factorizaciones
coprimas.
Suponga que (N (s), D (s)), (D (s),N (s)> son cualquier factorizacién coprima derecha e izquierda
de la planta sobre R y matrices X (s),Y (s), X (s),Y (s) € RH tales que resuelvan (2.2.3)



12

entonces,
K(s) = Dy (s)Ny(s) (2.4.1)
donde,
Dy : =Y(s)— R(s)N(s) (2.4.2)
Vi = X (s) + R(s)D(s)

Siendo R(s) € RH el parametro libre que satisface det (Dk(s)> # 0.
El sistema esta bien definido si,

det (I + P (s)K (s)) #0Vs

Dada una planta P y una entrada externa g4, entonces el esquema de retroalimentacién mas general

es,

Yd )
—AK (Ya, V) P

Figura 2.2: Esquema general de retroalimentacion

u= K (ya,v)

Asi, el esquema lineal invariante en el tiempo mds general es la configuracidn retroalimentada con

controlador de dos pardmetros mostrada en la Figura 2.3,
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Figura 2.3: Sistema retroalimentado con controlador de dos parametros

Si K (s) = K, (s) entonces u = K (s) (y4 — y), obteniéndose la configuracién retroalimentada

con controlador de un pardmetro mostrada en la Figura 2.4,

Figura 2.4: Sistema retroalimentado con controlador de un parametro.

2.5. Resultados

Sea P (s) una planta dada, suponga que (N (s), D (s)), (D (s),N (s)) son cualquier factor-
izacion coprima izquierda y derecha de P (s) sobre RH o y que X (s),Y (s) € RH satisfacen la
ecuacion (2.2.3), entonces el conjunto de todos los controladores de dos pardmetros que estabilizan

la planta estd dado por [9],

[ K(9) Ki(s) | = D) [ Buts) Q) 2.5.1)
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donde Q (s), R (s) € RH son arbitrarios, satisfaciendo,
det (Y(s) —R(s)N(s)) £0VseC

y las expresiones analiticas son,

- 1 1
D D= I Yo — B
k() s+a(sm+ 0 s—l—aR(S)) m
~ 1
Nip(s) @ = T a [Xis+ YA Aip 4+ a’L, + (s + a) R(s) T (s)] A, O

El controlador de un parametro de la Figura 2.4, K (s), también estd en (2.5.1).

Los problemas relacionados con estabilizacion son iguales en ambos sistemas, mientras que los
problemas relacionados con regulacion y desacoplo se simplifican con el controlador de dos paramet-

Ios.

2.6. Conclusiones

En este capitulo se dieron féormulas explicitas para las factorizaciones coprimas izquierda y derecha
de una planta, dadas por D(s) = I'(s) A, Cl, N(s) = ﬁBm y N(s) = mCHAm, D(s) =
BT (s), asi como las soluciones de las ecuaciones diofantinas izquierda y derecha, dadas por X (s) =
=B (Xys 4 Ay Ay + aPLy,), Y (s) = =CiiAps (sly + Yo) y X(s) = = (X1s+YpAn A+

1) AL CHL Y (s) = w2 (sL, +Y}), siendo estos unos de los principales resultados de este traba-

Jjo, con los cuales se parametriz6 la familia de controladores estabilizantes de la planta [9].

En el capitulo siguiente se dan las condiciones para la existencia de controladores estables dentro
de la familia de controladores estabilizantes de una planta por medio de la propiedad de entrelaza-
miento par.

Se dan algunas propiedades del esquema de retroalimentacidén necesarias para la definicién de las
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funciones a minimizar utilizadas en el problema de sensibilidad mezclada, asi como definiciones de
estabilidad robusta y desempefio robusto los cuales son los objetivos para el criterio de sensibilidad
mezclada.

Finalmente se menciona el criterio de sensibilidad mezclada propuesto en [9] y el modificado utiliza-

do en esta tesis propuesto en [3].



Capitulo 3

Controlador estabilizante sintonizado para
resolver un problema de sensibilidad
mezclada

3.1. Introduccion

La propiedad de entrelazamiento par [S] da la condicién para determinar la existencia de con-
troladores estables dentro de la familia de controladores estabilizantes parametrizados en el capitulo
anterior [8], que es de mucho interés por razones practicas como rompimiento de lazo o minimizar
errores numeéricos.

Las propiedades de retroalimentacion como lo son las matrices de funciones de transferencia de sensi-
bilidad y sensibilidad complementaria [5], son necesarias para el andlisis y la solucion de un problema
de sensibilidad mezclada.

La estabilidad robusta preserva la estabilidad del sistema ante perturbaciones externas, que pueden
ser introducidas por el sistema de medicién y desempefio robusto busca preservar desempeiio ante
perturbaciones a la salida manteniendo la salida lo mas cercano a la referencia, las cuales son comun-

mente de baja frecuencia a la salida de la planta [5].

16



17

[3] presenta el criterio de sensibilidad mezclada utilizado en este trabajo, en el cual se tienen aprox-
imaciones en bajas y altas de las funciones de sensibilidad que son incluidas en el criterio. De esta
manera es como se pueden obtener formulas explicitas para la sintonizacién de los controladores.

Finalmente utilizando el criterio propuesto en [3], son sintonizandos los parametros libres de los con-
troladores estabilizantes como se propone en [1] resolviendo un problema de sensibilidad mezclada,
sin los problemas de la seleccion de matrices propuestas por [6] y al s6lo utilizar retroalimentacion de
las posiciones, se reduce el esfuerzo computacional en comparacién con los controladores propuestos

en [3]y [11].

3.2. Propiedad de entrelazamiento par (p.c.p.)

El problema de estabilizacion fuerte fue estudiado en [16] para plantas con una entrada y una
salida y [9] extendi6 estos resultados a plantas MEMS, dando la siguete propiedad de entrelazamiento
par (p.e.p):

La planta P (s) es fuertemente estabilizable, es decir, existe un controlador estable dentro de la familia
de controladores estabilizantes de la planta <=> el niimero de polos reales e inestables de P (s) entre
cada par de ceros de transmisién reales e inestables de P (s) (incluyendo los ceros al infinito) es par
[16]. El problema de estabilizacion fuerte es importante por razones practicas como rompimiento de

lazo y la minimizacién de errores numéricos.

Por lo tanto, si el sistema cumple con la p.e.p y si R(s) € RH satisfaciendo det (ﬁk (s)) #0
y Q (s) € RH son pardmetros libres. Sea B,,, Cj; € R™*™ matrices no singulares, 0 < a € R,
y (2.3.10), sustituyendo directamente (2.3.12) y (2.3.19) en (2.5.1), entonces, existen controladores
estables K (s) y K, (s) dentro de las familias de controladores estabilizantes dadas por la ecuacién

(2.5.1). Sidet <Dk (s)) es un polinomio Hurwitz entonces los polinomios de,

det (I, + (aly, + Yo) s + aYy — R(s)) (3.2.1)
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son Hurwitz.

3.3. Propiedades de retroalimentacion

En esta seccion veremos algunas propiedades de los sistemas en lazo cerrado [5] y [15], las cuales
son utilizadas para el andlisis y la solucion de un problema de sensibilidad mezclada con el cual se
fijan los parametros libres del controlador de la familia de controladores que estabilizan la planta de

disefio.

Considere el esquema de control de la Figura 2.4, se definen las matrices de funciones de trans-

ferencia de lazo abierto a la entrada y a la salida,
L, = KP, L,=PK (3.3.1)

la primera se obtiene abriendo el lazo a la entrada de la planta, mientras que la segunda se obtiene

abriendo el lazo a la salida de la planta.
Las matrices de sensibilidad a la entrada y a la salida estan dadas por,

S, = (I+L)™" (3.3.2)

Sy = (I+L,)™"
las matrices de sensibilidad complementarias estan dadas por,

T, = I—85, (3.3.3)

T, = I-5,

Estas funciones de sensibilidad estan incluidas en todas las funciones de transferencia del sistema
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en lazo cerrado,

y = T, (ya—n)+ SoPd; + Sydy (3.3.4)
€ = Ya—Y

e = KS,(ys—dy) + Sedy, — S, Pd;

u = KS,(Ys—dn) — KSod, — Tid;

u, = KS,(ys—n)— KS,d+ S;d,

y su representacion matricial es,

€ Ya
= H (s) (3.3.5)
Yy dy,
L. up - - do -

El sistema en lazo cerrado mostrado en la Figura 2.4 es internamente estable si y s6lo si,
H(s) € RHo. (3.3.6)
y si K (s) € R'H entonces,
H(s) € RHoo <= S,(s) P(s) =P (s)S;(s) € RHw

Suponga que P (s) y K (s) estdn descritos por ecuaciones en espacio de estados de la forma,

P {i*p(t) = Az (t) + Byu (t) 337)
y(t) = Cp (1)

K@ - {x’k(t) — Az (t) + Be(t)
u(t) = Crzx (1)

que las tripletas (A,, B,,C,) y (Ax, Bk, C) son estables y detectables y que el sistema estd bien
definido, entonces el sistemas de la Figura 2.4 es internamente estable, si S,(s) € RH(solo se re-
quiere la estabilidad de la sensibilidad si P, K € RH )<= H (s) € RH ( ver [9]), la estabilidad

interna de un sistema de control requiere que todas las funciones de transferencia sean estables, esto
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garantiza que todas las sefiales sean acotadas. Por otro lado, la funcién de sensibilidad complemen-

taria a la salida, se puede expresar en términos de las funciones de sensibilidad,

y = T,(s)r=

y = P(s)Si(s) K(s)ya

(3.3.8)

y utilizando la parametrizaciéon de Youla y la doble factorizacion coprima dada por (2.2.3) (funcién

afin del pardmetro libre del controlador),

Si(s) = (I+K(s)P(s)"

_ <1+ )N(s))1 (X (s) +R(S)D(s)> P@))l

(3.3.9)

(3.3.10)
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y para la configuracién retroalimentada con controlador de dos parametros es,

y = (I+P(s)K(s)) "' P(s)K,(s) (3.3.11)

= P(s) (I +K(s)P(s)) " K.(s)ya

To(s) = N(s)Q(s)

Las ecuaciones (3.3.10) y (3.3.11) nos dan las matrices de funciones de transferencia del sistema
en lazo cerrado, donde se observa que la salida del sistema s6lo depende de N(s) y Ni(s), para
la configuracién con controlador de un parametro y para la configuracion de dos parametros solo

depende de N(s)y Q(s).

3.4. KEstabilidad Robusta

Se tiene estabilidad robusta si se garantiza estabilidad ante incertidumbres si se tiene alguna in-

formacion espectral de la misma,

[A(s)], < <00 (3.4.1)
1
i, =
le ($)A(s)Wa(s)]| < 1
donde HA (5)‘ < 1y Wi (s),Ws(s), representadas en la Figura 3.1, son funciones de peso pasa

bajas y pasa altas respectivamente, de fase minima y estables. Entonces del Teorema de pequeiias

ganancias [5] para garantizar estabilidad robusta con un modelo de incertidumbre multiplicativo a la
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salida se requiere que,

W (5) Tuaya (s) Wi (s)]|, <1 (3.4.2)

donde T,ayn (s) es la matriz de funciones de transferencia de la salida a la entrada de la incertidum-

bre.

/[Zz
&=
!

Wi(s) Wa(s)
yd—T K(s) (o P(s) F jy

Figura 3.1: Sistema con perturbacién multiplicativa a la salida

3.5. Desempeno robusto

El propésito de tener desempefio robusto es reducir el error en la salida de la planta tanto como
sea posible, suponga que las perturbaciones externas a la salida son generalmente de bajas frecuencias
([51y [18]) y que se dispone de alguna informacion espectral de las perturbaciones,

[d(s)ll, < 0<o0 (3.5.1)

<1

o0

s o]

IN
—_

donde HJ(S)

< 1y W;5(s) es una funcién de peso de bajas frecuencias de fase minima y estable.

El criterio de desempefio nominal es ,

W3 () Tya (s)]l oo <1 (3.5.2)

donde T}, es la funcién de transferencia de la perturbacién a la salida. En particular, si d (s) es la
perturbacién a la salida d, (s),

W5 (5) S, (3)]|. < 1 (3.5.3)
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3.6. Sensibilidad mezclada

La sensibilidad mezclada involucra dos o mds criterios a minimizar, con los cuales se pretende
preservar ciertas caracteristicas del sistema atn en presencia de perturbaciones externas e incertidum-
bres. En esta seccion se muestra el criterio de sensibilidad mezclada general e inmediatamente después

el criterio utilizado en este trabajo.[3]

Si se desea atenuar los efectos de ||d, (t)||, sobre ||y (¢)||, y limitar la magnitud de ||u (¢)], en

cierta banda de frecuencias, se requiere minimizar el criterio,

(3.6.1)

[e.9]

donde S, (s) es la funcion de sensibilidad a la salida y 7}, (s) es la funcién de sensibilidad de la salida
de la incertidumbre a la entrada de la incertidumbre en un esquema de incertidumbre multiplicativa
a la salida (Pa = (I + W>AW,)P ver Figura 3.1) que es igual a la funcién de sensibilidad comple-

mentaria de la planta.

Este criterio es modificado por [3],

Ilz]
Toh oo

donde S,; es la funcion de sensibilidad aproximada en bajas frecuencias, esto pensando en desem-
pefio y que las perturbaciones a la salida de la planta son de bajas frecuencias y 7, es la funcién
de sensibilidad complementaria aproximada en altas frecuencias pensando en preservar estabilidad
ante perturbaciones de altas frecuencias que podrian ser introducidas por las mediciones o ante incer-

tidumbres multiplicativas a la salida cuya norma -oo sea “grande” en altas frecuencias.
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El criterio involucra la minimizacién simultdnea de ||.Sy|| .. ¥ [|Z7on||., donde K (s) es un contro-
lador estabilizante y basdndose en la relacion entre la funcién de sensibilidad y sensibilidad comple-

mentaria (S + 7 = I) se supone una solucidn, esto es,

m ||.S 3.6.3
i {|So oo (3.6.3)
sujeto a [[Soflo = [[Tonllo
La restriccién algebraica ||Sy ||, = [|7on||,, tiene una solucién en el punto de interseccion de

las dos lineas rectas ||So || ¥ || 7o ]|, en funcién del pardmetro libre del controlador para el cual la

norma-H., s la misma para las normas de las funciones de sensibilidad.

2 (|C11A1pAn CF ||->

||5TOE ||:>c
[C11Ar2(X1+a¥o) AL €T |
|C11 A2 (X1+adsn)AT OO s
7
T.Lh H]—;thx

Y

3a i

Figura 3.2: Funcién de interseccidn para la configuracién de un pardmetro

Asi, se considera la minimizacién de norma H., de las aproximaciones de bajas frecuencias de la
funcidn de sensibilidad a la salida sujeta a la restriccion que fija el mismo valor a las normas H, de las
funciones de sensibilidad, se resuelve el problema fijando los pardmetros libres de los controladores

estabilizantes.
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3.7. Resultados

La funcién de la entrada de la referencia y, (¢) a la salida y (¢) esta dada por (3.3.10),
T, (s) = N (s) N (s) (3.7.1)

en la configuracion retroalimentada de un parametro mostrada en la Figura 2.4, donde N (s) y Ny (s)
estan dadas por (2.3.12) y (2.4.2) respectivamente, a su vez Ny, (s) estd en términos de X (s) y D (s)
dados por (2.3.12) y (2.3.19), respectivamente. Las aproximaciones de altas y bajas frecuencias de

I" (s) dadas por (2.3.10) son,

r, = I. (3.7.2)
—1
I = ?A21A12
para asegurar que ||.S,|| . = 0 para ciertos valores de r € R, entonces se propone,
R (s) = a(rly + Az) (3.7.3)
Asi,
1
||T0h||oo = F H011A12 (Xl +a (’I“[m + AQQ)) Al_Qlcl_ll HOO (374)
h
donde w;, > 0 es una frecuencia fija en la banda de altas frecuencias de P (s). Por otro lado la

aproximacion de bajas frecuencias de 7, (s) es,

3a—r

To = Iy, + C11 A ApCH (3.7.5)

a3

Por lo tanto, dado que a > 0, la norma H., de S, = I,,, — Ty; es,

3q —
1Sotll o0 = 3a — 7] HCIIA12A1201_11||OO (3.7.6)

a3

La ecuacién de restriccion tiene una solucién en el punto de interseccion de las dos lineas rectas

de la Figura 3.2 esto es,
.= a (3 H011A12A1201_11||00 — a2b)
a3m + HCllAl?Al?CI_IIHOO

(3.7.7)
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donde,
1
b = ) [Cr1Ass (X1 + ady) AL CHY| (3.7.8)
h
1
m . = Ba—u}i ("0111412 (Xl—O—aYb) AI21C;11“00 —w,%b)

Ademads de (3.3.11), T, (s) = N (s)Q(s) (ver [9]) en la configuracién de dos parametros. Se
propone () (s) como,

Q (s) = qa® A, Cr! (3.7.9)

entonces las aproximacion de altas y bajas frecuencias de 7, (s) y S, (s) son,

Cl2
| Tonll.e = —5ldl (3.7.10)
W

[Sotlle = 11—l

||1—oh||x

q

Figura 3.3: Funcidn de interseccion para la configuracion de dos pardmetros

Por lo tanto, ||To4]|,, = ||Sa||, tiene una solucién en el punto de interseccién de las dos lineas
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rectas de la Fig 3.3,
(3.7.11)

3.8. Conclusiones

Se dieron condiciones para la existencia de controladores estables dentro de la familia de con-
troladores estabilizantes [S5], lo cual es de especial interés para las implementaciones en caso de
rompimiento de lazo o errores numéricos.

Ademas de algunas propiedades de retroalimentacion donde se obtienen las funciones de sensibilidad

a la salida de la planta y la funcion de sensibilidad complementaria [S5], que son utilizadas en el crite-

rio de sensibilidad mezclada propuesto por [3].

También las definiciones de estabilidad robusta y desempeio robusto los cuales fueron los objetivos

a preservar en el criterio de sensibilidad mezclada en un esquema con incertidumbre multiplicativa a

la salida.

Finalmente se dieron las soluciones a un problema de sensibilidad mezclada proponiendo R (s) =
a(rln + As) conr = a (3| Cr1AAnCy|| — a®b) /aPm+||Ci A1 ARCH |y Q (s) = ¢a® A, O
con ¢ = w?/a* + w?, siendo estos otros los resultados de este trabajo en ese tema y que no tienen

el inconveniente de la utilizacion de la matriz de transformacion propuesta en [1] para solucionar

problemas de pertenencia a RH .

En el capitulo siguiente se presentan los sistemas a los que fueron aplicados los resultados de
este trabajo, se da una descripcion de la maquina sincrona [13] y las dificultades de la aplicacién a
sistemas con diferente estructura a la requerida para la técnica. Ademads se presenta la aplicacién a un
sistema de amortiguamiento de medio carro [1] y finalmente un ejemplo de simulacién de un robot
planar rotacional de dos grados de libertad, se dan conclusiones con respecto a las tres aplicaciones

que ilustran més a fondo la utilizacion de la técnica.



Capitulo 4

Aplicaciones

4.1. Introduccion

Como en todo desarrollo de herramientas, es importante la ilustracién de su utilizacién asi como
de las ventajas y desventajas de cada una en aplicaciones, en este capitulo se aplican los resultados de
[11] a una mdquina sincrona, debido a que es un sistema muy importante en la generacion de energia
y por lo tanto de constante estudio, con el cual se abordan las dificultades, desde que el sistema no
tenga la forma requerida (en la cual solo se logré llevarlo a la forma propuesta por [11]) y errores
grandes en la regulacion de la salida que estan relacionados con la forma de la matriz A y se presenta
al aplicar controladores parametrizados a partir de factorizaciones comprimas partiendo de la real-

izacién de espacio de estados mostrado en el capitulo 2.

Se aplican los resultados de esta tesis al sistema de amortiguamiento de medio carro lineal [1]
obteniendo buenos resultados en la atenuacion de las perturbaciones asi como de estabilidad.
Los resultados también son aplicados al modelo no lineal de un robot planar rotacional de dos grados
de libertad con los cuales se observan también buenos resultados en la regulacion, asi como la preser-

vacion de la estabilidad en el sistema.

28
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En estas aplicaciones es mostrada la facilidad con las que son obtenidas las factorizaciones copri-
mas de las plantas, asi como de las soluciones de las ecuaciones diofantinas [6] con s6lo informacién
de las posiciones generalizadas que dan cierta forma a la matriz C' de la salida de la planta a diferen-
cia de informacién completa del estado propuesto en [1] y [11], la parametrizacién de la familia de
controladores estabilizantes [8], y la obtencidn de un controlador estabilizante estable, resolviendo un
problema de sensibilidad mezclada [3], procurando preservar estabilidad robusta ante perturbaciones

de alta frecuencia y desempeio robusto ante perturbaciones de baja frecuencia a la salida.

4.2. La maquina sincrona

La méquina sincrona es uno de los principales sistemas de conversion de energia mecdnica a
eléctrica utilizado en la mayor parte de fuentes de generacion de energia en el mundo. La méaquina
sincrona se construyen generalmente con un estator trifdsico sin salientes, un rotor con salientes y una

sola fase excitada por medio de una corriente continua.

Figura 4.1: Rotor de polos no salientes
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Figura 4.2: Rotor de polos salientes

Al estator polifésico se le conoce como inducido y al rotor como inductor. Estos devanados estan
acoplados magnéticamente. El acoplamiento de estos devanados estd dado en funcién de la posicion
del rotor [13]. Para la representacion matemaética de la maquina sincrona son necesarias ciertas trans-
formaciones para su simplificacién (Transformaciones de Park [10]) de esta manera se obtiene un

modelo simplificado de la mdquina sincrona que es utilizado para el disefio de controladores.

El rotor o inductor de un generador sincrono es en escencia un electroimén, por el cual se hace
circular una corriente continua que induce una corriente en los devanados del inducido, los cuales
estdn separados 120° mecénicos cada uno, la frecuencia eléctrica se produce y se sincroniza con la
tasa mecdnica de rotacion del generador, donde w'es la velocidad de sincronismo que es igual a la
velocidad con la que gira el rotor, n el nimero de pares de polos y w la frecuencia del campo eléctrico

en rad/seg,

El modelo de la médquina sincrona consta de 3 puertas eléctricas (hablando del modelo en coorde-

nadas d — ¢, vq4, vy, v¢), mds una mecanica, siendo esta representacion uno de los modelos para disefio,
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por su simplicidad, (ver [13]),

[ ] [ R—Lap wol, —kMpp  Leg | | ia |
Vg _ —woLg R—L; —wokMs  —Lgige iq @42.1)
—Vf —kM;y 0 Ry — Lyp 0 if
T, 0 0  -E D-Jp||w

donde, p = d/dt es el operador de derivada; vy, v, y vy son el voltaje del devanado del eje directo
del estator, el voltaje del eje en cuadratura del estator y el voltaje de campo del generador, respecti-
vamente; 1), es el par mecédnico de entrada al generador; w, es la frecuencia del campo eléctrico en
el punto de operacion, Ry Iy son las resistencias de los devanados del estator y el rotor, respecti-
vamente; k = 3/2; L, y L, son las inductancias propias de los devanados de los ejes directo y en
cuadratura del estator, respectivamente; iq € ¢4, son las corrientes del eje directo y en cuadratura, re-
spectivamente; J es la constante de inercia; M es la inductancia mutua, i s es la corriente del inductor

y D es la constante de friccién viscosa.

4.2.1. Aplicacion

Se considera,

[ ] [ L;(R+Rp) LiLg kMR LiLg . 17 . 1 T kMmy T

td F F Yo T F F lgo d 7 0

. Lg 1 kM; La .

g | _ 2o 1 (R+ Rp) 7. Wo 72ldo iq N 0 0 vf

. ka(R+RL) k‘Mqu Lde _k]\/fqu . . _ﬂ O T

Ly F F Yo F F ‘qo Ly F m
i w i 0 0 _quo —jD 1L w 0 b i

4.2.2)

el modelo linealizado en 44, = i, = cos(45),is, = 0.9A, w, = 60Hz, donde R, = 200hm,
representa una carga puramente resistiva, F' = kQMJ% — LqLy y los pardmetros R = 0.60hm, M =
0.54H, J = 0.097kgm? , D = 0.06kg/ms, Ry = 8lohm, iy = 0.9A, Ly = 6H yk = 3/2yla

T
referencia del sistema x4 = | i, 4 5o w, | €l cuales seleccionado como el punto en el que
es linealizado el modelo dado que el lazo abierto se comporta en forma inestable, que es de interés para

probar los controladores estabilizantes propuestos en [11]. Ademds, se propone una transformacion
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para llevar el modelo a la forma de la representacién en variables de estado utilizada en [11] que
difiere de la forma (2.3.2) ya que en [11] se utiliza informacién completa del estado. Suponga [11]

con,

(4.2.3)

Se propone la matriz 7" para llevar el modelo a la forma de [11] considerando informacién completa

del estado en el sistema transformado.

T, T B 0
oA L (4.2.4)
T21 T22 BZ B
T1WB1 +T12B; =0
Tis = _T11B1B2_1
0 A
TAT' = 2 (4.2.5)
A21 A22
A; = 0 (4.2.6)

= (TuAn + TioAn) (T + T Tio® ' TnTh) — (T11Arg + TipAs) @' 1o, T
— (Ay — BiBy' Ao)(I — BiBy'® ' T1) — (Ars — By By Agy) Ty

M := A, — B By'Ay

A = M- MB B, '® Ty — (Ars — BBy ' As)® Ty

O 'Ty, = (MBBy'+ Ay — BBy Ay) M
Si T59 = I entonces,

® = I+TyBB;" 4.2.7)
Ty = (I+TyuBByY)Y(MB\By' 4+ Ay — BiBy ' Agy) ' M

= (MB\By'+ Ajy — BiBy ' Ag) "M (I — ByBy ' (M BByt + A1y — BiBy ' Ag) P M) ™!

V = (MBBy'+ Ay — BBy Ag) ™ (4.2.8)
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I —B,B;*!
T = . (4.2.9)
VM (I, — BiB;'VM) I

Entonces el modelo de la maquina sincrona transformado y considerando retroalimentacién com-

pleta del estado en el sistema transformado es,

0 0 0 —0.7
0 0 5080.80  0.70
A = (4.2.10)
~84.63 177.53 33530 —0.13

608560 —1276200 5430800 136.65

- . . -
0 0
B =
0.106 0
—761.61 10.30

El sistema cuenta con cuatro polos y cuatro ceros de transmision que se encuentran en 914,
—220 £ 3541 y —0.62, por lo tanto el sistema cumple con la propiedad de entrelazamiento par y
por lo tanto se pueden encontrar controladores estables dentro de la familia de controladores estabi-
lizantes, la planta es controlable y observable, por lo tanto es una realizacion minima. La aplicacion
de los resultados propuestos en [11] es para ilustrar la dificultad de aplicar estos controladores que
son parametrizados a partir de la particularidad de la forma de los modelos Euler-Lagrange a sistemas
como la miquina sincrona, que no son modelados originalmente bajo esta técnica, de los resultados de
[11] se obtienen controladores estables resolviendo un problema de sensibilidad mezclada con a = 35

y wp = 500rad/s.

En la Figuras 4.3 y 4.4 se muestran las simulaciones hechas en Matlab-Simulink de la planta y de
las factorizaciones coprimas del sistema en lazo abierto ante un escalon unitario en la entrada del par
mecdanico y el voltaje del inductor, en las cuales se puede observar que el sistema es inestable y las

factorizaciones representan la planta,
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Step Response

Amplitude

T
4 J
-7 5 : .
8000 J J
6000
= 4000
2000
0
0
-5
° 10
-15

0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02  0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02 0.022 0.024 0.026
Time (sec)

Figura 4.3: Respuesta de la maquina sincrona transformada en lazo abierto

Step Response

Id
onvsow®

Amplitude

‘Y
NE2ow
85838
8888
8888

T
0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02  0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02 0.022 0.024 0.026
Time (sec)

Figura 4.4: Respuesta de las factorizaciones coprimas izquierda y derecha de la mdquina sincrona
transformada en lazo abierto con una entrada escalén unitario en cada entrada

La siguiente figura muestra la respuesta de la ecuacién diofantina a un escalén unitario con la cual

se observa que se resuelve correctamente la ecuacion, obteniéndose la identidad como resultado,
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Step Response

From: In(1) From: In(2)

To: Out(1)

Amplitude

To: Out(2)

0 0.1 02 03 0.4 05 06 0 0.1 02 03 04 05 06
Time (sec)

Figura 4.5: Respuesta de la ecuacion diofantina de la maquina sincrona transformada a un escalon
unitario en cada una de sus entradas

Y en las Figuras 4.6 y 4.7 se muestran las simulaciones (utilizando como entradas el par mecanico
y el voltaje del inductor) hechas en Matlab-Simulink de los estados del sistema en configuracion de
uno y dos parametros a la salida de la planta transformada (con la transformacién (4.2.9) propuesta
en este trabajo ) donde x| = i4, T2 = 14, T3 = i, T4 = w, siendo las referencias los valores en el cual

fue linealizada la planta,

== X

I I I I I I I I I I
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

Figura 4.6: Méquina sincrona con controlador en configuraciéon de un pardmetro
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Figura 4.7: Méquina sincrona con controlador en configuracién de dos pardmetros

0.6

0.8
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En estas figuras es importante notar que el controlador estabiliza la planta, sin embargo los estados

xr3 y x4 siempre convergen a cero, siendo éste el motivo por lo cual se tienen grandes errores en la

regulacidn de la salida, este comportamiento en lazo cerrado es asignado por el controlador teniendo

origen en la forma de las factorizaciones de la planta, esta caracteristica se puede ver en las funciones

de sensibilidad ( 3.3.10) y ( 3.3.11), analizadas en estado estacionario donde, en este caso particular,

que implica,

1
N —
() = Z 705 11225
[0
1| 5081
N(O) = 1225
0
0

0
o081

—0.707 |
0.707

0
0

—0.707 |

0.707

(4.2.11)

(4.2.12)

esto muestra la asignacion de esta dindmica al sistema en lazo cerrado. Ademds, la forma de la ma-

triz produce un mal condicionamiento y, ain cuando se haga un andlisis en estado estacionario para
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agregar una matriz de compensacion constante y tratar de corregir el error en estado estacionario, esto
no serd posible. Ademads, la matriz de transformacién para llevar el sistema a la forma deseada, no
permite linealizar la planta en todo su rango de operacién debido a la inversa de la transformacion

propuesta (4.2.9) para este caso en particular.

Se logra estabilidad en el sistema en lazo cerrado para el sistema transformado, ademads de que el
controlador de un pardmetro (Figura 4.6) tiene un mayor sobrepaso que el de dos pardmetros (Figura

4.7).

Como se observo, si el sistema no cumple con la forma propuesta (2.3.2), es dificil llevarlo a la
forma, ademads, debido a la forma de la matriz A, se presentan problemas de regulacion; el que tenga
menos sobrepaso la configuracion de controlador de dos pardmetros es debido a que se tienen dos
parametros libres, con lo cual se simplifica la solucién de problemas de regulacidn, que en este caso

no fue posible.

4.3. Sistema de amortiguamiento de medio carro

eroadl V;oad2

Figura 4.8: Sistema de amortiguamiento de medio carro

El modelo linealizado del sistema de amortiguamiento de medio carro esta representado por [1],
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[17],
0 A
(t) = 2 z() [ ]u(t)Jer(t)
Az Agp m 4.3.1)
vy =] Cu 0 ]a()
donde,
i —% %d1 -1 -1
Ap = no By, = (4.3.2)
| —m gl d  —ds
[ K ks _ (beatbs)  _ (dabsz—dibs1)
A21 = _d k _d k ;AQQ - (dngQiLdlbsl) (d%bslidgbsg)
11 2h2 — pooy — 7
1 0 0
(10 0 0 1
Cn = JH =
1 01 bs1 1 by
_dlbsl O d2b52

siendo m y .J la masa y el momento de inercia del cuerpo del vehiculo, respectivamente; dy y d; las
distancias entre las suspension delantera y trasera al centro de masas del vehiculo (CM), respectiva-
mente; k, y ks los coeficientes de elasticidad de la suspension delantera y trasera, respectivamente; y
bsa v bs1 los coeficientes de amortiguamiento de la suspension delantera y trasera, respectivamente.

En el modelo (4.3.1),

ut) ¢ = | Funr Fun | (433)

T
d(t) = |: V;‘oadl(t) Fmasstransfer(t) V;‘O(de(t) ] (434)

donde Fasstransfer(t) Y Vioaai(t), i = 1,2, son entradas de perturbaciones externas medibles y no

medibles y,
T
2(t) = | pen(t) Tanlt) Jeog(t) mVin(t) | 4.3.5)
siendo ;.11 (t) y xre12(t) las posiciones relativas de la suspension delantera y trasera, respectivamente;

y Vin(t) y w;(t) la velocidad vertical y angular del cuerpo del vehiculo en el CM. Observar que el

modelo del sistema de amortiguamiento (4.3.1) estd en la forma (2.3.2) y los bloques A5, C11y By,
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son matrices no singulares, y considerar los valores medios de los pardmetros de la planta dados en la

Tabla 1.
Tabla1 Valoresde los pardmetros
Parametro Valor Unidad
m 1794.4 kg
J 3443.05 kg m?
dy 1.271 m
dy 1.716 m
ko 66824.4 N/m
ky 18615 N/m
bgo 1190 N s/m
bs1 1000 N s/m

Los polos de la planta nominal P(s) estdn ubicados en —0.22+4.26i y —1.08 +3.674, por lo tanto son
estables por lo que P (s) satisface la propiedad de entrelazamiento par y asi la planta es fuertemente
estabilizable, la planta es controlable y observable entonces es una representacion minima. Consider-
amos los parametros de control a = 5y wy, = 100rad/s, para la configuracién de controlador de un
parametro, y a = 2 y w, = 100rad/s, para la configuracién de controlador de dos pardmetros, con
los resultados obtenidos en el capitulo 2, se obtienen las factorizaciones coprima izquierda y derecha

de la planta que son mostradas a continuacion.

Las factorizaciones coprimas izquierda y derecha para la planta en la configuracion de un pardmetro

de la Figura 2.4 son,

. 1 —763.5s2 — 1000s — 18615 —1031s% — 11905 — 66820

D(s) = o757 (4.3.6)
s+ 10s+25 | 115352 + 17165 + 31940 —1153s2 — 1512s + 84930

- 1 —1 -1

 $24+10s+25 | 1716 —1.271
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1 [ —0.0005573  0.0004984
N(s) = 55— (4.3.7)
5%+ 10s +25 | —0.0005573 —0.0003691
D(s) 1 [ —0.4255% — 0.557s — 42.07  0.33452 + 0.498s — 11.72
s) = —mm—
s+ 105 +25 | —0.574s% — 0.663s — 5.548 —0.334s% — 0.439s — 3.675

La solucién de la ecuaciones diofantinas izquierda y derecha para la configuracién de un pardmetro

queda,
i 1 17.785 + 527.8
X(s) - i
$+5 | —28.35s + 5.055
i 1 [
Y(s) =
§+5 | —0.0005573s — 0.007721
1 [ —24970s + 159200
X(s) = )
s+5 | 313105 — 287800
1 —s—13.68
Y(s) =
s+5 | 1.716s + 23.200

30.09s + 203.5
—15.43s + 8.411

5997s + 786900
—150700s — 1290000

] (4.3.8)

—0.0005573s — 0,007623  0.0004984s + 0.006738
—0.0003691s — 0.005048

] (4.3.9)

—s5—13.85
—1.271s — 17.380

Ademads, las factorizaciones izquierda y derecha para la planta en la configuracién de dos pardmet-

ros de la Figura 2.3 son,

1

D = —_—
() s2+4s+4
~ 1

N(s) = —
(5) s2+4s4+4
) _
N(s) = ——
() s2 1 45 + 4
) _
D(s) = —
(5) s24+4s+4

—763.55% — 1000s — 18615
1153s% + 17165 + 31940

[ 1 —1
| 1.716 —1.271
—0.0005573  0.0004984 ]

—0.0005573 —0.0003691

—0.4255s% — 0.5573s — 42.07
—0.57455% — 0.6632s — 5.548

—1031s? — 1190s — 66820
—1153s% — 15125 + 84930

(4.3.10)

(4.3.11)

0.3348s? + 0.4984s — 11.72
—0.3348s% — 0.4393s — 3.675
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y las respuestas de la planta y las factorizaciones coprimas izquierda y derecha en configuracion de

controlador de uno y dos pardmetros a un escalén unitario mostradas en la Figura 4.9,

Step Response

Amplitude
3

5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
Time (sec)

Figura 4.9: Respuesta de la planta y factorizaciones coprimas del sistema de amortiguamiento en lazo
abierto con un escaldn unitario en cada una de sus entradas

Las solucidnes de las ecuaciones diofantinas izquierda y derecha para dos parametros queda,

) 1 [ 39.57s+199 13.485 + 58.9
X(s) = (4.3.12)
s+2| 1.874s422.34 1.712s+ 145
(o) 1 [ —0.0005573s — 0.002607  0.0004984s + 0.002253
S —=
s+2 | —0.0005573s — 0.002705 —0.0003691s — 0.001726
1 [ 141305 +80970 602305 + 306100
X(s) = (4.3.13)
§+2 | —25870s — 135200 —91690s — 391200
Y(s) 1 —5 —4.678 —s —4.855
S =
$+2 | 1.7165+ 7.757 —1.271s — 5.943

y las respuestas de las ecuaciones diofantinas a un escalén unitario mostradas en la Figura 4.10
obteniéndose la identidad mostrando que las ecuaciones son resueltas correctamente y que las fac-

torizaciones son coprimas.
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Step Response

From: In(1) From: In(2)

Amplitude

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
Time (sec)

Figura 4.10: Respuesta de las ecuaciones diofantinas en el sistema de amortiguamiento de medio
carro a un escalon unitario donde se obtiene la identidad, lo cual indica que se resuelve correctamente
la ecuacién

Como se observa los valores de N(s) y Y (s) son muy cercanos a cero y se debe al valor de Ao,
sin embargo se tiene una buena representacion de la planta con las factorizaciones y se resuelve la

ecuacion diofantina, este problema puede ser evitado ponderando la planta como:

P =pN(s)D7(s) (4.3.14)

pN(s) = f(5)A12(pCh1)

Se observa que el problema se puede resolver ponderando sélo la matriz de salida del sistema para
este caso en particular, se disefia el controlador para la planta ponderada, y el controlador para la
planta original en configuracién de un pardmetro es pK (s) y para la configuracién de dos pardmetros
p| K(s) K,(s) |,donde p € R. De esta manera se resuelve el problema de valores cercanos a
ceroen N(s)y f/(s) y se obtienen los mismos resultados de desempeiio que sin la ponderacion, sin

embargo podrian evitarse problemas numéricos.

Utilizando la parametrizacién de Youla podemos encontrar la familia de controladores estabi-

lizantes de la planta y con el criterio de sensibilidad mezclada presentado en el Capitulo 3, fijar los
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pardmetros libres para cada configuracion de controladores. Dados los resultados en el Capitulo 3,

tenemos que el pardmetro R se fija para la configuracién de controladores de un pardmetro como:

(4.3.15)

68.79 0.29
0.56 67.82

Mientras que los parametros R(s) y Q(s) para la configuracién del controlador de dos pardmetros

son,
[ 9.55 0.11
R = (4.3.16)
| 0.22 9.17
o _ [ —3052.90 —4121.80
| 4608.90  —4608.90
El controlador de un parametro estd dado por:
. 1
Di(s) = (4.3.17)

st + 37.37s% + 349.2s% 4 3.868s + 0.01072
—0.4255s* — 12.25% — 90.15s% — 199.1s — 1.101
—0.57455* — 16.38s3 — 120.85% — 266.65 — 1.487

—0.33485* — 9.601s® — 70.945% — 156.7s — 0.8664
- 1
24105+ 25
[ —7.716 x 10*s% — 3.397 x 10*s — 4.753 x 10°

0.3348s* + 9.665% + 71.535% + 158.25 + 0.8664 ]

1.091 x 10°s% — 1.544 x 10*s + 7.171 x 10°

—6.526 x 10%s% + 7.346 x 10°s — 6.374 x 10°
—2.295 x 10°s2 — 2.147 x 10%s — 7.2925 x 10°
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El controlador de dos pardmetros resultante es,

~ 1
D = 4.3.18
«(s) st +13.37s% 4 44.655% 4 0.01832s + 1.878210-6 ( )

[ —0.4255s" — 4.543s3 — 13.065% — 11.36s — 0.002333

—0.57455* — 6.04453 — 17.285? — 14.99s — 0.003149

0.3348s* + 3.6345% + 10.525% + 9.181s + 0.001835
—0.3348s" — 3.575s% — 10.28s? — 8.945s — 0.001835

1
N, = -
(s) s2+4s+4
696952 + 9.988 x 10%s — 1.219 x 10*
—1.547 x 10*s? — 1.714 x 10°s + 1.84 x 104
5.024 x 10%s% +4.15 x 10°s — 1.64 x 10*
(4.3.19)
—1.025 x 10°s% — 5.887 x 10°s — 1.856 x 10*
—3052.9 —4121.8
Qs) =
4608.9 —4608.9

De la simulacién en Matlab-Simulink con,
d(t) = | 0.15in(3006) 1 0.1sin (3007)

donde la sefial de perturbacion es seleccionada con los mismos valores que en [1] para poder hacer

una comparacion de los resultados, al igual que la referencia,

ya(t) = [ 1 1.25 ]T

se obtienen las Figuras 4.11 y 4.12 correspondientes a la salida de la planta y la ley de control,

respectivamente, para la configuracion de un pardmetro.
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Figura 4.11: Salidas del sistema de amortiguamiento con controlador de un parimetro

x 10

-4
0 5 10 15 20 25

Figura 4.12: Ley de control del sistema de amortiguamiento con controlador de un pardmetro

Las Figuras 4.13 y 4.14 muestran la salida de la planta y la ley de control, respectivamente, para

la configuracién de dos pardmetros,
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Figura 4.14: Ley de control del sistema de amortiguamiento con controlador de dos pardmetros

En las Figuras 4.11 y 4.13 se observa que se tiene mejor desempefio en la configuracion de dos
parametros con respecto a la de un pardmetro en la cual se presenta un sobrepaso negativo, ademads,

en ambas configuraciones las perturbaciones son atenuadas. Los resultados de [1] con informacién

completa del estado son,
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Figura 4.16: Posiciones relativas en configuracién de dos parametros de [1]

donde, en la configuracion de un parametro se tiene un sobrepaso negativo, sin embargo, en la configu-
racion de un pardmetro la atenuacion es considerablemente mayor con los resultados de este trabajo y

la ley de control de ambos trabajos son de magnitudes similares, teniendo un pico en la configuracion

de un parametro.
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Seleccionando a = 10 (pardmetro introducido a partir de las factorizaciones coprimas, que es
la asignacién de los polos en lazo cerrado), la Figura 4.17, muestra que conforme wjy, se incrementa

las normas infinito de las funciones de sensibilidad son reducidas; sin embargo, si w, < a entonces

1Sotll oo ¥ I Ton ]|, incrementan su valor con lo cual se pierde el objetivo de la minimizacién de estas

normas, sin embargo, se espera que wy, > a dado que se interpreta como una frecuencia en la banda
de altas frecuencias.

150
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Norma infinito

50

18 20
©p

Figura 4.17: Normas infinito de las funciones de sensibilidad

Las grificas de los valores singulares maximos de las funciones de sensibilidad & (S, (s)) y
o

(T, (s)) con respecto a la frecuencia de las Figuras 4.18 y 4.19 muestran que si wj, toma valores
grandes se puede corregir el valor en estado estacionario, ya que se tiene una atenuacion mayor de las

perturbaciones de bajas frecuencias a la salida del sistema y las frecuencias de corte de las funciones
de sensibilidad no se mueven.
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Figura 4.18: Valores singulares de T}, (s) al variar wy, y a = 2
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Figura 4.19: Valores singulares de S, () al variar wy, y a = 2
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De igual manera, las Figuras 4.21 y 4.20 muestran que conforme a toma valores grandes la aten-
uacion de las perturbaciones de bajas frecuencias a la salida se deteriora (se debe a la proximidad de a
con wy,), sin embargo se incrementa el ancho de banda para la referencia. Esto se ve reflejado también

en la magnitud de la entrada de la planta donde se incrementa la energia en el transitorio, obteniendo

respuestas mas rapidas.
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Figura 4.20: Valores singulares de T}, (s) al variar a y w;, = 100
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4.4. Robot planar rotacional

Considere el robot planar rotacional de dos grados de libertad mostrado en la Figura 4.22, donde
m;, ¢ = 1,2 las masas de los brazos, [; la longitud del brazo uno, [.;, ¢ = 1, 2 la distancia al centro de
masas del brazo i, [; , 7 = 1, 2 el momento de inercia de cada brazo y g la aceleracién gravitacional

[14].

L»
qz
|.1 ch

i.c‘l

G

X

Figura 4.22: Descripcion coordenada de robot planar con dos grados de libertad [?]

Las matrices de inercia M (g (t)), de Coriolis C' (¢ (t), ¢ (t)) y de gravedad G (¢ (t)) de las ecua-

ciones de movimiento de Euler-Lagrange para este robot son [14],

M (g (1)) = 0, —ie- Hi; 2(90302(;05(:)(15)) 0y + 05 (;OS q2 (1)) ] 44D
| gOscosq (t) 4+ g05 (cos q1 (t) + cos gz (1))
G(q(t) = [ o0 (cos s (£) + c0sga (6) ] (4.4.3)
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donde ¢;,7 = 1,2 son las uniones de las posiciones angulares, y,

0 : =ml+moli+ 1, (4.4.4)
0, : = m21§2 + I

05 : =malileo

O, @ =mqlyg +mely

05 : =male

Las ecuaciones dindmicas en espacio de estados estan dadas por,

() = f(z(t),u(t)) (4.4.5)

i) (t)
M (21 (8)) " u () = Co (21 (1) 22 () 22 (8)] = G (1 (1))

y los puntos de equilibrio estan dados por,

Ue = B04gcos (Q1e) + 659 cos (qle + qu) (4.4.6)

Uge = 059 COS (q1e + q26)

donde g;e, u;e € R ¢ = 1,2 son los valores de los puntos y torques de equilibrio, respectivamente, la
posicion de equilibrio superior estd dada por ¢;. = 7/2, gae = 0,u;e = 0,7 = 1,2, la cual es inestable
e importante para la prueba de estabilizacion. Los valores de los pardmetros son [14] {; = 0.450m,
lg = 0.091m, I, = 0.048m, m; = 23.902kg, mo = 3.88kg, I} = 1.266kgm?, I, = 0.093kgm? y
g =9.81m/s>

Las matrices A y B en el modelo linealizado alrededor de la posicidn de equilibrio superior estan
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dadas por la forma general descrita en (2.3.2), donde, A5 = I,,,, As2 =0, y,

A21

B,

son matrices no singulares. La planta P (s

16.950 —0.688
| —12.963 19.177

(4.4.7)

[ 0.458 —0.835
| —0.835 11.332

) tiene cuatro polos y cuatro ceros de transmision y se

encuentran en —4.6101, —3.8568, 4.6101 y 3.8568, por lo que la planta es inestable y cumple la

propiedad de entrelazamiento par, la planta es controlable y observable por lo que es una realizacion

minima.

Sea el parametro a = 10 y wy, = 100rad/s para las configuraciones de uno y dos pardmetros, las

factorizaciones coprimas izquierda y derecha quedan,

Des) = &7 2015 100
Ne) = a7 2013 1100
N = 7 2013 100
D(s) = !

52 4+ 20s + 100

[ s2-16.95  0.6888
12.96 2 —19.18

(4.4.8)
—0.8356  11.33

(10
0 1

[ 251952 — 40.29 0.1857s% — 1.827 ]

[ 0.4586  —0.8356 ]

| 0.1857s* — 1.827 0.1019s* — 1.827

Las respuestas de la planta y las factorizaciones coprimas a un escalon unitario, se muestra en la

Figura 4.23, observandose que el sistema es inestable en el punto de operacion linealizado lo cual lo

hace de interés para la aplicacion del controladores estabilizantes.
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Figura 4.23: Respuesta de la planta y las factorizaciones coprimas del robot planar en lazo abierto con
un escalén unitario en cada entrada

Y las soluciones de las ecuaciones diofantinas izquierda y derecha para las configuraciones de

uno y dos pardmetros quedan,

. 1 [ 796s+3728 57.55s + 240.6
X(s) = (4.4.9)
s +10 | 57,555 +240.6 32.41s + 156.7
) 1 [s+30 0
Y —
) s+10 0 s+30
X (s) 1 [ 317541509  —0.6888s — 20.66
S —=
s+10 | —12.96s —388.9  319.2s + 1575
Y (s) 1 [ 04586s+13.76  —0.8356s — 25.07
S =
s+10 | —0.8356s —25.07  11.33s + 340

Las respuestas de las ecuaciones diofantinas con sus soluciones a un escalén unitario obteniendo
una identidad mostrando que se satisface la ecuacion, en la Figura 4.24, con lo cual se comprueba que

las factorizaciones son coprimas.
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Figura 4.24: Respuesta de las ecuaciones diofantinas del robot planar a un escalén unitario

Se propone para obtener controladores estables, los parametros libres R(s) y @(s), resolviendo
el problema de control de regulacién y de sensibilidad mezclada del capitulo 2 para una entrada de
referencia constante para los controladores de uno y dos parametros dados por la ecuacion (2.5.1) con
perturbaciones [1] dy = 0.5sin (1) siendo de baja frecuencia aplicadaen q; y ¢2 y d,,, = 0.5sin (1000)
es de alta frecuencia que podria ser introducido por el sistema de medicion (ver Figuras 2.3 y 2.4)
Yya = [7/2 0 |7, para estos objetivos de control los pardmetros libres fueron fijados con los

resultados del capitulo 3 como,

R(s) [ 209.4145 0
S =
0 9299.4145

0 99.9722

[ 99.9722 0 ]

En las Figuras 4.25 y 4.26 es visible el mejor desempeiio del controlador de dos pardmetros Figura
4.26 con respecto al de un pardmetro Figura 4.25, ya que el de un pardmetro presenta un sobrepaso

en el control del eslabon uno, ademads se logra la atenuacion de las perturbaciones como se esperaba.
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Figura 4.25: Respuesta de robot planar en configuracién de un parimetro

Figura 4.26: Respuesta de robot planar en configuracién de dos pardmetros

Las Figuras 4.27 y 4.28 muestran las leyes de control de las configuraciones de uno y dos pardmet-

ros,



57

5000

4000 -

3000

2000

1000

-1000

-2000

I I I L I I I L I
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5

Figura 4.27: Ley de control del robot planar en configuracién de un parimetro
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Figura 4.28: Ley de control del robot planar en configuracion de dos parametros

Como se puede observar la magnitud de las leyes de control son grandes y existe un rizado el
cual es debido a las perturbaciones, sin embargo se ve una buena atenuacion de ellas a la salida de la
planta, los resultados son comparables con los obtenidos en [3] y [11] pero con la ventaja que no se

necesita informacién completa del estado.

4.5. Conclusiones

En este capitulo se trat6 de ilustrar la facilidad con que pueden ser obtenidas las factorizaciones

coprimas izquierda y derecha de la planta, asi como las soluciones de las ecuaciones diofantinas y
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la parametrizacion de la familia de controladores estabilizantes para los sistemas con las caracteris-
ticas de la ecuacion (2.3.2); y la sintonizacién del controlador estabilizante estable con las férmulas
propuestas para los parametros libres de los controladores en configuracion de uno y dos pardmetros.
Los resultados de este trabajo presentan leyes de control similares que las de [1]; sin embargo no se
requiere informacién completa del estado.

Ademas se mostraron en la aplicacion de la mdquina sincrona las dificultades de la implementacion a
sistemas con una realizacion en espacio de estados diferente, tanto para llevarlo a la forma requerida
en este trabajo por lo que para este ejemplo se aplicaron los resultados de [11], asi como los proble-
mas de regulacion que provienen de la forma requerida de la matriz A.

En la aplicacién del sistema de amortiguamiento de medio carro y del Robot planar rotacional de dos
grados de libertad los resultados son satisfactorios obteniéndose una buena atenuacidn de las pertur-
baciones y un error en estado estacionario muy pequefio que puede ser corregido incrementando el

valor de wy,. Siendo las leyes de control similares en amplitud que en el de [1].



Capitulo 5

Conclusiones

Los controladores que son parametrizados a partir de la caracteristica que presentan los modelos
Euler-Lagrange linealizados pueden presentar ciertas dificultades al aplicarlos a otro tipo de sistemas
como lo es el encontrar una transformacién que pueda llevarlos a la forma requerida, los problemas
de regulacion que se presentan por la forma de N(s) de la factorizacién coprima, sin embargo este
tipo de controladores tiene un buen desempefio como era de esperarse en los sistemas que son Euler-
Lagrange. Los controladores propuestos no requieren informacion completa del estado como en [1] y

s6lo se ocupan las posiciones del sistema a controlar.

Conforme se incrementa el pardmetro a se deteriora la atenuacion de las perturbaciones de bajas
frecuencias, sin embargo el ancho de banda se incrementa, por otro lado al incrementar el pardmetro
wy, se mejora la atenuacion de perturbaciones de bajas frecuencias a la salida y no se modifica el ancho
de banda.

Los controladores propuestos tienen leyes de control similares a las de [1], sin embargo no se requiere
informacién completa del estado, ni la transformacidn propuesta en [1] para resolver problemas de

pertenencias a R H ., reduciéndose el esfuerzo computacional.

59
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5.1. Contribuciones

Se consideraron sistemas Multi Entrada Multi Salida (MEMS), cuadrados, estrictamente propios,
de pardmetros concentrados y lineales invariantes en el tiempo con una realizacion estabilizable y
detectable, la dimension del estado n es par, la dimensién de la entrada m es la mitad del estado, n =

2m, y la planta es fuertemente estabilizable. Particularmente sistemas E-L. completamente actuados.

En este trabajo se disefiaron controladores robustos H, que preservan la estabilidad y el desem-
pefio de la planta considerando perturbaciones acotadas de altas altas frecuencias introducidas por
el sistema de medicion y bajas frecuencias en la salida del sistema. Se dan formulas explicitas de
las factorizaciones coprimas izquierda y derecha de una planta con las caracteristicas de un modelo
Euler-Lagrange linealizado en espacio de estados teniendo disponibles s6lo las posiciones obtenién-
dose una buena representacion de la planta a partir de las factorizaciones, ademds que cada término
de la factorizacion pertenece al conjunto RH ... Una vez obtenidas las factorizaciones se resuelven
las ecuaciones diofantinas izquierda y derecha, asegurando asi la coprimicidad de ambas y dando

expresiones analiticas de ellas.

Una vez obtenidas las factorizaciones de la planta, asi como las soluciones de las ecuaciones dio-
fantinas se puede parametrizar la familia de controladores estabilizantes, y obtener férmulas analiticas
de la parametrizacion de controladores estabilizantes de la planta a partir de sus factorizaciones y de

las soluciones de las ecuaciones diofantinas.

Ya parametrizada la familia de controladores que estabilizan las planta se busca fijar los pardmet-
ros libres resolviendo un problema de sensibilidad mezclada, procurando mantener estabilidad ante
incertidumbres de alta frecuencia en la medicion y desempefio ante perturbaciones de baja frecuencia

a la salida.

Se aplicé a la maquina sincrona un desarrollo similar con informacion completa del estado para
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ilustrar las dificultades que se tienen al utilizar este tipo de controladores que son parametrizados a
partir de esa estructura en el espacio de estados, la dificultad de llevar el sistema a la forma propuesta,
el problema de no poder linealizar el sistema en todos los puntos de operacién dado que la trans-
formacion no lo permite, la dificultad para poder regular las salidas, teniendo asi grandes errores en

estado estacionario, sin embargo si se puede estabilizar la planta.

Los resultados de esta tesis se aplicaron en el sistema de amortiguamiento de medio carro, en
donde se observé que se mantiene la estabilidad del sistema ante las perturbaciones, asi como un
buen desempeiio, teniendo errores pequefios en estado estacionario, como se puede observar en los
modelos Euler-Lagrange, el término A;2 es una identidad de tamafio m, sin embargo en el desarrollo
de este trabajo el termino puede ser diferente, pero no singular, la razon es que mediante otras técnicas
de modelado pueden obtenerse modelos que cumplan con las caracteristicas mostradas en este trabajo,
y dando como ejemplo el sistema de amortiguamiento, el cual es modelado por medio de la técnica
Bond-Graph en donde ese término es diferente al del modelo E-L, el cual queda incluido dentro de la

forma requerida en este trabajo.

Finalmente se aplican los resultados al robot planar rotacional de dos grados de libertad, en el cual
es mostrada la facilidad con la que se pueden obtener las factorizaciones coprimas, las soluciones
de las ecuaciones diofantinas y la parametrizacion de la familia de controladores que estabilizan la
planta, en donde se obtienen resultados similares que los propuestos [1] sin embargo no se requiere
informacién completa del estado, ni la transformacion para hacer que ciertos términos pertenezcan a

'R~ reduciendo asi el esfuerzo computacional.

5.2. Trabajos futuros

= Aplicacion de los resultados en una implementacion fisica.
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= Extension de los resultados de las factorizaciones coprimas sobre la parametrizacion de con-
troladores estabilizantes con informacién de salida y sensibilidad mezclada a sistemas que no

tengan la estructura de los sistemas propuesta en este trabajo.

= Resolver otros problemas de control fijando los pardmetros libres de los controladores.

= Optimizar el desempefio del sistema en lazo cerrado minimizando otros criterios diferentes al

criterio de sensibilidad mezclada considerado.
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Apéndice A

Analytic expression of the doubly coprime
factorisation for square systems and mixed
sensitivity.
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An explicit formula of the doubly coprime factorisation for square systems is presented. Multi Input Multi
Output (MIMO), strictly proper, lumped and Linear Time Invariant (LTI) systems with a stabilizable and
detectable realization are considered. It is assumed that the state dimension is even, the input dimension is
half the state dimension, and the plant is strongly stabilizable. Right and left coprime factorisations of the
transfer function in terms of the state space realization are proposed, right and left Diophantine equations
are solved, and the stabilizing controllers are gotten using Youla parametrisation. Conditions to get strong
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1. Introduction

The main purpose is to give an explicit formula for the doubly coprime factorisation for square
systems, i.e., the output dimension is equal to the input dimension, and to fix their free control
parameters solving a mixed sensitivity problem, that is, solving simultaneously robust stability
and robust performance (see the book of Zhou et al. (1996)). MIMO, strictly proper, lumped
and LTT systems with a stabilizable and detectable realization are considered. It is assumed that
the plant satisfies the parity interlacing property to assure that a stable controller exist among
the set of stabilizing controllers, i.e., that plant is strongly stabilizable. A stable controller is
important for practical interest as loop breaking, failure or to minimize numerical errors.

Mixed sensitivity control Zhou et al. (1996) is a closed loop design method based on the
minimization of the Hoo-norm of the output sensitivity function, improving the regulation and
the attenuation of output additive disturbances, and on the minimization of the H,, -norm of
the transfer function from the output to the input of the uncertainty, preserving stability under
uncertainties. The method is based on which usually the disturbances are of low frequencies and
on which the mathematical models are more exact and accurate in low frequencies, neglecting
generally the high frequency dynamics.
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The parametrisation of all stabilizing controllers gives a solution to the synthesis problem
of LTT controllers as proposed by Desoer et al. (1980), Kucera (1979), Vidyasagar (1985) and
Youla et al. (1976). The controllers stabilize a given plant and the performance problems can
be solved by means of the correct election of their free parameters. There are few algorithms
to get analytic expressions of the stabilizing controllers. Explicit formulas for a doubly coprime
fractional representation are given in Nett et al. (1984). These formulas provide a connection
between state space methods and factorisation theory. First the plant is stabilized by static
estimated state feedback and then the Bezout identity is solved. The computer algorithms of
Chiang et al. (1992) that use these formulas can produce high order controllers. This solution
has been used in the Ho, strong stabilization problem in Campos et al. (2001) and Zeren et al.
(1999). In section IV algebraic results are applied on a plant in terms of its state space realization.
First, right and left coprime factorisations (r.c.f. and l.c.f., respectively) of the transfer function
over the set of proper and stable rational functions are gotten, as has been done by Desoer
et al. (1980). Then, the Diophantine equations (see the book of Vidyasagar (1985)) are solved
and finally the family of all stabilizing controllers is available through Youla parametrisation
as proposed by Kucera (1979) and Youla et al. (1976). The proposed solution to the doubly
coprime factorisation and of the parametrisation of all stabilizing controllers for strictly proper
and full sate information systems, respectively, of Section IV, are less complex with respect to
the ones of Galindo (2009). The change of coordinates used in Galindo (2009) to assure that
the factorisations belong to the set of proper and stable rational functions, is not needed for the
proposed factorisations, diminishing the control parameter and the computational effort. Also,
the full state information assumption of Galindo (2009) is relaxed in Section IV, considering
strictly proper plants.

The strong stabilization and the parametrisation of all one and two parameter stabilizing
controllers are reviewed in Section II. The considered class of systems is given in Section III.
The main results are presented in Section IV. Also, the free parameters of the stabilizing con-
trollers are fixed solving a regulation, a rejection of constant disturbance, and a mixed sensitivity
problems, as have been done by Galindo (2008). In all the cases explicit formulas for the free
parameters are presented. The results are illustrated by simulation examples of a two-degrees-
of-freedom planar rotational robot and of a chain of integrators in Section V.

Notation. R(s) denotes the set of all rational functions of the complex variable s with real
coefficients; RH~ the set of proper stable rational functions; R the set of real numbers; A; =
limgs0 A (s) and Ap = limg_,o0 A (8) are the asymptotic approximations of a matriz A(s) €
R (s), in low and high frequencies, respectively; and I, the identity matriz of dimension p by p.

2. Background

The strong stabilization problem was tackled by Youla et al. (1974) for single input single output
plants and Vidyasagar (1985) extended this result to MIMO plants, given the following parity
interlacing property (p.i.p.),

Theorem 2.1: A given plant P(s) is strongly stabilizable if the number of poles of P(s)
(counted according to their McMillan degrees) between any pair of real blocking zeros, including
the infinite, in the right half plane, is even.

The strong stabilization problem is important for practical interest, as loop breaking, failures
or to minimize numerical errors.
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di( do(s)
ya(s)pe(s) u( y(s)
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Figure 1. Feedback system with one-parameter controller.

d;(s) do(s)
ya(s - s U(S)

Figure 2. Feedback system with two-parameter controller.

One-parameter control configuration is shown in Fig. 1, where P(s) represents the plant; K (s)
the controller; u(s) and y(s) are the plant input and output, respectively; yq(s) is the reference
input; e(s) is the error signal; and, d;(s), do(s) and d,,(s) are external disturbances at the input,
the output and the measurement of the plant, respectively. It is assumed in what follows that
the Hz norm of the disturbances are bounded. The control law u(s) is generated only by the
difference between the reference input y4(s) and the plant output y(s), which is the error signal
e(s) = ya(s) — y(s), being u(s) = K(s)e(s). The parametrisation of all stabilizing controllers of
one parameter as proposed by Desoer et al. (1980), Kucera (1979), Vidyasagar (1985) and Youla
et al. (1976), is given by,

Theorem 2.2: Suppose P(S)G RPX™ (s) and K( )€ RMXP (s) in the feedback configuration of
Fig. 1 . Let P(s) = N(s)D'(s) and P(s) = D™ (s)N(s) be any right and any left coprime
factorisations of P(s) with N(s), D(s), D(s) and N(s) belonging to RM~. Then, the set of all
controllers that stabilizes P(s) is given by,

K(s) = Dy M(s)Nu(s)
Di(s) ==Y (s) — R(s) N(s) (1)
Nii(s) == X(s) + R (s) D(s)

where R (s) € RHoo is the free parameter satisfying det( ) # 0, and X(s) € RHoo and
Y (s) € RHoo are the solution of the Diophantine equation,

X(s)N(s)+Y(s)D(s) = I, (2)

One version of the two-parameter control configuration is shown in Fig. 2 (see Horowitz (1963)
and Vidyasagar (1985)). In contrast with the one-parameter controller, u(s) is generated by two
different independent signals, being u(s) = K,(s)ya(s) — K(s)y(s). If K,(s) = K(s), then the
standard feedback configuration of Fig. 1 is gotten. The parametrisation of all two-parameter
stabilizing controllers as proposed by Vidyasagar (1985), is given by,

Theorem 2.3: Suppose K,.(s)€ R (s), K(s)€ NP (s) in the feedback configuration of Fig.
2 and let P(s), D(s), N(s), X(s), Y(s) and R(s) be as in Theorem 2.2. Then, the set of all
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controllers that stabilize P(s) is given by,
[Kr(s) K(s)] = Dy ' (s) [Q (5) Ni(s)] (3)

where Q (s) € RH oo is another free parameter, Ni(s) = X(s) + R(s) D(s) and Dy(s) = Y (s) —
R(s)N(s).

The roll of K(s) in Fig. 1 is to guarantee internal stability and to improve the performance;
while, in Fig. 2 the controller K, (s) is used to improve the regulation or tracking and the
controller K (s) satisfies closed loop requirements. If K (s) is unstable, its output grows without
bounded, an alternative is to get a common coprime denominator, pk(s), of both controllers
(see Vidyasagar (1985)), that is, K (s) = D; '(s)Ni(s) and K, (s) = D; *(s) Nir(s).

In Section IV an analytic solution of the doubly coprime factorisation and of the parametrisa-
tion of all stabilizing controllers for strictly proper and full sate information systems, respectively,
are presented for the class of systems given in the following section.

3. System description

Consider a causal, linear, time invariant realization (F', G, H) of a system. For proper plants,
quadruples into and extended triples can be transformed, following a classical trick as presented
by Basile et al. (1992). Also, using the work of Gilbert (1963) and Kalman (1963), (F, G, H)
can be decomposed by a change of basis into controllable and observable, controllable and un-
observable, uncontrollable and observable, and neither controllable nor observable, realizations.
Suppose that (F, G, H) is a stabilizable and detectable realization, that is, the uncontrollable
subsystem is stable. Let consider in what follows the realization of the controllable and observ-
able subsystem, i.e., the minimal realization. Moreover, since all the entries of u (¢) are linearly
independent, without loss of generality, a change of basis can be selected, getting the realiza-

tion (A, [0 B%]T, C) of the controllable and observable subsystem in new coordinates, where

B,, € R™*™ ig a non-singular matrix. Also, it is assumed that the dimension of the plant state n
is even, the dimension of the plant input m = n/2, the dimension of the plant output p = m, and
that A € R™*" is partitioned accordingly to the block partition of B € R™"*™ where A1 = 0,
A1 is a non-singular matrix, and either C1; or C1s is a non-singular matrix, that is,

0 A 0
A= B=
A9 Aga |’ |:Bm:|

C=|Cq Ci2

(4)

As shown by Galindo (2009), the full state information and fully actuated Euler-Lagrange
formulation,

M(q(t))4(t) + Colq(t), 4(t))q(t) + G(g(t)) = u(t) (5)

is a class of non-linear dynamic systems that has a linearized realization of the form (4),
where M (q (t)) € R™* ™ denotes the inertia, C' (¢ (t), ¢(t)) € R™*™ the centripetal-Coriolis,
G(q(t)) € R™ the gravitational forces, u(t) € R™ the generalized forces and ¢(t) € R™,
G(t) € R™ and G (t) € R™ the generalized coordinates of position, velocity and acceleration,
respectively.

The structure of the state space realization given by (4) is required for the proposed factori-
sations and for the main results presented in the next section.
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4. Stabilizing controllers and doubly coprime factorisation

First, full state information systems are considered to get left and right coprime factorisations
of the plant and an analytic solution of the Diophantine equation in,

Lemma 4.1: Consider the state space realization given by Eq. (4) satisfying n = 2m where
n s the state dimension and m is the input dimension. Then, proposed left and right coprime
factorisations, lc.f. and r.c.f., respectively, of the transfer function (sl — A)_l B over ®H
are,

N = | 2] D) =BT )

respectively, where 0 < a € R, B, € R™*™ and A1 are non-singular matrices and,
D(s) := gy (87Im — sA22 — As1 Ar) (8)
Also, an analytic solution to the Diophantine Eq. ( 2) for the r.c.f. of Eq. ( 7) over RH is,

— 2 41
VoS, e g

where M = 2al,, + Aso.
Proof: Multiplying (sI,, — A)~! by B and using (see Zhou et al. (1996)),

Ni1 Nyia -1 _ | * 7N1_11N12CI)71 (10)
Nai Nop * i

where * denotes any finite value, and N1; and ® := Noy — Noy N ﬁlng are non-singular matrices.
Then,

(sI, —A)"'B=

1 -1
A12F (S)Bm
B, (11)

(era)S2 .
Grapl (8)

Consider the bilinear transformation used in Doyle et al. (1992) and Zhou et al. (1996) , s =
(1/X) — a, that simplifies the factorisation of P (s) and the solution of the Diophantine equation
in the ring of polynomials in A, also, the solution in s belongs to ®H . So,

(12)

) N 412171 (N) By
(SIn*A) 1B$:l_a: |:)\(1—22/\)F_1(>\)Bm:|

where I' (A) := A2 (aQIm + adoy — A21A12) — AM + I,,,. Hence, proposed l.c.f. and r.c.f. of Eq.
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(12) are,
= [ TWAG 0 <y \B,,
D(A)_{ o oy NNI=1aZan B, (13)

N = e | D = BTy (1)

respectively. So, an analytic solution to X (A\) N (A\) +Y (A) D (\) = I,, for Eq. (14) is,

X (A) = [a®A}y + Ay M] (15)

Y ()‘) = B
Since D (A), N (A) , N (\) and D ()\) are polynomials in A, then D (s), N (s) , N (s) and D (s)
belongs to RH . Applying A =1/ (s +a) to Eq. ( 13), Eq. (14) and Eq. (15), the results of Eq.
(6), Eq. (7) and Eq. (9) follow. O

The results of Lemma 4.1 are less complex with respect to the ones of Galindo (2009). In the
proof of Lemma 4.1 the plant P (s) is inverted before the bilinear transformation s = (1/\) — a,
is applied. So, the factorisations belong to #H, and the change of coordinates used in Galindo
(2009) is not needed, diminishing the control parameter and the computational effort for the
factorisations of Lemma 4.1.

If Aj; in the state matrix A is not zero and is not a diagonal matrix, then ® in (10) will has
a term sl,,, — A1 that prohibits getting the l.c.f. of P (s).

Based on Lemma 4.1 the parametrisation of all one and two parameter stabilizing controllers
is given by,

Theorem 4.2: Consider the state space realization given by Eq. (4) in the feedback configura-
tions of Figures 1 and 2, satisfying n = 2m where n is the state dimension and m is the input
dimension. Then, the sets of all one and two parameter controllers that stabilize Eq. (4) are,

K(s) = Dy '(s) Ny (5) (16)
and

[K:(s) K(s)] = Dy (s) [Q (5) Nig (s)] (17)

respectively, where

Di(s) = (I — iy (Ba(s) + sBa(5)) ) B

Ny (s) = (18)
[a®ALy + Agi + Ri(s)T (s) Ajy M + Ro (s)T (s)]

Q(s) = [Q1(s) Q2(s)]

being Ri(s) € RHoo satisfying det (Dk(s)) # 0 and Q; (s) € RHeo, @ = 1, 2, free parameters,

By, € R™*™ a non-singular matriz, 0 < a € R T'(s) := (1/(5 + a)z) (821m — 85A99 — A21A12),
i=1, 2, and M = 2al,, + Ass.
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Moreover, suppose that (s, — A)_l B satisfies the p.i.p. and,
det (s°In, + s (2al, — Ro (s)) + a*L, — Ry (s)) (19)

is o Hurwitz polynomial, then Eq. (16) and Eq. (17) are stable, i.e., the controllers K(s) and
K, (s) belongs to RH o

Proof: Let R(s) := [Ri(s) Ra2(s)] € RHoo. The results of Eq. (16) and Eq. (17) follow
directly from Eq. (1) and Eq. (3) replacing Eq. (6), Eq. ( 7) and Eq. (9). Since (sI,, — A)"' B
satisfies the p.i.p. then, there are stable controllers K(s) and K, (s) into the family of stabilizing
controllers given by Eq. (16) and Eq. (17). If det (ﬁk(s)) is a Hurwitz polynomial then K(s) €

RHoo and K, (s) € RHo. Since s = —a is a stable pole and B,, is a non-singular matrix, K (s)
and K, (s) are stable if (19) is a Hurwitz polynomial. O

The stability of the one and two parameter controllers depends on a and R;(s), i = 1, 2. In
particular if R;(s), i = 1, 2 are r;I,, where r; € R, i = 1, 2, then, (19) is a Hurwitz polynomial
if,

r < a? and 1y < 2a (20)

If the state is measured or estimated N (s) is a large matrix of dimension nxm, then, ]Y (s) does
not have a right inverse and hence the left Diophantine equation N (A\) X (A\)+ D (N Y (\) =1
does not have a solution. However, as will be shown in the following, for square systems this
Diophantine equation has a solution arriving to a solution to the doubly coprime factorisation
or Bezout identity.

Two cases are considered for the state space realization given by Eq. (4), when either
C11 or (12 is a non-singular matrix. Since the high frequency approximation of the plant
P(s)=C(sl,— A) ' Bis P, = (1/wy,) CB where wy, is a fixed frequency in the high frequency
bandwidth of P (s), if C1; = 0 and C12 is a non-singular matrix, then P, = (1/wy,) C12Byy,, while
if C12 = 0 and C11 is a non-singular matrix, then P, = 0. In the first case P, = (1/wy,) C12Bpm,
is a non-singular matrix that is equivalent to the relative degree equal to 1 or the orders of the
zeros at infinity are all equal to 1. Roughly speaking the system behaves as several independent
first order SISO systems (indeed in this case the system is row by row decouplable).

A solution to the doubly coprime factorisation is proposed by,

Lemma 4.3: Consider the state space realization given by Eq. (4) satisfying n = 2m where n
is the state dimension and m is the input dimension, and the doubly coprime factorisation or
Bezout identity given by,

} = Do, (21)

Suppose that 0 < a € R, By, € R™™ and A1z are non-singular matrices, and I'(s) =
(1/(3 + a)z) (SQIm — 5A99 — A21A12). If C1o =0 and C11 € R™*™ is a non-singular matriz,
a solution of the doubly coprime factorisation over RH is,

(s) = T(s)A O, N <>) ; Bon (22)

D
N (s) = (s+a)2011A12, D( I'(s)
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S}ra (Xas + YAz Az + a1y,) AL O
4141 (S m+ Yd) Bm
LB~ Y (Xas + Ap ArYa + a®1y,)

+a
= CiArg (sl + Yq)

~—

(s) =
(s) =
(s) =
Y (s) =

~—
»

(23)

< <

~—

where X := Y A9 + Ax1 A1 + 3a2Im and Yy := Ags + 3al,,. If C11 = 0, and Az and Cio €
RTXM qre non-singular matrices, a solution of the doubly coprime factorisation over RHso is,

(s+a)? 24
N(s) = 5Ciz, D(s) = By 'T(s) (24)
X (8) Sia (X s+ Y, Ago + Ag1 Ao + 3a2I, ) 01_21
¥(5>:sia(3m+y)3 (25)
{( (8) = sj—aBm (X s+ Y, Aga + A1 A1a + 3a21m)
Y (S) = s}raclg (Slm + Y)
where X, := Ago — Y, + 3al,, and Y, := fa?’Al_QlAQ_ll.
Proof: If Cjo = 0 and C1; € R™*™ is a non-singular matrix, from Eq. (11),
P(s) = Cr1A12I 7" () By, (26)

(S-Hl)2

Since by assumption C1; and Ajs are non-singular matrices, then, the results of Eq. (22) follow.
Let,

X (s) = s+a (Xgs + Xo) A O € R
Y(s):S+a(sIm+Yd)B €N Hoo
X (

(

s) = == B! (X1s +X0) € RHoo (27)

Y (s) = 2Cndn (SIm + 370) € RHoo

where Xy, Xo, Xl, XO, Y, and Yj are constant matrices that can be determined algebraically
equating terms from the cubic polynomials of the Diophantine equations. Hence, the Diophantine
equations X (s) N (s) + Y (s) D (s) = I, and N (s) X (s) + D (s)Y (s) = I,,, for Eq. (22) are,

rar (Xgs+ Xo) + S+a (sIp, +Yq)T'(s) = Iy, and

(s+a
(Xls + X()) Haf(s) (s[m + YO) =1,

(28)
(s+a)3

respectively. Then, analytic solutions to the Diophantine equations are,

Yo=Yy Xi=Xg4
)go = YdA21A12 + a3]m (29)
Xo = AnA1aYy + a1y,

where YjAgy = AgYy is used. So, from Eq. ( 27) the result of Eq. (23) follows. If C1; = 0, and
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Ao and Chp € R™*™ are non-singular matrices, from Eq. (11),
P (s) = 2 Cr2l ™" (5) B (30)

Hence, the results (24) and (25) follows analogously letting X (s) =
(1/(s4+a)(X;s+ X0)Cryt € RHoo, Y(s) = (1/(s+0a)(slm+Y)By € RHo,
X (s) = (1/(s+a))B;' (Xrs+ Xg) € RHoo and Y (s) = (1/(s+a)) Crz (sIn + Y;) € R
where Xg = Y, Aoy + Ag1 Aqg + 3a2Im. U

In the proof of Lemma 4.3 the Diophantine equations are solved directly in RH ., without the
bilinear transformation A\ = 1/ (s + a), since the solutions in the ring of polynomials in A\ are
more involved.

Based on Lemma 4.3 the parametrisation of all one and two parameter stabilizing controllers
is given by,

Theorem 4.4: Consider the state space realization given by Eq. (4) in the feedback configura-
tions of Figures 1 and 2, satisfying n = 2m where n is the state dimension and m is the input
dimension. Then, the sets of all one and two parameter controllers that stabilize Eq. (4) are,

K(s) = Dy ()N (s) (31)

and

[K:(s) K(s)] = Di'(s) [Q (s) Ny ()] (32)

respectively, where R(s) € RHoo satisfying det (Dk(s)) # 0 and Q(s) € RHoo are free
parameters. Let B, € R™™ be a non-singular matriz, 0 < a € R , and I'(s) =
(1/(3 —|—a)2) (S2Im — 5A99 — A21A12). If C1o = 0, and Ci11 € R™*™ and A1 are non-singular
matrices,

Dy(s) == (sIm +Yi— LR (s)) B
N (s) := (33)

[Xys + Yado1 Ao + a1, + (s +a) R(s) T(s)] A Ot

where Xg := YgAgog + A1 A1 + 3&2Im and Yy := Ags + 3al,,. If 1 =0, and Asy and Cqg €
RTXM - qre non-singular matrices,

l?k(s) = <sIm +Y, — gL R (s)) B,
N (s) := (34)
[Xys + Y, Aos + Agi Arg + 321, + (s +a) R(s)T'(s)] Cp'

where X, := Agg — Y, + 3al,, and Y, := —a® A Ayl
Moreover, suppose that P (s) = (sl — A)_1 B satisfies the p.i.p. and,

det (s*Ln + (alm + Yg) s +aYy — R(s)), and

det (s*Ip + (alm + Y, — R(s)) s +aY;) , )
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are Hurwitz polynomials, then Eq. (31) and Eq. (32) are stable, i.e., the controllers K(s) and
K, (s) belongs to RH~, respectively.

Proof: Let,
Dy () := (s 4 a) Dy (s), and Ny (s) := (s + a) Ny (s) (36)

then, the results of Eq. (31) and Eq. (32) follow directly from Eq. (1) and Eq. (3) replacing Eq.
(22), Eq. (23) and (25). Since P (s) satisfies the p.i.p. then, there are stable controllers K (s) and

K, (s) into the families of stabilizing controllers given by Eq. (31) and Eq. (32). If det <Dk(s)>
is a Hurwitz polynomial then K(s) € RHo and K, (s) € RH. Since s = —a is a stable pole

and By, is a non-singular matrix, K(s) and K,(s) are stable if the polynomials of Eq. ( 35) are
Hurwitz. O

As shown by Eq. (35) of Theorem 4.4 the stability of the stabilizing controllers can be ac-
complished selecting a and R (s) if C12 = 0, however it can be a more difficult task if Cy; = 0.
So, if K,(s) is unstable in the feedback configuration with two-parameter controller, it must be
implemented getting a common coprime denominator, Dy (s), of both controllers.

4.1. Regulation control problem

The regulation control problem is to keep y(t) close to a given y4(t) = k € R. The following
corollaries propose a solution to this problem.

Corollary 4.5: Consider a one parameter stabilizing controller in the feedback configuration of
Fig. 1. Let the reference input of position be a constant value and the reference input of velocity
be zero. Under the assumptions and definitions of Theorem 4.2, free parameters of Eq. (16) ,
solving the regulation control problem, are,

RU = a2Im

Ry = a®?M A} Ay} (37)

being A1 and Aoy non-singular matrices and M := 2al,, + Ass, while under the assumptions
and definitions of Theorem 4.4, if C1o = 0, and C11 € R™*™ s a non-singular matriz, a free
parameter of Eq. (31) solving the regulation control problem is,

R, = aYy (38)

where Yy := Ago + 3al,,.

Proof: From Fig. 1, e(s) := ya(s) — y(s? and y(s) = (I + P(s)K(s))"" P(s)K(s)r(s). There-
fore, using the identity (I + P(s)K(s))” P(s) = N (s) Dg(s) (see Vidyasagar (1985)) of the
parametrisation of all stabilizing controllers,

e(s) = (1 = N(s)Ni()) ) (39)

and N(s)Ny(s) = I achieves e(s) = 0. Analysing at low frequencies, using classical asymptotic
Bode approximations of a matrix,

NNy =1 (40)
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From Lemma 4.1, N; = (1/a2) [Alz 0|, and from Theorem 4.2, I'; = (—1/a2) Ao Ao and Ny =

[a2A1_21 + A21 — (1/(12) RllAgl M — (1/(12) R21A21A12]. Note that Nl is full column rank, S0,
multiplying Eq. (40) from the left by a? [Aﬁl 0],

]T

Nkl = [a2A1_21 O] (41)

and solving for R;, the necessity of result of Eq. (37) is gotten. To prove the sufficiency, Ny is
given by Eq. (41) under Eq. (37), so, from Eq. (41) and Eq. (39),

00
€ = [0 Im:| Ydl (42)

Since z(t) = [q(t) q'(t)]T, and the reference input of position is a constant value, then ¢(¢t) —
0 when ¢(t) achieves the steady state. So, without loss of generality the reference input of
velocity can be zero and the solution regulates the position subsystem. On the other hand,
from Lemma 4.3, if C15 = 0, then N; = (1/(12) C11A12, from Theorem 4.4, Ny = (1/a) Nkl =
(1/a) [YgA21 + AL — (1/a) RiAx | Cp!, and from (40) the necessary and sufficient condition
of the result (38), is gotten. O

The transfer function from yq (¢) to e () is equal to the transfer function from d, (t) to y (¢). So,
if the free parameters are fixed using the results of Corollary 4.5 and this disturbance is constant,
then, there are any effects at y (¢) in low frequencies, that is, the disturbance is rejected at y ().

If C11 = 0, then, from Lemma 4.3, N; = 0, and from Eq. ( 40), the regulation control problem
does not have a solution. Alternatively, if N (s) is approximated in low frequencies to N; =
(wl / a2) (12, where wy is a fixed frequency in the low frequency bandwidth of P (s), then a free
parameter R; can be determined such that Eq. (40) is satisfied, but the transfer function from
ya (t) to y (t), that is, N(s)Ny(s) still have a zero at the origin that prohibit the regulation. Also,
this free parameter has a high value as w; — 0, that become into numerical problems. So, in this
case external loops including integrators must be added. As it will be shown, the same problem
arises for the feedback configuration of two-parameter.

Corollary 4.6: Consider a two-parameter stabilizing controller in the feedback configuration of
Fig. 2 . Let the reference input of position be a constant value and the reference input of velocity
be zero. Under the assumptions and definitions of Theorem 4.2, a free parameter of Eq. (17),
solving the requlation control problem, is,

Q= [a%A};) 0] (43)

while under the assumptions and definitions of Theorem 4.4, if C1o = 0, and C11 € ™™ is a
non-singular matriz, a free parameter of Eq. (31) solving the regulation control problem is,

Q= a*A}, Cr! (44)
Proof: From Fig. 2, e(s) := yq(s)—y(s) . So, y(s) = (I, —|—~P(S)K(3))71 P(s)K(8)ya(s). There-

fore, using the identity (I, + P(s)K(s))™! P(s) = N (s) Dy(s) (see Vidyasagar (1985)) of the
parametrisation of all stabilizing controllers, y(s) = N(s)Q (s) ya(s). Thus,

€(s) = (In = N(s)Q (s))ya(s) (45)
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and N(s)Q (s) = I,, achieves €(s) = 0. Analysing at low frequencies, using the classical asymp-
totic Bode approximations of a matrix,

NQ = I, (46)
From Theorem 4.2, N; = (1/a2) [Alg O}T, and Q; = [Qu le]. Multiplying Eq. (46) from the
left by a? [Al_zl 0}, the free parameter Q;, Eq. (43), is obtained , proving the necessity of the

result. To prove the sufficiency, using N, Q; and Eq. (43), from Eq. (45), ¢, = [8 IO ] Yq1- Since
m

z(t) = [q(t) Q(t)]T, the reference input of position is a constant value and the reference input
of velocity is zero, then, the solution regulates the position subsystem. On the other hand, from
Lemma 4.3, if C1z = 0, then, N; = (1/a?) C11 412, and from Eq. (46), the necessary and sufficient
conditions of the result (44) are gotten. O

4.2. Rejection of constant disturbance

The problem of rejection of constant disturbance at the plant input, is tackled. The free param-
eters of the stabilizing controllers are fixed such that this disturbance does not have any effect
in low frequencies over the output.

Corollary 4.7: Consider the feedback configurations of Figures 1 and 2. Suppose that d; (t) is
ka; € R, Vt. Then, the free parameter Ry (s) of Eq. (16) and Eq. (17) of Theorem 4.2 that solves
the problem of rejection of constant disturbance at the plant input is,

Ry = a1, (47)

and, under the assumptions and definitions of Theorem 4.4, if C1o = 0, and C11 € R™*™ is a
non-singular matriz, the free parameter R (s) of Eq. (31) and Eq. (32) that solves the problem
of rejection of constant disturbance at the plant input is,

Ry =aYy (48)

where Yy := Aag + 3aly,. If C11 =0, and Aoy and Cro € R™*™ are non-singular matrices, the
problem of rejection of constant disturbance at the plant input is solved VR (s) € RHoo.

Proof: The transfer functions from d; (t) to y(t) in the feedback configurations of Figures
1 and 2 are (I, + P(s)K(s))"' P(s) in both configurations. Therefore, using the identity
(I, 4+ P(s)K(s)) "' P(s) = N (s) Dyp(s) (see Vidyasagar (1985)) of the parametrisation of all
stabilizing controllers, and analysing at low frequencies, using the classical asymptotic Bode
approximations of a matrix, if,

N;Dy; =0 (49)

then, the constant disturbance is rejected at the output. From Theorem 4.2, N; =
(1/a?) [ A1z O]T and Dy = (I, — (1/a®) Ry;) By, 5o, the result (47) follows directly from (49).
If Ci5 =0, from Lemma 4.3 and Theorem 4.4, N; = (1/@2) C11 A1 and Dy = (1/a) ﬁkl =
(1/a) (Yg — (1/a) Ry) By, hence, from Eq. ( 49), the result (48), is gotten, while if C1; = 0, from
Lemma 4.3 and Theorem 4.4, N; = 0 and Eq. (49) is satisfied VR (s) € RH . O
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4.3. Mixed sensitivity problem

The minimization of the Hs.-norm of a low frequency approximation of the output sensitivity

function ||Sy ||, subject to an algebraic equation of restriction that assigns the same value to the

Hoo-norms of the low and high frequency approximations of the output sensitivity function and

of the transfer function from the output to the input of the uncertainty ||T%,y.nll ., respectively,

is considered (see the work of Galindo (2008)). This mixed sensitivity problem involves the

simultaneous minimization of ||Sy||,, and of || Ty, y,nll,, that is, I[?(n% [|So1l| o SUbjeCt to ||.So]| o =
S

| T . So, one part of the problem consists of solving the algebraic equation,

AyAhHoo

[Tusyanlloe = 1Sl oo (50)

For output multiplicative A models, Ty, (s) becomes T, (s) := S, (s) P (s) K (s). Also, for
strictly proper plants T, = Lop,.

This mixed sensitivity problem is solved fixing the free parameters of the stabilizing controllers,
when the reference input of velocity is zero. An exact solution to (50) for full state information
systems, is proposed by,

Theorem 4.8: Consider state space realization given by Eq. (4) of the plant (sI, — A)"' B
in the schemes of Figures 1 and 2. Suppose that K (s) and K, (s) are given by Theorem 4.2.

Let the state reference input be yq (t) = [yar (t) O]T, the free parameter Ry (s) € RHoo be 11y,
Ry (5) =0 € RHoo, Q1(5) € RHoo be qAL; and Qa(s) = 0 € RHoo. Then, the optimal values of
r and q for an output multiplicative uncertainty model are,

_ CL2 (||A12A21||Oo — azb)

51
a4m + ||A12A21 ||Oo ( )
and,
a2wh
q= - (52)
a? || AR [| ., + wn
respectively, where,
1 2 1—1

b:= wh, ”a A12 +A21Hoo (53)

mi= b (& patAd + Aai], b)

Proof: The transfer function from the reference input yg(t) to the output y(t) is given by
T, (s) = N (s) Ny (s) (see Vidyasagar (1985)), in the one-parameter feedback configuration shown
in Fig. 1 where N (s) and Nj(s) are given by Eq. (7) and Eq. (18), respectively. Since R; (s) is
rIy, Ra(s) =0, and I'y, = I, then,

1 [LA _
Ton = oon {wh'lmlz] [(a*+7) ALy + A M] (54)

where wy, is a fixed frequency in the high frequency bandwidth of P (s) and M = 2al,, + Ass.
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So, T, can be approximated in high frequencies to,

1 0 0
Tonp = — _ 55
o {(GQ +r) A + Ay M (55)
On the other hand, since Ry (s) is 71, Rz (s) = 0, and from Eq. (8) I'; = (—1/a?) A1 A2, then,
the low frequency approximation of Ty, (s) is,

1
e (B3] s o1 5200 0

Thus the output sensitivity function S, = I,, — Ty is,

1 r —1
[ A (5 -1)An FALM
e w 67
The reference input is yq (t) = [yar (¢) O]T, then the elements (2, 1) of Eq. (55) and (1, 1) of
Eq. (57), respectively, are considered in order to solve (50), that is,

| Tonce, 1)”00 = % [(a®+7) Ay + Agl|

[Sot1, Dl = a7 |72 = H A2 42l

(58)
where wy, > 0. It is considered that a > 0, then the equation of restriction HToh(Z 1)Hoo =

||Sol(1’ 1)||OO has a solution in the intersection point of the two straight lines of Fig. 3, that is,
from Fig. 3,

—1 1
mr+b=—¢ |\A12A21Hoo7"+§ | A12A21 | (59)

this implies the result (51). Also, T,(s) = N (s)Q (s) (see Vidyasagar (1985)) in the two-
parameter feedback configuration shown in Fig. 2. Since Q1(s) is ¢l and Q2(s) = 0, then,
from (7) the high and low frequency approximations of Ty, (s) and S, (s) := I, — T, (s) are,

1 0 0
T = — _ 60
o= At (60)
and
_[@=&)Im 0

respectively. Thus,

_ 4
a2

1 -
Totlloc = o ol 142 S0 0]l = 1 (62)

So, ||Toh(2, 1)“00 = ||Sol(1, 1) ||OO has a solution in the intersection point of the two straight lines
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;12 [|A12A2:1 |
[1So1(1,1) lloo
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-1

arlla® Ay + Ax|

Figure 3. Intersection function for one parameter configuration

\|Toh(2,1)§||oo

y

iy

HSol(Ll) Hoo

241
wn 1472 115

(&}

HTohHoo

(12 q

Figure 4. Intersection function for two parameter configuration

of Fig. 4, i.e., from Fig. 4,

1 _ -1
o Mz llca=Zza+1 (63)

that implies the result (52). O

Theorem 4.8 shows that the tuning of the parameter is more complex for the one-parameter
configuration and numerical errors increase the dimension of the controller.

In Theorem 4.8, R; (s) is rl,,, of course, another selections can be done, for instance if Ajp =
Im, Agy is a non-singular matrix and Ry (s) be 745! + a*I,, , then HSol(l, 1)HOO in (58) will
not be in terms of ||Aa||,, that is desired for some applications, assuring that the stationary
state error converge to zero. On the other hand, if a feedback linearization is applied to a non-
linear system or if a change of coordinates is applied getting the Brunousky canonical form,
then, the design system is a chain of integrators that has Ay = 0. So, the selection of Ry (s) in
Theorem 4.8, allows to solve the mixed sensitivity problem for a chain of integrators. Although
the solution is not unique, the proposed solution assures that a cross point exist in Figures 3
and 4, since HSol(l, 1)||OO reach its minimum value as r increase. Also, for the proposed r and ¢,
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||Toh(2, 1)||OO = ||Sol(1, 1)||OO and ||Ton, = ||Sol(1, 1)||<x>’ respectively, that as will be shown, can

be simultaneously minimized by the appropriate choice of the control parameters a and wy,.
From (51) and (58),

(b+ a®m) [|A12An || o

S, = 64
H ol(1, 1)Hoo atm + [|A12Aa1 ||, (64)
So, from (53),
1511, 1l =
||2a2A;21+A21||m”A12A21H°C <65)
CL2(”2a2A1_21+A21HDC*HGQA;21+A21Hw)JrHAmAm”wwh
in the one-parameter feedback configuration. Also, from (52 ) and (62),
* Al
a 12
Soi(1, Dllog = TR (66)
H ol( )Hoo a2 ||A121||oo T wy,
in the two-parameter feedback configuration. If wp, >

a? (}‘2@2/11_21 + A21||OO — HaQAl_Zl + Angoo) / 1A12A21 ||, then, from (65) both HToh(Z 1)”00 and
||Soz(1, 1)”00 tend to ||2c12141*21 +A21Hoo/wh in the feedback configuration of Fig. 1. Also, if
wp, > a? “A1_21Hoo’ then from (66) both [Tyl and || Sy, 1)HOO tend to a? ||A1_21Hoo Jwp, in the
feedback configuration of Fig. 2. However, if wy, — oo, then b — 0 and m — 0, so, 7 — a? and
from Theorem 4.2, if 7 — a?, the controllers becomes unstable. Therefore, for small enough a
such that the stability of the controllers is preserved, the mixed sensitivity problem is solved
increasing wy,.
An exact solution to (50) for strictly proper systems, is proposed by,

Theorem 4.9: Consider state space realization given by Eq. (4) of the plant C (sI,, — A)f1 B
in the feedback configurations of Figures 1 and 2. Suppose that K (s) and K, (s) are given by
Theorem 4.4. If C1o = 0, and C11 € R™*™ s a non-singular matriz, let the free parameter
R(s) € RHoo be a (1L, + Ag), and Q(s) € RHo be qa? A7 Ot Then, the optimal values of r
and q for an output multiplicative uncertainty model are,

o a (3 ||011A12A2101_11||oo — a2b)

. > (67)
a’m + ||C11 A12401C ||
and,
2
Wh
B 68
- (65)
respectively, where,
b= L [|Cri Ava (Xa + adna) A Ot (69)

L (|C1Arz (Xa + aYa) Ay O — wib)

': 72
3aw;,

being Yy := Aoo + 3al,, and X4 := YgAos + Aoy A1o + 3a°1,,.
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Proof: The transfer function from the reference input y4(t) to the output y(t) is given by
T, (s) = N (s) N (s) (see Vidyasagar (1985)), in the one-parameter feedback configuration shown
in Fig. 1 where N (s) and Ni(s) are given by (22) and (34), respectively. The high and low
frequency approximations of I' (s) are 'y, = I, and I'; = (—1 / a,2) Aoy Aqa, respectively. To assure
that ||.Sy ||, = 0 for certain value of r, if C12 = 0, then R (s) is proposed to be a (71, + A22),
S0,

||Toh|| ||011A12 (Xd—l—a(rl +A22)) AI?IC;llHoo (70)

where wy, > 0 is a fixed frequency in the high frequency bandwidth of P (s). On the other hand,
the low frequency approximation of Ty, (s) is,

3a
Tor = Inm ' (71)
Thus, since a > 0, the Hoo-norm of Sy, = I,,, — Ty is,
5 ]
HSOlHoo = 111”00 (72)
The equation of restriction || Tyh || = ||Sotll, has a solution in the intersection point of the two
straight lines of Fig. 5, that is, from Fig. 5,
-1
mr+b= ?T+ ||011A12A21011 H (73)

this implies the result (67). Also, T, (s) = N (s)Q (s) (see Vidyasagar (1985)) in the two-
parameter feedback configuration shown in Fig. 2. If Cj2 = 0, then Q(s) is anAleCﬂl,
so, from (22), the Hoo-norms of the high and low frequency approximations of T, (s) and
So (8) := 1, — T, (s) are,

2
a
1 Tonlloe = —5 gl and |[Sorllo, = |1 =4l (74)
Wh
respectively. Hence, || T, = ||Sot|l has a solution in the intersection point of the two straight
lines of Fig. 6, i.e., from Fig. 6,
2
a
—q=—q+1 (75)
Wh

that implies the result (68). O

If Cy2 =0, from (67) and (72),
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Figure 5. Intersection function for one parameter configuration
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||Sol||oo

HTohHoo
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Figure 6. Intersection function for two parameter configuration

15, — ot 3am) O e dan Ol
olll oo 0,3m+ HCuAmAQlCl_llHoo

in the one-parameter feedback configuration. Also, from (68) and (74),

a?

[Soilloe = o

(76)

(77)

in the two-parameter feedback configuration. If wy — oo, then, from (69), m — 0 and b — 0, so,
from (76) both || T,/ and ||Sel|,, tend to zero in the feedback configuration of Fig. 1. Also, if
wy, > a?, then from (77) both ||T,p ||, and [|Ss,, tend to a?/w? in the feedback configuration
of Fig. 2. However, if b — 0 and m — 0, then » — 3a and from (35), if » — 3a, the controllers
becomes unstable. Therefore, for small enough a such that the stability of the controllers is

preserved, the mixed sensitivity problem is solved increasing wy,.

As for the regulation problem, if C1; = 0, then from Lemma 4.3, N; = 0 and this mixed

sensitivity problem does not have a solution.

The results are illustrated by simulation examples of a two-degrees-of-freedom planar rota-

tional robot and of a chain of integrators in the next section.
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Figure 7. Step response for one and two parameter controllers under d, (t) and dm (t)

5. Examples

5.1. Chain of integrators

Consider the chain of integrators,

Pls) = = (78)

§2

The A and B matrices in the linearized model are given by Eq. (4), where A;; =0, 412 =1,
A22 =0 and,

As1 =0, By =1 (79)

where it is assumed that the state is measurable or can be estimated. The unstable plant P(s)
satisfies the p.i.p.. Let the control parameters a = 2 and wy, = 1000. Based on Eq. (51) and Eq.
(52) from Theorem 4.8, the free parameters that solve the mixed sensitivity problem for the one
and two parameter feedback configurations are,

r=—4 and ¢ = 3.9683 (80)

respectively. Since As; = 0 and the plant is a chain of integrators, then from (58), ||Sol(17 1) ||OO =
0, Vr, and from Eq. (51) r = —a?, Ywy, implying that ||Toh(2, l)Hoo = 0. The regulation control
problem is solved in spite of the different value given by Corollary 4.5, that is, from Corollary
4.5, r = a?, that is the same value given by Corollary 4.7 for rejection of constant disturbance
at the input of the plant.

Using MatLab-Simulink the outputs are shown in Figures 7 and 8. These were realized using
the one and two parameter stabilizing controllers given by Eq. (16) and by Eq. (17) of Theorem
4.2, for the chain of integrators in the feedback configurations of Figures 1 and 2 with the free
parameter of Eq. (80) , the reference input yq(t) = [1 O]T and the initial condition z(0) = 0,
under the additive disturbances at the measure d,, (t) = 0.2sin (1000¢), and at the output dy (t)
as shown by Fig. 7.

Figures 7 and 8 show that the mixed sensitivity problem is solved and the stabilization of
the plant is accomplished, thanks to the control parameter of the stabilizing controllers. As
expected the disturbance at the output d, (¢) is attenuated, and a small value of the stationary
state error is having. The disturbance at the measure d,, (t) has a frequency bigger than wy, so,
it is attenuated at the regulated output and remains as very small oscillations that are bigger in
the plant input as shown by Fig. 8. For this example the performance is almost the same in the
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Figure 8. Plant input u (¢) for one and two parameter controllers under do (t) and dm (t)

one or two parameter feedback configurations. A small time response and a smooth response can
be achieved, increasing the value of a, of course it increase the magnitude of the plant input.

5.2. Planar rotational robot

I |

T

Figure 9. Coordinate description of the robot with 2 degrees of freedom

Consider the two degrees-of-freedom (d.o.f.) planar rotational robot shown in Fig. 9. Eq. (5)
gives the Euler-Lagrange equations of motion for this robot, where u(t) = [ul(t) uQ(t)]T,

M(q(t)) =
01 + 05 + 263 (COS q2 (t)) 02 + 03 cos q2 (t) (81)
02 + 65 cos qo(t) 02
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Cla(t),4(t)) =

—03(sin g2(t))g2(t) —03(sin g2(t))(d1(t) + G2 (t))] (82)
03(sin ga(t))du (1) 0
_ [ gbacosqi(t) + g5 cos(q1(t) + q2(t))
Gla(t) = { 905 COS(qf&t) + ¢2(t)) } (83)

being ¢;(t), i = 1, 2 the joint angular positions, 6 := mql? + mal? + I1, 02 = mal% + I,
03 := malilea, 04 := mile + maly, 05 := mole, where m;, 1 = 1, 2 are the total mass of link 4, [y
is the length of link one, I.;, ¢ = 1, 2 are the distance to the centre of mass of link ¢, I;, ¢ =1, 2
are the moment of inertia of link ¢, and ¢ is the acceleration of gravity.

The top balancing position is at the upright position with ¢1c = 7/2, g2¢ = 0, uje =0, i = 1,
2. The parameter values are given by Kelly et al. (2003), i.e., [; = 0.450 m, l;; = 0.091 m,
le = 0.048 m, m; = 23.902 kg, mo = 3.88 kg, I} = 1.266 kg m?, I = 0.093 kg m? and g = 9.81
m/s”.

The A and B matrices in the linearized model are given by Eq. (4), where A3 =0, Ao = Ly,
A22 =0 and,

Ayp — 16.950 —0.688]
—12.963 19.177 (84)
B 0.458 —0.835]
mn —0.835 11.332

are non-singular matrices. The poles of P(s) are at —4.6101, —3.8568, 4.6101 and 3.8568, and
P (s) has any transmission zeros, so the unstable plant P(s) satisfies the p.i.p.

Suppose that the state is measurable or can be estimated. Let the control parameter be a = 2
and wy, = 300, getting stable controllers. Eq. (37) of Corollary 4.5 and Eq. (43) of Corollary
4.6 give the free parameters that solve the regulation control problem for a constant reference
input in the one and two parameter feedback configurations, respectively. Also, Eq. (51) and
Eq. (52) of Theorem 4.8 give the free parameters that solve the mixed sensitivity problem. The
linear and non-linear models of the robot are stabilized, however, the performance of the non-
linear model is ameliorated in the feedback configurations of Figures 1 and 2. So, in order to
improve the performance, compensating the fast dynamics of the non-linear model, the control
parameter must be increased to a = 4 and wj, = 600. The small gain Theorem (see Zhou et al.
(1996)) for and output multiplicative uncertainty model is ||T5 ()|, v (A) < 1, where v (A) is
the finite gain of the non-linear uncertainty A. Thus, stability is guaranteed under A, minimizing
| T, ()|l as is done increasing the values of the control parameter a and wy, setting the non-
linear uncertainties under the set of allowable uncertainties. Using MatLab-Simulink the outputs
are shown in Figures 10 and 11 for the regulation control problem and in Figures 12 and 13 for
the mixed sensitivity problem. These were realized using the one and two parameter stabilizing
controllers given by Eq. (16) and by Eq. (17) of Theorem 4.2, for the non-linear model of the two
d.o.f. planar rotational robot, in the feedback configurations of Figures 1 and 2. The reference
input is ya(t) = [7/2000]" and the initial condition z(0) = [~7/2000]", under the additive
disturbances at the measure d,, (t) = 0.1sin (1000¢), and at the output dy (t) = 0.1 for ¢ > 6.

Figures 10 and 12 show that the regulation and mixed sensitivity problems are solved sta-
bilizing the non-linear model of the robot, in spite of the disturbances and uncertainties that
are attenuated at the regulated output. As expected the disturbance at the output d, (¢) is well
attenuated for the regulation problem (see Fig. 10 ), and generates a small stationary state error
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Figure 10. Step response for one and two parameter controllers, under do (¢) and dp, (t)
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Figure 11. Plant input u () for one and two parameter controllers under d, (¢) and dp, (t)
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Figure 12. Step response for one and two parameter controllers, under do (t) and dm, (t)
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Figure 13. Plant input u () for one and two parameter controllers under d, (t) and dp, (t)
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for the mixed sensitivity problem (see Fig. 12), while the disturbance at the measurement d,, (¢)
is well attenuated in Fig. 13 than in Fig. 11. In both problems, as shown by Figures 11 and
13 the magnitude of the plant input is smaller for the two-parameter feedback configuration
than for the one-parameter feedback configuration. Figures 10 and 12 show that the overshoot
of ¢1 (t) and ¢ (t) are smaller and bigger, respectively, for the two-parameter feedback config-
uration than for the one-parameter feedback configuration. The stationary state error of Fig.
12 can be diminished as wy, increase, the price to pay is a small high frequency bandwidth for
attenuation of d,, (t). Also, the magnitude of the plant input can be diminished, as the value of
a decrease, but the time response, and the set of allowable uncertainties are diminished.

If the state is not measurable or cannot be estimated, and if C19 = 0, then, the free parameters
that solve the mixed sensitivity problem are given by Eq. (67) and Eq. (68) of Theorem 4.9, for
the one and two parameter feedback configurations, respectively. Let ¢ = 4 and wy, = 600, using
MatLab-Simulink the outputs are shown in Figures 14 and 15. These were realized using the
one and two parameter stabilizing controllers given by Eq. (31) and by Eq. (32) of Theorem 4.4,
for the non-linear model of the two d.o.f. planar rotational ro}:)ot, in the feedback configurations
]

of Figures 1 and 2. The reference input is yq(f) = [7/20]" and the initial condition z(0) =

[—7/200 o]T, under d, (t) = 0.1sin (1000t) and dy (t) = 0.1 for ¢ > 6.

g, two paraneter
iy W paraieter

——=4, one paraneler

4,618 paraneler
%

ity P parameter
— ity P paramSter

— ==z, e parameter

45 i paramiter

Figure 15. Step response for two parameter controller, under do (¢) and dm, (t)

Fig. 14 shows that the mixed sensitivity problem is solved and the stabilization of the plant
is accomplished under the non-linear uncertainties of the robot. Also, the disturbances d, (t)
and d,, (t) are well attenuated at the regulated output y (¢), having a small stationary state
error. In the one-parameter feedback configuration, the overshoot of ¢; (t) and g2 (t) is bigger
and lower, respectively, for almost the same time response, than in the two-parameter feedback
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configuration. Figures 11, 13 and 15 show that the magnitude of the plant input w (¢) is bigger
if Ci9 = 0 than for full state information.

6. Conclusions

MIMO, strictly proper, lumped, LTI and strongly stabilizable systems with a stabilizable and
detectable realization are considered. In particular, fully actuated Euler-Lagrange systems ex-
pressed in state space equations are considered. The states are given by the generalized co-
ordinates of position and velocity, this implies that the dimension of the state is even and the
dimension of the input is half the dimension of the state. The used approach is to apply algebraic
results on a plant in terms of its state space realization. Right and left coprime factorisations
over the set of proper and stable rational functions are presented. Also, a solution to the doubly
coprime factorisation for strictly proper systems, of the Diophantine equation for full state infor-
mation systems, and analytic expression for the family of all one and two parameter stabilizing
controllers, are proposed. Conditions to get stable controllers are given. Also, analytic expres-
sions for the free parameters are presented, regulating the generalized coordinates of position,
rejecting constant disturbance at the input of the plant and solving a mixed sensitivity criterion.
The results show that the tuning of the parameter is more complex for the one-parameter con-
figuration and numerical errors increase the dimension of the controller. Regulation and mixed
sensitivity are accomplished stabilizing the system in spite of the disturbance and uncertainties
that are attenuated, and a small value of the stationary state error is having, at the regulated
output. The magnitude of the plant input is smaller for the two-parameter feedback configura-
tion and for full state information than for the one-parameter configuration and when the state
is not measurable or cannot be estimated.
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Resumen—Se presenta una formula explicita de la doble
factorizacion coprima para sistemas cuadrados. Se consideran
sistemas Multi Entrada Multi Salida (MEMS), estrictamente
propios, con parametros concentrados y Lineales Invariantes
en el Tiempo (LIT) con una realizacién estabilizable y
detectable. Se asume que la dimension del estado es par, la
dimension de la entrada es la mitad de la dimension del
estado, y la planta es fuertemente estabilizable. Se proponen
factorizaciones comprimas derecha e izquierda de la funcién
de transferencia en té rminos de su realizacion en espacio
de estados, se resuelven ecuaciones Diophantinas derecha
e izquierda, y se obtienen los controladores estabilizantes
usando la parametrizacion de Youla. Se dan condiciones para
obtener estabilidad fuerte y se fijan los para metros libres de
los controladores estabilizantes resolviendo un problema de
sensibilidad mezclada. Se ilustran los resultados a través de
un ejemplo de simulacion de un sistema de amortiguamiento
de medio carro.

Palabras clave: Doble factorizacion coprima, identidad
de Bezout, sensibilidad mezclada, controladores estabilizantes
de uno y dos para metros, parametrizacion de Youla,
estabilidad fuerte.

I. INTRODUCCION

El propésito principal es dar una formula explicita de
la doble factorizacié n coprima para sistemas cuadrados,
i.e., la dimension de la salida es igual a la dimension de
la entrada, y fijar sus parametros libres resolviendo un
problema de sensibilidad mezclada, ésto es, resolviendo
simult aneamente estabilidad robusta y desempefio robusto
(ver el libro de (Zhou K., Doyle J. C. y Glover K., 1996)).
Se consideran sistemas MEMS, estrictamente propios, con
pard metros concentrados y LIT con una realizacién es-
tabilizable y detectable. Se asume que la planta satisface
la propiedad de entrelazamiento par (p.e.p.) para asegurar
que existe un controlador estable dentro del conjunto de
controladores estabilizantes, i.e., esa planta es fuertemente
estabilizable. Un controlador estable es importante por
razones practicas como rompimiento de lazo, fallas o para
minimizar errores numéricos.

El control de sensibilidad mezclada (Zhou K., Doyle J.
C. y Glover K., 1996) es un método de disefio de lazo
cerrado basado en la minimizacién de la norma H., de la

funcién de sensibilidad a la salida, mejorando la regulacion
y la atenuacion de perturbaciones aditivas a la salida, y
en la minimizacion de la norma H., de la funcion de
transferencia de la salida a la entrada de la incertidumbre,
preservando estabilidad bajo incertidumbres. El método
esta basado en que usualmente las perturbaciones son de
bajas frecuencias y en que los modelos matematicos son
mas exactos y precisos en bajas frecuencias, despreciando
generalmente las dinamicas de altas frecuencias.

La parametrizacion de todos los controladores estabi-
lizantes da una solucion al problema de sintesis de con-
troladores LIT como lo proponen, (Vidyasagar M., 1985)
(Desoer C. A., Liu R.,, Murray J. y Saeks R., 1980),
(Kucera V., 1979) y (Youla D. C., Jabr H. A. y Bongiorno
J. J., 1976). Los controladores estabilizan a una planta
dada y los problemas de desempefio pueden resolverse por
medio de la seleccion correcta de sus parametros libres.
Hay pocos algoritmos para obtener expresiones analiticas
de los controladores estabilizantes. Formulas explicitas para
la doble representacié n fraccional coprima estan dadas en
(Nett C. N., Jacobson C. A. y Balas M. J., 1984). Primero
se estabiliza a la planta por retroalimentacion estatica del
estado estimado y entonces se resuelve al identidad de
Bezout. Los algoritmos computacionales de (R.Y. Chiang
y M.G. Safonov, 1992) que usan estas formulas pueden
producir controladores de alto orden. Esta solucién ha sido
utilizada el problema de estabilidad fuerte H ., en (Campos-
Delgado D. U. y Zhou K., 2001) y (Zeren M. y Ozbay
H., 1999). En la section IV se aplican resultados algebraicos
sobre una planta en términos de su realizacié n en espacio
de estado. Primero, se obtienen factorizaciones coprimas
derecha e izquierda ( fic.d. y f.c.i., respectivamente) de la
funciéon de transferencia sobre el conjunto de funciones
racionales propias y estables $tHo,, como ha sido hecho
por (Desoer C. A., Liu R., Murray J. y Saeks R., 1980).
Entonces, se resuelven las ecuaciones Diophantinas (ver el
libro de (Vidyasagar M., 1985)) y finalmente se dispone
de la familia de controladores estabilizantes a través de
la parametrizacion de Youla como lo proponen (Kucera
V., 1979) y (Youla D. C., Jabr H. A. y Bongiorno J.



J., 1976). La solucién propuesta a la doble factorizacion
coprima de la Section IV, es menos compleja con respecto
a la de (Galindo R., 2009). No se requiere el cambio de co-
ordenadas usado en (Galindo R., 2009) para asegurar que las
factorizaciones pertenescan a R ., para las factorizaciones
propuestas, disminuyendo los parametros de control y el
esfuerzo computacional. Ademas, se relaja la suposicion de
informacion completa del estado de (Galindo R., 2009) en
la Secci 6n IV, considerando plantas estrictamente propias.
Se revisa la estabilizacion fuerte y la parametrizacion
de todos los controladores estabilizantes de uno y dos
parametros en la Section II. Se da la clase de sistemas
considerada en la Section III. Se presentan los resultados
principales en la Section I'V. Ademas, se fijan los para met-
ros libres de los controladores estabilizantes resolviendo
un problema de sensibilida mezclada, como ha sido hecho
por (Galindo R., 2008). Se presentan f 6rmulas explicitas
para los parametros libres. Se ilustran los resultados por un
ejemplo de simulacion de un sistema de amortiguamiento
de medio carro en la Section V.
Notacion. R(s) y RH oo denotan los conjuntos de funciones
racionales de la variable compleja s con coeficientes reales
y de propias y estables, respectivamente; R el conjunto
de los niumeros reales; A; = limgs_,0A(s) y Ay =
lims 00 A (8) son las aproximaciones asintéticas de una
matriz A (s) € R(s), en bajas y altas frecuencias, respec-
tivamente; e I, la matriz identidad de dimension p X p .

II. ANTECEDENTES

El problema de estabilizacion fuerte ha sido atacado por

(Youla D. C., Bongiorno J. J. y Lu C. N., 1974) para plantas
con una entrada y una salida y (Vidyasagar M., 1985)
extendio este resultado a plantas MEMS, dando la siguiente
p-e.p-
Teorema 1. Una planta dada P(s) es fuertemente estabi-
lizable si el nimero de polos de P(s) (contados deacuerdo
a su grado McMillan) entre cada par de ceros de transmisi
on reales, incluyendo el infinito, en el semiplano derecho,
es par.

El problema de estabilidad fuerte es importante por
razones practicas, como rompimiento de lazo, fallas o para
minimizar errores numéricos.

do(s)
e(S) -K( GL (s )-P( y(s)
dm (8)

Figura 1. Sistema retroalimentado con un controlador de un pardmetro.

Una configuracion de un parametro se muestra en la Fig.
1, donde P(s) representa la planta; K(s) el controlador;
u(s) y y(s) son la entrada y salida de la planta, respec-
tivamente; yq(s) es la entrada de referencia; e(s) es la

sefial de error; y, d;(s), do(s) y dm(s) son perturbaciones
externas a la entrada, la salida y la medicié n de la planta,
respectivamente. En lo que sigue se asume que la norma Ho
de las perturbaciones es acotada. La ley de control u(s) =
K (s)e(s) es generada unicamente por sefial de error e(s) =
ya(s) —y(s) , donde yq(s) es la entrada de referencia. La
parametrizacion de todos los controladores estabilizantes de
un parametro como lo proponen (Vidyasagar M., 1985),
(Desoer C. A., Liu R., Murray J. y Saeks R., 1980), (Kucera
V., 1979), y (Youla D. C., Jabr H. A. y Bongiorno J.
J., 1976), esta dada por,

Teorema 2. Suponga que P(s)e RP*™ (s) y
K(s)e R™*P (s) en la configuracion retroalimentada de la
Fig. 1. Sean P(s) = N(s)D~'(s) y P(s) = D~*(s)N(s)
cualesquier fic.d. y fc.i. de P(s) con N(s), D(s), D(s)
v N (s) perteneciendo a RH, . Entonces, el conjunto de
todos los controladores que estabilizan a P(s) estd dado

por,
K(s) = Dy (s)Ni(s)
Di(s) ==Y (s) = R(s) N(s) (1)
Ni(s) = X(s) + R(s) D(s)

donde R (s) € RHoo es el pardmetro libre satisfaciendo
det (ﬁk(s) #£0,y X(s) € RHo ¥ Y(s) € RH oo son la
solucion de la ecuacion Diophantina,

X(S)N(S) + Y(S)D(S) = Im (2)

di (S)

_ K(s)

Figura 2. Sistema retroalimentado con controlador de dos parametros.

do(s)
y(s)

d’ﬂlr (S)

Una version de configuracion de control de dos paramet-
ros se muestra en la Fig. 2 (ver (Vidyasagar M., 1985)
y (Horowitz 1., 1963)). En contraste con el controlador
de un parametro, u(s) es generado por dos sefi ales
independientes, siendo u(s) = K,(s)ya(s) — K(s)y(s).
Si K,(s) = K(s), entonces se obtiene la configuracion
retroalimentada esta ndar de la Fig. 1 . La parametrizacion
de todos los controladores estabilizantes de dos parametros
como lo propone (Vidyasagar M., 1985), esta dada por,
Teorema 3.  Suponga que K.(s)€ R™P(s),
K(s)e R™*P (s) en la configuracion retroalimentada
de la Fig. 2 y sean P(s), D(s) , N(s), X(s), Y(s) y
R (s) como en el Teorema 2. Entonces, el conjunto de
todos los controladores que estabilizan a P(s) estd dado

por,
[ Ki(s) K(s) | =D (s)[ Q(s) Nils) ] (3

donde Q (s) € WHoo es otro parametro libre, Ni(s) =
X(s)+ R(s)D(s) y Du(s) =Y(s) = R(s) N(s).



El papel de K(s) en la Fig. | es garantizar estabilidad
y mejorar el desempefio; mientras que, en la Fig. 2 se
utiliza el controlador K, (s) para mejorar el desempefio
y el controlador K (s) garantiza estabilidad. Si K,(s) es
inestable, su salida crece sin limite, una alternativa es
obtener un denominador coprimo comun, Dy (s), de ambos
controladores (ver (Vldyasagar M., 1985)), ésto es, K (s) =
Dy (s)Nels) y Krls) = Dy (5)Q(s).

En la Seccion 1V se presenta una solucion analitica de
la doble factorizacié n coprima para sistemas estrictamente
propios, para la clase de sistemas dada en la siguiente
seccion.

III. DESCRIPCION DEL SISTEMA

Considere una relizacién (F, G, H) causal, LIT, esta-
bilizable y detectable de un sistema dado, ésto es, los
subsistemas no controlable y no observable son estables.
Considere en lo que sigue la realizacién del subsistema
controlable y observable, i.e., la realizacion minima. Mas
aun, dado que todas las entradas de w (¢) son linealmente
independientes, sin pé rdida de generalidad, un cambio
de coordenadas puede seleccionarse, obteniendo la real-
4 [0 BL".C)
donde B,, € R™*™ es una matriz no singular. Ademas,
se asume que la dimension del estado de la planta n es
par, la dimension de la entrada de la planta m = n/2, la
dimension de la salida de la planta p = m, y que A € R™**"
estd particionada deacuerdo a la particion a bloques de
B e ®*™ donde A;; = 0, A2 es una matriz no singular,
y C11 o (42 es una matriz no singular, esto es,

izacion ( en nuevas coordenadas,

0 A 0
A - B =
Ay Aso ’ { B } (4)
C=|Cu Cp2

Como se muestra por (Galindo R., 2009), la formulacién
Euler-Lagrange con informacion completa del estado y
completamente actuada,

M(q(1))§(t) + Co(q(t), 4(£))4(t) + G(g(t)) = ult) (5)

es una clase de sistemas dinamicos no lineales que tiene una
realizaci 6n linealizada de la forma (4), donde M (¢ (¢)) €
Rm*m denota la inercia, C' (¢ (t), ¢(t)) € R™*™ las
fuerzas de Coriolis-centripetas, G (¢ (¢)) € R™ las fuerzas
gravitacionales, u () € R™ las fuerzas generalizadas y
g(t) € R™, q(t) € R™ y ¢(t) € R™ las coordenadas
generalizadas de posicion, velocidad y aceleracion, respec-
tivamente.

La estructura de la realizacién en espacio de estado dada
por ( 4) se requiere para las factorizaciones propuestas y
para los resultados principales presentados en la siguiente
seccion.

IV. DOBLE FACTORIZACION COPRIMA

Si el estado es medido o estimado N (s) es una matriz
larga de dimension n x m, entonces, N (s) no tiene una
inversa a la derecha y por lo tanto la ecuacion Diophantine

izquierda N (s) X (s) + D (s) Y (s) = I no tiene una solu-
cion. Sin embargo, como se mostrara en lo que sigue, para
sistemas cuadrados esta ecuaciéon Diophantina tiene una
solucion y asi la doble factorizacion coprima o identidad
de Bezout también tiene una solucion.

Se consideran dos casos para la realizacion en espacio de
estado dada por la Eq. (4), cuando C11 o C12 es una matriz
no singular. Dado que la aproximacion de altas frecuencias
delaplanta P (s) = C (sI,, — A) "' Bes P, = (1/w,) CB
donde wy; es una frecuencia fija en la banda de altas
frecuencias de P (s), si C11 = 0 y C2 es una matriz no
singular, entonces P, = (1/wp) C12B,, , mientras que si
C12 = 0y Cqp es una matriz no singular, entonces P, = 0.
En el primer caso P, = (1/wp) C12 By, es una matriz no
singular que es equivalente al grado relativo igual a 1 o los
ordenes de los ceros en infinito son todos iguales a 1. El
sistema se comporta a groso modo como muchos sistemas
independientes de primer orden con una entrada y una salida
(de hecho en este caso el sistema es desacoplable rengld n
por renglon).

Una solucion a la doble factorizacion coprima se propone

por,
Lema 1. Considere la realizacion en espacio de estado
dada por la Ec. (4) satisfaciendo n = 2m donde n es la
dimension del estado y m es la dimesion de la entrada,
y la doble factorizaciéo n coprima o identidad de Bezout
estda dada por,

X(s) Y (s) N(s) Y(s)
D(s) —N(s) } [ D(s) —X(s)
Suponga que 0 < a € R By
y A1 son matrices no singulares, y T'(s) :=
(1/(5 + CL)2) (SZIm — 5A95 — A21A12>. Si C'o =
0yCin € R™™es una matriz no singular, una
solucion de la doble factorizacion coprima sobre WHo es,

D(s)=T(s )A-lc;; N (s) =
N (s) = m2C11412, D(s) =

=Imm (6)

c §Rm><m

(s—l—a)2 (7

9+a) 1F(8)

(de + Y A2 Ao + a3I ) 1_2101_11
(S[m + Yd) B,

m (de + As1 A1oYy + a3]m)
aCnAlg (Slm + Yd)

(®)
donde X4 = YgAos + Ao1 A1 + 30,2]m v Yy := Ag +
3al,,. Si C11 =0,y Asy y Cro € R™ ™ son matrices no
singulares, una solucion de la doble factorizacion coprima
sobre RH . es,

D) =T N6 =B
N(é) (s+a)2 Cr2, D (b) =B, F(é)
X(s) = 510. (XS+YA22+A21A12+3(1[ )C

e
H-

() = -1 (5L +Yr) B
{( (S) = leraBm (XTS + Y, Ago + Ag1 A1 + SaQIm)

(s) = 532 Cr2 (sl + )

~

(10)



donde X, := Aas — Y, +3al, y Y, := —a3Af21A§11.
Prueba. Multiplicando (sI,, — A)71 por B y usando (ver
(Zhou K., Doyle J. C. y Glover K., 1996)),

—1
Ni1 Nia _ | *
Na1 Naa *

donde * denota cualesquier valor finito, y N1 y ® := Noo—

Noy N 1_11N 12 son matrices no singulares. Entonces,

~N;'Npp @ !

(I)_l :| (11)

AIQF (S)Bm
~1(s)Bm,

<s+a>2
ol

(sI, — A 'B= (12)

Si Ci2 =0y Cyp € R™*™ es una matriz no singular, de
la Ec. (12),

P(s)= Cr1A12T 7" (s) B (13)

Dado que por hipdtesis C17 y Ai2 son matrices no singu-
lares, entonces, se siguen los resultados de la Ec. (7). Sea,

(era)2

- (Xas + X0) A Cpy' € RHo
Y (s)= %(s[ +Yy) B € R Hoo
X(s) = B! (Kus + Xo) € WU
mcllAlg (SIm + f/()) (S ?R’Hoo

(14)

donde X4, Xo, )~(1, XO, Yay f’o son matrices constantes que
pueden determinarse algebraicamente igualendo los térmi-
nos de los polinomios cubicos de las ecuaciones Diophanti-
nas. Por lo tanto, las ecuaciones Diophantinas X (s) N (s)+
Y (s)D(s) = Inn y N (5) X () + D () ¥ (s) = L para
la Eq. (7) son,

(s+a)3 (Xd‘s + XO) s+a (‘SI + Yd) F( ) =ImYy
(s+a)3 (Xls + Xo) s+ar(‘5) (Sfm + Yo) =1I,
(15)
respectivamente. Entonces, soluciones analiticas de la

ecuacion Diophantina son,
Yo=Yy X=Xy
Xo = YaAa Ai2 +a’ Iy,
Xo = An ApYo +d®I,

(16)

donde se utiliza YjAsy = AsYy. Asi, de la Ec. (14) se
sigue el resultado de la Ec. (8). Si C11 =0,y A2y y C1a €
R™>*™ son matrices no singulares, de la Ec. (12),

P(s) = C1oaT 71 (s) B (17)

Por lo tanto, se siguen los resultados (9) y (10) analoga-
mente haciendo X (s) = (1/ (s +a)) (X,s + Xo) Cp5’ €
RHoo, Y (s) = (1/(s+a))(slm +Y:) By € RHoo,
X (s)=(1/(s+a) B! (Xrs+ Xo) € RHo y YV (s) =
(1/ (s +a))Ciz (s, +Y;) € RH s donde Xy = Y, Asa+
Ag1 Aqs + 3(121m. [ |

En la prueba del Lema 1 se resuelven las ecuaciones
Diophantinas directamente en R, sin la transformacion
bilineal A = 1/ (s + a), usada en (Doyle J. C., Francis B.
A. y Tannenbaun A. R., 1992) y (Zhou K., Doyle J. C.

ta®

y Glover K., 1996), dado que las soluciones en el anillo
de los polinomios en A son mas intrincadas. Ademas, los
resultados del Lema 1 son menos complejos con respecto
a los de (Galindo R., 2009). En el Lema 1 las factoriza-
ciones pertenecen a *H, y no se requiere el cambio de
coordenadas utilizado en (Galindo R., 2009), disminuyendo
los par ametros de control y el esfuerzo computacional para
las factorizaciones del Lema 1.

Basandose en el Lema 1 la parametrizacion de todos

los controladores estabilizantes de uno y dos pardmetros
esta dada por,
Teorema 4. Considere la realizacion en espacio de estado
dada por la Ec. (4) en las configuraciones retroalimentadas
de las Figuras 1y 2, satisfaciendo n = 2m donde n es la
dimension del estado y m es la dimensi én de la entrada.
Entonces, los conjuntos de todos los controladores de uno
v dos pardametros que estabilizan a la Ec. (4) son,

K(s) = D ()N (5) (18)

y
[ Ko(s) K(s) |=Dy'(s)[ Q(s) Ni(s) ] (19)
respectivamente, donde R(s) € RHoo  satisfaciendo

det (ﬁk(s)) #0y Q(s) € RHoo son pardmetros libres.
Sea By, € R™*™ una matriz no singular, 0 < a € R, y
F(S) = (1/(6 + a)z) (SQIm — $A22 — A21A12). Si 012 =
0,y Ci1 € R™*™ y Ayo son matrices no singulares,

Di(s) := (s[ ) B
N (s) :=
[de + Y A1 A9 + aSIm + (S + a) R (8) F(S)] AﬁlCil

donde Xd = YdA22+A21A12+3a21mde = A22+3aIm.
SiCip =0, y Ay yCiga € R™*™  son matrices no
singulares,

ﬁk(s) = (Slm +Y, —

Ny (s) ==
[X,s + Y, Aos + Aoy Ara + 3a21,, + (s +a) R(s) [(s)] O
2D

H%R(s)) B

donde X, := Ass — Y. +3al,, y Y, := ,a3A1—21A2—11.
Mas ain, suponga que P (s) = (s, — A) "' B satisface
la p.ep.y,

det (s?I, + (alym, + Ya) s+ aYy — R(s)), y

det (s?Iy + (alm + Y, — R(s)) s +aY;), 22

son polinomios Hurwitz, entonces Ec. (18) y Ec. (19) son
estables, i.e., los controladores K (s) y K, (s) pertenecen a
RH o, respectivamente.

Prueba. Sea,

Di(s) = (s+a) Dy (5), y N (s) i= (s +a) Ny (5)
(23)

entonces, los resultados de las Ec. (18) y Ec. (19) se siguen

directamente de las Ec. (1) y Ec. (3) remplazando la Ec. (7),

Ec. (8) y (10). Dado que P (s) satisface la p.e.p. entonces,



existen controladores estables K (s) y K,(s) dentro de las
familias de controladores estabilizantes dadas por las Ec.
(18) y Ec. (19). Si det (Dk(s)) es un polinomio Hurwitz
entonces K(s) € RHoo v Kr(s) € RHoo. Dado que s =
—a es un polo estable y B,, es una matriz no singular,
K(s)y K,(s) son estables si los polinomios de la Ec. (22)
son Hurwitz. [ ]

Como se muestra por la Ec. (22) del Teorema 4 la es-
tabilidad de los controladores estabilizantes puede lograrse
seleccionando a y R (s) si C12 = 0, sin embargo ésto es
una tarea mas dificil si C1; = 0. Asi, si K,.(s) es inestable
en la configuracion retroalimentada con controlador de dos
parametros, éste deberd implementarse obteniendo un de-
nominador comun coprimo, Dy (s), de ambos controladores.

IV-A. Problema de sensibilidad mezclada

Se considera la minimizacion de la norma H., de la
aproximacion de bajas frecuencias de la funcion de sensibil-
idad a la salida |||, sujeta a una ecuacién algebraica de
restriccion que asigna el mismo valor a las normas Ho, de
las aproximaciones de bajas y altas frecuencias de la funcion
de sensibilidad a la salida y de la funcion de transferencia
de la salida a la entrada de la incertidumbre || Ty, yan | »
respectivamente (ver el trabajo de (Galindo R., 2008)).
Este problema de sensibilidad mezclada involucra la mini-
mizacié n simultanea de ||Sy| o v de || Tupyanll,,» €sto es,
?(13 1Sl o, sujecta a,

HTuAyAhHoo = ”Sol”oo (24)

Se resuelve este problema fijando los parametros libres
de los controladores estabilizantes, cuando la entrada de
referencia de velocidad es cero. Una solucion exacta a (24)
para sistemas estrictamente propios, se propone por,
Teorema 5. Considere la realizacion en espacio de estados
dada por la Ec. (4) de la planta C (sI, —A)"' B en
las configuraciones retroalimentadas de las Figuras 1 y 2.
Suponga que K (s) y K, (s) estan dadas por el Teorema 4.
Si Ci2 =0,y C11 € R™™™ es una matriz no singular,
el pardametro libre R(s) € RHo sea a(rly, + Asz) ,
y Q(s) € RHo sea qa’ A Cri'. Entonces, los valores
optimos de r y q para un modelo de incertidumbre
multiplicativo a la salida son,

. a (3 HcllAlgAglcilHOO — a2b)

= 25
" adm + H011A12A21Cf11H00 )

2
Wh

—— 26
T 26)

q:

respectivamente, donde,
b= q% [C11A12 (Xa + adsg) A CHY|
m = ﬁ (HCllAlQ (Xd + aYd) Al_lel_ll ”oo — w,%b)
27)
siendo Yy := Ass + 3al, y Xgq := YgAos + Aoy A1o +
3a%1,,.

Prueba. La funcion de transferencia de la entrada de
referencia y4(t) a la salida y(t) esta dada por Ty, (s) =
N (s) Ni (s) (ver (Vidyasagar M., 1985) ), en la con-
figuracién retroalimentada de un pardmetro mostrada en
la Fig. 1 donde N (s) y Ni(s) estan dadas por (7) y
(21), respectivamente. Las aproximaciones de altas y bajas
frecuencias de I' (s) son I'jy, = I, y Iy = (—1/a?) Ay Asa,
respectivamente. Para asegurar que ||So||,, = 0 para cierto
valor de 7, si Cia = 0, entonces se propone R (s) sea
a (TIm + AQQ), asi,

1 IR
[Torll o = w2 [[Ci1A12 (Xa+ a(rlm + A22)) A C |

(28)
donde w;, > 0 es una frecuencia fija en al banda de altas
frecuencias de P (s). Por otro lado, la aproximacion de
bajas frecuencias de T, (s) es,

3a —

T _
Ty = Iy + ———C11A12A5 O}

~ (29)

Por lo tanto, dado que a > 0, la norma H., de S, =
Im — Lol €S,

r—3a _
[S0tlloe = | = | |C11A1245:C1|| (30)
La ecuacion de restriccion ||Ton| ., = ||Sot]|,, tiene una

solucion en el punto de interseccion de las dos lineas rectas
de la Fig. 3, ésto es, de la Fig. 3,

-1 3
mr+b= (?T + ;) [CuiAnAnCh . (GD

que implica el resultado (25). Ademas, T,(s) =
N (s) Q (s) (ver (Vidyasagar M., 1985)) en la configuracion
retroalimentada de dos parametros mostrada en la Fig. 2.
Si C12 = 0, entonces Q(s) es qa’AL, Oy, asi, de (7),
las normas H., de las aproximaciones de altas y bajas
frecuencias de T, (s) y S, (s) := I, — T, (s) son,

2
a
Tonlloe = = lal v lSetlle =11 —al  (32)

h
respectivamente. Por lo tanto, ||Ton|| ., = ||Sai]|, tiene una
solucion en el punto de interseccion de las dos lineas rectas
de la Fig. 4, i.e., de la Fig. 4,

a2
Sa=—q+1 (33)
h
que implica el resultado (26). |
Si C1y = 0, de (25) y (30),
b+ 3am)||C11A12 A2 O
Il = S ety i,

@+ ||Cri Ara Ay Oy |

en la configuracion de un pardmetro. Ademas, de ( 26) y

(32),

aZ
So = =7 35
|| lHoo a2 +w}2L ( )
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Figura 3. Funcién de interseccion para una configuracion de un parametro
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Figura 4. Funcion de interseccion para una configuracion de dos pardmetros

en la configuracion de dos pardmetros. Si w, — oo ,
entonces, de (27), m — 0y b — 0, asi, de (34) ambos
Tonllo ¥ |lSotllo tienden a cero en la configuracién
retroalimentada de la Fig. 1. Ademas, si wy, > a2, entonces
de (1 35) ambos || Tonll ¥ [[Setll,, tienden a a? /w3 en la
configuracion retroalimentada de la Fig. 2. Sin embargo,
sib — 0y m — 0, entonces r — 3a y de (22), si
r — 3a, los controladores se vulven inestables. Por lo tanto,
para a suficientemente pequena tal que la estabilidad de
los controladores se preserva, se resuelve el problema de
sensibilidad mezclada incrementando wy,.

Los resultados se ilustran por un ejemplo de simulacion
de un sistema de amortiguamiento de medio carro.

V. SISTEMA DE AMORTIGUAMIENTO DE MEDIO CARRO

El modelo del sistema de amortiguamiento de medio
carro esta representado por (ver (Galindo R., 2009)),

() = A(;l ﬁ;z }w(t)—l— [ Bom ]u(t)—kHd(t)
y(t) = Cu 0 Ja(t)

(36)

donde

r—-1 1
=1 lg -1 -1
— m J —
e R R
B k1 ko
A = —diky  —doky |’
M —(bs2+bs1) —(d2bsa—dibs1)
_ m J
Aoz = “(dabsz—dibsy)  —(bs1di+bead3)
L m J
1 0 0
(1 0 0 0 1
C”__o 1}’H_ ba 1 b
—dibsi 0 dabso

siendo m y J la masa y el momento de inercia del cuerpo
del vehiculo, respectivamente, ds y d; las distancias entre
la suspension delantera y trasera al centro de masas (CM)
del vehiculo, respectivamente, k1 y ko los coeficientes de
elasticidad de la suspension delantera y trasera respectiva-
mente, bso y b1 los coeficientes de amortiguamiento de la
suspension delantera y trasera, respectivamente.

Sea w(t) = [ Fan Fawn |1, d(t) =
[ ‘/roadl(t) Fmasstransfer(t) VtroadQ(t) ]T donde
Frasstransfer(t) ¥ Vioaai(t), i = 1,2, son entradas
de perturbaciones externas medibles y no medibles, J
x(t) = [ Tre1 (t)  Trez(t) Jwji(t) mVp(t) ] ,
donde Z,e11(t) v rei2(t) son las posiciones relativas de
la suspension delantera y trasera respectivamente, V,(t) y
w;(t) son la velocidad vertical y angular del cuerpo del
vehiculo en el CM.

Note que la Ec. (36) estd en la forma (4) y los bloques
Ajs, C11 y By, son matrices no singulares. Considere los
valores medios de los pardmetros de la planta dados en la
tabla 1,(ver (Galindo R., 2009)),

Tabla 1  Valores de los parametros
Parametro Valor Unidad
m 17944 kg

J 3443,05 kg m?

do 1,271 m

dy 1,716 m

ko 668244 N/m

kq 18615 N/m

bso 1190 N s/m

bs1 1000 N s/m

Todos los polos de la planta nominal P(s) son estables
y usando el Teorema 1 P(s) es fuertemente estabilizable.
Por el Lema 1 se obtienen las f.c.d. y f.c.i. de la planta asi
como las soluciones de las ecuaciones Diophantinas derecha
e izquierda. Usando el Teorema 4 se para metriza toda la
familia de controladores estabilizantes de la planta para las
configuraciones de 1 y 2 parametros. Por medio del Teorema
5 se fijan los parametros libres resolviendo un problema de
sensibilidad mezclada para las configuraciones de 1 y 2
pardmetros.

Seleccionando a = 10, la Fig. 5 muestra que conforme
wy, se incrementa las normas infinito de las funciones de



sensibilidad son minimizadas sin embargo, si w, < a,
entonces |[Soi|l., ¥ [|[Tonll,, incrementan su valor con lo
cual se pierde el objetivo de la minimizaciéon de estas
normas, sin embargo, se espera que wp > a dado que
se interpreta como una frecuencia en la banda de altas
frecuencias.

150 T T T

So
To

100 [ 1

Norma infinito

wh

Figura 5. Normas infinito de las funciones de sensibilidad

En la Fig. 6 se muestra que si wy, toma valores grandes se
puede corregir el valor en estado estacionario, se tiene una
atenuacion mayor de las perturbaciones de bajas frecuencias
en la salida del sistema y las frecuencias de corte de las
funciones de sensibilidad no se mueven.

Singular Values

107" 107 107 107 107 10° 10! 10”
Frequency (rad/sec)

Figura 6. Funcion de sensibilidad al variar wy,

En la Fig. 7 se muestra como si a toma valores grandes
la atenuacion de las perturbaciones de bajas frecuencias a
la salida es deteriorada, sin embargo se incrementa el ancho
de banda para la referencia. Esto se ve reflejado también en
la magnitud de la entrada de la planta donde se incrementa
la energia en el transitorio.

Considere el controlador de un pardmetro con a =
5, w, = 100, ya(t) = [1 1,25]" y d(t) =
[ sin(300t) 1 sin(300¢) ]T. En la Fig. 8 se muestra
la atenuacion de las perturbaciones, y el error en estado
estacionario puede disminuirse ajustando los parametros a,
wp, 0 ambos.

Sea para el controlador de dos parametros a = 2,
wy = 100 y d(t) = [ sin(300t) 1 sin(300¢t) |”, las
perturbaciones también son atenuadas como se esperaba,
ademas se tiene un mejor desempefio en esta configuracion
con respecto a la configuracion de un parametro (ver Fig.
9). En la Fig. 8 se puede ver un sobre paso negativo.

B i

Figura 7. Funcion de sensibilidad al variar a

xrel1
xrel2

Figura 8. Salida con el controlador de un parametro

Se muestran graficas de w (¢) en las Fig. 10 y 11 , las
perturbaciones afectan directamente a w (¢) por lo cual la
efectividad del control queda sujeta al ancho de banda del
actuador para poder atenuar las perturbaciones.

VI. CONCLUSIONES

Se consideran sistemas MEMS, estrictamente propios, de
parametros concentrados, LTI y fuertemente estabilizables
con una realizacion estabilizable y detectable. En particu-
lar, se consideran sistemas Euler-Lagrange completamente
actuados expresados en ecuaciones en espacio de estados.
Los estados estan dados por las coordenadas generalizadas
de posicié n y velocidad, esto implica que la dimension
del estado es par y la dimensié n de la salida es la mitad
de la dimension del estado. El enfoque utilizado es aplicar
resultados algebraicos en una planta en términos de su
realizacié n en espacio de estado. Se presentan factoriza-
ciones derecha e izquierda sobre el conjunto de funciones
racionales propias y estables. Ademas, una solucion a la
doble factorizaciéon coprima para sistemas estrictamente
propios, y se proponen expresiones analiticas de las familias
de todos los controladores estabilizantes de uno y dos
parametros. Se dan condiciones para obtener controladores
estables. Ademas, se presentan expresiones anali ticas para
los parametros libres, resolviendo un criterio de sensibilidad
mezclada. Los resultados muestran que la sintonizacion de
los parametros es m as compleja para la configuracion de
un parametro y errores numéricos incrementan la dimension
del controlador. Se logra sensibilidad mezclada estabilizan-
do el sistema a pesar de las perturbaciones e incertidumbres
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Figura 9. Salida con el controlador de dos parametros
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Figura 10. Entrada de la planta con el controlador de un parametro

que son atenuadas, y se tiene un pequefio valor del error en
estado estacionario, en la salida regulada. Se tiene un mejor
desempeiio y la magnitud de la entrada de la planta es menor
para la configuracion retroalimentada de dos parametros que
para la configuracion de un parametro.
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