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RESUMEN

En esta tesis se presentan los siguientes resultados:

Se consideraron sistemas lineales y polinomiales estocasticos, sobre procesos de observacién lineales,
ambos afectados por ruidos blancos Gaussianos, la matriz de observacién es arbitraria y no necesaria-
mente es invertible. Para estos sistemas se desarrollaron: un filtro por modos deslizantes para sistemas
lineales, el filtro por modos deslizantes para sistemas polinomiales y el filtro del estado y estimacién
de pardametros para sistemas lineales cada uno de estos filtros se disefio sobre procesos de observacién
lineales y ademads para dos distintas normas en promedio cuadrético y en promedio modulo. También se
disenaron reguladores por modos deslizantes, el controlador por modos deslizantes para sistemas lineales
y el controlador por modos deslizantes para sistemas polinomiales ambos se disenaron para dos diferentes
criterios de Bolza-Meyer, donde 1) los términos del la energia del control y del estado son cuadréticos
dentro de la integral y el término no integral es de primer grado o 2) el término de la energia del control

es cuadratico y el término de la energia del estado es de primer orden.
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ABSTRACT

This thesis presents the following results:

We considered stochastic linear and polynomial systems, over linear observation processes, both affected
by Gaussian white noise, the observation matrix is arbitrary and not invertible. For these systems have
been developed: a filter for linear system by sliding mode, a filter for polynomial system by sliding mo-
de, the filter state, parameter estimation for linear systems each of these filters are designed over linear
observation processes, in addition to two different norms on mean square and mean module. Regulators
also designed for sliding mode, the sliding mode controller for linear systems, the sliding mode controller
for polynomial systems both have been designed for two different criteria of Bolza-Meyer, where 1) the
terms of the energy of control, the state are quadratic within the integral and non-integral term is of first
degree or 2) the terms of the energy of control is quadratic and the term of the energy of the state is first

order.
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CAPITULO 1

INTRODUCCION

1.1. Motivacion.

Los sistemas fisicos estan disenados y construidos para realizar ciertas funciones definidas. Con el
fin de determinar si un sistema estd funcionando correctamente, y en ultima instancia para controlar el
rendimiento del sistema, el ingeniero debe saber lo que el sistema estd haciendo en cualquier instante de
tiempo. En otras palabras, el ingeniero debe conocer el estado de su sistema. Los sistemas fisicos a menudo
estan sujetos a perturbaciones aleatorias, de modo que el estado del sistema en si puede ser aleatorio.
Con el fin de determinar el estado de un sistema, el ingeniero construye un dispositivo de medicién y
toma las mediciones u observaciones del sistema. Estas mediciones son generalmente contaminadas con
el ruido causado por los componentes electrénicos y mecanicos del dispositivo de medicién.

El problema de determinar el estado de un sistema a partir de las mediciones con ruido se conoce como
estimacién, o filtrado, y es el tema principal de esta tesis. Es de vital importancia en la ingenieria, ya que
las estimaciones del estado se requieren en el seguimiento, y para el control de los sistemas. Ademaés, una
gran clase de problemas de identificacién (de sistemas) puede considerarse como problemas de filtracién.

Por otro lado, muchos sistemas fisicos naturalmente requieren el uso de términos discontinuos en su
dindmica. Esto es, por ejemplo, el caso de los sistemas mecanicos con friccién. Este hecho fue reconocido
y aprovechado ventajosamente desde el principio del siglo 20 para la regulacién de una gran variedad
de sistemas dindmicos. La piedra angular de este nuevo enfoque fue la teoria de ecuaciones diferenciales
con lado derecho discontinuo. Sobre esta base, estrategias discontinuas de control en retroalimentacién
surgieron a mediados del siglo 20 bajo el nombre de la teoria de los sistemas de estructura variable. Desde
este punto de vista, las entradas de control suelen tomar los valores de un conjunto discreto, como los
limites extremos de un relevador, o de una coleccién limitada de funciones preestablecidas de control en
realimentacién.

Para el conocimiento de los lectores no se han creado herramientas de estimaciéon que involucren ter-

mino discontinuos, es por esto que es importante construir herramientas de estimacién maés eficientes que



las ya existentes, en este trabajo disenamos filtrado por modos deslizantes para sistemas lineales y poli-
nomiales sobre observaciones lineales, y también disefiamos filtrado por modos deslizantes para sistemas
lineales con parametros desconocidos. Por otro lado, se desarrollan reguladores por modos deslizantes

para sistemas lineales y polinomiales sobre observaciones lineales.

1.2. Antecedentes

1) Desde que el control por modos deslizantes fue inventado en el principio de 1970s (vea una revision
histérica en [1, 2, 3, 4]), se ha aplicado para resolver varias clases de problemas. Por ejemplo, la metodo-
logia de control por modos deslizantes se ha utilizado en la estabilizacién [5, 6, 7], rastreo [8, 9, 10], diseno
de observadores [11, 12, 13], andlisis de dominios de frecuencia [14, 15], y otros problemas de control.
Modificaciones prometedoras del concepto original de modos deslizantes, tales como modos deslizantes
integrales [16, 17] y modos deslizantes de alto orden [18, 4, 19, 20, 21], han sido desarrollados. El regula-
dor 6ptimo por modos deslizantes ha sido disefiado recientemente para sistemas lineales con criterio afin
cuadrético de Bolza-Meyer [22, 23]. Aplicaciones del método de modos deslizantes se extiende incluso a
sistemas estocdsticos [24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31] y problemas de filtrado estocéstico [32, 33, 34, 35].
Las técnicas de modos deslizantes también han sido ampliamente utilizados para aplicaciones industriales
(136]-[41).

2) Sin embargo, no hay algoritmos de filtrado por modos deslizantes que den solucién al problema
de diseno de filtrado en promedio cuadratico y promedio modulo para sistemas lineales y no lineales
polinomiales. Mientras tanto, simplemente el hecho de que el control por modos deslizantes tiene un
sentido fisico transparente [1] y se aplica satisfactoriamente a muchos problemas técnicos [5] conduce
a la conjetura que el filtro por modos deslizantes en promedio cuadratico y promedio modulo, dual al
regulador por modos deslizantes obtenidos en [22] y [23], deberfan existir.

3) Por otro lado, aunque es posible disenar una superficie deslizante tal que un funcional de costo
cuadrético de horizonte infinito que solo incluya al estado del sistema sea minimizada [1], al parecer, no
se ha disenado un algoritmo de control por modos deslizantes, que resuelva el problema de controlador
6ptimo para un criterio de Bolza-Meyer con un término cuadrético de control [54, 55].

4)El problema simultdneo del estimado 6ptimo del estado e identificacién de pardmetros para sistemas
estocasticos con parametros desconocidos ha sido sistematicamente tratados desde el comienzo del trabajo
[64]. El resultado 6ptimo se obtuvo en [64] para sistemas lineales de tiempo discreto con pardmetros
desconocidos constantes dentro de un intervalo de tiempo finito de filtrado, utilizando el principio de
méaxima probabilidad, en vista de un conjunto finito de los valores de estado y de los pardmetros en
un instante de tiempo. La aplicacién del principio de maxima probabilidad se continué para sistemas
lineales de tiempo discreto en [65] y para sistemas lineales de tiempo continuo en [66]. Sin embargo, el

uso del principio de maxima probabilidad revel6 ciertas limitaciones en el resultado final: a. los parametros



desconocidos se asumen constantes para evitar complicaciones en el problema de optimizacién generado
v b. no se pueden obtener ecuaciones dindmicas directas para el seguimiento de la dindmica del estado
optimo y la estimacién de pardmetros en la situaciéon general, sin imponer supuestos especiales en la

estructura del sistema.

1.3.  Aportaciones

1.3.1.  Diseno por Modos Deslizantes para Sistemas Lineales con Estados no Medibles

El capitulo 3 presenta la solucién del problema de filtrado en promedio cuadrético y promedio modulo
para sistemas lineales, que contienen un término en modo deslizante, signo del proceso de innovacién. Se
demuestra que el disenio del filtro por modos deslizantes en promedio cuadratico genera el estimado por
modos deslizantes, que tiene el mismo minimo del estimado de la varianza del error como el mejor estimado
dado por el filtro de Kalman-Bucy cldsico [44], aunque las matrices de ganancia de ambos filtros sean
diferentes. Sobre la base de nuestro conocimiento, este es el primer disefio de filtro por modos deslizantes
que es 6ptimo con respecto al criterio en promedio cuadratico y da el estimado con la mismas propiedades
estructurales como el filtro éptimo convencional. Por otro lado, el diseno del filtro por modos deslizantes
genera el estimado en promedio modulo, que da un mejor valor para el criterio en promedio cuadratico en
comparacion con el filtro de Kalman-Bucy en promedio cuadréatico. Sobre la base de nuestro conocimiento,
este es el primer diseno de filtro por modos deslizantes que es 6ptimo con respecto al criterio en promedio
modulo. El resultado tedrico es complementado con un ejemplo ilustrativo verificando el desemperno de los
filtros disenados. Mostrando que el estimado producido por el filtro disenado y el filtro de Kalman-Bucy
dan el estimado con el mimo estimado de la varianza del error, mientras hay una ventaja en favor al
diseno del filtro por modos deslizantes en promedio modulo.

Deberia ser observado que los filtros disenados presentan una considerable ventaja en la teoria y en la
practica de filtrado, dado la obtencion de que las ecuaciones de filtrado tienen un estructura mas simple en
comparacion al filtro de Kalman-Bucy clésico. Esto permite hacer que las aplicaciones a la industria sean
maés efectivas de los filtros en promedio cuadratico y promedio modulo para mecanica, energia, robdtica
entre otras plantas técnicas ([45]-[50]), donde el problema de estimacién del estado deberd ser resuelto en
la presencia de ruidos estocésticos no acotados. La mas simple estructura del filtro es logrado en vista del
proceso de innovacién como una funcién signo, en contraste con los filtros disefiados en [32, 33, 34, 35].
Como indicamos, esto produce la solucién del problema de filtrado dual a la solucién del problema de
control dado en [22, 23].

Los resultados de este capitulo se publicaron en:

a) Basin M.V, Rodriguez Ramirez P. (2011) Sliding mode filter design for linear systems with unmeasured
states, IEEE Transactions on Industrial Electronics, Vol. 58, no. 8, pp. 3616-3622.



b) Basin M.V., Rodriguez Ramirez P. (2010) Sliding mode mean-module filtering for linear stochastic
systems, IEEE International Conference on Industrial Technology, 2010 , Pag.(s): 1777 - 1780

c¢) Basin M.V., Rodriguez Ramirez P. (2010) Sliding mode mean-square filtering for linear stochastic
systems, IEEE International Conference on Industrial Technology, Pag(s): 1781 - 1784

d) Basin M.V, Rodriguez Ramirez P. (2010) Sliding mode filter design for linear systems with unmeasured
states, IEEE International Symposium on Intelligent Control, Pag.(s): 2468 - 2473

1.3.2.  Diseno del Controlador por Modos Deslizantes para Sistemas Lineales con Estados
no Medibles

En el capitulo 4 se desarrolla el problema del controlador éptimo para sistemas lineales sobre obser-
vaciones lineales con respecto a diferentes criterios de Bolza-Meyer, donde 1) los términos del la energia
del control y del estado son cuadraticos dentro de la integral y el término no integral es de primer grado
y 2) el término de la energfa del control es cuadrédtico y el término de la energfa del estado es de primer
orden. Las soluciones 6ptimas son obtenidas como controladores por modos deslizantes, cada uno consiste
de un filtro por modos deslizantes y un regulador por modos deslizantes, mientras el controlador retro-
alimentado LQG convencional falla al proveer una solucién causal. El desempeno del controlador éptimo
obtenido es verificado en el ejemplo ilustrativo contra el controlador LQG convencional para el criterio
cuadratico de Bolza-Meyer. El resultado de la simulacién confirma la ventaja en favor al controlador por
modos deslizantes disenado.

Los resultados de este capitulo se publicaron en:

a) Basin M.V., Rodriguez Ramirez P. (2012) Sliding mode controller design for linear systems with
unmeasured states, Journal of The Franklin Institute, Vol. 349, no. 4, pp. 1337-1349.

b) Basin M.V., Rodriguez Ramirez P. (2010) Sliding mode controller design for linear systems with
unmeasured states, 11th International Workshop on Variable Structure Systems, Page(s): 89 - 94

1.3.3.  Diseno de Filtrado por Modos Deslizantes para Sistemas no Lineales Polinomiales

con Estados no Medibles

En el capitulo 5 se presenta la solucién del problema de filtrado en promedio cuadratico y en promedio
modulo para sistemas no lineales polinomiales estocasticos, que contienen un término por modos deslizan-
tes, signo del proceso de innovacion. Esto demuestra que el filtro por modos deslizantes disenado genera
el estimado en promedio cuadratico, que tiene el mismo minimo estimado de la varianza del error como
el mejor estimado dado por el filtro polinomial en promedio cuadratico convencional [59], aunque las ma-
trices de ganancia de ambos filtros son diferentes. Por otro lado, el filtro por modos deslizantes disenado

que genera el estimado en promedio modulo, dan un mejor valor del criterio en promedio cuadratico



en promedio modulo en comparacién con el filtro polinomial en promedio cuadratico convencional [59].
Para nuestro conocimiento, esos son los primeros disenos de filtros por modos deslizantes par sistemas no
lineales polinomiales estocédsticos que son 6ptimos con respecto a los criterio en promedio cuadratico y
en promedio modulo. Ademés, dada cualquier funcién no lineal puede ser aproximada por un polinomio
de cierto grado para cualquier presidios, esto llevaria potencialmente al diseno sub-6ptimo de filtros en
promedio cuadrético y en promedio modulo finito dimensionales para cualquier estado del sistema no
lineal sobre observaciones lineales.

Los resultados de este capitulo se publicaron en:
a) Basin M.V., Rodriguez Ramirez P. (2012) Sliding mode filter design for nonlinear polynomial systems
with unmeasured states, Information Sciences, Vol. 204, pp. 82-91.
b) Basin M.V., Rodriguez Ramirez P. (2011) Sliding mode mean-module filter design for polynomial
systems, American Control Conference, Pdg.(s): 632 - 636
¢) Basin M.V., Rodriguez Ramirez P. (2012) Sliding mode filtering for polynomial systems, 12th IEEE

International Workshop on Variable Structure Systems, January 12-14, Mumbai.

1.3.4. Diseno del Controlador por Modos Deslizantes para Sistemas Polinomiales con
Estados no Medibles

En el capitulo 6 se desarrolla la solucién del problema de controlador éptimo para sistemas polinomia-
les sobre observaciones lineales con respecto a diferentes criterios de Bolza-Meyer, donde 1) los términos
del la energia del control y del estado son cuadraticos dentro de la integral y el término no integral es de
primer grado o 2) el término de la energfa del control es cuadratico y el término de la energia del estado
es de primer orden. Los resultados tedricos son complementados con un ejemplo ilustrativo verificando el
desempertio del algoritmo del controlador diseniado. Ambos disenos de controladores por modos deslizantes
son comparados con el controlador retroalimentado polinomial-cuadrético correspondiente al criterio de
Bolza-Meyer cuadrético, que esta basado en el filtro Kalman-Bucy [44] y el regulador polinomial-cuadrati-
co convencional [63]. Los resultados de la simulacién confirman una ventaja en favor al controlador por
modos deslizantes diseniados.

Los resultados de este capitulo se publicaron en:

a) Basin M.V., Rodriguez Ramirez P. (2011) Sliding mode controller design for polynomial systems with
unmeasured states, 37th Annual Conference on IEEE Industrial Electronics Society, Pag.(s): 3569 - 3574.



1.8.5.  Filtrado del Estado por Modos Deslizantes y Estimacion de Pardmetros para Sis-

temas Lineales Estocdsticos

En el capitulo 7 se presenta el filtro éptimo por modos deslizantes e identificacién de parametros
para sistemas lineales estocéasticos con parametros desconocidos sobre observaciones lineales, que estan
basados en el modo deslizante del proceso de innovacién. Un desarrollo histérico de control por modos
deslizantes puede ser observado en [1]-[4]. El problema de filtrado se formalizo considerando los pardme-
tros desconocidos como estados del sistema adicionales, procesos de Wiener, satisfaciendo la ecuacién
lineal estocéstica de It6 con drift cero y difusién uno. Asi, el problema es reducido al disenio del filtro por
modos deslizantes para sistemas bilineales con estados no medibles, cuya solucién es obtenida en [67] y
[68], respectivamente. Aqui se presenta el algoritmo éptimo para el estimado del estado e identificacién de
parametros simultaneamente en sistemas lineales con parametros desconocidos multiplicativos y aditivos
sobre observaciones lineales. Note que desde el problema original de identificacién es reducido al problema
de filtrado por modos deslizantes para el sistema de estado extendido incluyendo al estado y pardmetros,
la condicién de identificabilidad para el sistema original coincide con la condicién de observabilidad para
el sistema extendido.

Los resultados de este capitulo se publicaron en:

a) Basin M.V., Rodriguez Ramirez P. (2012) Sliding Mode State Filtering and Parameter Estimation for
Stochastic Linear Systems, 12th IEEE International Workshop on Variable Structure Systems, January
12-14, Mumbai.

1.4. Organizacion de la Tesis

En el capitulo 2 se presenta una sintesis tedrica de procesos estocdasticos, teoria de filtrado y teoria
de modos deslizantes. En el capitulo 3 se plantea y resuelve el problema de diseno de filtrado por modos
deslizantes para sistemas lineales estocdsticos sobre observaciones lineales con estados no medibles. En
el capitulo 4 se resuelve el problema de diseno del controlador por modos deslizantes para sistemas
lineales sobre observaciones lineales con estados no medibles. En el capitulo 5 se obtiene la solucion del
problema de diseno de filtrado por modos deslizantes para sistemas polinomiales sobre observaciones
lineales con estados no medibles. En el capitulo 6 se considera el problema de diseno del controlador por
modos deslizantes para sistemas polinomiales sobre observaciones lineales con estados no medibles. En el
capitulo 7 se obtiene la solucién del problema de filtrado del estado por modos deslizantes y estimacién
de pardmetros para sistemas lineales estocdsticos. En el Capitulo 8 son presentadas las conclusiones y los

trabajos futuros a desarrollar.



CAPITULO 2

MARCO TEORICO

2.1.  Teoria de Probabilidad y Variables Aleatorias.

2.1.1. Aziomas de Probabilidad

El concepto fundamental de la teoria de probabilidad es el espacio probabilistico, que es denotado por
Q, con elementos denotados por w. 2 es un espacio simple muestral, y sus elementos w son muestras o
resultados experimentales. Ciertos subconjuntos de 2 son llamados eventos. Nosotros asignamos proba-
bilidades a los eventos via una funcién probabilistica P(x) definido en la clase de eventos. Esto es, que
cada evento A asignamos un numero P(A), llamado la probabilidad de A. La funcién de Probabilidad

satisface los siguientes axiomas:

3. SiANA; =@,i#4,4,7=1,...,n, entonces P(A; U---UA,) =P(A)+---+ P(A,)
4. SiANAj=0,i#j,4,j=1,...,n,...,entonces P(A;U---UA,N...) =P(A1)+---+P(A,) +

Como la probabilidad no puede ser asignada para cada subconjunto de 2, entonces definamos un clase
F' de subconjuntos de 2 tal que para cualquier subconjunto w de F', siempre se pueda asignar una

probabilidad P(w), F' es llamado campo de Borel y satisface que:
1. Qe F
2. Si A€ F,entonces 2 —A e F
3. SiAi,Ag,... Ay € F, entonces UTA; € Fy NTA; € F

4. Si A1, Ag,--- € F, entonces UPA; € F y NPA; € F



Ademds, para toda clase dada Fy de conjuntos w, existe una tnico campo de Borel B(Fp) de conjuntos

de w con la propiedades:
1. Fy C B(Fo)
2. Si F1, es un campo de Borel de conjuntos w y si Fy C F}, entonces B(Fy) C Fi.

B(Fp) es el campo de Borel méas pequeno de conjuntos w que contiene todos los conjuntos de Fp. Este es
llamado campo de Borel generado por Fj. La clase de eventos es un campo de Borel B y la funcién de
probabilidad esta definida sobre B. Supondremos que el espacio probabilistico €2, el campo de Borel B,

y la funcién de probabilidad P(x) han sido definidos. El conjunto (€2, B, P) es llamado prueba.

2.1.2. Variables Aleatorias

Una funcidén real de valor finito z(*) definida en Q) es llamada variable aleatoria si, para cualquier
numero real z, la desigualdad
r(w) <z (2,1)

definida en el conjunto w esta definida su probabilidad. En vista de la definicién de variable aleatoria, la
funcién

F.(2) = P(z(w) < ) (2,2)

es definido para todo valor z y es llamada funcién de distribucién de la variable aleatoria xz. La esperanza

de una variable aleatoria z es definido
E(x) = / ap,(z)dz (2,3)

donde p,(z) es la funcién de densidad de la variable aleatoria z. Diremos que E(x) existe si E(z) < oo,

esto es, si la integral anterior es absolutamente convergente. Ahora
E(2") = /x”pm (z)dz (2,4)
define el n-ésimo momento de x. E(z?) es llamado el valor en promedio cuadritico de x.
E((e— E@)") = [ (@~ E@)"puo)ds (25)
define el n-ésimo momento central de z. El segundo momento central de = es llamado la varianza
Var(z) = E((x — E(x))?) (2,6)
Ademas, los momentos conjuntos de la forma

E(rjap") (2,7)



y los momentos centrales conjuntos
E((zr — E(xr))" (21 — E(1))™) (2,8)
pueden ser definidos. De particular importancia es la covarianza de x; y z; que es definido como
cov(wp, x1) = E((wr — E(we)) (21 — E(21))) (2,9)

Una variable aleatoria también puede ser especificada en términos de su funcién caracteristica definida
por

¢ (u) = E(exp(iux)) (2,10)

La importancia de esta funcién se da en el hecho de que uno puede obtener todos los momentos de la

variable aleatoria z por diferenciacion de la funcién caracteristica

1. d”

E(z") = (Z-TL)W

$2(0) (2,11)
para todo n, probando de que ¢, (u) es analitica. La funcién caracteristica satisface
| E(exp(iux)) |< E(| exp(iuz) |) =1 (2,12)

de esta definicién, se observa que la funcién caracteristicas es la transformada de Fourier de la funcién
de densidad.

2.1.3.  Probabilidad Condicional y Esperanza Condicional.

Dadas las variables aleatorias x y y definimos la funcién de probabilidad condicional P(z(w) < = | y)

de la variable aleatoria x dado la variable aleatoria y como

P((z(w) <) N (y(w) <y))
Py(w) <y)

P(z(w) < z | y) no esta definido si P(y(w) < y) = 0. Asi, de la experimento (£, B, P), podemos

Pla(w) <zly) = (2,13)

construir una nuevo experimento dado por (£, B, P(x | y)), es facil ver que P(x | y) satisface los axiomas
probabilisticos de la seccién anterior. La esperanza condicional de la variable aleatoria x dado la variable

aleatoria y es definido por
E(x|y) = /xpzw(m | y)dx (2,14)
2.2.  Procesos Estocdsticos.

Un proceso estocastico X (t,w) con ¢ € T es una familia de variables aleatorias indexada por el

conjunto de pardmetros T. El pardmetro ¢ se refiere al tiempo. Si la variables aleatorias X (¢,w) tiene
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realizaciones discretas, diremos que el proceso estocdstico tiene un espacio de estados discreto. Si tiene
realizaciones continuas diremos que el proceso estocastico tiene un espacio de estados continuo. El con-
junto de parametro 7' también puede tener valores discretos o continuos. Un espacio de estados continuo,
de un proceso con pardmetros continuos sera llamado funcién aleatoria. Ademds, observe que un proceso
estocastico X (t,w) es de hecho una funcién de dos variables, el pardmetro del tiempo ¢ y el pardmetro
probabilistico w. Para cada ¢, X (¢,*) es una variable aleatoria. Para cada w, X (*,w) es una realizacién

del proceso, es decir, una funcién simple.

2.2.1.  Ley de Probabilidad de un Proceso Estocdstico

Sea X(t,w) con t € T un proceso estocdstico, para cualquier conjunto finito {¢1,...,t,} € T, la
funcién de distribucién conjunta de las variables aleatorias X (t1,w),..., X (tn,w) (0 X4y,...,Xy,) €s

llamada distribucién finito dimensional del proceso estocastico
Fx(Xeyy.o o, Xe) (2,15)

para todo conjunto finito {¢1,...,t,} € T. Un proceso estocdstico puede ser caracterizado por su distribu-
cién finito dimensional. Equivalentemente, el proceso estocdstico puede ser caracterizado por su funcién

de densidad conjunta

px (X, o, Xt,) (2,16)

o su funcién caracteristica
X, X, (UL Un) (2,17)
para todo conjunto finito {¢1,...,t,} € T. Por las ecuaciones anteriores de distribucién finito dimensional,
funcién de densidad conjunta o la funcién caracteristica para todo conjunto finito {¢1,...,t,} € T sirve

para especificar la ley de probabilidad del proceso estocéstico. Nosotros podemos escribir

p(xe) = p(z,t) 2,18

Para cada t, p(*,t) es la densidad p,, (*) de la variable aleatoria x;(x), Simuladamente

p(:r’th) :p(x7yat77-) 2a19

Para cada t y 7, p(*, *,t,7) es la densidad conjunta pz;, z,(*, ) de las variables aleatorias x;(*) y . (x).

La densidad condicional

p(l‘t, x‘l’)
p(zr)

La densidad de primer y segundo orden del proceso estocastico puede responder preguntas probabilisticas

pzs | 27) = 2,20

acerca del proceso. Para dos clases importantes de procesos estocésticos (Proceso Gaussiano y Proceso
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de Markov), estas densidades contestan todas las preguntas acerca de los procesos. Esto es, permiten

especificar la ley de probabilidad de los procesos. La funcién del tiempo ¢
my(t) = E(z) (2,21)
se llama funcién de la esperanza del proceso. La funcién de los tiempos ¢,7
I.(t,7) = E(zzl) (2,22)
se llama funcién de correlacién del proceso. La funcién de los tiempos ¢,7
Py(t,m) = Blze — mq(t)][xr — ma(7)]") (2,23)
se llama funcién de correlacién del proceso. La funcién matricial de ¢
Py(t) = Pa(t,1) (2,23)

es la matriz de covarianza para el vector aleatorio x;.

2.2.2.  Convergencia de Secuencias Aleatorias.

Sea {x,,n =1,2,...} una secuencia aleatoria escalar. La secuencia {z,} se dice que converge para x
con probabilidad 1 si
lim z,(w) = z(w) (2,24)

n—roo
para al menos todo w. La secuencia {z,} se dice que converge a = en probabilidad si, para cualquier
e >0,
lim P(| zp(w) —z(w) |>€) =0 (2,25)

n— o0
La secuencia {z,} se dice que converge para z en promedio cuadritico si E(| z, |?) < oo para todo n,
E(lx|?) <oo,y
Lim.z, = lim E(|z -z, |*) =0 (2,26)
n—o0

y « es llamado el limite en promedio de {z,}. La convergencia con probabilidad 1 y la convergencia en
promedio cuadrético implican convergencia en probabilidad, pero no se pueden comparar las convergencias

en promedio cuadratico y con probabilidad 1.

2.2.8. Calculo en Promedio Cuadrdtico.

Sea {zt(w),t € T} un proceso estocdstico escalar, con pardmetros continuos, con segundo momento

finito. Esto es, E(| z; |*) < oo para toda t € T. Esto implica que m(t) = E(z;) y la funcién de correlacién
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['(t,7) = E(at,x,) y la funcién de covarianza P(t,7) existen para todo t,7 € T. La funcién aleatoria z;

se dice que es continua en promedio cuadratico para t € T si
Lim. Tiip = Ty (2,27)
h—0

para t + h € T. Por definicién del limite en promedio cuadratico obtenemos:
Teorema 2.1 x; es continuo en promedio cuadrético en ¢t € T si, y solo si, I'(¢, 7) es continuo en (¢, t).
Corolario. I'(¢,7) es continuo en (¢,t) si, y solo si, m(t) es continuo en t y P(t,7) es continuo en
(t,t).
La funcién aleatoria x; se dice que es diferenciable en promedio cuadratico en ¢ € T si el siguiente

limite, que define la derivada en promedio cuadratico, existe

@ean —2e) _ day

l.i.m. = =z 2,28
o I a (2.28)
parat+h eT.

Teorema 2.2 z; es diferenciable en promedio cuadréatico en ¢t € T, si, y solo si, aart(g:) existe en (¢,1).

Corolario. 3;(2;:) existe en (t,t) si, y solo si, n(t) existe en t y % existe en (¢, ).

En consecuencia de este corolario tenemos que si z; es diferenciable en promedio cuadratico para

cualquier ¢ € T, entonces

my(t) = 1y () (2,29)
_ Olyo (L, 7)
sz(tﬂ') = W (2,30)
_ OPp.(t,7)
sz(tﬂ') = W (2731)

son la esperanza, correlacion y covarianza del proceso z;, también podemos observar que la derivada en
promedio cuadrético y la esperanza conmutan.

Ahora consideremos a,b € T,a < b,y la particién del intervalo [a, b] definida como
a=tg<t; <...<t,=b

Ademas, digamos que p = max;(t;+1 — ¢;), y consideremos a ¢; un momento del tiempo tal que ¢; <
t; < tiy1. bajo estas condiciones diremos que la funcién aleatoria x; es integrable en promedio cuadrético
sobre [a, b] si el siguiente limite existe

n—1

b
Lim. Yy, (tiyr — ti) :/ zydt (2,32)

i=0
Teorema 2.3 x; es integrable en promedio cuadritico sobre [a,b] si, y solo si, I'(¢,7) es Riemann

integrable sobre [a, b] X [a, b].
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Corolario. I'(t,7) es Riemann integrable sobre [a,b] X [a,b] si, y solo si, m(t) es R-integrable sobre
[a,b] y P(t,7) es R-integrable sobre [a,b] X [a, b].
En consecuencia de este corolario tenemos que si x; es integrable en promedio cuadratico sobre

[a,b],[c,d] € T, entonces

B /  dt) = / " m(t)dt (2,33)

b d b d

B / vyt / vrdr) = / / I(t, 7)dtdr (2,34)
b ‘d b 4d

cov(/ xtdt/ (ETdT):/ / P(t,7)dtdr (2,35)

2.2.4. Proceso de Wiener.

Un proceso con pardmetros continuos {x,t € T'} tiene incrementos independientes si, para cualquier

conjunto finito {¢; | t; < t,11} € T, las variables aleatorias

Tty = Tty Tty — Ttgy - ooy Tty — Tty

n

son independientes. El proceso x; se dice que tiene incrementos independientes estacionarios si, ademés,

Tt+h — Lr+h

tiene la misma distribucién como z; — x, para todo t > 7 € T y cualquier h > 0. Un proceso estocéstico
que es de gran importancia en la teoria y aplicaciones, y que juega un rol importante en esta tesis, es el

proceso de Wiener. Un proceso con pardmetros continuos z,t > 0 es un proceso de Wiener si
1. x4, t > 0 tiene incrementos independientes estacionarios
2. para todo t > 0, x; tiene una distribucién normal
3. para todo t > 0, E(z:) =0
4. P(zg=0)=1
La funcién de covarianza de un proceso de Wiener esta dada por
Bl(z: — E(x.)) (@, — E(w,))"] = Qmin(t, )

donde ) es una matriz definida positiva.
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2.2.5. Ruido Blanco.

Un ruido blanco Gaussiano es un proceso Gaussiano con
El(z; — E(z))(z; — B(z))"] = Qo(t — 1)

también un ruido blanco Gaussiano puede ser considerado como la derivada en promedio cuadratico débil
de un proceso de Wiener, definido como sigue. Sea {x:,t > 0} un proceso de Wiener, del cual sabemos
que su funcién de covarianza es

P.(t,7) = Qmin(t, 7)

la funcién de covarianza del proceso {4Z ¢t > 0} es

dat
O?P,(t,7)
P.(t — &I\ 7
267 = e
por lo tanto
02 min(t, 7)
Pi(t,7)=Q—Fr—1—>
1) =5,
como sabemos
T, T<t
min(t,7) =
t, T>1

entonces la primera derivada parcial de esta funcién es

o 0, T<t
— min(t,7) =
ot 1, T>t

que es la funcién Heaviside o funcién de salto (en 7)y su derivada con respecto a 7 es la delta de Dirac
d(t — 7). Obteniendo
Px(ta T) = Q(S(t - T)

y 2 es un proceso con una delta-covarianza. Entonces, formalmente, un ruido blanco Gaussiano es la

derivada en promedio cuadréatico débil del proceso de Wiener.

2.3.  FEcuaciones Diferenciales Estocdsticas.

Sistemas dindmicos continuos con estado finito-dimensionales, que son sujetos a disturbios aleatorios,
pueden ser representados por ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales. Sean x; y w;, respectivamente,
el vector de estado n-dimensional y el disturbio aleatorio m-dimensional en el tiempo ¢. Entonces una
ecuacion diferencial general del tipo descrito puede ser escrita como

dzy

dt = f(xtawtat)v t 2 tO (2,36)
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donde f es una funcién no lineal real n-dimensional. La ecuacién (2.36) es llamada ecuacién diferencial
estocdstica, sistema dindmico estocédstico continuo. La funcién del disturbio aleatorio w; es llamado fun-
ci6én driving. La condicién inicial para (2.36) puede ser una constante o una variable aleatoria x;, con una
distribucién especifica. La ley de probabilidad del proceso {wy,t > to} se asume especificada. Un caso
especial importante de (2.36) es la ecuacién diferencial estocdstica con un aditivo ruido blanco Gaussiano

dxy

dt

donde G es una funcién matricial n x m, y la condicién inicial ¢, que es independiente del ruido blanco

= f(@e,t) + G(ag, )b, t>to (2,37)

Gaussiano {t¢,t > to}. Como el proceso {t;} es delta-correlacionado, y por lo tanto, el ¢; no es integrable
en promedio cuadratico, y dado el resultado de la seccién anterior que un ruido blanco Gaussiano es la
derivada en promedio cuadrético débil de un proceso de Wiener. Sea {W;,t > to} un proceso de Wiener
independiente. Entonces

dW,

Ve~ o

y podemos escribir una forma equivalente de (2.37) como
dl‘t = f(.’IJt, t)dt + G(l‘t, t)th, t Z to (2,38)
Ahora (2.38) solo tiene sentido cuando la integral existe

t t
Ty — Tyy = flzy,m)dr + G(xr,7)dW,
to

to
donde la primera integral puede ser definida como una integral en promedio cuadratico o como una
integral ordinaria, la segunda integral sera definida como una integral estocéastica de It6, y por lo tanto

(2.38) es una ecuacién diferencial estocéstica de It6.

2.3.1. Integral Estocdstica de Ito
La integral
b
/ g()dW-

donde ¢(t) es una funcién real y {W;} es un proceso de Wiener escalar, y es llamada integral de Wiener.

Y el caso generalizado por It6 cuando la funcién g;(w) es aleatoria, y la integral

/a b gr(w)dW>

es llamada integral estocastica de It6. Sea T = [a,b], v sea {Wy,t € T} un proceso de Wiener con
pardmetro de la varianza @. Suponemos que la funcién aleatoria g;(w) esta definida en T' y supongamos

que g¢(w) es independiente de {W;, — Wy, 1t <t <t < b} paratodot €T

[ EQae) Prae < o
T



Particionado T

a=1y <ty <...

<th=0

y sea p = max;(t;+1 — ¢;). Entonces la integral de Itd es definida como

n—1

| s =i > o1 () Wi, = W)

De esta definicion es facil ver que

B( /T G (@)dWy) = 0

en vista de la suposicién de independencia. También podemos calcular

B[ s [ p)aw =

n—1 n—1
= E(lpz_)ng ZO g, (w)(Wti+1 - Wl)lpl_;ngf ZO ftl (w)(WtH—l - Wl))

n—1
= Ql-pi-_?g- ; E(ge, fe,)(tig1 — ti) = Q/TE(gtft)dt

2.8.2. Clalculo Estocdstico de Ito.

Lema 2.4 Sea x; es la solucién tnica de la ecuacién diferencial estocéstica

d!L‘t = f(SCt, f)dt + G(l‘t, t)th,

t > 1o
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(2,39)

(2,40)

(2,41)

(2,42)

donde z y f son vectores n-dimensionales, G es n X m, y {W;,t > ¢y} es un proceso de Wiener m-

dimensional con E(dW;dW/) = Qdt. Sea ¢(z4,t) una funcién real escalar, continuamente diferenciable

en t y tenga segundo derivada parcial mixta continua con respecto a los elementos de z. Entonces la

diferencial estocastica d¢ de ¢ es

dp = ¢pdt + ¢ dx, + %tr(GQGTMmdt

donde
99
¢t - ga
8%
8:1:%

¢zz = :
9°¢
O0x,0xq

Observe que (2.43) puede ser escrito como

=2, 22

® Oxy’ " Oz,
¢ 2%¢
Ox10xo 0x10Ty
8%¢ 8%¢
0,02 ox2

46 = (90 + 61f + 51r(GQGT )b )dt + 91 GV,

(2,43)

(2,44)
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2.4. Teoria de Filtrado.

Consideremos la ecuacién dindmica estocastica continua descrita por la ecuacién diferencial estocdsti-
ca.
dl‘t = f(.%‘t, t)dt + G(.Tt, t)th, t Z to (2,45)
donde = y f son vectores n-dimensionales, G es n x m, y {W;,t > to} es un proceso de Wiener m-
dimensional con E(dW;dW') = Qdt. La ecuacién (2.45) es equivalente a

dzy

dt = f(mta t) + G(.Z't,t)'l/)t,

donde {t:,t > to} es un ruido blanco Gaussiano, 1; ~ N(0,Q(t)). Supongamos observaciones continuas

son tomadas en el sistema (2.45), de la forma
dYy = h(xy, t)dt + dW/ (2,46)

donde Y; y h son vectores m-dimensionales y {W/,t > to} es un proceso de Wiener m-dimensional con
E(dW]dW/T) = R(t)dt,R() > 0. Supongamos que {W;}, {W/} yz:, son independientes. La ecuacién

(2.46) es equivalente a

yt = h(mta t) + ’@[J; (2747)
con la identificacién )
ay, ,, dwji
e~ et T

y con {¢;,t > to} un ruido blanco Gaussiano, 9; ~ N(0, R(t)). Las ecuaciones (2.45) y (2.46), juntas,
constituyen un vector de ecuaciones diferenciales estocésticas. El problema de estimacién es buscar el
estimado éptimo #(¢) del sistema de estado z(t) basado en el proceso de observacién Y (t) = {y(s),0 <

s < t}, que minimiza la norma euclidiana
J = E[(x(t) — 2(t)" (x(t) — 2(1)) | F'] (2,48)

para cualquier momento del tiempo t.
Las ecuaciones de filtrado 6ptimo se obtienen usando la formula para la ecuacién diferencial de it6 de

la esperanza condicional m(t) = E(x(t) | FY)
dm(t) = E(f(x,t) | F))dt + E(z[h(we,t) — E(h(ze, t) | )T [ F)x (2,49)

(dy(t) — B(h(we,t) | F7))dt



2.4.1. Filtro de Kalman-Bucy.

En el caso particular, si la funcién f(z:,t) = ao(t) + a1(t)x(t), G(ze,t) = B(t) v h(ay, 1)

A(t)z(t) la ecuacién de filtrado éptimo de la esperanza condicional es
dm(t) = E(ao(t) + a1 (H)z(t) | EY)dt + E(z[Ao(t) + A(t)z(t)—
E(Ao(t) + AWD)z(t) | )T | FY)x
(B)B()T) " H(dy(t) — E(Ao(t) + A(t)x(t) | F)))dt

de aqui obtenemos que
B(ao(t) + ar(t)a(t) | FY) =

E(x[Ao(t) + At)x(t) — E(Ao(t)
= Bafa(t) — E(=(t) | FOIT | FOA®)T = P()A®)"

E(Ao(t) + A(t)x(t) | F1) = Ao(t) + A(t)m(t)

t) + ay(tym(t)

ao ()
Az(t) | BT F))

por lo tanto la ecuacién diferencial de la esperanza condicional es
dm(t) = (ag(t) + a1 (t)m(t))dt + P(t)A(t)T x

(B)B)") ™ (dy(t) — Ao(t) — A(t)m(t))dt
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= Ao(t) +

(2,50)

(2,51)

La ecuacién (2.51) deberd tener una condicién inicial m(to) = E(xzg | F}Y). Tratando de componer una

forma cerrada para el sistema del ecuaciones de filtrado, la ecuacién (2.51) deberd ser complementada

con la ecuacién para la varianza del error P(t). Para este propésito usamos la formula diferencial de It

de la varianza P(t) = E((z(t) — m(t))(z(t) — m(t))T | FY) dada por

dP(t) = (B((z(t) = m(®))(f(z, )" | F) + E((f(z, 1)) (x(t) —m(t))" | F))
b(t)bT () — Ba[h(xe, t) — E(h(ze,t) | FOIT | F)A®)T
(BO)BW)T) AW E([h(xe,t) — B(h(z,t) | F))a™ | FY))dt+
E((x(t) — m(t))((t) — m(t))[h(ze, t) — E(h(ze,t) | FOIT | F)x
(BOB®)T) ™ (dy(t) — E(h(w,t) | F)))dt
sustituyendo la expresién para h(zy,t) la formula anterior toma la forma
dP(t) = (E((x(t) —m(t))(f(z, )" | F7) + B((f (2, 0)(z(t) = m®)" | )
b(t)b" (1) — P() AT (B()B(1)T) T A®)T P(t))dt+

E((a(t) = m(t)(x(t) = m(t))(@(t) — m(®)" | F)x

(2,52)

(2,53)
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AT (BB (dy(t) — Ao(t) — At)m(t))dt
como f(x,t) = ao(t) + ax (£)z(t) obtenemos
E((x(t) —m(t))(ao(t) + ar(t)a ()" | F) = P(t)ar (t)"
E((ao(t) + ar(D)a(t))(x(t) —m()" | F) = ar(8)P(1)

ademas
E((2(t) = m(t))(2(t) — m(t)(x(t) —m(t))" | F}) =0

por lo tanto la ecuacién para la varianza del error sera
dP(t) = (P(t)ay ()T + a1 (t)P(t)
b(t)b" (t) — P(t)A)T (B()BX)T) " A®)" P(t))dt (2,54)

con la condicién inicial P(ty) = E((x(tg) — m(to))(z(to) — m(to))T | FY). Las ecuaciones (2.51) y (2.54)

forman el filtro de Kalman-Bucy.

2.5.  Control éptz’mo.

En esta seccion se derivan las condiciones necesarias y suficientes para el problema bésico de optimi-

zacién dindmica para buscar una funcién de control u(.) que minimice el funcional de costo

T
Teou) = [ glt,z(0) u(®)de + ha(T) (2.55)
0
donde la variable de estado x(t) satisface la ecuacién diferencial
x(t) = f(t,x(t),u(t)), .%(0) = 2o (2756)

Aqui z(t) € R™, u(t) € R™ y xo es un vector dado en R™. f(t,z(t),u(t)) y g(t, z(t), u(t)) son funciones
continuas en R™"*+™ M4s aun, para f y ¢ todas las derivadas parciales de = y u existen y son continuas.
h(z) € CL.

2.5.1.  Principio del Mdzimo de Pontryagin.

Asumiremos que existe un subconjunto U C R™ tal que para todo t € [0,T],u(t) € U. El conjunto de
funciones de controles admisibles U consiste de funciones medibles desde [0,7] en U para que la ecuacién
diferencial (2.56) tenga solucién udnica sobre [0,77] y el funcional de costo (2.55) exista. Dado que f y
g son funciones continuas en u, entonces f y g son también funciones medibles. Como consecuencia la

funcién de costo (2.55) existe si solo asumimos que U es acotado. Si ademds f satisface la desigualdad

| f (), u®) S Lz |+N,te[0,T],z € R",uclU
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para algunas constantes positivas L y N, la ecuacién diferencial (2.56) tiene solucién unica para toda
funcién medible w.

Teorema 2.5 Considere el problema de optimizacién dado por las ecuaciones (2.55) y (2.56). Intro-
duzcamos H = g + \f. Sea u*(t) € U control que da un minimo local para el funcional de costo (2.55),

y sea x*(t) la trayectoria correspondiente. Entonces existe una funcién de co-estado A\*T : [0,7] — R"

satisfaciendo
i(0) = 1(t2(0),u(0) (= ZHETETD) (o) = (2.57)
)\*(t) _ _8H(t,x;:;u*,/\*)) N(T) = 8h(;‘:£T)) (2,58)

y, para todo t € (0,7") en que u* es continua

H(t,z*,u*,\*) = min H (¢, %, u, \*)
uclU

esto es
u*(t) = argmin H (¢, 2™, u, \*)
uelU

2.5.2.  Programacion Dindmica.

Teorema 2.6 Considere el problema de optimizacién dado por las ecuaciones (2.55) y (2.56). Sea
u*(t) € U un control que da un minimo local para la funcién de costo (2.55), y sea x*(t) la trayectoria
correspondiente. Sea V (¢, x) = min,ey J(t, ) y asumamos que las derivadas parciales de V (¢, x) existe,%—‘;

es continua y, ademas, %V(t, z(t)) existe. Entonces para tg <t <T

_aa—‘t/(t,x) = Lnellrjl {g(t, x,u) + aa‘;(t,x)f(tw,u)} , V(T,z) =h(z(T)) (2,59)
' ov
u*(t) = argemUin {g(t, x,u) + 8x(t,x)f(ux,u)} (2,60)

2.5.3. Control Optimo del Regulador Lineal Cuadrdtico.

Considere el sistema lineal invariante en el tiempo:
z(t) = Ax(t) + Bu(t), xz(to) = xo (2,61)

donde z(t) € R™, es el estado del sistema, u(t) € U es el vector de variables que pueden ser usadas para
controlar el sistema y xq es el estado inicial dado del sistema. También consideremos el criterio cuadréatico

dado por:
T
J = /0 {27 (#)Qx(t) + u” () Ru(t)}dt + 2T (T)Qrx(T) (2,62)
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donde las matrices @Q,R y Q1 se asumen que son simétricas. Ademds, asumimos que la matriz R es
definida positiva.
Teorema 2.7 El problema de control lineal cuadrético (2.61) y (2.62) tiene, para cualquier condicién

inicial del estado z, tiene solucién si y solo si la ecuacién diferencial de Riccati dada por
K(t)= -ATK(t) — K(t)A(t) + Kt)BR'BTK(t) - Q, K(T)=Qr (2,63)

tiene solucién simétrica K (t) sobre [0,7T]. Si el problema de control lineal cuadrético tiene solucién,

entonces es Unica y el problema de control en forma de retroalimentacién es
u*(t) = —R'BTK (t)x(t), (2,64)
con x(t) es la solucién de la ecuacién
i(t) = (A— BR'BTK(t))x(t), z(ty) = xo

Més aun, J(u*) = zd K(0)zo.

2.5.4. Control Estocdstico para Sistemas Lineales con Observacion Completa.

Consideremos el sistema descrito por la ecuacién diferencial del estado:

x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + w(t), (2,65)
con la condicién inicial del estado
.’E(to) = X0
y la variable controlable es
z(t) = D(t)z(t), (2,66)

En (2.65) w(t) es un ruido blanco con intensidad V'(¢). La condicién inicial del estado xo es una variable

aleatoria, independiente del ruido blanco w, que

E(zoxg) = Qo

Considere el criterio

E {/T [T (t)Rs(t)2(t) + uT (t) Ry (t)u(t)]dt + xT(T)Plx(T)} (2,67)

to

donde Rj3(t) y Ro(t) son matrices simétricas definidas positivas para tg < ¢ < T y P; es simétrica
definida no negativa. Entonces el problema de determinar para cada t,ty < ¢ < T, la entrada u(t) como

funcién de toda la informacién de las pasado tal que el criterio es minimizado es llamado el problema del
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regulador 6ptimo lineal estocéastico. Si todas las matrices en la formulacién del problema son constantes,
nos referiremos a el como el problema del regulador éptimo lineal estocéstico invariante en el tiempo.
Teorema 2.8 La soluciéon optima lineal del problema del regulador 6ptimo lineal estocastico es

seleccionar la entrada acorde a la ley de control
u(t) = —R7 () B” (1) P()a(t) (2,68)
Aqui P(t) es la solucién de la ecuacién matricial de Riccati
—P(t) = DT(t)R3(t)D(t) — P(t)B(t)Ry ' (t) BT (t) P(t) + AT (t)P(t) + P(t)A(t) (2,67)

con la condicién terminal
P(T)=P

el valore minimo del criterio esta dado por

T
i | P(to)Qo + / POV (1)dt (2,68)
to
2.5.5.  Control Estocdstico para Sistemas Lineales con Observacion Incompleta.
Ahora consideremos el sistema:
() = A(D)z(t) + B(t)u(t) + wi(t), (2,69)

x(to) = X9

donde x( es un vector estocdstico con esperanza Ty y matriz de varianza Qg. La variable de observacién
esta dada por
y(t) = C(t)x(t) + wa(t) (2,70)

El proceso estocdstico adjunto col(ws,ws) es un ruido blanco con intensidad
(mt) vu(t))
Va1 (t) Va(t)
La variable controlada puede ser expresada como
z(t) = D(t)z(t), t=>to (2,71)
Entonces el problema del regulador de salida 6ptimo lineal estocéstico es el problema de buscar el funcional

u(t) = fly(r),to <7 <H], to<t<T (2,72)
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tal que el criterio

E { /t (27 (£) Rs (1) (t) + u” (£) Ra(t)u(t)]dt + a:T(T)Plx(T)} (2,73)

es minimizado. Aqui R3(t), Ra(t) y P; son matrices de peso simétricas tales que Ra(t) > 0, R3(t) > 0
to<t<T,y Ry(t) > 0.

Teorema 2.9 La solucién optima lineal del problema del regulador de salida éptimo lineal estocastico
es el mismo que la soluciéon del problema del regulador 6ptimo lineal estocastico excepto que en la ley
de control el estado z(t) es reemplazado con el minimo estimado en promedio cuadratico Z(t), esto es, la

entrada es seleccionada como

u(t) = =Ry ' (t) BT () P(t)a(t) (2,74)
donde Z(t) satisface la ecuacién
2(t) = A()E(t) + B(t)u(t) + K(D)y(t) — C()E (1)), (2,75)
Z(to) = Zo

Aqui K(t) = Q(t)CT(t)V, !, la matriz de varianza Q(t) es la solucién de la ecuacién de Riccati

Q(t) = Vi(t) = Q)CT (1) V5 (C(HQ() + A1)Q(t) + P(H)AT (1) (2,76)
Q(to) = Qo
y P(t) satisface la ecuacién matricial de Riccati
—P(t) = DT(t)R3(t)D(t) — P(t)B(t)Ry ' (t)BT (t)P(t) + AT (t)P(t) + P(t)A(t) (2,77)
P(T) =P

2.6. Modos Deslizantes.
Consideremos el sistema no lineal dado por

z(t) = f(t,x) + g(t, x)u(t), (2,78)

donde z(t) € R™, u(t) € R™, f(t,x) € R™*", y g(t,z) € R™™. La componente de retroalimentacién

discontinua esta dada por

(2 i(r) >0
o i) e -
u; (t,x) oi(z) <0
donde o;(x) = 0 es la i-ésimo superficie deslizante, y
O'(JI) = [O’l(l’),Ug(w),...,Om(l‘)]T 207 (2,80)

es la superficie deslizante (n —m) dimensional.
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2.6.1. Diseno de la superficie deslizante.

Supongamos que, en el instante del tiempo £y la trayectoria de estado de la planta intercepta la
superficie deslizante y el modo deslizante existe para t > ty. El control equivalente es buscar una entrada
Ueq tal que la trayectoria del estado se mantenga en la superficie deslizante o(z) = 0. La existencia del
modo deslizante implica que o(z) = 0 para todo t > tg y o(x) = 0.

Diferenciado o(z) con respecto al tiempo a lo largo de la trayectoria de (2.78) obtenemos

5] 2= | 5] o) + oy =0, (281)

donde u.4 es el llamado control equivalente. Note que bajo la accién del control equivalente u., cualquier
trayectoria que inicia en la superficie o(x) = 0 se mantiene en ella, desde &(x) = 0. Como consecuencia,
la superficie deslizante o(z) = 0 es un conjunto invariante.

Para calcular u., se asume que la el producto matricial [%] g(t,z) es no singular para todo t y x.

Entonces .
Oo T Oo
Ueg = — [&:g(tm)} %f(t,x), (2,82)

Por lo tanto, dado o(x(tp)) = 0, la dindmica del sistema sobre la superficie deslizante para t > tg, es
obtenido por sustituir (2.82) en (2.78), esto es,

-1

) do 0o
En el caso especial de una superficie lineal o(x(tg)) = Sx(t), (2.83) resulta en

i(t) = |1 - gt,2) [Sg(t.)) " S| f(t,), (2:84)

Note que (2.83) con la restricciéon de o(z) = 0 determina el comportamiento del sistema en la superficie
deslizante. Como un resultado, el movimiento en la superficie deslizante es gobernado por una reduccién

de orden para el conjunto de variables del estado restringidas a o(x) = 0.

2.6.2. Diseno del Controlador.

El problema es escoger una control capaz de forzar la trayectoria del estado de la planta a la superficie
deslizante y de mantener una condicién de modo deslizante. La sumision es que la superficie deslizante
ya a sido disefiada. En este caso, el control u(t) tiene la forma (2.79).

Método de Diagonalizacién. Este método estd basado en la construcciéon de un nuevo vector de
control u* a través de una transformacion no singular del control original definida por

9o

w0 = ta) |5

} g(t, z)u(t) (2,85)
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donde Q(t,x) es una matriz diagonal arbitraria de dimension m x m con elementos ¢;(t,z),i =1,...,m
tales que inf | ¢;(¢, ) |> 0 para todo t > 0 y todo x.

En términos de u* la dindmica del estado

&(t) = f(t,2) + g(t, ) {a (t7x):|_ Qt, z)u™(t), (2,86)

g
az”
Para la existencia y alcanzabilidad del modo deslizante es suficiente que se satisfaga la condicién o(x)o(x) <

0. En términos de u* 5
6(x) = 5o f(t.a) + Q(t.a)u’ (1) (2,87)

Entonces, las entradas u; " y u}~ son seleccionadas para satisfacer

n
gt 2wt < = 0ufi(tw)
j=1
cuando o;(x) >0

n
gj(t,m)u;™ > = 0y fi(t, )
j=1

cuando o;(z) < 0.
Otros métodos.

Una posible estructura del control es
U = U, + Uiy

donde wu;,, es la i-ésimo componente del control equivalente y donde u;, es el término discontinuo de

(2.79). Para la condicién o(z)d(x) < 0 calculamos ¢(z) como

o) = | 52| & = | 52| e+ ate ), i)

por simplicidad, asumimos que [g—‘;] g(t,x) = I. Entonces d(z) = u;,, .
Definamos diferentes tipos de controles:
1. Funcién signo
Uiy = —oy(x)sign(oi(z))

donde a;(x) > 0, para todo z y la funcién signo esta definida como

1, st o;(x) >0
sign(o;(z)) = < —1, st oi(z) <0
0, st oi(z) =0
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observe que el control satisface
oi(z)d;(x) = —ay(z) | o5(x) |< 0
cuando o;(x) # 0.
2. Retroalimentacion Lineal

Uiy = —LO’(J))

donde L € R™*™ es una matriz constante definida positiva. Observe que el control satisface
o(z)o(z) = —oL(x)Lo(x) <0

cuando o(z) # 0.

3. Vector unitario
o(x)

o ()]

p>0

Uiy = —

que implica que

o(x)o(z) = —pllo(@)| <0

cuando o(z) # 0.



CAPITULO 3

DISENO DE FILTRADO POR MODOS
DESLIZANTES PARA SISTEMAS LINEALES

CON ESTADOS NO MEDIBLES

3.1. Planteamiento del Problema de Filtrado

Sea (2, F, P) un espacio probabilistico completo con una familia de o-algebras F;,t > ty creciente
continua por la derecha, y sean (Wy(t), Fy,t > to) y (Wa(t), Ft,t > to) procesos estdndar de Wiener
independientes. Los procesos aleatorios (z(t), y(t)) Fy-medibles son descritos por una ecuacién diferencial

para el estado del sistema
dz(t) = (ap(t) + a(t)x(t))dt + b(t)dWi(t), x(to) = xo, (3,1)
y la ecuacién diferencial lineal para el proceso de observacion
dY (t) = A(t)x(t)dt + B(t)dWa(t). (3,2)

Aqui, 2(t) € R"™ es el vector del estado y y(t) € R™, m < n, es el proceso de observacién. La condicién
inicial g € R™ es un vector Gaussiano tal que xo, Wi(t), y Wa(t) son independientes. Asumamos que
B(t)BT(t) es una matriz definido positivo. Todos los coeficientes de (3.1)—(3.2) son funciones determinis-
ticas del tiempo de dimensiones apropiadas.

Las ecuaciones del estado y observacién pueden también ser escritas en una forma alternativa
&(t) = ao(t) + a(t)z(t) + b(t)Y1(t), x(to) = o, (3,17)

y(t) = A)z(t) + B()2(t), (3,27)

27



28

donde y(t) = Y'(t), y ¥1(t) y 1b2(t) son ruidos blancos Gaussian, que son derivadas en promedio cuadratico
débil del proceso estandar de Wiener W1 (t), y Wa(t) (ver [51]). La representacion (3.1),(3.2) y (3.1%),(3.2*%)
son equivalentes ([52]). Las ecuaciones (3.1%),(3.2*) presentan la forma convencional para las ecuaciones
(3.1),(3.2), que es actualmente usado en la practica.

El problema de estimacién es buscar el estimado Z(t) del estado del sistema x(t), basado en el proceso

de observacién Y (t) = {y(s),to < s < t}, que minimice la norma promedio cuadritico
J = Bl(x(t) - ()" (x(t) — 2(t)) | F'] (3.3)

para todo momento del tiempo t. Aqui, E[z(t) | F}¥'] representa la esperanza condicional del proceso
estocdstico z(t) = (x(t) — #(t))T (x(t) — 2(t)) con respecto a o - algebra F} generado por el proceso
de observacién Y (t) en el intervalo [tg,t]. Como sabemos [51], este estimado esta dado por la esperanza
condicional

&(t) = m(t) = Bz(t) | F))
del estado del sistema z(¢) con respecto a la o - algebra FY' generado por el proceso de observacién Y (t)

en el intervalo [to,t]. Como de costumbre, la funcién matricial
P(t) = El(x(t) — m(t) (x(t) = m(t)" | F/']

es el estimado de la varianza del error.

La bien conocida solucién para el problema de filtrado planteado es el filtro Kalman-Bucy [44]. Una
solucion alternativa que involucra un término en modo de deslizamiento estd dado en la seccién 3 y
entonces la probaremos el apéndice 1. Como demostramos, el filtro obtenido en modo deslizante es 6ptimo
con respecto al criterio (3.3).

En este capitulo también incluye el problema de filtrado en promedio modulo para buscar el estimado
Z(t) del estado del sistema x(t), basado en el proceso de observacién Y (t) = {y(s),to < s < t}, que

minimiza la norma promedio-modulo
J = E[(| x(t) - (1) |) | F'] (3.4)

para todo momento del tiempo ¢. Aqui, |z |=[| 21 |,...,| zn || € R"™ es definido como el vector de valores
absolutos de los componentes del vector x € R™.

La solucién para el problema de filtrado planteado, involucra un término en modo deslizante, esta
dado en la secciéon 4 y sera probado en el apéndice 2. Como demostramos, el filtro obtenido en modo

deslizante es éptimo con respecto al criterio (3.4).

3.2. Diseno De Filtro En Modo Deslizante en Promedio Cuadrdtico

La solucién del problema de filtrado en promedio cuadratico para el sistema lineal (3.1) y el criterio

(3.3) estd dado como sigue. El estimado en promedio cuadrético satisface la ecuacién diferencial con un
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término en modo deslizante
() = ao(t) + a(t)m(t) + Q) A (t)(B(t) BT (1))~ A(t) Sign[AT () (A A (1) 'y(t) — m(t)],  (3,5)

con la condicién inicial m(to) = E(x(to) | FY). Aqui, la funcién Signo de un vector z = [z1,...,z,] € R"
esta definido como Sign[z] = [sign(z1),..., sign(z,)] € R", y la funcién signo de un escalar z esta
definido como sign(z) =1, si ¢ > 0, sign(xz) =0, si z =0, y sign(z) = —1, si x < 0 ([53)).

La funcién matricial Q(t) satisface la ecuacién matricial con coeficientes variantes en el tiempo
Qt) = (BT (£)+ [ AT()(AB AT (1) y(t) = m(t) | +a()Q(), (3.,6)

Con la condicién inicial
Q(to) = El(x(to) — m(to)(x(to) — m(to)” | Fyy 1 | AT (t0)(A(to) AT (o))~ y(to) — mlto) | -

Aqui, |z |= 21 |,...,| xn || € R™ esta definido como el vector absoluto de los componentes del vector
x € R"™, y Axb denota el producto entre la matriz A € R™"*"™ y el vector b € R™, que resulta en la matriz
definida como sigue: todas las entradas de la j-th columna de la matriz A es multiplicada por la j-th
componente del vector b, j =1,...,n.

El resultado presentado esta formulado en el siguiente teorema.

Teorema 3.1 El filtro en promedio cuadritico para el estado lineal (3.1) sobre observaciones lineales
(3.2) esta dado por la ecuacién (3.5) para el estimado m(t) = E(x(t) | FY) y la ecuacién (3.6) para la
matriz de ganancia del filtro Q(t).

3.2.1. Ejemplo 1

Esta seccion presenta un ejemplo ilustrando el filtro por modos deslizantes en promedio cuadratico
disenado para sistemas lineales (3.1),(3.2), usando las ecuaciones de filtrado (3.5),(3.6).

Considere un estado lineal escalar no medible
@(t) = z(t) +¢P1(t), 2(0) = o, (3.7)
y el proceso de observacién lineal escalar
y(t) = x(t) + 12 (2), (3.8)

donde 1 (t) and v5(t) son ruidos blancos Gaussianos, que son la derivada en promedio cuadrético débil de
un proceso estandar de Wiener (ver [51]). Las ecuaciones (3.7),(3.8) corresponden a la forma convencional

alternativa (3.1%),(3.2*) para las ecuaciones (3.1),(3.2).
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El problema de filtrado es buscar el estimado en promedio cuadratico para el estado lineal (3.7),
usando observaciones lineales (3.8) confundido con disturbios modelados como ruidos blancos Gaussianos
independientes e idénticamente distribuidos.

Las ecuaciones de filtrado(3.5),(3.6) toma la siguiente forma particular para el sistema (3.7),(3.8)
mi(t) = m(t) + Q(t)signly(t) — m(t)]; (3,9)
con la condicién inicial m(0) = E(z(0) | y(0)) = mo,
Q1) = Q)+ | y(t) —m(t) |, (3,10)

con la condicién inicial Q(0) = E((x(0) —m(0))(z(0) — m(0))T | y(0))* | y(0) — m(0) |.
El estimado obtenido antes resolviendo las ecuaciones (3.9),(3.10) son comparadas con el estimado

que satisface las ecuaciones de filtrado de Kalman-Bucy [44] para el sistema lineal (3.7),(3.8)
rig (t) = mi (t) + P(t)[y(t) — mx (t)], (3,11)
con la condicién inicial m(0) = E(z(0) | y(0)) = mo,
P(t) =1+ 2P(t) — P%(t), (3,12)

con la condicién inicial P(0) = E((x(0) — m(0))(z(0) — m(0))T | y(0)).

Los resultado de la simulacién numérica son obtenidos resolviendo el sistema de ecuaciones (3.9),(3.10)
y (3.11),(3.12). Los valores obtenidos de los estimados m(t) y mg(t) satisfacen las ecuaciones (3.9) y
(3.11), respectivamente, son comparadas con los valores de la variable estado z(t) en (3.7).

Para cada filtro (3.9),(3.10) y (3.11),(3.12) y el sistema de referencia (3.7),(3.8), involucrados en la
simulacién, asignamos los siguientes valores iniciales: o = 1, my = 10, P(0) = 100, Q(0) = 866,9. El
horizonte de filtrado se ajusta a T = 0,4. Los disturbios Gaussianos 91 (t) y ¥2(t) en (3.7),(3.8) son
realizados usando funciones de ruidos blancos en MatLab.

Son obtenidas las siguientes graficas: En la Fig. 3.1. tenemos la gréfica de referencia del estado z(t),
satisfaciendo la ecuacién (3.7), el estimado del filtro en modo deslizante en promedio cuadratico m(t),
satisfaciendo la ecuacién (3.9), y el estimado del filtro de Kalman-Bucy mx (¢), satisfaciendo la ecuacién
(3.11), son mostradas en el intervalo de simulacién [0, 0,4]. Ademas, en la Fig. 3.2 el estimado del filtro en
modo deslizante en promedio cuadrético m(t), promediado por un filtro Butterworth y todas las variables
de la Fig. 3.1 se muestran a detalle en el intervalo [0,2,0,4].

Se puede observar que los estimados dados por ambos filtros generan el mismo minimo del estimado

de la varianza del error, aunque las matrices de ganancia Q(t) y P(t) son diferentes
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3.2.2. Apéndice 1

Demostracion del teorema 3.1 La bien conocida solucién clasica de problema de filtrado para
sistemas lineales (3,1*) sobre observaciones lineales (3,2*)con respecto al criterio en promedio cuadratico
(3.3) esta dado por el filtro de Kalman-Bucy [44]. El estimado en promedio cuadrético m(t) = E(z(t) |

FY') est4 gobernado por la ecuacién
i(t) = ao(t) + a(tym(t) + P(t)AT (t)(B(6)BT (1) T A®)[AT (1) (A AT (1) "'y (t) — m(t)]-

con la condicién inicial m(to) = E(z(to) | £\ ). El estimado de la matriz de varianza del error en promedio

cuadratico P(t) satisface la ecuacién de Riccati
P(t) = a(t)P(t) + P(t)a” (1) + b(t)" (t) — P() AT (1)(B(t) BT (1)) " A(t) P(¢),

con la condicién inicial P(to) = E[(x(to) — m(to)(z(to) — m(to)” | FY].

Vamos a demostrar que el filtro de Kalman-Bucy coincide con el diseno del filtro en promedio cuadrati-
co (3.5),(3.6). En efecto, introduciendo la nueva matriz de ganancia Q(t) = P(t)x*
| AT(t)(A(t)AT ()" y(t) — m(t) |, la anterior ecuacién del estimado para m(t) coincide con la ecuacién
(3.5). Ademas , en vista de la ecuacion del estimado para m(¢), la ecuacién (3.1) y la ecuacién
A(E)(AT (1) (A AT (1)~ () — m(#)) = A(E) ((2) — m(t) + AT (£)(A() AT (1))~ B(t) (1)), la recién in-
troducida matriz de ganancia Q(t) satisface la ecuacién

d(P(t)x | AT () (A()AT (1)) "y(t) —m(t) |) | EY)
dt ¢

Q) =B(Qt) | K1) = B(

dP(t)
dt

. d(| AT () (A AT (1) My(t) —m(t) |) |FY)
dt ¢

E((P(t)a” (t) + a(t)P(t) + b(t)b" () — P()AT ()(B(t)B” ()" A(t) P(t))*

B( x| AT(O(ABAT ()" y(t) —m(t) | +P(t)
| AT(&)(ADAT () y(t) — m(t) | +(=P(t)a” (£)x | AT()(ABAT ()" y(t) —m(t) | +
POAT()(B(OB” (1)) A P()x | AT () (AMAT () y(t) —m(t) ) | F1) =
b(B)LT ()% | AT(O) (A AT () y(t) — m(t) | +a(t)P(t)x | AT()(AR)AT (1) y(t) — m(t) |=
b(t)bT ()% | AT(H)(AM)AT (1)) y(t) — m(t) | +a(t)Q(D),

con la condicién inicial
Q(to) = El(x(to) —m(to)(x(to) —m(to)™ | Fyy x| AT (to)(A(to) AT (t0))~y(to) —m(to) |, que coincide con
(3.6). El teorema es probado. B
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3.3. Diseno del Filtro en Modo Deslizante en Promedio Modulo

La solucién del problema de filtrado en promedio modulo para sistemas lineales (3.1) y el criterio
(3.4) es dado a continuacién. El estimado en promedio cuadratico satisface la ecuacién diferencial con un

término en modo deslizante
m(t) = ao(t) + a(t)m(t) + Q) AT (t)(B(6) BT (1))~ A(t)Sign[AT () (A1) AT (£)) 1y (t) —m(t)].  (3,13)

con la condicién inicial m(tg) = E(z(to) | F}Y), donde la funcién signo es definida en la seccién 3.3.

La funcién matricial Q(t) satisface la ecuacién matricial con coeficientes de tiempo variante.

Q(t) = b(t)b" (1) + a(t)Q(1), (3,14)

con la condicién inicial Q(ty) = E[(z(to) — m(to))(Sign(AT (to)(A(te) AT (to)) "t A(to)x(to) — m(to)))T |
FYl.

El resultado presentado es formulado en el siguiente teorema.

Teorema 3.2 El filtro en promedio modulo para el estado lineal (3.1)sobre observaciones lineales
(3.2) esta dado por las ecuaciones (3.13) para el estimado m(t) y la ecuacién (3.14) para la matriz de

ganancia del filtro Q(t).

3.3.1.  Ejemplo 11

En esta seccién presentamos un ejemplo ilustrando el filtro en modo deslizante en promedio modulo
disenado para sistemas lineales (3.1),(3.2), usando las ecuaciones de filtrado (3.13),(3.14).

Consideré de nuevo un estado lineal, escalar, no medible
(t) = x(t) +P1(t), x(0) = o, (3,15)
y el proceso de observacion lineal escalar

y(t) = (t) + o), (3,16)

donde 1 (t) and 9 (t) son ruidos blancos Gaussianos.

El problema de Filtrado es buscar un estimado en promedio modulo para el estado lineal (3.15),usan-
do observaciones lineales (3.16) confundido con disturbio modelados como ruidos blancos Gaussianos
independientes e idénticamente distribuidos.

Las ecuaciones de filtrado (3.13),(3.14) toman la forma particular para el sistema (3.15),(3.16)
n(t) = m(t) + Q(t)sign[y(t) — m(t)], (3,17)
con la condicién inicial m(0) = E(z(0) | y(0)) = muo,

Q(t) - Q(t) +1, (3718)
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con la condicién inicial Q(0) = E((x(0) — m(0))(Sign(x(0) —m(0)))T | y(0)).

El estimado obtenido antes resolviendo las ecuaciones (3.17),(3.18) son también comparados con el
estimado que satisface las ecuaciones de filtrado de Kalman-Bucy (3.11),(3.12).

Para cada filtro (3.17),(3.18) y (3.11),(3.12) y la referencia del sistema (3.15),(3.16), involucrados en
la simulacién, se les asigna los siguientes valores iniciales: g = 1, mo = 10, P(0) = Q(0) = 100. El
horizonte de filtrado se ajusta a 7' = 0,4.

Note que la condicién inicial P(0) y Q(0) son asignado iguales por propésitos de la simulacién, donde
los resultados deberdn ser comparados con respecto al criterio en promedio modulo (3.4). Si el valor inicial
para @ es asignado como Q(0) = 10, el filtro de Kalman-Bucy darfa un mejor resultado como el mejor
filtro lineal en promedio cuadrético.

Se obtiene las siguientes gréficas: La gréfica del estado de referencia x(t), satisfaciendo la ecuacién
(3.15), el estimado del filtro de modos deslizantes en promedio modulo m(t), satisfaciendo las ecuaciones
(3.17), y el estimado del filtro de Kalman-Bucy en promedio cuadrdtico mg (t), satisfaciendo la ecuacién
(3.11), se muestran en el intervalo entero de [0, 0,4] en Fig. 3.3.

Se puede observar que el filtro de modo deslizantes en promedio modulo (3.17),(3.18) arroja un valor
ciertamente mejor del criterio en promedio modulo (3.4) en comparacién con el filtro de Kalman-Bucy
(3.11),(3.12).

Nota que la comparacién de el filtro de modo deslizante en promedio modulo disenado (3.17),(3.18)
con el filtro de Kalman-Bucy en promedio cuadratico (3.11),(3.12) con respecto al criterio (3.4) es lleva
acabo con fines ilustrativos, siendo que el filtro (3.17),(3.18) teéricamente deberd dar un mejor resultado

, como se sigue del teorema 2.

3.3.2. Apéndice 11

Demostracion del teorema 3.2 Acorde a la teoria general de filtrado en base al proceso de innova-
cién [51], el estimado 6ptimo es una funcién lineal que minimiza el criterio residual. Sin embargo, el estima-
do de Kalman-Bucy en promedio cuadratico depende linealmente de la integral de z(t)— E(x(t) | FY'), que
es la derivada del minimo resido en promedio cuadratico (1/2)(z(t)—E(z(t) | FY )T (x(t)— E(x(t) | FY)),
dado que el lado derecho la ecuacién del estimado del filtro de Kalman-Bucy linealmente incluye la de-
rivada del término x(t) — E(z(t) | FY') (see [44]). Similar mente, la ecuacién del estimado en promedio
modulo linealmente incluye la derivada Sign(z(t) — E(x(t)) | FY') del minimo residuo en promedio mo-
dulo | z(t) — E(x(t) | FY) | en el criterio (3.4). Por lo tanto, el estimado en promedio modulo puede ser

representado por la ecuacién (3.13)

() = ao(t) + a(t)m(t) + QAT ()(B(t) BT (t)) " A(t)Sign[AT (t)(A(t) AT (1))~ y(t) — m(1)].
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con la condicién inicial m(to) = E(z(to) | F). Aqui, la matriz de ganancia Q(t) deber4 ser reseleccionada
para minimizar la varianza condicional del estimado del error producida por el estimado m(t). Acorde a
la formula de It (Ver, por ejemplo, [51]), la ecuacién para el estimado de la varianza del error condicional

P(t) = E[(z(t) — m(t))(x(t) — m(t))T | FY], producida por el estimado m(t), toma la forma
P(t) = a(t)P(t) + P(t)a” () + b()b" (1) — Q()AT (£)(B() BT (1))~ A(t)

E(Sign(AT(t)(A(HAT (1) T A@)x(t) —m(®)) (x(t) — m(t)" | F)) — B((2(t) —m(t))x
x (Sign(AT ()(AMAT (1)L A@)x(t) —m(1)T | F)AT (BB (1) AM)QT (t)+
QMAT()(B(H)BT (1)) 1 AHQT ().
Como se sigue de las ecuaciones anteriores, la variable P(t) es minima, si la matriz de ganancia
Q(t) es asignada como Q(t) = E((x(t) — m(t))(Sign(A" (t)(A) A" (1)) A(H)x(t) — m(t)))" | FY). En

vista de la formula de Itd, la ecuacién para Q(t) esta dada por (3.14) con la condicién inicial Q(tg) =
El(x(to) — m(to))(Sign(AT (to) (A(to) AT (to)) ' A(to)z(to) — m(to)))” | F}]. El teorema esta probado. M

3.4. Conclusiones

Este capitulo presenta el problema de filtrado en promedio cuadréatico y promedio modulo y el disefio
de las soluciones como filtros basados en una ganancia en modo deslizante. Ambos problemas de filtrado
son considerados para sistemas lineales con ruidos blancos Gaussianos. Se demuestra que el diseno del fil-
tro en modo deslizante en promedio cuadratico generado por el estimado en promedio cuadratico, obtiene
el mismo minimo del estimado de la varianza del error que el mejor estimado dado por el filtro clasico
de Kalman-Bucy, aunque las matrices de ganancia de ambos filtros son diferentes. Esto es verificado
numéricamente en un ejemplo que el estimado producido por el diseno del filtro en modo deslizante en
promedio cuadrético y el filtro de Kalman-Bucy producen el mismo minimo del estimado de la varianza
del error. Por otro lado, el disefio del filtro en modos deslizantes en promedio modulo generado por el
estimado en promedio modulo, que el mejor valor del criterio en promedio modulo en comparacién con
el filtro de Kalman-Bucy en promedio cuadratico. Esta conclusion es tedricamente probada y verificada
numéricamente en el ejemplo. La aproximacion propuesta basada en involucrar el término de innovacién
en modo deslizante es esperado para ser aplicado a otros problemas de filtrado con criterios sin prome-
dio cuadratico donde el filtro convencional lineal de Kalman-Bucy no funciona, en particular, sistemas

polinomiales.
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State and Estimate

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

Figura 3.1: Las graficas del estado no medible (3.7) z(¢) (Azul), el estimado de modo deslizante en
promedio cuadrético (3.9) m(t) (Verde), y el estimado de Kalman-Bucy (3.11) mk (t) (Rojo) en el intervalo

[0,0,4].
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2.2

State and Estimate

0.6

| | | | |
0.2 0.22 0.24 0.26 0.28 0.3 0.32 0.34 0.36 0.38 0.4
Time

0.2 | |

Figura 3.2: Las graficas del estado no medible (3.7) z(¢) (Azul), el estimado de modo deslizante en
promedio cuadratico (3.9) m(t) (Verde), el estimado de modo deslizante en promedio cuadratico (3.9)
m(t) promediado por el filtro Butterworth (Celeste), y el estimado de Kalman-Bucy (3.11) mx (t) (Rojo)
en el intervalo [0,2,0,4].
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10

State and Estimate

|
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
Time

Figura 3.3: Las gréficas del estado no medible (3.15) z(t) (Azul), el estimado de modo deslizante en
promedio modulo (3.17) m(t) (Verde), y el estimado de Kalman-Bucy (3.11) mk (t) (Rojo) en el intervalo
[0,0,4].



CAPITULO 4

DI1SENO DEL CONTROLADOR POR
MODOS DESLIZANTES PARA SISTEMAS

LINEALES CON ESTADOS NO MEDIBLES

4.1.  Problema de Controlador éptz’mo

4.1.1.  Planteamiento del Problema

Sea (Q, F, P) un espacio probabilistico completo con una familia de o-algebras F;,t > to creciente
continua por la derecha, y sean (Wy(t), Fy,t > to) y (Wa(t), Ft,t > to) procesos estdandar de Wiener
independientes. Los procesos aleatorios (z(t), y(t)) Fy-medibles son descritos por una ecuacién diferencial

para el estado del sistema
dz(t) = a(t)x(t)dt + B(t)u(t)dt + b(t)dWi(t), xz(to) = o, (4,1)
v la ecuacién diferencial lineal para el proceso de observacion
dy(t) = A(t)x(t)dt + G(t)dWs(t). (4,2)

Aqui, z(t) € R™ es el vector de estados, u(t) € R' es la entrada de control, y y(t) € R™ es el vector de
observacién lineal, m < n. La condicién inicial zyp € R™ es un vector Gaussiano tal que xzg, Wi(t) € RP,y
Wo(t) € R? son independientes. La matriz de observacién A(t) € R™*™ no se supone que sea invertible
o cuadrada. Asumimos que G(t)GT(t) es una matriz definida positiva, por lo tanto, m < ¢. Todos
los coeficientes en (4.1)—(4.2) son funciones deterministicas de dimensiones apropiadas. Sin perdida de
generalidad, el sistema (4.1) (el par (A, B)) se asume que sea controlable, esto es, los componentes del

estado no controlables no son considerados.

38
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Las ecuaciones del estado y observacién pueden ser escritas en una forma alternativa
() = a(t)z(t) + B(t)u(t) + b(t)Y(t), x(to) = o, (4,17)

y(t) = A@)z(t) + B(t)2(t), (4,27)

donde y(t) = Y(t), y ¥1(t) y 12(t) son ruidos blancos Gaussianos, que son derivada en promedio cuadréti-
co débil de un proceso estdndar de Wiener Wi (t), y Wa(t) (ver [51]). La representacién (4.1),(4.2) y
(4.1%),(4.2*) son equivalentes ([52]). Las ecuaciones (4.1*),(4.2*) presentan la forma convencién para las
ecuaciones (4.1),(4.2), que son actualmente usadas en la practica.

En el problema de control éptimo lineal cldsico [54, 55], el criterio para minimizar es definido como

un funcional cuadratico Bolza-Meyer:

Js = B D] ${a(T)] +

T
2/ (u” (s)R(s)u(s) + ™ (s)L(s)z(s))ds],

to
donde R(t) es definido positivo y ¥, L(t) son funciones matriciales simétricas definidas no negativas, y
T > to es un cierto momento del tiempo. El simbolo E[f(x)] representa la esperanza (promedio) de la
funcién f de la variable aleatoria x, y a’ denota la traspuesta del vector (matriz) a. La solucién del
problema es bien conocida [54, 55] y considerada como fundamental en la teorfa de sistemas lineales
optimos.

En este capitulo, el criterio a minimizar incluye un término terminal no cuadratico o un término de

la energia del estado no cuadréatico o ambos y son definidos como:

= B[ i | ai(@) | +3 [ (T GRE)(s) + 5 (9)L(s)a(s)ds) (43)
i=1 to

n T n
Ta = (Y v | 2T |+ [ 5T @R u(s)ds + 30 L) | ai(s) | dsl, (44)

donde R(s) es definida positiva y L(s) es una funcién matricial simétrica continua definida no negativa,
1 es una matriz diagonal definida no negativa, y | z; | denota el valor absoluto de los componentes de x;
del vector x € R™.

El problema de control 6ptimo es buscar un control u*(t), t € [to, T], que minimice el criterio J a lo
largo de la trayectoria no observable x*(t), t € [tg, T], generada al sustituir u*(¢) dentro de la ecuacién
del estado (4.1).

La solucion del problema del control 6ptimo planteado esta dado en las siguientes secciones.
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4.2.  Diseno del Control en Promedio Cuadrdtico

4.2.1.  Principio de Separacion I.

LA solucién del primer problema, de acuerdo con el principio de separacién para sistemas estocasticos
lineales (ver [54, 55]), el estado lineal no medible z(t), satisfaciendo (4.1), es reemplazado con el estimado
en promedio cuadratico m(t) sobre observaciones lineales y(t) (4.2), que es obtenido usando el filtro de
modos deslizantes en promedio cuadratico para sistemas lineales (ver [57] Para el planteamiento y solucién

del problema de filtrado correspondiente)
m(t) = a(t)m(t)+B(t)u(t)+ K () AT (£)(B()BT (1)) x A(t)Sign[AT (1) (A1) AT (1) y(t) —m()]. (4,5)
m(to) = mo = E(z(to) | FY),
K(t) = (00" (6)x | AT () (A AT ()" y(t) —m(t) | +K (H)a” (1), (4,6)

K (to) = E[(x(to) — m(to)(x(to) — m(to)" | Fyy ]+ | AT (to)(A(to) A” (to)) "'y (to) — m(to) | -

Aqui, La funcién Signo de un vector = = [x1,...,2,] € R" esta definido como Sign[z] = [sign(x1),...,
sign(z,)] € R™, y la funcién signo de un escalar = es definido como sign(z) = 1, si > 0, sign(z) =0,
siz =0,y sign(z) = —1,si < 0 ([53]). un vector | z |=[| z1 |,...,| zn |] € R™ es definido como el
vector de valores absolutos de los componentes del vector z € R™, y A * b denota un producto entre una
matriz A € R"*™ y un vector b € R", que resulta en la matriz definida como: Todas las entradas de la
j-th columna de la matriz A son multiplicados por el j-th componente del vector b, j =1,...,n.
Recordando que m(t) es el estimado en promedio cuadrético para el vector de estado z(t), basado en

el proceso de observacién Y (t) = {y(s),to < s < t}, que minimiza la norma en promedio cuadratico
H = B(x(t) = m(t))" (2(t) = m(t)) | F)]

para todo momento del tiempo t. Aqui, E[£(t) | Y] Es la esperanza condicional del proceso estocéstico
£(t) = (z(t) — m(t))T (z(t) — m(t)) con respecto a la o-algebra FY generado por el proceso de observa-
cién Y (t) en el intervalo [tg,t]. Como sabemos [51], Este estimado éptimo esta dado por la esperanza
condicional

m(t) = Ez(t) | F)')

del estado z(t) con respecto a la o-algebra F}Y generada por el proceso de observacién Y (¢) en el intervalo

[to, t]. Como siempre, la funcién matricial
P(t) = E[(z(t) — m(t)(x(t) —m(t)" | K]

es el estimado de la varianza del error.
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Es facil verificar (ver [54, 55]) que el problema de control éptimo para el estado del sistema (4.1) y la
funcién de costo (4.3) es equivalente al problema de control éptimo para el estimado (4.5) y el funcién

de costo J; representada como

n T
Ji= Yo T 45 [ T ORE)E) - m () Lshm(s)dst (4.7)
i=1 to

1 /T

3 / tr[P(s)L(s)]ds + tr[P~(T)K (T)],
to

donde tr[A] denota la traza de la matriz A. Donde la ultima parte de J; no depende del control u(t) o

del estado x(t), la reduccién de la funcién de costo M; para minimizar toma la forma
My =3 | malT) |+ / (T () R(s)uls) + mT (s)L(s)m(s))ds. (4.8)
i=1 to

Asi, la solucién del problema de control éptimo especificado por (4.1),(4.3) puede ser hecho resolviendo el
problema de control 6ptimo dado por (4.4),(4.8). Finalmente, el minimo valor del criterio J; debera ser
determinado usando (4.7). Esta conclusién presenta el principio de separacién para sistemas lineales con

criterio no cuadratico (4.3).

4.2.2.  Solucion del Problema de Control Optimo. I

La solucién optima del problema de control definido por (4.4),(4.8) esta dado por [22]. Aplicando el
principio de separacién de la seccién anterior para el filtro en modo deslizante en promedio cuadréatico
en [57] y el regulador 6ptimo en modo deslizante [22], el control éptimo que resuelve el problema original
(4.1)—(4.3) esta dado por el siguiente teorema.

Teorema 4.1 El control éptimo para el sistema lineal (4.1) sobre observaciones lineales (4.2) con

respecto al criterio no cuadrético (4.3) esta dado por la ley de control
u(t) = R™'(t) BT (1)Q(t) Sign[m(t)), (4,9)

donde la funcién matricial Q(t) es la solucién de la ecuacién matricial
Q(t) = L(t)x | m(t) | —a” ()Q(?). (4,10)

La condicién terminal de la ecuacién (4.10) esta definida como Q(T') = —1), si el estado m(t) no llega
a la superficie deslizante m(t) = 0 dentro del intervalo de [to, T], m(t) # 0, t € [to,T]. De otra manera,
si el estado m(t) llega a la superficie deslizante m(t) = 0 dentro del intervalo de tiempo [tg, T], m(t) =0
para algin t € [to, T, entonces Q(t) se fija igual a la funcién matricial Qo(t) que es la tal una solucién
de (4.10) haciendo que m(t) llegue a la superficie deslizante m(t) = 0 bajo la ley de control (4.8) con la
matriz Qo(t) exactamente en el momento t =T, m(T') = 0, perom(t) # 0, t < T.
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Sustituyendo el anterior control 6ptimo (4.9) en la ecuacién (4.5), se obtiene la siguiente ecuacién del

estimado del estado controlado éptimamente
m(t) = a(t)m(t) + B)R™(t) BT (£)Q(t)Sign[m(t)] + K (t)AT (t)(B(t) B (t)) ' x (4,11)

A(t)Sign[AT (£) (A AT (1) " y(t) — m(1)],

con la condicién inicial m(ty) = E(x(ty) | FY).

Demostracion Se sigue facilmente de la aplicacién del principio de separacion de la seccién anterior
para el filtro de modos deslizantes en promedio cuadratico en [57] y el regulador en modo deslizante
éptimo en [22]. B

Asi, la ecuacion del estimado controlado éptimamente (4.11), la ecuacién matricial de ganancia del
control (4.10), la ley de control (4.9), y las ecuacién matricial de ganancia del filtro (4.5) dan la solucién
completa del problema de control 6ptimo para sistemas lineales sobre observaciones lineales y con funcién

de criterio no cuadrético (4.3).

4.2.53.  FEjemplo I.

Esta seccién presenta un ejemplo del diseno del controlador por modos deslizantes para sistemas linea-
les (4.1) sobre observaciones lineales (4.2) con criterio no cuadrético (4.3), usando el control (4.6),(4.9)—
(4.11), y comparéndolo con el mejor disponible controlador LQG.

Considere la ecuacion del estado lineal
B(t) = () + u(t) + 9 (8), 2(0) =1, (4,12)

y un proceso de observacién lineal
y(t) = :L'(t) + wZ(t)v (4713)

donde ¥4 () and ¥5(t) son ruidos blancos Gaussian, que son la derivada en promedio cuadratico débil de un
proceso estandar de Wiener (ver [51]). Las ecuaciones (4.12),(4.13) corresponden a la forma convencional
alternativa (4.1%),(4.2*) para las ecuaciones (4.1),(4.2).

El problema de controlador es buscar un control u(t), t € [0,T], T = 1,2, que minimice el criterio

T
J1 =50 2(T) | %/0 (u?(t) + 2%(t))dt, (4,14)

En otras palabras, el problema de control es minimizar la energia total del estado x usando el minimo de
la energia total del control .
Aplicando el controlador por modos deslizantes (4.6),(4.9)—(4.11), y la ley de control (4.9) esta dado
por
u(t) = Q(t)signlx(t)), (4,15)
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donde m(t) satisface la ecuacién
m(t) = m(t) + u(t) + K(t)sign[y(t) — m(t)], (4,16)
con la condicién inicial m(0) = E(z(0) | y(0)) = mg, K (t) satisface la ecuacién
K(t) = K(t)+ | y(t) = m(t) |, (4,17)

con la condicién inicial K(0) = E((z(0) —m(0))(x(0) — m(0))T | y(0))* | y(0) — m(0) |, y Q(t) satisface
la ecuacién
Q(t) =l m(t) | -Q(1), (4,18)
con la condicién terminal Q(1,2) = —50, si m(t) # 0 para cualquier t < 5, y Q*(¢*) = 0, donde t* es el
tiempo que el estimado m(t) llega a la superficie deslizante m = 0 en el momento final ¢ = T, de otra
forma.
Sustituyendo el control anterior (4.15) y la expresién obtenida para K (t) y Q(t) dentro de (4.16), la

ecuacién del estimado del estado controlado éptimamente toma la forma
m(t) = m(t) + Q(t)sign[m(t)] + K(t)sign[y(t) — m(t)], (4,19)

con la condicién inicial m(0) = E(x(0) | y(0)) = my. El sistema obtenido (4.17)—(4.19) puede ser resuelto
usando métodos numéricos simples, tales como el método de disparo. Este método consiste en variar la
condicién inicial de (4.18) hasta que la condicién terminal dada este satisfecha.

Para la simulacién numérica del sistema (4.12),(4.13) y el controlador (4.15)—(4.19), los valores iniciales
z(0) = 1, m(0) = 10, y P(0) = 866,25 son asignados. El tiempo final esta fijado para T' = 1,2. Los
disturbios 11 (¢) en (4.12) y 12(t) en (4.13) son realizados usando la funcién de ruidos blancos de MatLab.

El sistema (4.17)—(4.19) es primero simulado con la condicién final @*(1,2) = —50. Como la simulacién
muestra, al estado m(t) llegando al cero antes del momento final 7' = 1,2. En consecuencia, la condicién
terminal para la ecuacién (4.18) es cambiado a Q*(1,2) = —1g tal que m(1,2) = 0, y el sistema (4.17)—
(4.19) es simulado de nuevo. El resultado obtenido aplicando el controlador (4.15)—(4.19) al sistema
(4.12) son mostrados en la Fig. 4.1, que presenta la gréfica del estado controlado (4.12) z(t), el estimado
controlado (4.19) m(t), el control (4.15) u(¢), y el criterio (4.14) Jy(¢) en el intervalo [0,1,2]. El valor del
criterio (4.14) en el momento final T'= 1,2 es J1(1,2) = 4,985.

El disefio del controlador por modos deslizantes (4.6),(4.9)—(4.11) es comparado con el mejor contro-

lador lineal para el criterio J3 con el término cuadratico no integral
1 (T
Jy = 252%(T) + 5 / (u?(t) + 2%(t))dt, (4,20)
0
Como sigue de la teoria LQG optima [54, 55], la ley de control lineal esta dado por

u(t) = Q(t)m(t), (4,21)
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donde m(t) satisface la ecuacién
mi(t) = m(t) +u(t) + P(t)[y(t) — m(t)], (4,22)
con la condicién inicial m(0) = E(z(0) | y(0)) = my, la varianza P(t) satisface la ecuacién de Riccati
P(t) =14 2P(t) — P2(t), (4,23)

con la condicién inicial P(0) = E((z(0) — m(0))(z(0) — m(0))T | y(0)), y Q(t) satisface la ecuacién de
Riccati

Q(t) =1- QQ(t) - Qz(t)a Q(172) = —50. (4724)

Sustituyendo el control anterior (4.21) y las expresiones obtenidas para P(t) y Q(t) dentro (4.22), las

ecuacién del estimado del estado controlado éptimamente toma la forma
m(t) = m(t) + Q(t)m(t) + P(t)[y(t) — m(t)], (4,25)

con la condicién inicial m(0) = E(z(0) | y(0)) = my.

Note que la comparacién entre el controlador de modo deslizante (4.6),(4.9)—(4.11) con el mejor
controlador LQG (4.21)—(4.25) con respecto al criterio (4.14) es llevado acabo para fines ilustrativos,
dado que el controlador (4.6),(4.9)—(4.11) deberia dar teéricamente un mejor resultado, como se sigue del
teorema 4.1.

Los resultado obtenido al aplicar el controlado (4.6),(4.21)—(4.25) para el sistema (4.12),(4.13) son
mostrados en la Fig. 4.1-4.4, que presenta las gréficas del estado controlado (4.12) z(t), el estimado
controlado (4.25) m(t), el control (4.21) u(¢), y el criterio (4.14) Jy(¢) en el intervalo [0,1,2]. El valor del
criterio (4.14) en el momento final T'=1,2 es J1(1,2) = 7,51.

Se puede observar que el controlado por modos deslizantes (4.6),(4.9)—(4.11) obtiene un mejor valor
del criterio (4.14) en comparacién con el controlador retroalimentado LQG (4.21)—(4.25). Note que el

controlador retroalimentado LQG falla para proveer un control éptimo para el criterio (4.14).

4.8.  Diseno del Controlador en Promedio Modulo

4.8.1.  Principio de Separacion II.

Resolviendo el segundo problema, el estado lineal no medible x(t), satisface (4.1), es reemplazado con
un estimado en promedio modulo m(t) sobre observaciones lineales y(t) (4.2), que se obtiene usando el
filtrado por modos deslizantes en promedio modulo para sistemas lineales (ver [58] para el planteamiento

y solucién del problema de filtrado correspondiente)

m(t) = a(t)m(t) + B(t)u(t) + K(#) AT ()(B(t)BT ()" A(t) Sign[AT (£) (A(#) AT (1)) "'y () —m(t)]. (4,26)
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m(to) = mo = E(x(to) | F},),
K(t) = b(t)bT (t) + K(t)a™ (t), (4,27)
K(to) = E[(x(to) — m(to)(Sign(A” (t)(A(t) AT (1) "t A(t)z(to) — m(to)))" | Fyy .

Aqui, m(t) es el estimado en promedio modulo par el vector de estado z(t), basado en el proceso de

observacién Y (t) = {y(s),to < s < t}, que minimiza la norma promedio modulo
J=E[(| () - 2(t) ) | ']

para todo momento t.
Es fécilmente verificable (see [54, 55]) que el problema de control éptimo para el estado del sistema
(4.1) y funcién de costo (4.4) es equivalente al problema de control ptimo para el estimado (4.9) y el

funcional de costo J; representado como

n T
:Zi/iiﬂmi(T)\Jr/t %(u (s)R( ds+ZL” | mi(s) | ds+ (4,28)
i=1 0

%/t tr[K (s)L(s)]ds + tr[K (T)),

donde tr[A] denota la traza de la matriz A. Dado que la ultima parte de Jo no depende del control u(t)

o del estado z(t), la reduccién efectiva de la funcién de costo My para minimizar toma la forma

n T
:Zwmmimu/ %(u (s)R( ds—i—ZL“ | ma(s) | ds. (4,29)
i=1 to

Asi, la solucién del problema de control éptimo especificado por (4.1),(4.4) puede se encontrado resol-
viendo el problema de control éptimo dado por (4.26),(4.29). Finalmente, el valor minimo del criterio J;
deberd ser determinado usando (4.28). Esta conclusion presenta el principio de separacién para sistemas

lineales con criterio no cuadrético (4.4).

4.8.2.  Solucion del Problema de Control éptimo 17

La solucién optima del problema de control definida por (4.26),(4.29) esta dada por [23]. Aplicando
el principio de separacién de la seccién anterior para el filtro por modos deslizantes en promedio modulo
en [58] y el regulador éptimo por modos deslizantes [23], la solucién del controlador éptimo del problema
original (4.1),(4.2),(4.4) esta dado por el siguiente teorema.

Teorema 4.2 El controlador éptimo para el sistema lineal (4.1) sobre observaciones lineales (4.2) con

respecto al criterio no cuadrético (4.4) esta dado por la siguiente ley de control

ult) = R™H(t) BT (H)Q(t)Sign[m(t)], (4,30)
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donde la funcién matricial Q(t) es la solucién de la ecuacién matricial

Q(t) = L(t) — a" (1)Q(1). (4,31)

La condicién terminal para la ecuacién (4.31) es definida como Q(T") = —1, si el estado m(t) no llega
a la superficie deslizante m(t) = 0 dentro del intervalo de tiempo [tg,T], m(t) # 0, t € [to,T]. De otra
manera, si el estado m(t) llega a la superficie deslizante m(t) = 0 dentro del intervalo de tiempo [to, T},
entonces la condicién terminal para Q(t) es fijado como cero en el momento del tiempo t*, Q(t*) = 0,
donde t* es el tiempo méaximo posible de llegada a la superficie deslizante m(t) = 0. En otras palabras, si
no existe una solucién del sistema de ecuaciones (4.1), (4.30), (4.31) haremos que satisfaga las condiciones
m(to) =mo y Q(t1) =0, t; > t*, cuando m(¢t) # 0 para t < t; y m(t) = 0 para algin ¢t > ¢;.

Sustituyendo el control 6ptimo anterior (4.30) dentro de la ecuacién (4.26), la siguiente ecuacién del

estimado del estado controlado éptimamente es obtenida
m(t) = a(t)m(t) + B{O)R™(t)BY (t)Q(t)Sign[m(t)] + K (t)AT (t)(B(t) BT (t)) ' x (4,32)

A(t)Sign[AT (£) (A(®) AT (1) " y(t) — m(1)],

con la condicién inicial m(ty) = E(z(to) | FY¥).

Demostracién Se sigue facilmente de la aplicacién del principio de separacién de la seccién anterior
al filtro por modos deslizantes en promedio modulo en [58] y el regulador 6ptimo por modos deslizantes
en [23]. H

Asi, la ecuacion el estimado del estado controlado éptimamente (4.32), la ecuacién matricial de ganaria
del control (4.31), la ley de control (4.30), y la ecuacién matricial de la ganancia del filtro (4.27) dan la
solucién completa del problema del controlador éptimo para sistemas lineales sobre observaciones lineales

y funcién del criterio no cuadrético (4.4).

4.3.3.  FEjemplo 11

Esta seccion presenta un ejemplo del diseno del controlador 6ptimo por modos deslizantes para el siste-
ma lienal (4.1) sobre observaciones lineales (4.2) con un criterio no cuadratico (4.4), usando el controlador
(4.27),(4.30)—(4.32), y comparandolo con el mejor controlador LQG disponible.

Considere la ecuacion del estado lienal
z(t) = z(t) + u(t) + 1(t), =(0) =1, (4,33)

y el proceso de observacion lineal

donde 91 (t) y 12(t) son ruidos blancos Gaussianos.
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El problema de controlador es buscar un control u(t), t € [0,T], T = 1,2, que minimice el criterio
1

Jo =50 | (T) | +/0 5(uQ(t))jL | 2(t) | dt, (4,35)

En otras palabras, el problema de control es minimizar la energia total del estado x usando la minimiza
energia del control wu.

Aplicando el controlador por modos deslizantes (4.27),(4.30)—(4.32), la ley de control (4.30) esta dada
por

u(t) = Q(t)sign[z(t)], (4,36)

donde m(t) satisface la ecuacién
m(t) = m(t) + u(t) + K(t)signly(t) — m(t)], (4,37)
con la condicién inicial m(0) = E(z(0) | y(0)) = mo, K(t) satisface la ecuacién

K(t)=K(t)+1, (4,38)

Q) =1-Q(1), (4,39)

con la condicién terminal Q*(¢*) = 0, donde t* es el valor maximo posible del tiempo para la llegada a la
superficie deslizante m(t) = 0 por el estimado del estado m(t).
Sustituyendo el control anterior (4.36) y las expresiones obtenidas para K (t) y Q(t) dentro de (4.33),

la ecuacion del estimado del estado controlado éptimamente toma la forma
m(t) = m(t) + Q(t)signm(t)] + K (t)sign[y(t) — m(t)], (4,40)

con la condicién inicial m(0) = E(z(0) | y(0)) = my.

Para la simulacién numérica del sistema (4.33),(4.34) y el controlados (4.36)—(4.40), las condiciones
iniciales z(0) = 1, m(0) = 10, y P(0) = 100 son asignadas.El tiempo final es fijado como T' = 1,2. Los
disturbios 11 (¢) en (4.33) y 12(t) en (4.34) son realizados usando la funcién de ruidos blancos de MatLab.

Los resultados obtenidos aplicando el controlador (4.36)—(4.40) para el sistema (4.33) se muestran
en la Fig. 4.2, que presenta las gréficas del estado controlado (4.33) x(t), el estimado controlado (4.40)
m(t), el control (4.36) u(t), y el criterio (4.35) Ja(t) en el intervalo [0,1,2]. El valor del criterio(4.35) en
el momento final T'= 1,2 es J2(1,2) = 5,634.

El controlador por modos deslizantes (4.27),(4.30)—(4.32) es comparado con el mejor regulador lineal
(4.21)—(4.25) para el criterio (4.20) J5.

De nuevo, la comparacién entre el disefio del controlador por modos deslizantes (4.27),(4.30)—(4.32)

con el mejor controlador LQG (4.21)—(4.25) con respecto al criterio (4.20) esta hecho para propdésitos
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ilustrativos, dado que el controlador (4.27),(4.30)—(4.32) deberd tener un mejor resultado tedricamente,
como consecuencia del teorema 4.2.

Los resultados obtenidos aplicando el controlador (4.27),(4.30)—(4.32) para el sistema (4.33),(4.34)
son mostrados en la Fig. 4.5-4.8, que presenta las graficas del estado controlado (4.33) z(t), el estimado
controlado (4.40) m(t), el control (4.36) u(t), y el criterio (4.35) J2(t) en el intervalo [0, 1,2]. Los valores
del criterio (4.35) en el momento T' = 1,2 es J(1,2) = 7,586.

Se puede observar que el controlador por modos deslizantes (4.27),(4.30)—-(4.32) obtiene un mejor valor
del criterio (4.35) en comparacién con el controlador LQG (4.21)—(4.25). Note que otra vez el controlador

LQG clésico fallo para dar el control 6ptimo para el criterio (4.35).

4.4.  Conclusions

Este capitulo presenta dos problemas de controlador éptimo, donde la soluciones estdn dadas por con-
troladores por modos deslizantes, cada uno consiste de un filtro por modos deslizantes y un regulador por
modos deslizantes. Los problemas de controlador 6ptimo son considerados para sistemas lineales sobre
observadores lineales con respecto a dos diferentes criterios de Bolza-Meyer, donde 1) los términos del la
energia del control y del estado son cuadraticos dentro de la integral y el término no integral es de primer
grado o 2) el término de la energia del control es cuadritico y el término de la energia del estado es de
primer orden. Esto demuestra que la soluciéon optima esta dada por un controlador por modos deslizan-
tes, mientras el controlador retroalimentado lineal falla para proveer una solucién factible. El enfoque
propuesto basado en control por modos deslizantes se espera sean aplicables para problemas de contro-
lador 6ptimo para sistemas polinomiales con criterio no cuadratico, donde el controlador convencional

retroalimentado no funciona.
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Figura 4.1: Controlador éptimo por modos deslizantes con respecto al criterio J; vs. el controlador retroalimentado lineal
en la entera simulacién en el intervalo [0,1,2]. 1. Controlador por modos deslizantes. Grifica del estado controlado
(4.12) x(t) (Azul) y del estimado controlado (4.19) m(t) (Verde)
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Figura 4.2: Controlador éptimo por modos deslizantes con respecto al criterio J; vs. el controlador retroalimentado lineal
en la entera simulacién en el intervalo [0, 1,2]. 2. Controlador retroalimentado lineal. Gréfica del estado controlado
(4.12) x(t) (Azul) y del estimado controlado (4.25) m(t) (Verde)
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Figura 4.3: Controlador éptimo por modos deslizantes con respecto al criterio J; vs. el controlador retroalimentado lineal
en la entera simulacién en el intervalo [0, 1,2]. 3. Control. Gréfica del control por modos deslizantes (4.15) u*(t) (Azul) y
control retroalimentado lineal (4.21) u(t) (Verde)
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Figura 4.4: Controlador éptimo por modos deslizantes con respecto al criterio J; vs. el controlador retroalimentado lineal
en la entera simulacién en el intervalo [0,1,2]. 4. Criterio. Grafica del criterio (4.14) J1 producido por el controlador por
modos deslizantes (Azul) y por el controlador retroalimentado lineal (Verde).
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Figura 4.5: Controlador éptimo por modos deslizantes con respecto al criterio J; vs. el controlador retroalimentado lineal
en la entera simulacién en el intervalo [0,1,2]. 1. Controlador por modos deslizantes. Grifica del estado controlado

(4.33) z(t) (Azul) y del estimado controlado (4.40) m(t) (Verde)
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Figura 4.6: Controlador éptimo por modos deslizantes con respecto al criterio J; vs. el controlador retroalimentado lineal
en la entera simulacién en el intervalo [0,1,2]. 2. Controlador retroalimentado lineal. Grafica del estado controlado

(4.33) z(t) (Azul) y del estimado controlado (4.25) m(¢t) (Verde)
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Figura 4.7: Controlador éptimo por modos deslizantes con respecto al criterio J; vs. el controlador retroalimentado lineal
en la entera simulacién en el intervalo [0, 1,2]. 3. Control. Gréfica del control por modos deslizantes (4.36) u*(t) (Azul) y
control retroalimentado lineal (4.21) u(t) (Verde)
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Figura 4.8: Controlador éptimo por modos deslizantes con respecto al criterio J; vs. el controlador retroalimentado lineal
en la entera simulacién en el intervalo [0,1,2]. 4. Criterio. Grafica del criterio (4.35) J1 producido por el controlador por
modos deslizantes (Azul) y por el controlador retroalimentado lineal (Verde).



CAPITULO 5

DISENO DE FILTRADO POR MODOS
DESLIZANTES PARA SISTEMAS NO
LINEALES POLINOMIALES CON ESTADOS

NO MEDIBLES

5.1.  Planteamiento de Problema del Filtrado por Modos Deslizantes

Sea (0, F, P) un espacio probabilistico completo con una familia de o-algebras Fy,t > tg creciente
continua por la derecha, y sean (W1y(¢), Fy,t > to) v (Wa(t), Ft,t > to) procesos estdndar de Wiener
independientes. Los procesos aleatorios (z(t), y(t)) Fi-medibles son descritos por una ecuacién diferencial

polinomial para el estado del sistema
dz(t) = f(z,t)dt + b(t)dWi(t), z(to) = xo, (5,1)
y la ecuacién diferencial lineal para el procesos de observacion
dY (t) = A(t)x(t)dt + B(t)dWa(t). (5,2)

Aqui, x(t) € R™ es el vector de estados y y(t) € R™, m < n, es el proceso de observacién. La condicién
inicial o € R™ es un vector Gaussiano tal que xg, Wi(t), y Wa(¢) son independientes. Asimismo que
B(t)BT(t) es una matriz definido positivo. Todos los coeficientes en (5.1),(5.2) son funciones determinis-
ticas del tiempo de apropiadas dimensiones.

La funcién no lineal f(z,t) es considerada polinomial de n variables, los componentes del vector de

estados z(t) € R™, con coeficientes dependientes del tiempo. Como z(t) € R™ es un vector, se requiere
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una definicién especial del polinomio para n > 1. Un polinomio de grado p del vector z(t) € R™ es

considerado como una forma p-lineal de n componentes de z(t)
f(z,t) = ag(t) + ay(t)x(t) + ag(t)zx” + ..+

ap(t)x...ptimes...xa

donde ag(t) es un vector de dimension n, a; es una matriz de dimension n X n, as es in 3D tensor de
dimension n xn xn, a, es un (p+1)D tensor de dimension 7. X .. .(p41) times - - - X7 ¥ T X+« op times - - X T
es un pD tensor de dimension n X .. ., gimes - - - X 7 obtenido por la multiplicacién espacial del vector z(¢),

p veces por si mismo. Tal polinomio puede también ser expresado en forma de sumatoria

fe(x,t) = ao k() + Zal ki(t)zi(t) + Zaz kig (t)wi (t)x;(t)

oo Yy ki, (i, (1) (1),
i1 ip

k,i,7,81... ip=1,...,m.

Las ecuaciones del estado y observacién puedes ser escritas en una forma alternativa
o(t) = f(z,t) + b(t)Yr(t),  x(to) = o, (5,17)
y(t) = A(t)z(t) + B(t)a(t), (5,:2%)

donde y(t) = Y (t), y ¥1(t) y ¥2(t) son ruidos blancos Gaussianos, que son la derivada en promedio
cuadratico débil de los procesos estandar de Wiener Wi (t), y Wa(t) (ver [51]). La representacién (5.1),(5.2)
y (5.1%),(5.2*) son equivalentes ([52]).Las ecuaciones (5.1*),(5.2*) presentan la forma convencional para
las ecuaciones (5.1),(5.2), que es actualmente usados en la practica.

El problema de estimacién es buscar un estimado & (t) del estado del sistema z(t), basado en el proceso

de observacién Y (t) = {y(s),to < s < t}, que minimice la norma en promedio cuadrético
J = Bl(x(t) - 2(t)" (x(t) - 2(t)) | F] (5,3)

para todo momento del tiempo t. Aqui, E[z(t) | F}¥] es la esperanza condicional del proceso estocéstico
2(t) = (z(t) —2(t))T (x(t) — £(t)) con respecto a la o - algebra F} generada por el proceso de observacion

Y (t) en el intervalo [tg,t]. Como sabemos [51], este estimado esta dado por la esperanza condicional
#(t) = m(t) = B(x(t) | F))

del estado del sistema z(#) con respecto a la o - algebra FY’ generado por el proceso de observacién Y (t)

en el intervalo del tiempo [to, ]. Como siempre, la funcién matricial

P(t) = Bl(x(t) — m(t)(x(t) = m()" | F]
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es el estimado de la varianza del error.
Este capitulo también presenta el problema de filtrado en promedio modulo como la busqueda del
estimado Z(t) del estado del sistema x(t), basado en el proceso de observacion Y (t) = {y(s),to < s < t},

que minimiza la norma en promedio modulo
J = E[(| z(t) - (1) ) | F'] (5.4)

para todo momento del tiempo t. Aqui, | z |=[| 21 |,...,| zn |] € R"™ es definido como el vector absoluto
de los componentes del vector z € R™.

La solucién para estos problemas de filtrado para sistemas polinomiales estocédsticos esta dado por
el filtro polinomial en promedio cuadritico [61] generalizando el filtro éptimo de Kalman-Bucy [44] par
sistemas lineales. Una solucién alternativa involucrando un término en modos deslizante es dada en la
seccidn siguiente y probada en el apéndice. Como demostraremos, el filtro por modos deslizantes obtenido

es 6ptimo con respecto al criterio (5.3),(5.4).

5.2.  Diseno del Filtro por Modos Deslizantes en Promedio Cuadrdtico.

La solucién del problema de filtrado en promedio cuadratico pas el sistema polinomial estocastico
(5.1) y el criterio (5.3) esta dado como sigue. El estimado en promedio cuadratico satisface la ecuacién

diferencial con un término en modos deslizantes

m(t) = E(f(x,0)|F)) + Q) AT (#)(B()B" (t)) " A(t) Sign[AT () (A AT(6)) "'y (t) —m(B)]. (5,5

con la condicién inicial m(ty) = E(z(to) | F,).

Aqui, la funcién Signo del vector x = [x1,...,z,] € R" esta definido como Sign[z] = [sign(z1),...,
sign(zy)] € R™, y la funcién Signo de un escalar x esta definido como sign(z) = 1, si z > 0, sign(z) = 0,
six =0,y sign(z) =—1,si z <0 ([53]).

La funcién matricial Q(t) satisface la ecuacién matricial con coeficientes variantes en el tiempo
Q) = E(f(x,)(x(t) — m(t))T|F)) + (b(#)b" (1)) | AT (£)(A(DAT(£) " y(t) —m(t) |, (5,6)

con la condicién inicial

Q(to) = E[(z(to) — m(to)(z(to) — m(to)” | Ft};]* | AT (o) (A(to) AT (to)) "ty (to) — m(to) | -

Aqui, |z |=[ 21 |,-..,| xn |] € R™ esta definido como el vector de valores absolutos de los compo-
nentes del vector x € R™, y A % b denota el producto entre una matriz A € R**™ y un vector b € R",
que resulta en una matriz definida como sigue: Todas las entradas de la j-th columna de la matriz A son

multiplicado por el j-th componente del vector b, j =1,...,n.
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Note que las ecuaciones (5.5) y (5.6) no tienen una forma de un sistema cerrado de ecuaciones debido
a la presencia del polinomio dependiente de =, E(f(x,t) | FY), y E(f(z,t)(z(t) — m@#)T) | EY), que
no son expresados todavia como funciones de las variables del filtro, m(t) y Q(¢) (o P(t)). Sin embargo,
como se demuestra en [62], la forma cerrada del sistema para las ecuaciones de filtrado en promedio
cuadrético pueden ser obtenidas para cualquier estado polinomial (5.1) sobre observaciones lineales (5.2).
En la siguiente seccién, el filtro por modos deslizantes en promedio cuadratico es obtenido en el caso

particular del estado polinomial de tercer orden. Consideren el caso donde f(x,t) es,
f(x,t) = ag + a1 () + az(t)zx” + az(t)zza” (5,7)

un polinomio de tercer orden, donde x es un vector n-dimensional, ag(t) es un vector de dimension n, a;
es una matriz de dimension n X n, as es un 3D tensor de dimension n X n X n, az es un 4D tensor de
dimension n X n X n X n. En este caso, Las siguientes ecuaciones de filtrado para el estimado 6ptimo m(t)

y para la matriz de ganancia Q(t) son obtenidas
m(t) = ag + aym(t) + aam(t)m(t)? + ag P(t) + 3az P(t)m(t) + azm(t)m(t)m(t)” (5,8)
+Q(AT ()(B(6) B (1)) A(t)Sign[AT (t) (A1) AT (1)) "y (t) — m(1)].

con la condicién inicial m(tg) = E(z(to) | FY),
Q(t) = a1Q(t) + 2azm(t)Q(t) + (azm()Q(1))" + 3(as(P()Q(t) + m(t)m()* Q(t))) (5,9)

+(ag(3P(1)Q(t) + 2m(t)m(t)Q(1))" + (b(#)” (2))x | AT (1) (AR AT (1)) " y(t) — m(?) |

con la condicidn inicial
Q(to) = Bl(x(to) — m(to)(z(to) — m(to)" | Fyy 1 | AT (t0)(A(to) AT (o)) ' y(to) — ml(to) | -

P(t) = a(t)P(t) + P(t)a™ (t) + 2as(t)m(t) P(t) (5,10)
+2(az()m(t)P()" + 3(az(P(t)P(t) + m(t)ym” (t) P(1)))
+3(az(P(t)P(t) +m(t)m™ (1) P(1)))T + b(t)b" (1) — P(t) AT (t)(B(t) BT (t)) " A(t) P(t)

con la condicién inicial P(tg) = E[(x(to) — m(to)(z(to) — m(to)” | FY].
Consecuentemente, el resultado principal esta formulado en el siguiente teorema y demostrado en el
apéndice.

Teorema 5.1 El filtro en promedio cuadratico para el estado del sistema estocédstico polinomial (5.7)
sobre observaciones lineales (5.2) esta dado por la ecuacién (5.8) para el estimado m(t) = E(z(t) | FY)
y las ecuaciones (5.9) y (5.10) para la matriz de ganancia del filtro Q(¢) y la matriz de la varianza del

error P(t).
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5.2.1. Ejemplo 1

Esta seccién presenta un ejemplo ilustrativo del disefiado filtro por modos deslizantes en promedio
cuadrético para un estado polinomial de segundo orden (5.7) sobre observaciones lineales (5.2), usando
las ecuaciones de filtrado (5.8)—(5.10).

Considere el estado polinomial no medible escalar
@(t) = 0,122(t) + 1 (1), x(0) = zo, (5,11)
y el proceso de observacién lineal escalar

y(t) = (t) + o), (5,12)

donde 1 (t) y ¥2(t) son ruidos blancos Gaussianos, que son la derivada en promedio cuadrético débil de
un proceso estandar de Wiener (ver [51]). Las ecuaciones (5.11),(5.12) corresponden a la forma alternativa
(5.1%),(5.2*) para las ecuaciones (5.1),(5.2).

El problema de filtrado es buscar un estimado en promedio cuadratico para el estado polinomial de
segundo orden (5.11),usando observaciones lineales (5.12) confundidos con disturbios modelados como
ruidos blancos Gaussianos independientes e idénticamente distribuidos.

Las ecuaciones de filtrado (5.8),(5.9) y (5.10) toman la forma particular siguiente para el sistema
(5.11),(5.12)

() = 0,1m?(t) + 0,LP(t) + Q(t)signly(t) — m(t)], (5,13)
con la condicién inicial m(0) = E(z(0) | y(0)) = my,
Qt) = 0,3QM)+ | y(t) —m(t) |, (5,14)
con la condicién inicial Q(0) = E((x(0) — m(0))(z(0) — m(0))T | y(0))* | y(0) — m(0) |.
P(t) =1+ 0,4m(t)P(t) — P2(t), (5,15)

con la condicién inicial P(0) = E((z(0) — m(0))(z(0) — m(0))T | y(0)). El estimado obtenido antes
resolviendo las ecuaciones (5.13)—(5.15) son también comparadas con el estimado en promedio cuadrético

que satisface las ecuaciones de filtrado [61] para el sistema polinomial de segundo orden (5.11),(5.12)
tiu (£) = 0,1m3% (t) + 0,LP(t) + P(D)y(t) — mu (1), (5.,16)
con la condicién inicial m(0) = E(z(0) | y(0)) = mo,
P(t) = 1+ 0,4m(t)P(t) — P2(t), (5,17)

con la condicién inicial P(0) = E((z(0) —m(0))(x(0) — m(0))T | y(0)).
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Los resultados de la simulacién numérica son obtenidos resolviendo el sistema ecuaciones de filtrado
(5.13)—(5.15) y (5.16),(5.17). Los valores obtenidos del estimado m(t) y mx () que satisfacen las ecuacion
(5.13) y (5.16), respectivamente, son comparados con los valores reales de la variable de estado z(t) en
(5.11).

Para cada uno de los dos filtros (5.13)—(5.15) y (5.16),(5.17) y el sistema de referencia (5.11),(5.12),
involucrados en la simulacién, se les asigna los siguientes valores iniciales: o = 1, mg = 10, P(0) = 100,
Q(0) = 943,74. El horizonte de filtrado es fijado a T' = 0,4. Los disturbios Gaussianos 1 (t) y 12(t) en
(5.11),(5.12) son realizados usando funciones de ruidos blancos en MatLab.

Las siguientes graficas son obtenidas: La graficas del estado de referencia x(t), satisfaciendo la ecuacién
(5.11), el filtro del estimado por modos deslizantes en promedio cuadrético m(t), satisfaciendo la ecuacién
(5.13), y el filtro del estimado polinomial en promedio cuadratico mg (t), satisfaciendo la ecuacién (5.16),
son mostradas en el intervalo entero de simulacién [0,0,4] en la Fig. 5.1. Ademds, La grafica del filtro
del estimado por modos deslizantes en promedio cuadrético m(t) promediado por el filtro Butterworth y
todas las variables de Fig 5.1 son mostradas a detalle en el intervalo [0,2,0,4] en la Fig. 5.2.

Se puede observar que el estimado por ambos filtros generan el mismo estimado de la varianza del

error, aunque las matrices Q(t) y P(t) son diferentes.

5.2.2. Apéndice I.

Demostracién del teorema 5.1 La bien conocida solucién clésica para el problema de filtrado
para estados polinomiales estocésticos (5,1*) sobre observaciones lineales (5,2*) con respecto al criterio
en promedio cuadrético (5.3) esta dado por el filtro polinomial en promedio cuadrético [61]. El estimado

en promedio cuadratico m(t) = E(z(t) | FY') es gobernado por la ecuacién
m(t) = ao(t) + a1 (t)m(t) + ax()m(t)m™ (t) + az(t)P(t) + 3as(t) P(t)m(t) + as(t)m(t)m(t)m” (t) (5,18)

+P)AT () (B()BT ()~ ABAT (1) (A AT (1) y(t) — m(1)].

con la condicién inicial m(tg) = E(x(to) | FY), y el estimado en promedio cuadratico de la varianza

matricial del error P(t) satisface la ecuacién de Riccati
P(t) = a(t)P(t) + P(t)a” (t) + 2az(t)m(t) P(t) (5,19)
+2(az(t)m(t)P(1)" + 3(as(P() P(t) +m(t)ym” (t) P(1)))
+3(az(P(t)P(t) +m(t)m™ (t)P(1)))" +b(t)b" (1) — P(t) AT (t)(B(t) BT (£)) T A() P(t),

con la condicién inicial P(tg) = E[(x(to) — m(to)(z(to) — m(te)” | FY].
Mostraremos que el filtro polinomial en promedio cuadrético (5.18),(5.19) coincide con el disefio del

filtro en promedio cuadrético (5.8),(5.9),(5.10). En efecto, introduciendo la nueva matriz de ganancia
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Q(t) = P(t)* | AT(t)(A(t)AT(t))"ty(t) — m(t) |, la ecuacién del estimado (5.18) coincide con la ecuacién
(5.8). Ademas, en vista de (5.19),(5.1), y la igualdad A(t)(AT(£)(A(t)AT(t))ty(t) —m(t)) = A(t)(z(t) —
m(t)+ AT () (A@t) AT (t)) "1 B(t)12(t)), la recién matriz de ganancia introducida Q(t) satisface la ecuacién

d(P(t)x | AT()(A()AT(t)) "y (t) —m(t) |) EY) =
dt t

AT QAT O) ) )| <P ALATOAOF O 0 =) ) |y
E((a(t)P() + P()a” (t) + 202 (6)m(t) (1) + 2(aa(ym(t) P(0)T +3(as(P())P(E) + m(t)m™ (1) P(1))
+3(as(P(OP() + m(Hym” ()P()T + b (1
—POAT (BB (1) AWP(0) | AT()(ABAT () y(t) —m(t) | +
(=P () + am(t) + asP(1)) | AT () (ADAT (1) (o) -
PAT (BB (1) ADP(t) | AT()AMAT () y(0) —m(t) ) | FY) =
DOV (1% | AT (AT (1)) y(t) — m(®) | +a(t)PE) + 22 (O)m(D P(E) + (a2 (Oym() P(0))
+3(as(P(OP() + m(ym” (OP(2)) + (as(BPO)P() + 2m(eym (01 P(1)7)
| AT()(A@AT () y(t) - mt) | =
DOV (1% | AT(O(AWMAT (1) y(t) = m(®) | ++ a1 (DQ) + 20mQ + (azmQ) T+

3(az(PQ + mmTQ)) + (a3(3PQ + 2mm™ Q)T

Qt) = EQ(t) | FY) = B(

PG

m(t) | +

con la condicién inicial
Q(to) = El(x(to) — m(to)(x(to) —m(to)™ | Fylx | AT (to)(A(to) A” (to)) "'y (to) —m(to) |, que coincide con
(5.9). El teorema es probado. B

5.3.  Diseno del Filtro por Modos Deslizantes en Promedio Modulo.

La solucién del problema de filtrado en promedio modulo para el sistema polinomial (5.1) y el criterio
(5.4) esta dado como sigue. El estimado en promedio modulo satisface la ecuacién diferencial con un

término por modos deslizantes
n(t) = B(f(x,t) | F)dt + Q) AT (¢)(B(t)B (t)) ' (5,20)

A(t)Sign[AT () (A(£) AT () " y(t) — m(t)].
con la condicién inicial m(ty) = E(z(to) | ).
Aqui, La funcién Signo de un vector z = [z1, .. ., x,] € R™ esta definido como Sign|x] = [sign(z1),. ..,
sign(z,)] € R™, y la funcién signo de un escalar = es definido como sign(z) = 1, si > 0, sign(z) =0,

siz =0,y sign(z) =—1,si x <0 ([53]).
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La funcién matricial Q(t) satisface la ecuacién matricial con coeficientes variantes en el tiempo
Q(t) = b(0" () + E(f(z, 1) (x(t) — m(t))") | V), (5,21)

con la condicién inicial Q(tg) = E|[(z(to) — m(to))(Sign(AT (to)(A(te) AT (o)) "1 A(te)z(to) — m(to)))T |
).

Note que las ecuaciones (5.5) y (5.6) no tienen una forma de un sistema cerrado de ecuaciones debido
a la presencia del polinomio dependiente de =, E(f(z,t) | FY),y E(f(z,t)(z(t) — m())T) | FY), que no
son expresados todavia como funciones de las variables del filtro, m(t) y Q(t) (o P(t)). Sin embargo, como
se demuestra en [62], la forma cerrada del sistema para las ecuaciones de filtrado en promedio cuadrético
pueden ser obtenidas para cualquier estado polinomial (5.1) sobre observaciones lineales (5.2), usando
las técnicas de representaciéon de los momentos superiores de la variable aleatoria Gaussiana condicional
x(t) — m(t) como funciones de los primeros dos momentos condicionales, m(t) y P(t) (ver [62] para mas
detalles de la técnica). Aparentemente, la dependencia polinomial de f(x,t) y f(x,t)(z(t) — m(t))” de x
es el punto clave para que esta representacion sea posible.

Inmediatamente, la forma cerrada para las ecuaciones de filtrado es obtenida de (5.20) y (5.21) para la
funcién f(x,t) de tercer orden en la ecuacién (5.1), como sigue. Cabe sefialar, ademds, que la aplicacién
del mismo procedimiento resultaria en disenar un sistema cerrado de las ecuaciones de filtrado para
cualquier funcién polinomial f(x,t) en (5.1).

Sea la funcién

f(z,t) = ap(t) + a1 (t)x + ax(t)zz” + as(t)zza” (5,22)

un polinomio de tercer orden, donde z es un vector n-dimensional, ag(t) es un vector de dimension n, aq
es una matriz de dimension n X n, as es un 3D tensor de dimension n X n X n, az es un 4D tensor de
dimension n x n x n X n. En este caso, Las siguientes ecuaciones de filtrado para el estimado éptimo m(t)

v para la matriz de ganancia Q(¢) son obtenidas
m(t) = ao(t) + ai (t)m(t) + az(ym(H)m” (1) + az(t)Q(t)* | AT ()(AM)AT (1) 'y(t) —m(t) |+ (5,23)
3az(t)m(t)Q(t)x | AT (1) (A AT (1) "y (t) —m(t) | +az(t)m(t)m(t)m” (1) + Q(t) AT (1)(B(t) BT (¢)) ' x

A(t)Sign[AT (£)(A(R) AT (1) "1y () — m(®)],
m(to) = E(z(to) | F)),
Q(t) = ar()Q(t) + 2a2 ()m(H)Q(1) + az(NQQ(1)* | AT()(AMAT (1) y(t) —m(t) [+ (5,24)
3m(t)ym” (1)Q(t)]) + b(t)b” (2),
Q(to) = E[(x(to) — m(to))(Sign(A” (to) (A(to) AT (to)) ™" Alto)z(to) — m(to)))" | Fiy .

Consecuentemente, este resultado esta formulado en el siguiente teorema y probado en el apéndice.
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Teorema 5.2. El filtro en promedio modulo para el estado polinomial del sistema de tercer orden
(5.22) sobre observaciones lineales (5.2) esta dado por la ecuacién (5.23) para el estimado m(t) y la

ecuacién (5.24) para el filtro de la ganancia matricial Q(¢).

5.3.1. Ejemplo 11

Esta seccién presenta un ejemplo ilustrativo del filtro por modos deslizantes en promedio cuadratico
para un estado polinomial de segundo orden (5.22) sobre observaciones lineales (5.2), usando las ecuaciones
de filtrado (5.23),(5.24).

Considerando el estado polinomial no medible escalar
@(t) = 0,122(t) + 1 (1), x(0) = zo, (5,25)
y el proceso de observacién lineal escalar

y(t) = x(t) + a(t), (5,26)

donde 1 (t) y 12(t) son ruidos blancos Gaussianos, que son la derivada en promedio cuadratico débil de
un proceso estandar de Wiener (ver [51]). Las ecuaciones (5.25),(5.26) corresponden a la forma alternativa
(5.1%),(5.2*) para las ecuaciones (5.1),(5.2).

El problema de filtrado es buscar un estimado en promedio modulo para el estado polinomial de
segundo orden (5.25), usando observaciones lineales (5.26) confundidos con disturbios modelados como
ruidos blancos Gaussianos independientes e idénticamente distribuidos.

Las ecuaciones de filtrado (5.23),(5.24) toman la siguiente forma particular par el sistema (5.25),(5.26)
m(t) = 0,1m?(t)+ (5,27)

0,1Q(t) [ y(t) —m(t) [ +Q(¢)signly(t) — m(t)],

con la condicién inicial m(0) = E(z(0) | y(0)) = mo,

Q) =0.2m(t)Q(t) + 1, (5,28)

con la condicién inicial Q(0) = E((x(0) — m(0))(Sign(x(0) — m(0)))T | y(0)).
El estimado obtenido resolviendo las anteriores ecuaciones (5.27),(5.28) son también comparadas con
el estimado que satisface las ecuaciones de filtrado en promedio cuadratico [61] para el sistema polinomial

de segundo orden (5.25),(5.26)
mp(t) = 0,1mp(t) + 0,1P(t) + P(t)[y(t) — mp(t)], (5,29)
con la condicién inicial m(0) = E(z(0) | y(0)) = my,

P(t) = 1+ 0,4mp(t)P(t) — P2(t), (5,30)
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con la condicién inicial P(0) = E((z(0) —m(0))(x(0) — m(0))T | y(0)).

Los resultados de la simulacién numérica son obtenidos resolviendo el sistema ecuaciones de filtrado
(5.27),(5.28) y (5.29),(5.30). Los valores obtenidos del estimado m(t) y mp(t) que satisfacen las ecuacién
(5.27) v (5.29), respectivamente, son comparados con los valores reales de la variable de estado z(t) en
(5.25).

Para cada uno de los dos filtros (5.27),(5.28) y (5.29),(5.30) y el sistema de referencia (5.25),(5.26),
involucrados en la simulacién, se les asigna los siguientes valores iniciales: g = 1, mg =4, P(0) = Q(0) =
100. El horizonte de filtrado es fijado a T' = 0,4. Los disturbios Gaussianos 11 (t) y %2(t) en (5.25),(5.26)
son realizados usando funciones de ruidos blancos en MatLab.

Observe que la condicién inicial de P(0) y Q(0) son asignados iguales para propdsitos de la simulacién,
ya que los resultados deberdn ser comparados con respecto al criterio en promedio module (5.4). Si el
valor inicial para @ es asignado como Q(0) = 10, el filtro polinomial en promedio cuadratico [61] deberia
dar un mejor resultado para el filtro polinomial en promedio cuadratico.

Las siguientes graficas son obtenidas: La graficas del estado de referencia x(t), satisfaciendo la ecuacién
(5.25), el filtro del estimado por modos deslizantes en promedio modulo m(¢), satisfaciendo la ecuacién
(5.27), y el filtro del estimado polinomial en promedio cuadratico mp(t), satisfaciendo la ecuacion (5.29),
son mostradas en el intervalo entero de simulacién [0, 0,4] en la Fig. 5.3.

Se puede observar que el filtro por modos deslizantes en promedio modulo (5.27),(5.28) dard cierta-
mente un mejor valor para el criterio en promedio modulo (5.21) en comparacién al filtro polinomial en
promedio cuadrético (5.29),(5.30).

Note que la comparacién del filtro por modos deslizantes en promedio modulo (5.27),(5.28) con el filtro
polinomial en promedio modulo (5.29),(5.30) con respecto al criterio (5.4) es realizado con propdsitos
ilustrativos, dado que el filtro (5.27),(5.28) tedricamente deberia dar un mejor resultado, como se sigue

del teorema 5.2.

5.8.2. Apéndice 11

Demostracién del teorema 5.2 Acorde a la teoria general de filtrado basado en el proceso de
innovacién [51], el estimado éptimo es una funcién lineal que minimiza el criterio residual. Por ejemplo, el
estimado polinomial en promedio cuadratico depende linealmente de la integral de x(t)—E(x(t) | FY), que
es la derivada del residuo minimizado en promedio cuadrético (1/2)(x(t) — E(x(t) | FY)T (z(t) — E(z(t) |
F}Y)), dado que el lado derecho de la ecuacién del estimado del filtro polinomial en promedio cuadrético
incluye linealmente la derivada del término z(t) — E(z(t) | F}Y') (ver [61]). Similar mente, La ecuacién del
estimado en promedio modulo incluye linealmente la derivada de Sign(z(t) — E(z(t)) | FY') del residuo

minimizado en promedio modulo | z(t) — E(x(t) | F}Y) | en el criterio (5.4). Por lo tanto, el estimado en



67

promedio modulo puede ser representado por la ecuacién
m(t) = ag(t) + a1 (t)m(t) + az(t)m(t)m?T (t) + azx(t) P(t) + 3as(t)m(t)P(t) + as(t)m(t)m(t)m? (t)+

+Q(1)AT (1) (B(t) BT (1)~ A(t) Sign[AT () (A(t) AT () 'y (t) — m(t)].
con la condicién inicial m(to) = E(xz(to) | FY). Aqui, la matriz de ganancia Q(t) deberd ser seleccionado
para minimizar la varianza condicional del estimado del error producida por el estimado m(t). Acorde a
la formula de It6 (ver, por ejemplo, [51]), la ecuacién para el estimado de la varianza del error P(t) =
El(z(t) — m(t))(z(t) — m(t))T | FY], producido por el estimado m(t), toma la forma

P(t) = (a1 (t)P(t) + P(t)aT (t) + 2az(t)m(t) P(t) + 2(as(t)m(t) P(t)) T +

3(as()[P()P(t) +m(t)ym” (t)P(t)]) + 3(as(t)[P(t)P(t) + m(t)m” (t) P(t)]) "+
+b()OT () — Q) AT (1) (B(1) BT (1))~ A(t) E(Sign(AT (1) (A(t) AT (1) T A(t)(t) — m(t)) x
x(x(t) = m(t)" | ) — B((x(t) — m(t)(Sign(AT () (A1) AT (£)) Az (t) — m(t))" | )%

AT @B BT (1) ADQT (1) + QAT (BE)BT (1) ANQT ().
Como se sigue de la ecuacién anterior, la variable P(t) es minimizado, si la matriz de ganancia Q(t)
es asignado como Q(t) = E((z(t) — m(t))(Sign(AT (#)(A®)AT (t)) L A@t)z(t) — m(t)))T | FY). En vista
de la definicién de Q(t), la ecuacién para m(t) es representada como (5.25) y,en vista de la formula

de Tt6 [51], la ecuacién para Q(t) esta dada por (5.24), con la condicién inicial Q(tg) = E[(z(tg) —
m(to))(Sign(AT (to)(A(to) AT (to)) " A(to)z(to) — m(t)))” | F¥]. El teorema es probado. B

5.4.  Conclusion

Este capitulo presenta el disenio y problema de filtrado en promedio cuadratico y promedio modulo,
como una solucién, de filtrado basado en una ganancia por modos deslizantes. Ambos problemas de
filtrado son considerados para sistemas polinomiales estocasticos con ruidos blancos Gaussianos. Esto
demuestra que el diseno del filtro por modos deslizantes genera el estimado en promedio cuadratico, que
tiene el mismo minimo de la varianza del error como el mejor estimado dado por el filtro polinomial
en promedio cuadratico, aunque la matriz de ganancia de ambos filtros son diferentes. Es verificado
numéricamente en el ejemplo que el estimado producido por el filtro disenado y el filtro polinomial en
promedio cuadratico da el mismo minimo del estimado de la varianza del error. Por otro lado, el filtro
por modos deslizantes disenado por el estimado en promedio modulo, da un mejor valor del criterio
en comparacién al filtro polinomial en promedio cuadrético. Esta conclusion es probado y verificado
numéricamente en el ejemplo ilustrativo. La aproximacién propuesta basada en involucrar el término de
innovacién por modos deslizantes se espera sean aplicables a otros problemas de filtrado en promedio no
cuadratico para sistemas no lineales, donde el filtro polinomial en promedio cuadrético convencional no

funciona.
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Figura 5.1: La grifica del estado no medible (5.11) z(¢) (Azul), el estimado por modos deslizantes en
promedio cuadrético (5.13) m(t) (Verde), y el estimado del filtro polinomial en promedio cuadratico (5.16)
mx(t) (Rojo) en el intervalo [0,0,4].
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Figura 5.2: La gréfica del estado no medible (5.11) z(¢) (Azul), el estimado por modos deslizantes en
promedio cuadrético (5.13) m(t) (Verde), el estimado por modos deslizantes en promedio cuadratico (5.13)
m(t) promediado por un filtro Butterworth (Celeste), y el estimado polinomial en promedio cuadratico
(5.16) mi (t) (Rojo) en el intervalo [0,1,0,4].
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Figura 5.3: La gréifica del estado no medible (5.27) z(¢t) (Azul), el estimado por modos deslizantes en
promedio modulo (5.27) m(t) (Verde), y el estimado polinomial en promedio cuadrético (5.29) mp(t)
(Rojo) en el intervalo [0, 0,4].



CAPITULO 6

DI1SENO DEL CONTROLADOR POR
MODOS DESLIZANTES PARA SISTEMAS
POLINOMIALES CON ESTADOS NO

MEDIBLES

6.1. Problema del Controlador éptz'mo

6.1.1. Planteamiento del Problema

Sea (2, F, P) un espacio probabilistico completo con una familia de o-algebras F;,t > ty creciente
continua por la derecha, y sean (Wy(t), Fy,t > to) y (Wa(t), Ft,t > to) procesos estdndar de Wiener
independientes. Los procesos aleatorios (z(t), y(t)) Fi-medibles son descritos por una ecuacién diferencial

polinomial para el estado del sistema
dz(t) = f(x, t)dt + B(t)u(t)dt + b(t)dWi(t), x(to) = xo, (6,1)
y la ecuacién diferencial lineal para el proceso de observacion
dY (t) = A(t)x(t)dt + B(t)dWs(t). (6,2)

Aqui, z(t) € R™ es el vector de estados, u(t) € R' es la entrada de control, y y(t) € R™ es el vector de
observacién lineal, m < n. LA condicién inicial g € R™ es un vector Gaussiano tal que xg, Wi (t) € RP,
y Wa(t) € RY son independientes. La matriz de observacién A(t) € R™*"™ no se supone que sea invertible

o cuadrada. Asumimos que G(t)GT(t) es una matriz definida positiva, por lo tanto, m < ¢. Todos

71



72

los coeficientes en (6.1)—(6.2) son funciones deterministicas de dimensiones apropiadas. Sin perdida de
generalidad, el sistema (6.1) (el par (A4, B)) se asume que sea controlable, esto es, los componentes del
estado no controlables no son considerados.

La funcién no lineal f(z,t) es considerada polinomial de n variables, los componentes del vector de
estados z(t) € R", con coeficientes dependientes del tiempo. Como z(t) € R™ es un vector, se requiere
una definicién especial del polinomio para n > 1. Un polinomio de grado p del vector z(t) € R™ es

considerado como una forma p-lineal de n componentes de x(t)
f(@,t) = ao(t) + a1()x(t) + az )z’ + ... + ap (D) primes...,

donde ag(t) es un vector de dimension n, a; es una matriz de dimension n x n, ag es in 3D tensor de
dimensién n xn xn, a, es un (p+1)D tensor de dimension 7 X .. .(p41) times - XM Y X+ op times -+ - X T
es un pD tensor de dimension n X .. ., times - - - X 7 obtenido por la multiplicacién espacial del vector z(¢),

p veces por si mismo. Tal polinomio puede también ser expresado en forma de sumatoria

fe(x,t) = ao k() + Zal ki(t)zi(t) + Zaz kig (t)@i (t)x;(t)

+...+ Z Ap kiy..ip, () Tiy (1) - @i, (2),
i1.ip

kyisjois... ip=1,...,n.

Las ecuaciones del estado y observacién puedes ser escritas en una forma alternativa
£(t) = fz,t) + B(t)u(t) + b(t)yr(t), x(to) = o, (6,17)

y(t) = A@)z(t) + B()2(1), (6,27)

donde y(t) = Y (t), y ¥1(t) y wa(t) son ruidos blancos Gaussianos, que son la derivada en promedio
cuadrético débil de los procesos estandar de Wiener W1 (¢), y Wa(t) (ver [51]). La representacién (6.1),(6.2)
y (6.1%),(6.2*) son equivalentes ([52]).Las ecuaciones (6.1*),(6.2*) presentan la forma convencional para
las ecuaciones (6.1),(6.2), que es actualmente usados en la practica.

En el problema del controlador lineal éptimo cldsico [54, 55|, el criterio a minimizar esta definido

como un funcional cuadratico Bolza-Meyer:

1 T 1 T T T
Js = B3 [2(T)] ¢[w(T)]+5/ (u” (s)R(s)u(s) + 2" (s)L(s)z(s))ds],

to

donde R(t) es definido positivo y ¥, L(t) son funciones matriciales simétricas definidas no negativas, y
T > tg es un cierto momento del tiempo. El simbolo E[f(z)] representa la esperanza (promedio) de la

funcién f de la variable aleatoria x, y a” denota la traspuesta del vector (matriz) a. La solucién del
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problema es bien conocida [54, 55] y considerada como fundamental en la teorfa de sistemas lineales
optimos.
En este capitulo, el criterio a minimizar incluye un término terminal no cuadratico o un término de

la energia del estado no cuadrético o ambos y son definidos como:

= By i | (@) | +3 [ (T GRE(s) + 5 ()L (s)a(s)ds) (63)
i=1 to

n T n
Ta = B3 | (D) | + [ 50T (VR u(s)ds + 3 Lals) [ () | s (64)

donde R(s) es definida positiva y L(s) es una funcién matricial simétrica continua definida no negativa,
1 es una matriz diagonal definida no negativa, y | ; | denota el valor absoluto de los componentes de x;
del vector x € R™.

El problema de control éptimo es buscar un control u*(¢), t € [to,T], que minimice el criterio J; o
Ja a lo largo de la trayectoria no observable z*(t), t € [tg,T], generada al sustituir w*(¢) dentro de la

ecuacién del estado (6.1).

6.2. Diseno del Controlador en Promedio Cuadrdtico

6.2.1.  Principio de Separacion I.

La solucién del primer problema, el estado polinomial no medible x(¢), satisfaciendo (6.1), es reempla-
zado con el estimado en promedio cuadratico m(t) sobre observaciones lineales y(t) (6.2), que es obtenido
usando el filtro de modos deslizantes en promedio cuadratico para sistemas polinomiales (ver [69] Para

el planteamiento y solucién del problema de filtrado correspondiente)
m(t) = E(f(x,t) | ) + B(tyu(t) + K()AT (t)(B(t)BT (1)) " x (6,5)

A(t)Sign[AT (£) (A(®) AT (1) " y(t) — m(1)].

con la condicién inicial m(tg) = E(x(to) | F}Y).

Aqui, La funcién Signo de un vector x = [x1,...,x,] € R™ esta definido como Sign|[x] = [sign(z1),. ..,
sign(x,)] € R™, y la funcién signo de un escalar x es definido como sign(xz) = 1, si x > 0, sign(z) = 0,
siz=0,y sign(z) =—1, si x <0 ([53]).

La funcién matricial K (t) satisface la ecuacién matricial con coeficientes variantes en el tiempo

K (t) = B(f(z,t)(2(t) = m(0)T[EY) + (b(0)b" (8))x | AT () (A@)AT (1) y(t) —m(?) |, (6,6)

con la condicién inicial

K (to) = E[(x(to) — m(to)(w(to) — m(to)" | Fyy ]+ | AT (to)(A(to) A” (t0)) "'y (to) — m(to) | -



74

Aqui, |z |=[ 21 |,--.,| zn |] € R™ es definido como el vector de valores absolutos de los componentes
del vector x € R™, y Axb denota un producto entre una matriz A € R™*"™ y un vector b € R", que resulta
en la matriz definida como: Todas las entradas de la j-th columna de la matriz A son multiplicados por
el j-th componente del vector b, j =1,...,n.

Recordando que m(t) es el estimado en promedio cuadrético para el vector de estado z(t), basado en

el proceso de observacién Y (t) = {y(s),to < s < t}, que minimiza la norma en promedio cuadratico
H = B(x(t) = m(t))" (2(t) = m(t)) | F)]

para todo momento del tiempo t. Aqui, E[¢(t) | FY] Es la esperanza condicional del proceso estocéstico
£(t) = (z(t) —m(t))T (x(t) — m(t)) con respecto a la o-algebra FY generado por el proceso de observacién

Y (t) en el intervalo [tg, t]. Como sabemos [51], este estimado éptimo esta dado por la esperanza condicional
m(t) = BE(z(t) | F)

del estado z(t) con respecto a la o-algebra F}Y generada por el proceso de observacién Y (¢) en el intervalo

[to, t]. Como siempre, la funcién matricial
P(t) = E[(z(t) = m(t))(x(t) = m(t)" | F']

es el estimado de la varianza del error.

Observacién 6.1. Note que las ecuaciones (6.5) y (6.6) no tienen una forma de un sistema cerrado
de ecuaciones debido a la presencia del polinomio dependiente de x, E(f(x,t) | FY), y E(f(x,t)(x(t) —
m(t)T) | FY), que no son expresados todavia como funciones de las variables del filtro, m(t) y Q(t) (o
P(t)). Sin embargo, como se demuestra en [62], la forma cerrada del sistema para las ecuaciones de filtrado
en promedio cuadratico pueden ser obtenidas para cualquier estado polinomial (6.1) sobre observaciones
lineales (6.2).

Es facil verificar que el problema de control 6ptimo para el estado del sistema (6.1) y la funcién de
costo (6.3) es equivalente al problema de control éptimo para el estimado (6.5) y el funcién de costo Jy

representada como
Jy = ZW | m;(T) | —l—%/ (uT(s)R(s)u(s) + mT(s)L(s)m(s))ds+ (6,7)
i=1 to

1 /7

5 / tr[P(s)L(s)lds + tr[P~"(T) K (T)¢],
to

donde ¢r[A] denota la traza de la matriz A. Donde la ultima parte de J; no depende del control u(t) o

del estado z(t), la reduccién de la funcién de costo M; para minimizar toma la forma

M, = leu | ml(T) | —‘y—% /to (UT(s)R(s)u(S) + mT(s)L(s)m(s))ds. (6,8)
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Asi, la solucién del problema de control éptimo especificado por (6.1),(6.4) puede ser hecho resolviendo el
problema de control 6ptimo dado por (6.5),(6.8). Finalmente, el minimo valor del criterio J; debera ser
determinado usando (6.7). Esta conclusién presenta el principio de separacién para sistemas lineales con

criterio no cuadratico (6.4).

6.2.2. Diseno del Control 1.

La solucién optima del problema de control definido por (6.5),(6.8) esta dado por [70]. Aplicando el
principio de separacion de la sub-seccién anterior para el filtro en modo deslizante en promedio cuadréatico
en [69] y el regulador 6ptimo en modo deslizante [70], el control éptimo que resuelve el problema original
(6.1)—(6.4) esta dado por el siguiente teorema.

Teorema 6.1. El controlador en promedio cuadrético para el sistema polinomial (6.1) sobre obser-

vaciones lineales (6.2) con respecto al criterio no cuadratico (6.4) esta dado por la ley de control
u(t) = R™'(6) BT ()Q(t) Sign[m(t)], (6,9)
donde la funcién matricial Q(t) es la solucién de la ecuacién matricial
Q(t) = L(t)x | m(t) | ~[ax(t) + 2az(t)ym(t)+ (6,10)

Bag(ym(t)ym” (t) + ... + pay()ym(t) .. .p-1 times - --m(t)]T Q(t).

La condicién terminal de la ecuacién (6.10) esta definida como Q(T') = —, si el estado m(t) no llega
a la superficie deslizante m(t) = 0 dentro del intervalo de [tg, T], m(t) # 0, t € [to,T]. De otra manera,
si el estado m(t) llega a la superficie deslizante m(¢) = 0 dentro del intervalo de tiempo [to,T], m(t) =0
para algin t € [to,T], entonces Q(t) se fija igual a la funcién matricial Qo(¢) que es tal una solucién de
(6.10) haciendo que m(t) llegue a la superficie deslizante m(t) = 0 bajo la ley de control (6.9) con la
matriz Qo (t) exactamente en el momento t =T, m(T) = 0, pero m(t) # 0, t < T.

Sustituyendo el anterior control éptimo (6.9) en la ecuacién (6.5), se obtiene la siguiente ecuacién del

estimado del estado controlado éptimamente
m(t) = E(f(x,t) | F)+ (6,11)

B(t)R™'(t) BT ()Q(t)Sign[m(t)] + K(H) AT (t)(B(t)B” (t)) ™" x
A(t)Sign[AT (1) (A(£) AT (1) " y(t) — m(t)].
con la condicién inicial m(tg) = E(x(to) | FY).
Como se comentado en la observacién 6.1, las ecuaciones del controlador obtenidas (6.5),(6.6), (6.9)—

(6.11), no presentan un sistema de ecuaciones cerrado explicito, si una forma especifica del polinomio

f(z,t) en (6.1) no se proporciona. Por lo tanto, en la siguiente sub-seccién, se obtiene una forma cerrada
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de las ecuaciones de filtrado (6.5) y (6.6) par la funcién de tercer orden f(x,t) en la ecuacién (6.1), como
sigue. Deberia observar, sin embargo, que la aplicacion del mismo procedimiento daria resultado en el

diseno de sistemas cerrados de ecuaciones de filtrado para cualquier funcién polinomial f(z,t) en (6.1).

6.2.3. Diseno del Controlador para un Estado Polinomial de Tercer Orden I.

Sea la funcion

f(z,t) = ag + a1 () + az(t)zx” + as(t)zzs” (6,12)

un polinomio de tercer orden, donde x es un vector n-dimensional, ag(t) es un vector de dimension n, a;
es una matriz de dimension n X n, as es un 3D tensor de dimension n X n X n, az es un 4D tensor de
dimension n X n X n X n. En este caso, Las siguientes ecuaciones de filtrado para el estimado 6ptimo m(t)

y para la matriz de ganancia Q(t) son obtenidas
m(t) = ag + aym(t) + aam(t)m(t)” + ag P(t) + 3azP(t)m(t) + azm(t)m(t)m(t)” (6,13)

+HE () AT ()(B(t)BT (1)~ A(t)Sign[AT () (A(t) AT (1))~ y(t) — m(t)].

con la condicién inicial m(to) = E(z(to) | FY),
K(t) = a1 K (t) + 2aom(t) K (t) + (aam(t) K (1))T + 3(as(P(t)K (t) + m(t)m(t)T K (t))) (6,14)

+H(as(BP(E)K () + 2m(t)m(t) K (£)))" + (b(£)b" (£))* | AT (£)(A(R) AT (1)) y(t) —m(t) |

con la condicion inicial
K(to) = El(x(to) — m(to)(z(to) — m(to)" | F,¥ 1 | AT (t0)(A(to)A” (o))" y(to) — mlto) | -

P(t) = a(t)P(t) + P(t)aT (t) + 2as(t)m(t) P(t) (6,15)
+2(ag()m(t) P(8)" + 3(az(P(t)P(t) + m(t)m™ (t)P(t)))
+3(az(P(t)P(t) + m(t)ym” () P(t)))" + b(t)b” (t) — P(t)AT (¢)(B(t) B (1)) A(t) P(t)

con la condicién inicial P(tg) = E[(x(to) — m(to)(z(to) — m(te)” | FY].

Consecuentemente, el resultado obtenido es formulado en el siguiente teorema.

Teorema 6.2. El controlador en promedio cuadratico para un estado polinomio de tercer orden del
sistema (6.12) sobre observaciones lineales (6.2) con respecto a un criterio no cuadratico (6.4) es dado
por la ley de control (6.9), la ecuacién (6.13) para el estimado m(t) = E(z(t) | FY), las ecuaciones (6.14)
y (6.15) para la matriz de ganancia del filtro K (t) y la matriz de la varianza del error P(t), y la ecuacién

(6.10) para la matriz de ganancia del control Q(¢).
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6.2.4. FEjemplo. 1

Esta seccion presenta un ejemplo del diseio del controlador por modos deslizantes para sistemas
polinomiales (6.1) sobre observaciones lineales (6.2) con criterio no cuadrético (6.4), usando el control
(6.9),(6.10),(6.13)—(6.15), y compardndolo con el controlador polinomial en promedio cuadratico de tercer
orden [63].

Considere una ecuacién del estado cuadratica
@(t) = 0,122(t) + u(t) +1(t), z(0) =1, (6,16)

y un proceso de observacién lineal
y(t) = a(t) + 1ha(1), (6,17)

donde 14 (t) and 12 (t) son ruidos blancos Gaussian, que son la derivada en promedio cuadratico débil de un
proceso estandar de Wiener (ver [51]). Las ecuaciones (6.16),(6.17) corresponden a la forma convencional
alternativa (6.1*),(6.2*) para las ecuaciones (6.1),(6.2).

El problema de controlador es buscar el control u(t), t € [0,T], T = 0,4, que minimiza el criterio

Jy =50 2(T) | %/0 (u?(t) + 2%(t))dt, (6,18)

En otras palabras, el problema de control es minimizar la energia total del estado = usando el minimo de
la energia total del control .

Aplicando el controlador por modos deslizantes diseniado (6.9),(6.10),(6.13)—(6.15), la ley de control
(6.9) esta dada por

u(t) = Q(t)sign[m(t)], (6,19)
donde m(t) satisface la ecuacién
r(t) = 0,1m2(t) + 0,1P(t) + K (t)sign[y(t) — m(1)], (6,20)
con la condicién inicial m(0) = E(z(0) | y(0)) = mo,
K(t) = 03K(t)+ | y(t) = m(t) | (6,21)
con la condicién inicial Q(0) = E(((0) — m(0))(x(0) — m(0))T | y(0))* | y(0) — m(0) |,
P(t) =1+ 0,4m(t)P(t) — P?(t), (6,22)

con la condicién inicial P(0) = E((x(0) — m(0))(z(0) — m(0))T | y(0)), and

Q*(t) = m(t) | ~0,2m(t)Q" (1), (6,23)
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con la condicién terminal Q(0,4) = —50, si m(t) # 0 para cualquier ¢ < T, y Q*(t*) = 0, donde t* es el
tiempo que el estimado m(t) llega a la superficie deslizante m = 0 en el momento final ¢ = T, de otra
forma.

Sustituyendo el control anterior (6.19) dentro (6.20), la ecuacién del estimado controlado éptimamente

del estado toma la forma
m(t) = 0,1m?(t) + 0,1P(t)+ (6,24)
Q(t)signm(t)] + K (t)sign[y(t) — m(t)],
con la condicién inicial m(0) = E(x(0) | y(0)) = mo. El sistema obtenido (6.20)—(6.24) puede ser resuelto
usando métodos numéricos simples, tales como método de disparo. Este método consiste en variar la
condicién inicial de (6.23) hasta que la condicién terminal dada este satisfecha.

Para la simulacién numérica del sistema (6.16),(6.17) y el controlador (6.20)—(6.24), los valores iniciales
x2(0) = 1, m(0) = 10, y P(0) = 866,25 son asignados. El tiempo final esta fijado para T = 0,4. Los
disturbios 14 (¢) en (6.16) y 12(t) en (6.17) son realizados usando la funcién de ruidos blancos de MatLab.

El sistema (6.20)—(6.24) es primero simulado con la condicién final @*(0,4) = —50. Como la simulacién
muestra, al estado m(t) llegando al cero antes del momento final T'= 0,4. En consecuencia, la condicién
terminal para la ecuacién (6.23) es cambiado a Q*(0,4) = —tg tal que m(0,4) = 0, y el sistema (6.20)—
(6.24) es simulado de nuevo. El resultado obtenido aplicando el controlador (6.20)—(6.24) al sistema
(6.12) son mostrados en la Fig. 6.1, que presenta la gréifica del estado controlado (6.16) z(t), el estimado
controlado (6.20) m(t), el control (6.19) u(¢), y el criterio (6.18) Jy(¢) en el intervalo [0,0,4]. El valor del
criterio (6.18) en el momento final T = 0,4 es J;(0,4) = 6,8286.

El disefio del controlador por modos deslizantes (6.9),(6.10),(6.13)—(6.15) es comparado con el mejor

controlador lineal para el criterio J3 con el término cuadratico no integral
1 /T
Jy = 252%(T) + 3 /0 (u?(t) + 2%(t))dt, (6,25)
Como se sigue de la teoria de control polinomial-cuadratico [63], la ley de control esta dada por
u(t) = Q(t)m(t), (6,26)
donde m(t) satisface la ecuacién
m(t) = 0,1m?(t) + 0,LP(t) + u(t) + P(t)[y(t) — m(1)], (6,27)
con la condicién inicial m(0) = E(x(0) | y(0)) = mo,
P(t) =1+ 0,4m(t)P(t) — P2(t), (6,28)
con la condicién inicial P(0) = E((x(0) —m(0))(z(0) — m(0))T | y(0)), y

Q(t) =1- O,Sm(t)Q(t) - Qz(t)a Q(OA) = —50. (6729)



79

Sustituyendo el control anterior (6.26) dentro (6.27), las ecuacién del estimado controlado éptimamente

del estado toma la forma
m(t) = 0,1m2(t) +0,1P(t) + Q(t)m(t) + P(t)[y(t) — m(¢)], (6,30)

con la condicién inicial m(0) = E(z(0) | y(0)) = my.

Note que la comparacién entre el controlador de modo deslizante (6.9),(6.10),(6.13)—(6.15) con el
controlador polinomial-cuadratico (6.25)—(6.29) con respecto al criterio (6.18) es llevado acabo para fi-
nes ilustrativos, dado que el controlador (6.9),(6.10),(6.13)—(6.15) deberfa dar tedricamente un mejor
resultado, como se sigue del teorema 6.1.

Los resultado obtenido al aplicar el controlado (6.9),(6.10),(6.13)—(6.15) para el sistema (6.16),(6.17)
son mostrados en la Fig. 6.1-6.4, que presenta las gréficas del estado controlado (6.16) z(t), el estimado
controlado (6.24) m(t), el control (6.19) u(¢), y el criterio (6.18) J;(¢) en el intervalo [0,0,4]. El valor del
criterio (6.18) en el momento final T'= 0,4 es J1(0,4) = 14,7499.

Puede ser observado que el controlador por modos deslizantes (6.9),(6.10),(6.13)—(6.15) harfa un mejor
valor para el criterio (6.18) en comparacién con el controlador retroalimentado polinomial-cuadratico
(6.25)—(6.29). Note que el controlador retroalimentado polinomial-cuadrético falla para proveer un control

para el criterio (6.18).

6.3. Diseno de Control en Promedio Modulo.

6.3.1. Principio de Separacion. I

Resolviendo el segundo problema, el estado polinomial no medible z(t), satisface (6.1), es reempla-
zado con un estimado en promedio modulo m(t) sobre observaciones lineales y(t) (6.2), que se obtiene
usando el filtrado por modos deslizantes en promedio modulo para sistemas polinomiales (ver [71] para

el planteamiento y solucién del problema de filtrado correspondiente)
m(t) = E(f(x,t) | F) + B(t)u(t) + K() AT (t)(B(t)BT (1)) " x (6,31)

A(t)Sign[AT (£) (A AT (1)) "1y (t) — m(1)],

con la condicién inicial m(ty) = E(z(to) | ).

Aqui, la funcién Signo de un vector x = [x1,...,2,] € R" esta definido como Sign[z] = [sign(z1), ...,
sign(z,)] € R™, y la funcién signo de un escalar = es definido como sign(z) = 1, si > 0, sign(z) =0,
siz =0,y sign(z) = —1,si x <0 ([53]).

La funcién matricial K (t) satisface la ecuacién matricial con coeficientes variantes en el tiempo

K(t) = b(t)o" (t) + B(f (z,0)(x(t) — m(t))"|F)"), (6,32)
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con la condicién inicial
K(to) = E[(x(to) — m(to)(z(to) — m(to)" | Fy ]+ | AT (to)(A(to) AT (to))'y(to) — m(to) | -

Aqui, |z |=[ 21 |,...,| zn |] € R™ es definido como el vector de valores absolutos de los componentes
del vector x € R™, y Axb denota un producto entre una matriz A € R™*"™ y un vector b € R", que resulta
en la matriz definida como: Todas las entradas de la j-th columna de la matriz A son multiplicados por
el j-th componente del vector b, j =1,...,n.

Recordando que m(t) es el estimado en modulo para el vector de estado x(t), basado en el proceso de

observacién Y (t) = {y(s),to < s < t}, que minimiza la norma en promedio modulo

J = EBl(|x(t) - 2(t) ) | F]

para todo momento t.

Observacion 6.2.

Note que las ecuaciones (6.31) y (6.32) no tienen una forma de un sistema cerrado de ecuaciones debido
a la presencia de términos polinomiales dependientes de z, E(f(z,t) | FY), y E(f(z,t)(z(t) —m(t))T) |
FY), que no son expresados todavia como funciones de las variables del filtro, m(t) y Q(t) (o P(t)).
Sin embargo, como se demuestra en [62], la forma cerrada del sistema para las ecuaciones de filtrado
en promedio cuadratico pueden ser obtenidas para cualquier estado polinomial (6.1) sobre observaciones
lineales (6.2).

Es facilmente verificable que el problema de control 6ptimo para el estado del sistema (6.1) y funcién
de costo (6.4) es equivalente al problema de control éptimo para el estimado (6.31) y el funcional de costo

Jo representado como

n T
Jo= 3t | ma(T) | +/t ST (9)R( ds—i—ZL“ | ma(s) | ds+ (6,33)
i=1 0

T
% /t tr[K (s)L(s)]ds + tr[K(T)y],

donde tr[A] denota la traza de la matriz A. Dado que la ultima parte de J; no depende del control u(t)

o del estado z(t), la reduccién efectiva de la funcién de costo My para minimizar toma la forma
n T 1
M, = ;¢ii | mi(T) | +/to 5 () R( ds—i—ZL” | mi(s) | ds. (6,34)

Asi, la solucién del problema de control éptimo especificado por (6.1),(6.4) puede se encontrado resol-
viendo el problema de control éptimo dado por (6.31),(6.34). Finalmente, el valor minimo del criterio J,
deberd ser determinado usando (6.33). Esta conclusion presenta el principio de separacién para sistemas

lineales con criterio no cuadratico (6.4).
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6.3.2. Diseno del Control II.

La solucién optima del problema de control definida por (6.31),(6.34) esta dada por [56]. Aplicando
el principio de separacion de la sub-seccién anterior para el filtro por modos deslizantes en promedio
modulo en [71] y el regulador éptimo por modos deslizantes [56], la solucién del controlador éptimo del
problema original (6.1)—(6.4) esta dado por el siguiente teorema.

Teorema 6.3. El controlador en promedio modulo para un sistema polinomial (6.1) sobre observa-

ciones lineales (6.2) con respecto al criterio no cuadrético (6.4) esta dado por la ley de control

u(t) = R™'(6) BT ()Q(t) Sign[m(t)), (6,35)
donde la funcién matricial Q(t) es la solucién de la ecuacién matricial

Q(t) = L(t) — [a1(t) + 2az(t)m(t)+ (6,36)

3az(t)mt)m™ () + ...+ pa,()m(t) .. p-1 times - - - m()]TQ(2).

La condicién terminal para la ecuacién (6.36) es definida como Q(T) = —1, si el estado m(t) no llega
a la superficie deslizante m(t) = 0 dentro del intervalo de tiempo [to,T], m(t) # 0, t € [to,T]. De otra
manera, si el estado m(t) llega a la superficie deslizante m(t) = 0 dentro del intervalo de tiempo [to, T},
entonces la condicién terminal para @Q(t) es fijado como cero en el momento del tiempo t*, Q(t*) = 0,
donde t* es el tiempo méaximo posible de llegada a la superficie deslizante m(t) = 0. En otras palabras, si
no existe una solucién del sistema de ecuaciones (6.1), (6.4), (6.31) haremos que satisfaga las condiciones
m(to) = mo y Q(t1) =0, t1 > t*, cuando m(t) # 0 para t < t; y m(t) = 0 para algin ¢t > t;. Note que
m(t) =0, t > t*, y, consecuentemente, u(t) = 0, ¢ > ¢*; mds aun, el valor de Q(t), t > t*, no es necesario.

Sustituyendo el control 6ptimo anterior (6.35) dentro de la ecuacién (6.31), la siguiente ecuacién del

estimado del estado controlado éptimamente es obtenida
m(t) = E(f(x,t) | FY )+ (6,37)
B(t)R™ ()BT (1)Q(t)Sign[m(t)] + K () AT (t)(B(t)BT (1)) ™"
A(t)Sign[AT () (A(£) AT ()" y(t) — m(?)].

con la condicién inicial m(tg) = E(x(tg) | FY).

Como se a comentado en la observacién 6.2, las ecuaciones del controlador obtenidas (6.31),(6.32),
(6.35)—(6.37), no presentan un sistema de ecuaciones cerrado explicito, si una forma especifica del poli-
nomio f(z,t) en (6.1) no es proporciona. Por lo tanto, en la siguiente sub-seccién, se obtiene una forma
cerrada de las ecuaciones de filtrado (6.31) y (6.32) par la funcién de tercer orden f(z,t) en la ecuacién
(6.1), como sigue. Deberfa observar, sin embargo, que la aplicacién del mismo procedimiento darfa resul-
tado en el diseno de sistemas cerrados de ecuaciones de filtrado para cualquier funcién polinomial f(x,t)

en (6.1).
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6.3.3. Diseno del Controlador para un Estado Polinomial de Tercer Orden I1.

Sea la funcién

f(x,t) = ag + a1 () + ag(t)zx” + az(t)zze” (6,38)

un polinomio de tercer orden, donde z es un vector n-dimensional, ag(t) es un vector de dimension n, aq
es una matriz de dimension n X n, as es un 3D tensor de dimension n X n X n, az es un 4D tensor de
dimension n X n X n X n. En este caso, Las siguientes ecuaciones de filtrado para el estimado 6ptimo m(t)

y para la matriz de ganancia Q(t) son obtenidas
mi(t) = ao(t) + a1 (t)m(t) + az()ym(t)m™ (t) + az(t) K ()% | AT ()(A@G)AT (1) y(t) —m(t) |+ (6,39)
Baa(t)m(t) K (t)+ | AT(£) (A AT (1)~ y(t) —m(t) | +
as(t)ym(t)ym(tym” (t) + B()R™' ()BT (t)Q(t)Sign[m(t)]+
+E () AT(6)(B(6)BT ()~ A(t)Sign[AT (1) (A AT (£)) "y (t) — m(t)].
con la condicién inicial m(to) = E(z(t) | FY),
K(t) = a1 () K (t) + 2a2(8)m(t) K (t) + az () [K () K ()% | AT(0)(ABAT () ""y(t) —m(t) |+ (6,40)

3m(t)m” (t) K (t)]) + b(t)b" (),
K(to) = E[(z(to) — m(to))(Sign(A” (to)(A(to) A” (to)) " Alte)z(to) — m(to))" | Fiy .

Consecuentemente, el resultado obtenido es formulado en el siguiente teorema.

Theorem 6.4. El controlador en promedio modulo para un estado polinomio de tercer orden del
sistema (6.38) sobre observaciones lineales (6.2) con respecto a un criterio no cuadratico (6.4) es dado
por la ley de control (6.35), la ecuacién (6.39) para el estimado m(t) = E(z(t) | FY), la ecuacién (6.40)

para la matriz de ganancia del filtro K (¢), y la ecuacién (6.36) para la matriz de ganancia del control

Q).

6.3.4. FEjemplo II.

Esta seccion presenta un ejemplo del diseno del controlador por modos deslizantes en promedio mo-
dulo para sistemas polinomiales (6.1) sobre observaciones lineales (6.2) con criterio no cuadratico (6.4),
usando el control (6.35),(6.36),(6.39),(6.40), y compardndolo con el controlador polinomial en promedio
cuadrético de tercer orden [63].

Considere la ecuacién de estado cuadratica

@(t) = 0,122(t) + u(t) +1(t), z(0) =1, (6,41)
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y el proceso de observacion lineal
y(t) = x(t) + 1o (), (6,42)
donde 1)1 (t) and 12 (t) son ruidos blancos Gaussian, que son la derivada en promedio cuadratico débil de un
proceso estandar de Wiener (ver [51]). Las ecuaciones (6.41),(6.42) corresponden a la forma convencional
alternativa (6.1*),(6.2*) para las ecuaciones (6.1),(6.2).
El problema de controlador es buscar el control u(t), t € [0,T], T = 0,4, que minimiza el criterio

T
T2 =50 | oT) |+ [ (el 0+ o) Dt (6.43)

En otras palabras, el problema de control es minimizar la energia total del estado = usando el minimo de
la energia total del control w.
Aplicando el controlador por modos deslizantes disenado (6.35),(6.36),(6.39),(6.40), la ley de control
(6.35) esta dada por
u(t) = Q(t)sign[m(t)), (6,44)
donde m(t) satisface la ecuacién
m(t) = 0,1m?(t)+ (6,45)

0,1K(t) [ y(t) —m(t) [ +u(t) + K(t)sign[y(t) —m(t)],

con la condicién inicial m(0) = E(z(0) | y(0)) = mo,

K(t) =02m(t)K(t) + 1, (6,46)
con la condicién inicial K (0) = E((x(0) — m(0))(Sign(xz(0) — m(0)))T | y(0)), and
Q*(t) =1—02m(t)Q*(¢), (6,47)

con la condicién terminal Q*(¢*) = 0, donde t* es el tiempo méximo posible llegada a la superficie
deslizante m = 0 por el estado del sistema m(¢).

Sustituyendo el control anterior (6.44) dentro (6.45), la ecuacién del estimado controlado éptimamente
del estado toma la forma

() = 0,1m>(t) + 0,LK (t) | y(t) — m(t) | + (6,48)
Q(t)sign[m(t)] + K (t)signly(t) —m(t)],

con la condicién inicial m(0) = E(x(0) | y(0)) = my. El sistema obtenido (6.44)—(6.48) puede ser resuelto
usando métodos numéricos simples, tales como el método de disparo. Este método consiste en variar la
condicién inicial de (6.47) hasta que la condicién terminal dada este satisfecha.

Para la simulacién numérica del sistema (6.41),(6.42) y el controlador (6.44)—(6.48), los valores iniciales

z(0) = 1, m(0) = 10, y K(0) = 100 son asignados. El tiempo final esta fijado para 7' = 0,4. Los disturbios
P1(t) en (6.16) y 12(t) en (6.17) son realizados usando la funcién de ruidos blancos de MatLab.
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Los resultado obtenido al aplicar el controlado (6.44)—(6.48) para el sistema (6.41),(6.42) son mos-
trados en la Fig. 6.2, que presenta las gréficas del estado controlado (6.41) z(t), el estimado controlado
(6.48) m(t), el control (6.44) u(t), y el criterio (6.43) Ja(t) en el intervalo [0,0,4]. El valor del criterio
(6.43) en el momento final T'= 0,4 es J5(0,4) = 1,2285.

El disefio del controlador por modos deslizantes (6.35),(6.36),(6.39),(6.40) es comparado con el mejor

controlador polinomial para el criterio J3 con el término cuadratico no integral
1 (7
Js = 252%(T) + 3 /O (u?(t) + 22(t))dt, (6,49)
Como se sigue de la teoria de control polinomial-cuadratico [63], la ley de control esta dada por
u(t) = Q(t)m(t), (6,50)
donde m(t) satisface la ecuacién
m(t) = 0,1m>(t) + 0,LP(t) + u(t) + P(t)[y(t) — m(t)], (6,51)
con la condicién inicial m(0) = E(z(0) | y(0)) = my,
P(t) =1+ 0,4m(t)P(t) — P?(t), (6,52)
con la condicién inicial P(0) = E((x(0) — m(0))(z(0) — m(0))T | y(0)), y
Qt) =1-03m(H)Q(t) — Q*(t), Q(0,4) = —50. (6,53)

Sustituyendo el control anterior (6.50) dentro (6.51), las ecuacién del estimado controlado éptimamente

del estado toma la forma
m(t) = 0,1m>(t) + 0,1P(t) + Q(t)m(t) + P(t)[y(t) — m(t)], (6,54)

con la condicién inicial m(0) = E(z(0) | y(0)) = my.

Para la simulacién numérica del sistema (6.41),(6.42) y el controlador (6.50)—(6.54), los valores iniciales
z(0) =1, m(0) = 10, y P(0) = 100 son asignados.

Los resultado obtenido al aplicar el controlado (6.50)—(6.54) para el sistema (6.41) son mostrados en
la Fig. 6.5-6.8, que presenta las graficas del estado controlado (6.41) xz(t), el estimado controlado (6.51)
m(t), el control (6.50) u(t), y el criterio (6.43) Ja(¢) en el intervalo [0, 0,4]. El valor del criterio (6.43) en
el momento final T'= 0,4 es J2(0,4) = 15,4089.

Note que la comparacién entre el controlador de modo deslizante (6.35),(6.36),(6.39),(6.40) con el
controlador polinomial-cuadratico (6.50)—(6.54) con respecto al criterio (6.43) es llevado acabo para fi-
nes ilustrativos, dado que el controlador (6.35),(6.36),(6.39),(6.40) deberfa dar tedricamente un mejor

resultado, como se sigue del teorema 6.3.
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Se puede observar que el controlador por modos deslizantes (6.35),(6.36),(6.39),(6.40) dan un valor
mejor del criterio (6.43) en comparacién del controlador retroalimentado polinomial-cuadrético (6.50)—
(6.54). Note que el controlador retroalimentado polinomial-cuadratico falla para proveer un control para
el criterio (6.43).

6.4. Conclusiones.

Este capitulo presenta el problema del controlador en promedio cuadrético y el problema del con-
trolador en promedio modulo para sistemas polinomiales, cuya solucién esta dada por un controlador
por modos deslizantes que consiste de un filtro por modos deslizantes en promedio cuadréatico y un filtro
por modos deslizantes en promedio modulo, respectivamente, y un regulador por modos deslizantes. El
problema del controlador 6ptimo es considerado para sistemas polinomiales sobre observaciones lineales
con respecto a diferentes criterios Bolza-Meyer, donde 1) el energfa del control y la energia del estado
dentro de la integral son cuadraticos y el término no integral es de primer orden o 2) la energia del control
es cuadrético y la energia del estado es de primer orden. Es demostrado que la solucién optima dada por
el controlador por modos deslizantes, mientras el controlador retroalimentado polinomial convencional

falla para dar una solucion factible.
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Figura 6.1: El controlador por modos deslizantes éptimo con respecto al criterio J; vs. el controlador retroalimentado
polinomial en el intervalo entero [0,0,4]. 1. Controlador por modos deslizantes. La gréfica del estado controlado (6.16)

z(t) (Azul) y el estimado controlado (6.20) m(t) (Verde)
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State and Estimate.

|
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
Time

Figura 6.2: El controlador por modos deslizantes éptimo con respecto al criterio J1 vs. el controlador retroalimentado
g
polinomial en el intervalo entero [0, 0,4]. 2. controlador retroalimentado polinomial. La grafica del estado controlado

(6.16) x(t) (Azul) y el estimado controlado (6.24) m(t) (Verde)
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Figura 6.3: El controlador por modos deslizantes éptimo con respecto al criterio J; vs. el controlador retroalimentado
polinomial en el intervalo entero [0,0,4]. 3. Control. Gréfica del control por modos deslizantes (6.19) u*(t) (Azul) y el
control retroalimentado polinomial (6.26) u(t) (Verde)
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Figura 6.4: El controlador por modos deslizantes éptimo con respecto al criterio J; vs. el controlador retroalimentado
polinomial en el intervalo entero [0,0,4]. 4. Criterio. Gréfica del criterio (6.18) Ji producido por el control por modos
deslizantes (Azul) y por el controlador retroalimentado polinomial (Verde).
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Figura 6.5: El controlador por modos deslizantes éptimo con respecto al criterio J2 vs. el controlador retroalimentado
polinomial en el intervalo entero [0,0,4]. 1. Controlador por modos deslizantes. La gréfica del estado controlado (6.41)
z(t) (Azul) y el estimado controlado (6.45) m(t) (Verde)
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State and Estimates

|
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Figura 6.6: El controlador por modos deslizantes éptimo con respecto al criterio Jo vs. el controlador retroalimentado
g
polinomial en el intervalo entero [0, 0,4]. 2. controlador retroalimentado polinomial. La grafica del estado controlado

(6.41) x(t) (Azul) y el estimado controlado (6.51) m(t) (Verde)
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Figura 6.7: El controlador por modos deslizantes éptimo con respecto al criterio Jo vs. el controlador retroalimentado
g
polinomial en el intervalo entero [0,0,4]. 3. Control. Gréfica del control por modos deslizantes (6.44) u*(t) (Azul) y el

control retroalimentado polinomial (6.50) u(t) (Verde)
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Figura 6.8: El controlador por modos deslizantes éptimo con respecto al criterio J2 vs. el controlador retroalimentado
polinomial en el intervalo entero [0,0,4]. 4. Criterio. Gréfica del criterio (6.43) J2 producido por el control por modos
deslizantes (Azul) y por el controlador retroalimentado polinomial (Verde).



CAPITULO 7

FILTRADO DEL ESTADO POR MODOS
DESLIZANTES Y ESTIMACION DE
PARAMETROS PARA SISTEMAS LINEALES

ESTOCASTICOS

7.1.  Problema de Filtrado para Sistemas Lineales con Pardmetros Desconocidos

Sea (0, F, P) un espacio probabilistico completo con una familia de o-algebras Fy,t > tg creciente
continua por la derecha, y sean (W1y(¢), Fy,t > to) v (Wa(t), Ft,t > to) procesos estdndar de Wiener
independientes. Los procesos aleatorios (z(t), y(t)) Fi-medibles son descritos por una ecuacién diferencial

polinomial con un pardmetro vectorial desconocido 0(t) para el estado del sistema
dz(t) = (ap(0,t) + a(0,t)x(t))dt + b(t)dW1(t),
x(to) = o, (7,1)
y la ecuacién diferencial para el proceso de observacion
dy(t) = (Ao(t) + A(t)x(t))dt + B(t)dWa(t). (7,2)

Aqui, z(t) € R™ es el vector de estado, y(t) € R™ es el vector de observacién lineal, m < n, y 0(t) € RP,
p <nXxn+mn,es el vector de entradas desconocidas de la matriz a(6,t) y los componentes desconocidos
del vector ag(6,t). Esto ultimo significa que ambas estructuras contienen componentes desconocidos
ap,(t) =0k(t), k=1,...,p1 <nya;(t) =0k(t), k=p1+1,...,p <nxn+n, asi como los componentes

conocidos ay, (t) y a;j(t), cuyos valores son funciones conocidas del tiempo. La condicién inicial zy € R™

94
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es un vector Gaussiano tal que zg, Wi (t), y Wa(t) son independientes. Asumimos que B(t)BT(t) es una
matriz definida positiva. Todos los coeficientes en (7.1)—(7.2) son funciones deterministicas del tiempo de
dimensiones apropiadas.

Se considera que no hay ninguna informacién ttil sobre los valores de los pardmetros desconocidos
Or(t), k = 1,...,p, y esta incertidumbre crece cuando el tiempo tiene a infinito. En otras palabras, los

parédmetro desconocido pueden ser modelados como procesos de Wiener F;-measurable

con la condicién inicial desconocida 0(tg) = 6y € RP, donde (W5(t), Fi,t > to) es un proceso de Wiener
independiente de xo, Wi(t), y Wa(t).

El problema de estimacién es buscar un estimado éptimo 2(t) = [2(t),0(t)] del vector combinado
del estado del sistema y pardmetros desconocidos z(t) = [z(t), 8(t)], basado en el proceso de observacién

Y (t) = {y(s),0 < s < t}. Como sabemos [51], este estimado éptimo esta dado por la esperanza condicional
2(t) =m(t) = E(=(t) | F))

del sistema de estado z(t) = [2(t),0(t)] con respecto a la o - algebra F}Y generada por el proceso de
observacién Y (t) en el intervalo [to, ¢]. Usando los modos deslizantes en promedio cuadratico, la funcién

matricial
P(t) = E[(z(t) —m(t))(z(t) = m(t))" | F']

es el estimado de la varianza del error y para el modo deslizante en promedio modulo, la funcién matricial
P(t) = B[(| 2(t) —m(t) |) | F']

es el estimado de la varianza del error.
La solucién propuesta para este problema de filtrado esta basado en el disenio del filtro por modos

deslizantes para sistemas polinomiales con estados no medibles, que son obtenidos en [67] y [68].

7.2.  Reduccion del Problema.

Para aplicar las ecuaciones de filtrado 6ptimo para el vector de estado z(t) = [z(t), 6(¢)], gobernado
por las ecuaciones (7.1) y (7.3), sobre las observaciones lineales (7.2) (ver [67] y [68]), la ecuacién de
estado (7.1) debera ser escrita en forma polinomial. Para este motivo, una matriz a;(t) € R™P)x(n+p)
un tensor cubico ag(t) € RMP)X(n+p)x(n+p) v yun vector co(t) € R™FP) son introducidos como sigue.

La ecuacién para la i-ésimo componente del vector de estado esta dada por

dri(t) = (a0, (t) + > aij(t)z;(£))dt + Y by (£)dW, (t),
j=1

=1
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CL‘i(to) = Zo;-

Entonces: 1. Si la variable ag, (t) es una funcién conocida, entonces la i-ésimo componente del vector
co(t) es fijado para esta funcién, co,(t) = ag,(t). De otra forma, si la variable ag,(t) es una funcién
desconocida, entonces la (i,n + i)-th entrada de la matriz ay(f) es fijado como 1. Como observo, el
numero del componentes desconocidos del vector ag es igual a p; < n.

2. Si la variable a;;(t) es una funcién conocida, entonces la (i, j)-th componente de la matriz a;(t) es
fijado para esta funcién, ay,,(t) = a;;(t). De otra forma, si la variable a;;(t) es una funcién desconocida,
entonces la (¢, n+p; +k, j)-th entrada del tensor cubico as(t) es fijado como 1, donde k es el numero de que
esta entrada desconocida ocurre en la matriz a;;(t), consecuentemente contando las entradas desconocidas
por renglones desde la primera hasta n-ésimo entrada en cada renglén. El numero de entradas desconocidas
en la matriz a; es igual a p—p; < n?, donde p; < n es el numero de componentes desconocidos del vector
ag, v p < n? 4+ n es el numero total de variables desconocidas.

3. Todas las otras entradas no asignadas de la matriz a1 (t), el tensor cubico az(t), y el vector co(t)
son fijados como 0.

Usando la notacién introducida, las ecuaciones del estado (7.1),(7.3) para el vector z(t) = [z(t),0(t)] €

R™P pueden ser re-escritas como
dz(t) = (co(t) + a1 (t)z(t) 4+ ao(t)z(t)2T (t))dt + diag[b(t), Ipxp]diag[WlT(t), Wi, (7,4)

z(to) = [wo, bo],

donde la matriz aq(t), el tensor cubico as(t), y el vector ¢(t) ya se han definido, y I,x, es la matriz

identidad p x p - dimensional. la ecuacién (7.4) es bilineal con respecto al estado extendido z(t) =

[=(£),0(t)].

Asi, el problema de estimacion esta ahora re-formulado en lo que se refiere a buscar el estimado éptimo
2(t) = m(t) = [2(t),0(t)] para el vector de estado z(t) = [x(t),0(t)], gobernado por la ecuacién bilineal
(7.4), basado en el proceso de observaciéon Y (t) = {y(s),0 < s < t}, satisfaciendo la ecuacién (7.2).

7.8.  Filtro por Modos Deslizantes en Promedio Cuadrdtico

La solucion de este problema es obtener las ecuaciones de filtrado por modos deslizantes en promedio
cuadratico éptimas para el estado bilineal con parte lineal parcialmente medible sobre observaciones lineal

[67] y dado por
m(t) = co(t) + ar(t)ym(t) + ax()m(H)m(t)" + az(t) P(t) + Q(O)[A(®), Omxp] (BB (1)) 7' % (7.5)

Signly(t) — (Ao(t) + [A(E), Omxplm (t))]-

m(to) = [E(xz(to) | FY), B(0(to) | F)),
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Q) = ar()Q(t) + 2a2(Hm(H)Q(t) + (a2 ()m(B)Q(E))" + (diag[b(t), I)) (diag[b(t), L] ") x (7.6)
| y(#) = (Ao(t) + [A(), Omxplm(t)) |
Q(to) = E[(2(to) — m(to))(2(to) — m(to))" | Fyy I | y(to) — (Ao(to) + [Alto), Omxplm(t)) | -

P(t) = a1 (t)P(t) + P(t)aT (t) + 2aq(t)m(t) P(t)+ (7,7)
2(az()ym(t)P(1))" + (diag[b(t), L)) (diag[b(¢), L)) — P()[A(t), Omx,p] T (B()BT (£)) " [A(t), Omxp] P (1),
P(to) = BE((z(to) — m(to))(=(to) — m(to))" | FY'),

donde Oy, xp es la matriz cero m X p - dimensional.

Teorema 7.1. El filtro por modos deslizantes en promedio cuadratico finito dimensional para el vector
de estado extendido z(t) = [z(t), 0(t)], gobernado por la ecuacién (7.4), sobre observaciones lineales (7.2)
esta dado por la ecuacién (7.5) para el estimado éptimo 2(t) = m(t) = [2(t), 0(t)] = E([z(t),0(t)] | FY) y
las ecuaciones (7.6) y (7.7) para el estimado de la varianza del error P(t) = E[(2(t) —m(t))(2(t) —m(t))T |
FY]. Este filtro, aplicado para el sub-vector #(¢), también sirve como el identificado 6ptimo para el vector
de pardametros desconocidos 0(t) en la ecuacién (7.1), dando el estimado del sub-vector é(t) como el
estimado 6ptimo del parametro.

Demostracion. La demostracién se sigue directamente de los pasos 1-3 para disenar los coeficientes
en la ecuacién (7.4), la nueva ecuacién de estado extendido (7.4), y las ecuaciones de filtrado por mo-
dos deslizantes en promedio cuadrético 6ptimo (7.5),(7.6),(7.7) para el estado bilineal-lineal con parte
parcialmente medible lineal sobre observaciones lineales, que fueron obtenidas en [67].

Asi, basado en las ecuaciones de filtrado por modos deslizantes en promedio cuadratico general para
estados bilineales con parte parcialmente medible sobre observaciones lineales, el filtro éptimo del estado
y el identificador de pardmetros son obtenidos para el estado del sistema lineal (7.1) con pardmetro
desconocidos, modelados por (7.3), sobre observaciones lineales (7.2). Donde el problema original de
identificacién es reducido al problema de filtrado para el estado del sistema extendido incluyendo al
estado y parametros, la condicién de identificabilidad para el sistema original coincide con la condicién

de observabilidad para el sistema extendido.

7.3.1.  Ejemplo 1

Esta seccion presenta un ejemplo del diseno de filtrado por modos deslizantes en promedio cuadratico
e identificacién para estados del sistema lineales con parametros multiplicativos desconocidos, basados
en el estado lineal medible.
Sea el estado del sistema bidimensional x(t) € R satisfaciendo la ecuacién bilineal con un pardmetro
desconocido escalar 6 € R
i1 (t) = zo(t) (7.8)
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Bo(t) = 0za(t) + Y1 (1),

y el proceso de observacién escalar y(t) € R esta dado por la ecuacién lineal

y(t) = 21(t) + Pa(2), (7,9)

donde 91 (t) ¥ 12(t) son ruidos blancos Gaussianos, que son la derivada en promedio cuadratico débil de
procesos estandar de Wiener (ver [51]). Las ecuaciones (7.8)—(7.9) presentan la forma convencional para
las ecuaciones (7.1)—(7.2), que es actualmente usado en la practica [52]. El pardmetro 6 esta modelado

como un proceso estandar de Wiener, esto es, satisface la ecuacion
do(t) = AWs(t),  6(0) = b,
que también puede ser escrita como
0(t) = vs(t),  6(0) = bo, (7,10)

donde #3(t) es un ruido blanco Gaussiano. El ruido blanco Gaussiano ;(t) y ¥3(t) en las ecuaciones del
estado y pardmetro son asumidas que son ruidos blancos Gaussianos independientes.

El problema de filtrado por modos deslizantes en promedio cuadratico es buscar un estimado éptimo
para el estado bilineal-lineal (7.8),(7.10), usando observaciones lineales (7.9) confundidos con disturbios
modelados como ruidos blancos Gaussianos independientes e idénticamente distribuidos.

Las ecuaciones de filtrado por modos deslizantes en promedio cuadratico (7.5),(7.6),(7.7) toman la

siguiente forma particular para el sistema (7.8)—(7.10)
my(t) = ma(t) + Qu1(t)Sign(y(t) — my(t))
1y (t) = Pa3(t) + ma(t)ms(t) + Qa1(2)Sign(y(t) — ma(t)) (7.11)
m3(t) = Qa1(t)Sign(y(t) —ma(t)),

con la condicién inicial m1(0) = E(z10 | y(0)) = mio, m2(0) = E(z2 | y(0)) = mgo and mg(0) =
E(6o | y(0)) = mso,

Qui(t) = Qu(t), (7,12)
Q21(t) = 2m3(1) Qa1 (1),
Qs1(t) =0,

con la condicién inicial Q(0) = E(([zo, 0o] — m(0))([xo,00] — m(0))T | y(0))* | y(0) — m1(0)) | ..

Pyi(t) = Py (t) + Pio + P2, (7,13)



99

Pio(t) = Pao(t) + 2msPoy + P11 Pro,
Prs(t) = Pas(t) + Py Pis,
Py (t) = Pas(t) + 2msPyy + Py1 Pyo,
Pyy(t) = 14 4msPag + Py Py,
Po3(t) = 2m3 Py + Pa1 Pis,

con la condicién inicial P(0) = E(([zo, 00] — m(0))([xo, 8] — m(0))T | y(0)).

Resultados numéricos de la simulacién son obtenidos resolviendo el sistema de ecuaciones de filtrado
(7.11)—(7.13). Los valores obtenidos de m;(t), estimado para z1(t), mz(t), estimado para z1(t), y ms(t),
estimado para 6(¢), son comparados con los valores reales de la variable de estado x1(t), x2(t) y el
pardmetro 0(t) en (7.8)—(7.10).

Para el filtro (7.11)—(7.13) y el sistema de referencia (7.8)—(7.10) involucrados en la simulacién, son
asignados los siguientes valores iniciales: x19 = 1000, x99 = 10, myg = 990, mog = 3,5, mzg = 2,Q110 =
100, Q210 = Q310 = 10, P19 = Pagg = 100,P159 = P19 = Pi3p = Ps30 = 10 para el parametro
desconocido 6 = 1, as{ consideramos al sistema (7.8) inestable en la primera simulacién y z19 = 280,
T0 = 45, mio = 290, mao = 53, m3zo = 0,Q110 = 866,25, Q210 = @310 = 86,62, P11g = Pago = 100,P130 =
Py19 = Pi3g = Pa30 = 10 para el pardmetro desconocido § = —1, asi consideraremos al sistema (7.8)
estable en la segunda simulacion. Los correspondientes resultados son mostrados en las graficas Figs.

7.1-7.6.

7.4. Filtro por Modos Deslizantes en Promedio Modulo

La solucién de este problema es obtenido usando las ecuaciones de filtrado por modos deslizantes
en promedio modulo 6ptimas para el estado bilineal-lineal con parte lineal parcialmente medible sobre

observaciones lineal [68] y dado por
m(t) = co(t) + a1 (t)m(t) + ax(t)m(t)m(t)"+ (7,14)
+ag () K (#)* [ y(t) — (Ao(t) + [A(), Omxplm(t)) | +
FE(D[A(), 0mxp) T (B(#) BT (£)) " Sign[y(t) — (Ao(t) + [A(t), Omxplm(t))]-

m(to) = [E(x(to) | F), E(O(to) | 1)),

K(t) = ar(t) K (1) + 2az()m(t) K (t) + (diag[b(t), I,])(diag[b(t), I,]") (7,15)
K (to) = E[(2(to) — m(to))Sign[(A” (to) (A(to) A™ (o)) "t A(to)2(to) — m(to))]" | Fy]

donde Oy, xp es la matriz de ceros m X p - dimensional.
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Teorema 7.2. El filtro por modos deslizantes en promedio modulo finito dimensional para el vector
de estado extendido z(t) = [z(¢), ()], gobernado por la ecuacién (7.4), sobre observaciones lineales (7.2)
esta dado por la ecuacién (7.14) para el estimado éptimo 2(t) = m(t) = [&(t), 0(t)] = E([z(t),0(t)] | FY)
y la ecuacién (7.15) para el estimado de la varianza del error P(t) = E[(| 2(t) —m(t) |) | F}Y]. Este filtro,
aplicado para el sub-vector 6(t), también sirve como el identificado éptimo para el vector de pardmetros
desconocidos () en la ecuacién (7.1), dando el estimado del sub-vector () como el estimado éptimo
del parametro.

Demostracion. La demostraciéon se sigue directamente de los pasos 1-3 para disenar los coeficientes
en la ecuacién (7.4), la nueva ecuacién de estado extendido (7.4), y las ecuaciones de filtrado por modos
deslizantes en promedio modulo éptimo (7.14),(7.15) para el estado bilineal-lineal con parte parcialmente
medible lineal sobre observaciones lineales, que fueron obtenidas en [68].

Asi, basado en las ecuaciones de filtrado por modos deslizantes en promedio modulo general para
estados bilineales con parte parcialmente medible sobre observaciones lineales, el filtro éptimo del estado
y el identificador de pardmetros son obtenidos para el estado del sistema lineal (7.1) con pardmetro
desconocidos, modelados por (7.3), sobre observaciones lineales (7.2). Donde el problema original de
identificacién es reducido al problema de filtrado para el estado del sistema extendido incluyendo al
estado y parametros, la condicién de identificabilidad para el sistema original coincide con la condicién

de observabilidad para el sistema extendido.

7.4.1.  Ejemplo 2

Esta seccién presenta un ejemplo del diseno de filtrado por modos deslizantes en promedio modulo e
identificacién para estados del sistema lineales con parametros multiplicativos desconocidos, basados en
el estado lineal medible.

Sea el estado del sistema bidimensional x(t) € R satisfaciendo la ecuacién bilineal con un pardmetro
desconocido escalar 6 € R

o1 (t) = 22(1) (7,16)
j?g(t) = ng(t) + ¢1 (t),
y el proceso de observacién escalar y(t) € R esta dado por la ecuacién lineal
y(t) = z1(t) + ¥a(t), (7,17)

donde 91 (t) ¥ 12(t) son ruidos blancos Gaussianos, que son la derivada en promedio cuadratico débil de
procesos estandar de Wiener (ver [51]). Las ecuaciones (7.16)—(7.17) presentan la forma convencional para
las ecuaciones (7.1)—(7.2), que es actualmente usado en la practica [52]. El pardmetro 6 esta modelado

como un proceso estandar de Wiener, esto es, satisface la ecuacion

do(t) = dWs(t), 6(0) = by,
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que también puedes ser escritas como

0(t) = vs(t), 6(0) = 6o, (7,18)

donde t3(t) es un ruido blanco Gaussiano. El ruido blanco Gaussiano 1 (t) y ¥3(t) en las ecuaciones del
estado y parametro son asumidas que son ruidos blancos Gaussianos independientes.

El problema de filtrado por modos deslizantes en promedio modulo es buscar un estimado éptimo
para el estado bilineal-lineal (7.16),(7.18), usando observaciones lineales (7.17) confundidos con disturbios
modelados como ruidos blancos Gaussianos independientes e idénticamente distribuidos.

Las ecuaciones de filtrado (7.14),(7.15) toman la siguiente forma particular para el sistema (7.16)—
(7.18)

i (t) = ma(t) + Q11 (t)Sign(y(t) — ma(t))

ma(t) = Q23(t) [ y(t) — ma(t) | +ma(t)ms(?)
+Q21()Sign(y(t) — ma(t)) (7,19)
ms(t) = Q31(t)Sign(y(t) — ma(t)),

con la condicién inicial mq(0) = E(x10 | y(0)) = m10, m2(0) = E(x20 | y(0)) = mag y m3(0) = E(6p |
y(0)) = mao,

Ki1(t) = Ko (t), (7,20)
Ko (t) = 2my(t) Ko (1),
Kas(t) = 2ms(t) Kas (1),
Kz (t) =0,

con la condicién inicial K (0) = E(([zg, 0o] — m(0))Sign([zo, o] — m(0))T | y(0)).

Resultados numéricos de la simulacién son obtenidos resolviendo el sistema de ecuaciones de filtrado
(7.19)—(7.20). Los valores obtenidos de m; (t), estimado para z1(t), mz(t), estimado para z1(t), y ms(t),
estimado para 6(t), son comparados con los valores reales de la variable de estado x1(t), za(t) y el
pardmetro 0(t) en (7.16)—(7.18).

Para el filtro (7.19)—(7.20) y el sistema de referencia (7.16)—(7.18) involucrados en la simulacién, son
asignados los siguientes valores iniciales: x19 = 1000, x29 = 10, m1o = 990, mog = 3,5, mgg = 2,K119 =
100, K219 = K30 = K319 = 10 para el pardmetro desconocido # = 1, asi consideramos al sistema (7.16)
inestable en la primera simulacion y x19 = 280, x99 = 45, m1g = 290, moy = 53, mzg = 0,K7119 = 100,
K219 = Kazp = K310 = 10 para el pardmetro desconocido §# = —1, as{ consideraremos al sistema (7.16)
estable en la segunda simulacién. Los correspondientes resultados son mostrados en las graficas Figs.

7.7-7.12.
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7.5. Conclusion

Este capitulo presenta el filtrado éptimo por modos deslizantes y el problema de identificacién de
parametros para sistemas lineales estocasticos con parametros desconocidos multiplicativos y aditivos
sobre observaciones lineales con una matriz de observacién invertible, donde los parametros desconocidos
son considerados procesos de Wiener. Los resultados de la simulaciéon muestran que ambos filtro por
modos deslizantes, en promedio cuadratico y promedio modulo, producen errores de estimacién fiable de

convergencia para todos los estados y el parametro desconocido.

x 10*

State 1 and Estimate 1

Figura 7.1: La grafica muestra z1(f) y m1(t) en lineas azul y verde, respectivamente, para el sistema
inestable (7.8) con filtro en promedio cuadrético en el intervalo de simulacién [0, 9].
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x 10*

State 2 and Estimate 2

Figura 7.2: La grafica muestra x2(t) y ma(t) en lineas azul y verde respectivamente, para el sistema
inestable (7.8) con filtro en promedio cuadrético en el intervalo de simulacién [0, 9].
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15

Figura 7.3: La grafica muestra el estimado del pardmetro mg(t), para el sistema inestable (7.8) con filtro
en promedio cuadrético en el intervalo de simulacién [0, 9].
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Figura 7.4: La gréafica muestra x1(t) y mq(t) en lineas azul y verde, respectivamente, satisfaciendo (7.11),
para el sistema estable (7.8) con filtro en promedio cuadratico en el intervalo de simulacién [0, 20].
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Figura 7.5: La grafica muestra x2(t) y ma(t) en lineas azul y verde respectivamente, para el sistema
estable (7.8) con filtro en promedio cuadratico en el intervalo de simulacién [0, 20].
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0.5 .

Figura 7.6: La grifica muestra el estimado del pardmetro ms(t), satisfaciendo (7.11), para el sistema
estable (7.8) con filtro en promedio cuadratico en el intervalo de simulacién [0, 20].
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x 10*

State 1 and Estimate 1

Figura 7.7: La gréafica muestra z1(t) y mi(t) en lineas azul y verde, respectivamente, para el sistema
inestable (7.16) con filtro en promedio modulo en el intervalo de simulacién [0, 9].
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x 10*

State 2 and Estimate 2

Figura 7.8: La grafica muestra x2(t) y m2(t) en lineas azul y verde respectivamente, para el sistema
inestable (7.16) con filtro en promedio modulo en el intervalo de simulacién [0, 9].
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Figura 7.9: La grifica muestra el estimado del pardmetro ms(t), satisfaciendo (7.19), para el sistema
inestable (7.16) con filtro en promedio modulo en el intervalo de simulacién [0, 9].
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Figura 7.10: La gréfica muestra x1(t) y m1(t) en lineas azul y rojo, respectivamente, para el sistema
inestable (7.16) con filtro en promedio modulo en el intervalo de simulacién [0, 20].
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Figura 7.11: La grafica muestra x2(t) y ma(t) en lineas azul y rojo respectivamente, satisfaciendo (7.19),
para el sistema inestable (7.16) con filtro en promedio modulo en el intervalo de simulacién [0, 20].
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Figura 7.12: La gréfica muestra el estimado del pardmetro mg3(t), satisfaciendo (7.19), para el sistema
inestable (7.16) con filtro en promedio modulo en el intervalo de simulacién [0, 20].



CAPITULO 8

CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO.

8.1. Conclusiones.

En este trabajo se disenaron los filtros por modos deslizantes para sistemas lineales y polinomiales con
observaciones lineales, ademéas también se desarrollo el filtro por modos deslizantes para sistemas lineales
con parametros desconocidos, dichos filtros mostraban una ventaja en comparacién con los filtros con-
vencionales para estos sistemas, los filtros se desarrollaron con el objetivo de que el estimado del estado
minimizara dos normas diferentes, 1) la norma en promedio cuadritico y 2) la norma promedio modulo.
También se desarrollaron los controladores por modos deslizantes para sistemas lineales y polinomiales
sobre observaciones lineales, mostrando también una ventaja en la minimization de los criterios en com-
paracion con los controladores convencionales para estos sistemas, en el caso del controlador por modos
deslizantes se disenaron para dos diferentes criterios de Bolza-Meyer, donde 1) los términos del la energia
del control y del estado son cuadraticos dentro de la integral y el término no integral es de primer grado
0 2) el término de la energfa del control es cuadrético y el término de la energia del estado es de primer

orden.

8.2.  Trabajo Futuro.

Existen varios trabajos en los cuales se podria extender las herramientas desarrolladas en este trabajo,

como por ejemplo:
= Diseno del controlador por modos deslizantes para sistemas lineales con parametros desconocidos.

= Diseno de filtrado por modos deslizantes para sistemas polinomiales sobre observaciones polinomia-

les.

= Diseno del controlador por modos deslizantes para sistemas polinomiales sobre observaciones poli-

nomiales.

114
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Diseno de filtrado por modos deslizantes para sistemas polinomiales con ruidos multiplicativos.
Diseno de controlador por modos deslizantes para sistemas polinomiales con ruidos multiplicativos.

Diseno de filtrado por modos deslizantes para sistemas lineales y polinomiales con retardo en el

estado y en las observaciones.

Disenio del controlador por modos deslizantes para sistemas lineales y polinomiales con retardo en

el estado y en las observaciones.
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