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RESUMEN

Publicacién No.
Nombre del Alumno, M. C. en Ingenieria Eléctrica

Universidad Auténoma de Nuevo Leon, 2012

Profesor Asesor: Dr. Cornelio Posadas Castillo

Este trabajo de tesis versa en la sincronizacion cadtica de redes complejas formadas por os-
ciladores discretos, se pretende sincronizar redes complejas interconectadas en diferentes topologias
de acoplamiento i) regular e ii) irregular considerando un escenario bidireccional y unidireccional
(maestro y esclavo), recurriendo a técnicas conocidas en teoria de control no lineal que garantice sin-
cronia completa en redes formadas por osciladores cadticos idénticos. Se usard estd sincronizacion
cadtica de redes complejas para el encriptado de una de imagen y una sefial de audio en forma aditiva.

El desempefio de la metodologia propuesta es probado por medio de simulaciones numéricas.
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Capitulo 1

Introduccion

El presente trabajo de maestria versa sobre la sincronizacién cadtica de redes complejas for-
madas por osciladores discretos, por tanto, se considera propicio inicar por describir brevemente

los conceptos de sincronia, caos y redes complejas.

La palabra sincronia proviene de la etimologia griega cvv syn, “con, juntamente, a la vez”, y de
la mitologia griega, Chronos o Khronos (en griego xpv<), “tiempo”. En latin Chronus. Se entiende
como un término que se refiere a coincidencia en el tiempo o simultaneidad de hechos o fenémenos.
Segun el diccionario de la real academia espafiola, sincronizar significa: Hacer que coincidan en el
tiempo dos o0 mds movimientos o fendémenos.

También se define en [1] que se llama sincronia a la propiedad que adquiere un conjunto de “objetos”
(de una misma o diferente especie) de manifestar un ritmo o comportamiento comun (generalmente
distinto a los ritmos individuales de los objetos considerados), partiendo de ritmos o comportamientos
individuales distintos, debido a la presencia de un medio acoplante (un medio fisico de conexion) entre

ellos, el cual, en la mayoria de los casos, es extremadamente débil.

Histdéricamente, en el afio 1665, Christiaan Huygens fue el primer cientifico en observar y explicar

la sincronia ocurrida entre dos péndulos de relojes colgados en una viga como se observa en la figura



1.1.

Figura 1.1: Dibujo original de Huygens ilustrando su experimento con dos relojes de péndulo coloca-

dos en un soporte comun [2].

Vale la pena sefialar lo que Huygens observé en este fenémeno, que cuando se suspendieron los
dos relojes construidos a partir de que dos ganchos incrustados en la misma viga de madera, los
movimientos de cada péndulo en oscilaciones opuestas estaban tan de acuerdo en que nunca se retro-
cedio en lo mas minimo el uno del otro y el sonido de cada reloj se escuchd siempre simultdneamente.
Ademds, si este sistema era perturbado por alguna interferencia, éste se restablecia en un tiempo muy
corto. Durante mucho tiempo le sorprendi6 este resultado inesperado, pero después de un cuidadoso
examen, finalmente determind que la causa de este sistema es debido al movimiento de la viga, a

pesar de que esto es apenas perceptible.

La propiedad de sincronia puede observarse en actividades tan sencillas y cotidianas, como la de
un nifio brincando una cuerda, donde cada salto del nifio coincide con el paso de la cuerda sobre el
piso, en el vuelo de las aves, un grupo de personas bailando acorde con el ritmo de la musica, en

el nado sincronizado, en general, en el comportamiento colectivo de los humanos, ya sea voluntaria



o involuntariamente [3]. También, puede observarse esta propiedad en hechos mds complejos como
el pedaleo en una carrera de ciclistas, en el movimiento que describe la luna respecto a la tierra,
ya que tienen la misma velocidad angular promedio en rotacidn y translacion [4]. Incluso, la sin-
cronia aparece en los lugares mas inverosimiles: desde las érbitas de los satélites a los electrones, del
zumbido de los grillos, a la tendencia en mujeres que viven cerca o que pasan mucho tiempo juntas a
menstruar aproximadamente al mismo tiempo [5], o que personas, da igual el nimero, que caminan
juntas en una marcha, lo acaben haciendo marcando el paso de forma espontdnea y natural [6]. En
estos y otros numerosos casos, la sincronia representa un papel fundamental, ya que establece alguna
relacién especial entre sistemas o mecanismos acoplados. Podemos mencionar algunos ejemplos de

particular interés en el drea de ingenieria [6]:

Sincronizacion de generadores cudnticos de radio frecuencia (“massers”).

Sincronizacién de osciladores cadticos con aplicacion en comunicaciones privadas y seguras de

informacion confidencial.

Sincronizacion de robots para realizar una tarea comun.

Sincronizacién de oscilaciones eléctricas y electromagnéticas en electrénica y radio.

Sincronizacion de ldseres que permite generar pulsos de luz muy potentes.



Figura 1.2: a) Sincronia en el pedaleo en un grupo de ciclistas. b) Sincronia en un grupo de neuronas.
c¢) Sincronia entre la tierra y la luna. d)Sincronia en un grupo de luciérnagas emitiendo luz al mismo

instante de tiempo.

El otro término importante a mencionar en este trabajo es caos, los osciladores exhiben dindmicas
cadtica o hipercadticas. Muy recientemente, las ciencias, especialmente la Fisica, nos habian dado
una imagen muy ordenada de la realidad; una realidad fisicamente mas predecible, practicamente de-
terminista. Sin embargo, ahora sabemos que los sistemas que privan en la naturaleza son los llamados
“sistemas cadticos”. Aunque la palabra misma hace pensar en desorden, desde el punto de vista cien-
tifico, caos se refiere a un comportamiendo dindmico complejo, que puede modelarse por ecuaciones
no lineales diferenciales o en diferencia. Las caracteristicas que posee son muy particulares, como

ser sensible a condiciones iniciales, generar atractores “extrafos”, tener al menos un exponente de



Lyapunov positivo, entre otras.

Para comprender un poco més estos términos, a manera de ilustracion, en la figura 1.3 se muestran
simulaciones de un sistema discreto que presenta este comportamiento (sistema Fold). El sistema ba-
jo ciertas condiciones paramétricas presenta un comportamiento periodico, como se puede observar
en la figura 1.3 (a), sin embargo, al modificar sus pardmetros el sistema puede exhibir un compor-
tamiento cadtico [7]. En la figura 1.3 (b) podemos observar el comportamiendo complejo del sistema

y ademads que es aperiddico.
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Figura 1.3: Estados ;1 (k), z2(k) respecto al tiempo y plano de fase x1 (k) vs z2(k) del sistema Fold

[7]. (a) Comportamiendo periddico, (b) Comportamiento cadtico.

En 1880’s Poincaré encontré conveniente remplazar el flujo continuo de tiempo con un andlogo
discreto, en el que aumenta el tiempo regular relativamente a la secuencia de saltos. Estos sistemas
son llamados hoy en dia sistemas dinamicos discretos. Actualmente existen dos tipos de sistemas

dindmicos, continuos y discretos, por lo tanto, tambien hay dos teorias de caos.



Lo primero que desarroll6 Poincaré hace mds de un siglo, fue el comportamiento cadtico de sistemas
dindmicos continuos. También, estudié el comportamiento cadtico para sistemas dindmicos discretos
generado por un mapa invertible. La teoria de caos discretos de mapas no invertibles inicié algunos
afos despues de Poincaré. Su desarrollo ha sido acelerado particularmente desde la revolucion de la

computadora, y hoy en dia es un gran campo por estudiar.

Habiendo mencionado lo anterior, para que exista la sincronia entre los sistemas cadticos, es nece-
sario que haya una conexion o acoplamiento entre ellos, es por ello que también se debe de estudiar

la teoria de redes.

Una red es un conjunto de osciladores (sistemas cadticos), también conocidos como nodos en
otros trabajos, interconectados (dos o mds) que interactdan de alguna forma. Entender la naturaleza
de los osciladores que forman una red, es importante, porque compete a varias propiedades que dardn
complejidad. Su naturaleza puede ser discreta o continua (modelada por un conjunto de ecuaciones
en diferencias o ecuaciones diferenciales, respectivamente); puede representarse por un sistema no
lineal, el cual puede exhibir equilibrios multiples, ciclos limites y caos. Y es la bifurcacion de estos
equilibrios los que pueden cambiar el comportamiento de los osciladores asi como sus propiedades

de estabilidad; llevando a estos sistemas a comportamientos cadticos o hipercadticos.

En la teoria de redes, no sélo se trata de conocer el comportamiento individual de cada oscilador,
puesto que, al estar interconectados existen propiedades emergentes. Por este comportamiento colec-
tivo, la importancia de reconocer las dindmicas de las redes se vuelve todo un reto. Méds atn, refi-
riéndonos a la sincronizacion, a lo aleatorio que aparenta ser un sistema cadtico como oscilador y
a la topologia de conexién de estos; es por eso que comenzaremos por definir el término de redes

complejas.



Figura 1.4: Redes compuestas por n cantidad de osciladores y éstos pueden estar conectados de dife-

rentes maneras.

Como ocurre con la mayoria de los conceptos cientificos, no podemos definir redes complejas en
un simple enunciado. Para esto, describiremos las caracteristicas mds importantes que son comunes

en todas las redes complejas:

1. Estan compuestas de muchas partes que interactiian entre si. De hecho, el término “complejo”,
se debe de comprender en dos instancias, porque se refiere a las caracteristicas de los osciladores

por si mismos, y a la estructura de la red [8].

2. Cada parte tiene su propia estructura interna y estd encargada de llevar a cabo una funcioén

especifica.

3. Lo que ocurra a una parte del sistema afecta de manera altamente no lineal a todo el sistema.



4. Presentan comportamientos emergentes, de tal manera que el todo no es la simple suma de sus

partes.

El interés en el estudio de las redes complejas radica en que estas redes abundan en la naturaleza,
son parte de nuestra vida diaria y se presentan a diferentes niveles de organizacién. Por ejemplo,
algunas redes biolégicas que encontramos en el nivel microscopico son las redes genéticas, redes de
proteinas, redes neuronales, redes metabdlicas, por mencionar algunas [10]. Por otro lado, a un nivel
de organizacién mucho mayor, encontramos redes de comunicacion e informéticas (la red internet,
la red www, redes telefénicas, etc.) [11], [12] y [13], redes sociales (amistades, contactos sexuales,
colaboradores cientificos, propagacion de enfermedades, etc.) [14], redes ecoldgicas (interacciones

troficas en un ecosistema) [15]. Las redes complejas son ubicuas, es decir, estan por todos lados.

También nos referiremos a lo complejo de una red por medio de su topologia de acoplamiento,
es decir, al patron regular o irregular, en que estdn conectados o acoplados los osciladores. Esto serda

explicado a detalle en el Capitulo 3.

1.1. Motivacion

Sincronizar sistemas con dindmicas complejas como los sistemas caéticos discretos, es decir,
que coincida la dindmica en tiempo y forma de dos o mds sistemas interconectados en una red, ha
generado diversas lineas de investigacion, principlamente por el gran potencial de aplicaciones que

tiene en el drea de comunicaciones seguras.

La mayoria de los trabajos reportados en la literatura relacionados con este topico, sobresale el

caso de ociladores cadticos en tiempo continuo [8], [16], [17], [18], [19], [20], [21], [22], entre otros.



En cambio, los trabajos realizados con osciladores cadticos en tiempo discreto son escasos, y es-
0s pocos trabajos reportan sincronizacion en sélo dos sistemas interconectados y no en redes. Sin
embargo, el interés en el caso discreto es de mucha importancia, puesto que este tipo de sistemas
ofrece una implementaciéon mucho mas sencilla y rapida que la del caso continuo, al usar por ejemplo
computadoras digitales, también como se menciond, no ha habido trabajos en la literatura en donde
sincronicen redes formadas por osciladores discretos, resulta una motivacion mds para estudiar el caso
discreto.

Sabemos que la mayoria de los sistemas reales son de tiempo continuo, frecuentemente es deseable
obtener modelos discretos, los cuales, representan fielmente las mismas dindmicas de tales sistemas,

algunas razones son por:

En campo, las mediciones comunmente se realizan a determinados intervalos de tiempo.

El procesamiento digital de sefales y en control, son muy favorecidos.

Simulaciones digitales pueden efectuarce rapido y facilmente.

El uso de controladores digitales en sistemas cadticos incrementa el desempefio de los procesos.

Algunos trabajos de sincronizacion de osciladores en tiempo discreto reportados en la literatu-
ra son [23], [24], [25], [26], [27], [28], [29] donde sincronizan dos sistemas cadticos discretos con

diferentes metodologias.

Se describe a continucacion los objetivos de la tesis.
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1.2. Objetivos

Dado que actualmente sélo existen soluciones en sincronizaciones de redes complejas formadas
por osciladores continuos y no en casos discretos, incluso han repotardo en la literatura algunos tra-
bajos sobre sincronizacion de dos sistemas cadticos discretos en forma unidireccional o bidireccional,
con la realizacién de este trabajo se plantea alcanzar el objetivo general:

Contribuir a la sincronizacion de redes complejas compuestas por osciladores cadtios discretos
(sistemas con dinamicas extremadamente complejas, pudiendo ser cadticas, hipercaéticas). Sin-

cronizacion lograda empleando las caracteristicas y propiedades de los sistemas cooperativos.

Los objetivos particulares que serdn abordados son los siguientes:

1. Sincronizar diferentes tipos redes complejas con dindmicas discretas en régimen caotico e

hipercadtico.

2. Sincronizar redes complejas dispuestas en una topologia de acoplamiento regular (acoplamien-
to global, estrella y anillo) e irregular (redes con un patron de acoplamiento no definido),

formadas por osciladores cadticos discretos.

3. Aplicar la sincronizacion de este tipo de redes al cifrado de informacion. Cifrado cadtico adi-

tivo, por conmutacion entre atractores caoticos o por técnicas de modulacion paramétrica.

1.3. Estructura de la tesis

El contenido de la tesis esta organizada de la siguiente manera: En el Capitulo 2 se presentardn

conceptos basicos de mapas, caos, sincronia, tipos de sincronia en los osciladores cadticos; algunos
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antecedentes histdricos de sincronia, ejemplos observados en el mundo cotidiano.

En el Capitulo 3 se presentard el concepto basico de redes complejas, las diferentes topologias
con las que trabajaremos con o sin oscilador maestro, las caracteristicas de las redes que formaremos

asf como sus condiciones de uso y estabilidad segtn el caso.

En el Capitulo 4, se extendera la metodologia de acoplamiento a modelos para sincronizar sis-
temas acoplados en una red, mencionando las condiciones de sincronizacion y describiendo el proble-
ma de estudio en redes complejas. Se realizardn 2 ejemplos, uno serd la sincronizacién de dos sistemas

idénticos y el otro la sincronizacién de una red compleja.

En el Capitulo 5 se presentard la metodologia de matriz de acoplamiento, extendiéndola [16] de
la sincronizacion de redes cadticas continuas a caso discreto, mencionaremos las condiciones de sin-
cronizacion, estabilidad e introduciremos el concepto de la ley de control usado para la sincronizaciéon
de redes complejas. Por ultimo, realizaremos 4 ejemplos de sincronizacion de redes complejas con

esta metodologia.

En el Capitulo 6 se dard una breve introduccién de encriptado de informacion, los tipos de en-
criptado utilizados para sistemas cadticos y se realizard 2 encriptamientos, una imagen y una sefial de
audio. Cada uno de estos serdn encriptados en forma aditiva, utilizando diferentes osciladores cadticos

discretos en diferentes topologias.

Por ultimo, en el Capitulo 7 mencionaremos las conclusiones generales de la tesis referentes a
los resultados expuestos en este trabajo. También mencionaremos recomendaciones relativas a los

problemas abiertos para un trabajo a futuro.



Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo, se presenta un conjunto de definiciones bdsicas de algunos términos que se
utilizardn dentro de este trabajo, todo esto con el fin de tener una mayor comprensién sobre la sin-

cronizacion de sistemas cadticos discretos.

2.1. Mapas

Los sistemas con los que se involucra este trabajo de tesis son sistemas discretos, los cuales son
sistemas cuyo comportamiento puede ser:
i) Directa que son aquellos modelos matemadticos proveniente de sistemas dindmicos que por natu-
raleza son discretos.
ii) Indirecta que son aquellos sistemas dindmicos provenientes de la discretizacién de un sistema

continuo.
Para sistemas no lineales de tiempo discreto, la ecuacion de estado se puede escribir como:

x(k+1)= f(z(k)), x(0)==x, kE€EZ, (2.1.1)

donde el vector de estado x es de dimension #n, siendo k el indice de interacion, que representa el

12



13

tiempo y f es una funcién no lineal tal que, para todos los elementos x(k) € R” asigna un elemento
tnico f(x(k)), estoes, f: R" — R” para toda k > 0.

Los sistemas discretos siempre tendrdn solucién derecha, osea (para £ > 0) o al menos que f sea
invertible, no tendra solucién izquierda (kK < 0). A continuacién se mencionan algunas caracteristicas

de los sistemas discretos:

e En el sistema (2.1.1), si f no depende explicitamente del tiempo discreto k entonces el mapeo se
denomina auténomo. De lo contrario, en los sistemas no auténomos la funcién f depende
explicitamente de k, es decir x(k + 1) = f(x(k), k). El término mapa se reserva generalmente

a sistemas atonomos.

e Un punto de equilibrio xr. € R" del sistema (2.1.1) es una solucién del mismo que satisface

ze. = f(x.) paratodo k > 0.

e Cuando f es un sistema continuo para toda k y continuamente diferenciable en x y si f~! existe y
es Unica en el dominio de f entonces el mapa f es un mapa invertible llamado difeomorfismo.
Cuando f es continuamente diferenciable solamente se le llama mapa invertible. Cuando f es
tal que f~! pudiera ser multivaluada o pudiera no existir, entonces se dice que el mapa es no

invertible.

e Sea f un mapa C'. Un punto de equilibrio T € R" de f es asintéticamente estable si | f'(7)| < 1,

e inestable si | f/(Z)| > 1.

2.2. Caos

El concepto de Caos se mencionard en este trabajo, puesto que los sistemas discretos a utilizar

son sistemas cadticos y para esto es necesario conocer las principales caracteristicas de un sistema



14

caotico. Empezaremos mencionando las tres grandes reglas que rigen los sistemas cadticos:

1. Aunque un sistema cadtico comience en perfecto orden, terminard disolviéndose en completa

desorganizacion.

2. Los sistemas cadticos tienen una extrema sensibilidad a las condiciones iniciales. Esto significa

que una variacion infima en la condicion inicial desemboca en una gran variacion final.

3. La evolucidn de un sistema cadtico se puede predecir con alta probabilidad de ocurrencia en el

corto plazo, mds all4, su comportamiento es erratico.

En la actualidad no existe una definicién rigurosa y universalmente aceptada de caos, aunque
algunos cientificos de manera general, definen un sistema cadtico como un sistema deterministico,
regido por ecuaciones en diferencias no lineales, que presentan comportamientos dindmicos aparente-

mente aletorios y sensibles a condiciones iniciales.

2.2.1. Caracteristicas principales

Algunas caracteristicas principales que identifican a los sistemas caéticos son [29]:

e Dinamica no lineal. El caos es un fendmeno exclusivo de los sistemas dinamicos no lineales. Un

sistema lineal, no importa el orden que tenga, no puede presentar este comportamiento.

¢ Sensibilidad a condiciones iniciales. A partir de condiciones iniciales diferentes, aunque estas
sean muy cercanas unas de las otras, las trayectorias correspondientes que se producen tien-
den a ser distintas o a diverger exponencialmente conforme el tiempo transcurre, sin existir

correlacion alguna entre dichas trayectorias. Esto se presenta en la figuras (2.1) y (2.2) donde
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podemos observar la diferencia entre trayectorias que va creciendo de manera no predecible
a largo plazo la evolucion del sistema, atin cuando las condiciones iniciales son infimamente

diferentes.

N W W L

v
~
v
-

Figura 2.1: Divergencia de las trayectorias en un sistema cadtico comenzando bajo condiciones ini-

ciales muy cercanas.

e Presencia de atractores extrafios. Un atractor es una region del espacio de estados la cual conver-
gen todas las trayectorias de un sistema, ésta caracteristica propia de los sistemas caéticos es la
forma de estructuras geométricas poco usuales en su diagrama de fase y con dimensidn fractal,
éstas figuras son llamadas “atractores extrafios”, nombre dado a las estructuras asintéticas hacia

donde evolucionan las Orbitas de un sistemas caotico.
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Figura 2.2: Evolucién en el tiempo K del estado x1 (k) del sistema cadtico de Henon, iniciando bajo

condiciones muy semejantes.

En las tablas 2.1, 2.2 y 2.3 se presentan algunos atractores extrafios con sus ecuaciones en difer-

encia no lineales con los que se trabajardn en esta tesis.

Cuadro 2.1: Tabla 1 de osciladores cadticos discretos

Oscilador cadético Fold [7] Atractor
1.5
o
r1(k + 1) = za(k) + azy(k), ost
;l‘g(k’—f— 1) :I%(k)—f—b o
a=—-01 b=—17 S
ak
15F
= 15 1 05 0 05 1 15 2




Cuadro 2.2: Tabla 2 de osciladores cadticos discretos

Oscilador hipercaético Rossler [7]

Atractor

(k +1) = azy(k)(1 — z1(k)) = B(zs(k) +7)(1 = 2za(k)),
zo(k+ 1) = dwg(k)(1 — zo(k)) + Cxa(k),
(k + 1) = n((zs(k) + 1) (1 = (222(k))) — 1)(1 = Oz1(k)).
a=38 =005 y=035 §=378 (=02 5=0.1 =19

Oscilador hipercaético de segundo orden [27]

zi(k+1) = 1= a(z:(k) + 222 (k)),
zo(k + 1) = —2az(k)z2(k).

a=1.95

Oscilador hipercaético de Hénon [30], [31]

z1(k+1)
.”(:Q(k + 1)
xzs(k +1)

1.76 — 292(k) — 0.1z3(k),
z1(k),
za(k).
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Cuadro 2.3: Tabla 3 de osciladores cadticos discretos

Oscilador hipercaético de segundo orden [33] Atractor
zi(k+1) = 1.921(k) — z3(k) + z2(k), 04
zo(k + 1) = 0.5z (k) S =
g 35 B 05 XW?k) 05 1 15 2
Oscilador caético Lorenz [7] Atractor

z1(k + 1) = (1 + ab)z1(k) — bry (k)za(k),
za(k+ 1) = (1 — b)za(k) + bzi*(k).
a=12 b=038

Oscilador caético Duffing [34]

z1(k +1) = z2(k),
xa(k + 1) = —bzy (k) + aza(k) — z23(k).
a=275 b=02

x2(K)

18
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Cuadro 2.4: Tabla 4 de osciladores cadticos discretos

Oscilador caético Gingerbreadman [35] Atractor

r1(k+1) =1 — zo(k) + |21 (k)| :
za(k +1) = z1(k).

Oscilador caético Tinkerbell [36] Atractor

z1(k + 1) = 212(k) — 22° + az1(k) + baza(k),
za(k + 1) = 2z1(k)za(k) + cz1(k) + dza(k).
a=09 b=-06013 ¢=2 d=05 G

08 . ! " . ’ " " 1 "
08 07 06 05 04 03 02 01 0 01 02
x1(k)

e Exponentes de Lyapunov. Un exponente de Lyapunov da informacién sobre el cambio promedio
de las trayectorias de los estados de un sistema. Se utilizan para cuantificar dicha expansién
o contraccién de trayectorias vecinas en un sistema dindmico, en otras palabras, determina la

complejidad de un sistema no lineal.

Cuando los exponentes de Lyapunov son negativos, existe una convergencia entre las trayecto-
rias a lo largo de una direccion en un espacio de estados. De otra manera, si los exponentes de
Lyapunov son positivos, las trayectorias divergen. Cuando el valor del exponente de Lyapunov
sea cero, tendrd una direccidn neutra, sin converger y diverger. El valor absoluto de estos expo-
nentes, cuantifica la velocidad de convergencia de las trayectorias.

Como condicién necesaria para que un sistema sea cadtico, tiene que presentar al menos un
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exponente de Lyapunov positivo. Cuando existe mds de un exponente de Lyapunov positivo y

exista una solucién acotada del mismo, entonces el sistema se demonia hipercaético.

2.3. Sincronia

La sincronizacion se puede definir como la propiedad que posee un conjunto de objetos difer-
entes, de adoptar un mismo de ritmo de coexistencia pese a sus diferentes ritmos individuales
por medio de una conexion extremadamente débil.

Recordemos que el matematico Christiaan Huygens observo este fendmeno en dos péndulos,
por lo que generalmente la sincronia esta ligada al movimiento periddico, pero en este trabajo
de tesis nuestro interés particular es la sincronizacién de osciladores cadticos e hipercadticos
(sefales aperiddicas).

Para que dos o més osciladores cadticos estén sincronizados, sus trayectorias dindmicas deben
ser exactamente iguales después de un lapso de tiempo, ya sea largo o corto, a pesar de comen-
zar en condiciones iniciales diferentes.

Es necesario mencionar los escenarios de acoplamiento, para entender mejor el concepto de

sincronizacidn en este trabajo.

2.3.1. Escenarios de acoplamiento

Existen dos tipos de configuraciones de acoplamiento entre los osciladores en una red, el cual
permite su interaccidn para que estos se sincronicen. Estos acoplamientos puede ser unidirec-
cional [38] que también puede ser llamado configuracion maestro-esclavo [40] o bidireccional

[39], como se muestra en la figura 2.3 (a) y 2.3 (b) respectivamente.
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0-0-0 0-0-0
(a) (b)

Figura 2.3: Escenarios de acoplamiento: (a) Configuracién unidireccional, (b) Configuracién bidirec-

cional.

2.3.2. Sincronizacion completa

Cosiderando los escenarios de acoplamiento de los sistemas ilustrados de la figura 2.3, se dice
que un oscilador dado por z1(k + 1) = f(k) y otro por z5(k + 1) = g(k) ambos de dimensi6n

n, dentro de la misma red (independientemente de la conexidn), sincronizan completamente si

lim [|oy (k) — (k)| = 0, 23.1)

k—o0

para toda sefial acoplante generada por los osciladores que componen la red, e independiente-
mente de las condiciones iniciales, z1(1) y x2(1). El vector de error de sincronia se define por
la expresion

e(k) = z1(k) — 2(k), 21,72 € R", (2.3.2)
si existe sincronizacion completa el vector error debe ser cero:

e(k) = 0. (2.3.3)

2.3.3. Sincronizacion aproximada

En un escenario real, la sefial de acoplamiento puede contener perturbaciones o ruido, para este

caso, el error de sincronia podria no tender a cero. Por lo que, el error de sincronia, permanecera
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acotado por un valor positivo p € R. Quedando como

lim [|z1(k) — z2(F)]] < p, (2.3.4)

k—o0

independientemente de las condiciones iniciales z1(1) y xo(1) . Si para algin p > 0 dado,
existe un instante de tiempo 7 >0, llamado tiempo de sincronia aproximada tal que la condicion
(2.3.4) se cumple, entonces el oscilador x;(k) y el oscilador z5(k) estan aproximadamente

sincronizados.

2.3.4. Tipos de sincronizacion

En la actualidad se han reportado varios tipos de sincronizacién. En este trabajo de tesis nos
centraremos en sincronizar redes formadas por osciladores cadticos discretos idénticos, ésto se
refiere a que los osciladores implicados o acoplados son del mismo tipo o estructura equivalente.

Los tipos de sincronizacion que se pueden presentar en este caso son:

1. Sincronizacion idéntica o completa. Ocurre cuando cada estado de un oscilador, se sin-
croniza con su estado correspondiente de otro oscilador. Se puede presentar en acoplamien-

to unidireccional o bidireccional.

2. Sincronizacién no idéntica en osciladores idénticos. Se presenta tinicamente en con-
figuracion maestro-esclavo, en donde los estados del esclavo no sincronizan con los del

maestro, si no a un tercer estado [38].

También existe la sincronizacién de osciladores no idénticos, que es el acoplamiento entre
osciladores diferentes o estructuralmente no equivalentes [41]. En este caso existen algunos
trabajos reportados en la literatura en donde solo sincronizan dos sistemas cadticos discretos no

idénticos y no acoplados en una red.
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En este trabajo de tesis, se pretende abordar la sincronizaciéon de dos o mds sistemas cadti-
cos idénticos acoplados en una red, considerando casos ideales, es decir, sin perturbaciones y
en caso discreto, es decir, sistemas discretizados. En el capitulo 3, se mencionard el concepto
de red y sus diferentes topologias, para después pasar a sincronizar estas redes por medio de
acoplamiento de modelos y matriz de acoplamiento, dando resultados y conclusiones de cada

una de las técnicas.



Capitulo 3

Redes complejas

3.1. Introduccion

En el capitulo anterior analizamos los conceptos mds importantes de este trabajo, como fue los
sistemas discretos, sincronizacién y caos. Observamos que para que haya sincronizacién entre los
osciladores que componen una red, éstos deben de estar acoplados entre si, de no ser asi, no exis-
tirfa sincronizacién. También pudimos observar que dependiendo del acoplamiento, unidireccional o
bidireccional, obtendremos dindmicas resultantes diferentes, ya sea de un tercer estado o la dindmica
de un oscilador siendo el caso maestro-esclavo. Para poder sincronizar més de dos osciladores, la

sincronizacion y la dindmica resultante, debe ser estudiada en base a redes.

En este capitulo estudiaremos la teoria de grafos para la construccion de redes y su entendimien-
to; se creard la matriz de acoplamiento [16], que es la matriz que describe la forma en que los os-
ciladores estan conectados dentro de lared, y su tipo de conexién que es conocida como las topologias
de redes. Estudiaremos las diferentes tipos de topologias con las que trabajamos en esta tesis, ademds
de sus acomplamientos con nodo maestro o sin €l, y asi dando a conocer los teoremas que condicionan

tanto su sincronizacién como su estabilidad.

24
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Mas adelante, presentaremos un ejemplo de sincronizacion de redes con la metodologia de acoplamien-
to a modelos. Y otro ejemplos elaborados con la técnica de matriz de acoplamiento seran mostrados

en el capitulo 5.

3.2. Topologias de redes

Se dice que topologia es la configuracion de acoplamiento de los osciladores en una red, en otras
palabras, es la forma de conexion de los osciladores en una red. Estas configuraciones de acoplamien-
to se agrupan de dos maneras principales dentro de las redes dindmicas complejas: redes complejas

regulares y redes complejas irregulares [8].

Como se menciond anteriormente, las redes pueden tener un oscilador maestro o conocido tam-
bién como oscilador aislado, por lo que, este oscilador al no poder ser influenciado por los osciladores
restantes de la red, impondria su dindmica cadtica a toda la red, teniendo conexiones unidireccionales.
Esto quiere decir, que el oscilador aislado tiene conexiones unidireccionales y el resto de la red
presenta conexiones bidireccionales entre si. Esto se aprecia mejor en el capitulo siguiente con la
metodologia de acoplamiento a modelos, donde se observa una red regular con acoplamiento estrella

y oscilador maestro (oscilador 1), figura 4.8.

3.3. Redes complejas irregulares

Empezaremos con la topologia de redes irregulares, las cuales tienen una complejidad mayor, ya

que su estructura no tiene un patrén definido o regla especifica en la forma en que los osciladores
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estdn conectados [9]. Un ejemplo muy conocido son las redes de libre escala que son redes complejas
formada por nodos conectados desordenadamente. Un ejemplo de este tipo de redes se aprecia en la

figura siguiente:

Figura 3.1: Red de acoplamiento irregular formada por 6 osciladores.

Sea G = (V, E) un grafo, que consiste de N = |V/| osciladores, con V = V(G) = vy, vq, ..., Un
el conjunto de nodos y M = | E| conexién entre nodos, donde £ = E(G) = ey, ey, ..., €,y representa

el conjunto de conexiones.

Existen dos matrices de principal interés: 1) Matriz de adyacencia y 2) Matriz de grado.

1) Matriz de adyacencia A(G): Matriz N x N. Los elementos a;; se dan por:

L if (i,5) € E(G),
aij (3.3.1)

0, de otra manera,

donde (7, j) € E(G) significa que el oscilador i estd conectado con el oscilador j. A(G) debe tener

0 en la diagonal para un grafo simple sin autoconexiones.
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2) Matriz de grado D(G): Matriz diagonal N x N. Los elementos d;; se dan por:

dij, if i=],
di; (3.3.2)

0, deotra manera,

donde d; es el grado del oscilador i y dado que cada oscilador i estd conectado sin patrén definido

(irregular), entonces d; es la suma de los elementos de la fila i de 1a matriz de adyacencia A(G).

Con las dos matrices anteriores se puede calcular la siguiente matriz, la matriz Laplaciana.
La matriz Laplaciana L(G) con N osciladores, N x N se da con L(G) = D(G)— A(G), con elementos

l;; determinado como:

(

_1a Z.f (iaj) € E<G)a

li; € di, ifi=7, (3.3.3)

\ 0, de otra manera.

Notese, que cuando una red es irregular, con oscilador o sin oscilador maestro, la matriz Lapla-
ciana no tomé una forma definida como el caso de redes regulares, por lo tanto las propiedades de la
matriz serdn diferentes en cada configuracion de acoplamiento.

Realizando un ejemplo para entender mejor lo dicho anteriormente, se obtiene la matriz Laplaciana

de la figura 3.1 a continuacion:
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100000 [000010]

020000 001001
L(G>:D<G)_A<G):oo3ooo_010110,

000100 001000

000020 101000

00000T1 (01000 0]

(1 0 0 0 -1 0]

0 2 -1 0 0 -1

o0 3 -1 -1 0 G34)

0 0 -1 1 0 0

-1 0 -1 0 2 0

(0 -1 0 0 0 1]

3.3.1. Redes irregulares con nodo aislado

Para el caso de redes con un oscilador aislado o maestro, significa que este oscilador no recibe
informacion o influencia del resto de los osciladores en la red. Por lo que, cuando exista sincronizacion
en la red, el oscilador aislado impondr4 si dindmica al resto de la red. Podemos observar el la figura

3.2 la red irregular con un oscilador aislado.
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Figura 3.2: Red de acoplamiento irregular formada por 6 osciladores, tomando el oscilador 1 como

maestro.

También se muestra la matriz Laplaciana en 3.3.5 obtenida de la figura 3.2, observando que los
valores la fila del oscilador aislado son ceros, ya que éste impone su dindmica en una configuracion

unidireccional con el resto de los osciladores.

(000000 [00000 0]

030000 101001
L(G>:D<G)_A(G):oo4ooo_1001107

000200 101000

000020 101000

000002 [11000 0

[0 0 0 0 0 0]

-1 3 -1 0 0 -1

I e SR B A 335

-1 0 -1 2 0 0

-1 0 -1 0 2 0

-1 -1 .0 0 0 2]
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3.4. Redes complejas regulares

La configuracién de topologia de redes regulares siguen un patrén definido en la forma de que sus
osciladores estdn conectados, y tienen estructuras, propiedades y caracteristicas muy definidas [9].
Trabajaremos con tres casos en particular, red con acoplamiento global, red con acoplamiento anillo

y red con acoplamiento estrella.

3.4.1. Red con acoplamiento global (A,.)

Se le llama global, porque cada oscilador de la red estd conectado con el resto de los osciladores.

En la figura 3.3 se muestra la forma de esta red.

Figura 3.3: Red regular con acoplamiento global formada por 6 osciladores.

Para este tipo de redes regulares, la matriz de adyacencia y la matriz de grado se calculan de
la misma manera como se calcularon en las redes irregulares, mostrado en (3.3.1) y (3.3.2). Los
elementos de la matriz Laplaciana tendrdan la misma forma que en (3.3.3), en este caso como son

redes con un patrén definido, los elementos de la diagonal serdn d; = dy = d3 = ... =dy = N — 1



quedando la matriz Laplaciana L(G) como:

N-1 -1 -1
-1 N-1 -1
-1 -1
-1 -1

-1 N-1
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: (3.4.1)

nétese que la suma de los elementos de las columnas de la matriz Laplaciana es cero.

3.4.2. Red con acoplamiento anillo (A,,.)

Esta red estd formada por N cantidad de osciladores acoplados en forma de anillo, cada oscilador

i es adyacente a sus osciladores vecinos, es decir, i + 1,4 4 2,7 4 k/2 con k siendo un nimero par. Se

puede observar en la figura 3.4 que cada oscilador tiene una conexién de entrada y una de salida.

Figura 3.4: Red regular con acoplamiento anillo formada por 6 osciladores.

Las matrices A(G) y D(G) se calculan de la misma manera que en (3.3.1) y (3.3.2). La matriz

Laplaciana obtenida en (3.3.3) quedard como caso particular £ = 2, por lo tanto d; = dy = d3 =
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... = dy = k, entonces:

k-1 0 ~1
-1 k -1 0

Ap=LG)=| 1 . . . . (3.4.2)
0 0 ~1
-1 0 -1 k|

3.4.3. Red acoplamiento estrella (A,.)

Esta red se forma cuando un oscilador esta conectado al resto de los osciladores. Es decir, todos
los osciladores estan conectados sélo a un oscilador central. Un ejemplo de red estrella es mostrada

en la figura 3.5.

Figura 3.5: Red regular con acoplamiento anillo formada por 6 osciladores.

Las matrices A(G) y D(G) son obtenidas como en los casos anteriores, la matriz L(G) = D(G) —
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A(G) queda como en la figura 3.4.3,donde d; = N — 1,dy =d3 = ... = dy = 1.
(N—1 -1 -1 ... —1]
-1 1 0 0
Ase = L(G) = : R (3.4.3)
-1 0 0
| -1 0 0 1]

la suma de los elementos de la columna de A,. = 0.

3.4.4. Redes regulares con oscilador aislado

De la misma manera como se menciono en el caso de redes irregulares con oscilador aislado, si la
red regular cuenta con algun oscilador aislado, éste no recibe informacion de otro oscilador de la red,
es decir, solamente tiene salidas. El oscilador aislado, al igual que en el caso irregular, puede imponer
su propia dindmica al resto de la red siempre y cuando exista sincronizacién. Entonces, en la matriz
Laplaciana, la fila donde se ubica el oscilador aislado serd reemplazada por ceros. Un ejemplo muy

claro de este tipo de red se aprecia en la figura 3.6.

Figura 3.6: Red regular con acoplamiento anillo formada por 6 osciladores y el oscilador 1 como

maestro.



Y asi, la Matriz Laplaciana de la red anterior queda de la siguiente manera:

o o O o = O

o O O = O O

o O = O O O

o = O O O O

- o O O O O
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(3.4.4)



Capitulo 4

Sincronizacion de redes complejas utilizando
acoplamiento a modelos

4.1. Introduccion

En este capitulo se presenta la metodologia de acoplamiento a modelos para alcanzar el objetivo
de esta tesis. Para esta técnica se propuso una solucién con base en algebra diferencial para el caso
discreto en [42]. Por lo que, esta metodologia se ha usado para sincronizar solo dos sistemas cadticos
discretos [27] utilizada por la propuesta presentada en [43] y [44]. Se empleara dicha técnica para

sincronizar mds de dos osciladores cadticos discretos acoplados en una red.

4.2. Descripcion del problema de estudio

Considere el sistema no lineal discreto P, definido por

w(k+1) = flx(k),u(k)),
P (4.2.1)

y(k) = h(xz(k)),

35
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donde el vector de estados x(k) € X, siendo X un conjunto abierto en ", la entrada u(k) pertenece
a un conjunto abierto U en R y la salida y(k) pertenece a un conjunto abierto ¥ en R. Los mapeos

f: X xU — Xyh : X — Y son analiticos.

Ahora, considere otro sistema no lineal discreto M, descrito por

ey(k+1) = fu(eu(k), un(k)),

M : (4.2.2)

ynm (k) = ha(za(k)),
donde el vector de estados x (k) € Xy, siendo X, un conjunto abierto en R™, la entrada u (k)
pertenece a un conjunto abierto Uy, en R y la salida y,,(k) pertenece a un conjunto abierto Y,
en R. De igual manera, los mapeos fy; : Xy X Uy — Xy yhy @ Xy —> Yy son
analiticos. A lo largo de la tesis se asumen ciertos valores en los pardmetros de los sistemas que se
presentan, y sin control, es decir, cuando u;(k) = uy (k) = 0, i = 1,2,..., N y asi exhibiendo
comportamientos cadticos en los sistemas. El objetivo de este capitulo es disefiar una ley de control
para el sistema (4.2.1), que en lazo cerrado genere un comportamiento entrada-salida que tienda al
oscilador de referencia (4.2.2). Con esta metodologia, buscaremos sincronizar una red formada por N
cantidad de osciladores cadticos discretos en una topologia regular con acoplamiento estrella y con

nodo aislado (maestro).

En este trabajo de tesis, se tiene interés particular en el problema de acoplamiento asintético a
modelos que a continuacion se describe brevemente y donde el andlisis que se presenta, estd dado

para el caso particular de sistemas de una entrada y una salida inicamente.

4.2.1. Acoplamiento asintético a modelos

El objetivo de control del problema de acoplamiento asintético a modelos (PAAM) consiste en

encontrar las leyes de control u;(k), ¢ =1,2,...,N paralaplantas P;, i=1,2,3,..., N que logre,
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para cualquiera de los estados iniciales de P; y M, que las salidas y;(k), ¢ = 1,2,3,...,N de P,

converjan asintGticamente a la salida y,, (k) producida por el oscilador M bajo una entrada arbitraria

En la literatura correspondiente se han reportado muchos trabajos donde se han propuesto difer-
entes maneras de resolver el problema de acoplamiento a modelos en tiempo discreto [44], [45] y [46]
por mencionar algunas. En este capitulo se optard la metodologia propuesta por [44]: donde el PAAM
se transforma en un problema de desacoplar la salida de un sistema auxiliar de la entrada al modelo
ups (k).

Expuesto lo anterior, podemos definir formalmente el problema de acoplamiento asint6tico a modelos

como sigue:

Definicion 1: Problema discreto de acoplamiento asintético a modelos no lineales (PDAAMN)
[44]. Dada la planta P y el modelo M definimos alrededor de sus respectivos puntos de equilibrio
(2%, u®) y (29,,UYy), y un punto (x(0),2),(0)) € X x X3, C X x Xp. El PDAAMN consiste
en encontrar un entero v'y una ley de control u(k), tal que la salida de la planta compensada yp.c (k)

converja asintdticamente a la salida yy; (k) producida por una entrada uy; (k) del modelo M.

Una forma de resolver el PDAAMN [44] consiste en definir un error yg (k) = y;(k) —yn (k), @ =
1,2,3, ..., N, entre las salidas de las plantas P; y del modelo M, y disefiar las leyes de control w;(k),

tal que ese error retina las siguientes propiedades:

i) Esté desacoplado de la entrada del modelo uy; (k) para toda k > 0.

it) Converja asintdticamente a cero.

El primer punto es equivalente a transformar el PDAAMN en un problema de desacoplamiento a
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perturbaciones de un sistema auxiliar (compuesto por las plantas y el modelo). Al resolver el proble-
ma en esta forma, se obtiene no s6lo convergencia de las salidas de la plantas a la salida del modelo,
sino también, una convergencia del error que es independiente de la entrada al modelo u,, (k). De esta
manera, el error de salida yz (k) depende sélo de las condicines iniciales (1) y z,(1). Con esto, se

define dicho sistema auxilar como sigue:

zp(k+1) = fe(zp(k),up(k), ws(k)),
E - 4.2.3)

ye(k) = he(ze(k)),

con vector de estado auxiliar zg(k) = (x(k),zy(k))T € R y entradas up(k) = u(k) y
wg(k) = up(k), donde
f(z,u)
fe(wp(k), up(k), we(k)) = : (4.2.4)

fM(33M>UM)

Notese que en este sistema auxiliar la sefial u/(k) se considera una perturbacién y siendo ésta
una sefial conocida en todo tiempo (ya que es la entrada a M), se puede tratar el problema anterior

como un problema de desacoplamiento a perturbaciones con medicién de perturbaciones.

En los casos de plantas en tiempo discreto se tiene que: un problema de acoplamiento a modelos
no lineales tiene solucidn, si existe solucién al problema de desacoplamiento a perturbaciones con
medicién de perturbaciones, asociado al sistema auxiliar (4.2.3). A continuacién el PDAAMN se
tratard en términos del grado relativo asociado a las salidas y;(k) e yy(k); i=1,2,...,N, para lo cual se

presenta la siguiente definicion:

Definicion 2: Grado relativo [48]. La salida y(k) de la planta (4.2.1) se dice que tiene grado
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relativo d en un subconjunto abierto y denso O de X x U conteniendo al punto de equilibrio (2°, u°),
si

%[h o fo(f(z,u))] =0, (4.2.6)

paratoda 0 <! < d— 1, paratodo (z,u) € Oy

0

du

[ho fo(f(z,u))] # 0, (4.2.7)
para todo (z,u) € O.

Una definicién similar puede formularse para el grado relativo d,; del modelo (4.2.2), en un sub-

conjunto abierto y denso Oy, de X, x Uy conteniendo al punto de equilibrio (29,, u%,).

Para resolver el PAAM, la siguiente hipotesis es requerida [49]:

(H1) Para todo xp = (v,13)T € X x Xy ytodauy € Uy,

0 € Sm{hgo fgo(l’E, unr))}

[IPN2)

donde 3m{p} indica la imagen del mapa ¢ y “o” es la operacion de composicion.

De este modo, el siguiente teorema da condiciones necesarias y suficientes para la solucion local
del PAAM.
Teorema ([49], [44]). Considere la planta P (4.2.1) y el modelo M (4.2.2) definidos alrededor de
sus respectivos puntos de equilibrio (z°, u°) y (29, 4%,). Sup6ngase que la salida de la planta y del

modelo tienen grados relativos finitos d y d;, respectivamente. Astimase que la suposicion (H1) se

cumple. Entonces el PAAM tiene solucién local en QF, si y sélo si

d < dy. (4.2.8)

Si la condicién 4.2.8 se cumple, entonces a partir de la definicién de grado relativo d y dy,, se
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tiene que
yp(k+1) = hpo fr(re(k)), 4.2.9)
= o fi(a(k) = har o flro(aa (k). 1=0,1,....d,
ademas,
yp(k+d+1) = h offo f(a(k),u(k)) = ha o fig o faur(zn(k), un(k))

= h ofg™(a(k)) + S(x(k), ulk)) = har o fare © far(war(k), uar(k)),
(4.2.10)

con S(x(k),0)y
0S(x(k),u(k)) Oyp(k+d+1)
ou(k) B ou(k))

40, 4.2.11)

Considerando (4.2.11) y la suposicion (H1), se sigue a partir del teorema de la funcién implicita

que existe un mapa analitico v : R™"™» x R x R — R tal que

yp(k+d+1) = hgo fi, o fe(ze(k), Y5 (xp(k), ur (k),v(k))) = v(k), (4.2.12)

con v € R un control externo, o equivalentemente,

(4.2.13)
—ho fif o f(x(k))

+har © fige © far(@ar(k), war ().
El mapeo analitico v¥(zg, uas, v) es el inverso de S(z, -), es decir

v (@p(k), uar(k), v(k)) = S~ (w(k), v —ho fi o f(x) +haro fio © frr(wa(k), un(k))), (4.2.14)
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donde el control externo es dado por

d

(k) ==Y au[ho fi(x(k)) — has o fig, (zar (k). (4.2.15)

=0

Finalmente, se muestra al sistema auxiliar E (4.2.3) retroalimentado por la ley de control (4.2.11-
4.2.14) en términos de la planta P y del modelo M en un marco de coordenadas diferentes. En este

trabajo, se restrigen los resultados sobre sincronizacion de salida a:

(A) Plantas completamente linealizables, es decir, para d + 1 = n.

A partir de la definicion de grado relativo d, se tiene que: h(x), ..., h o f¢(x) son funciones in-

dependientes [50] y pueden ser elegidas como nuevas coordenadas con & (z) = h o fi~'(x) para

i = 1,2,...,d + 1 definidas en el subconjunto O alrededor de z°. Permitase considerar al sistema

auxiliar E (4.2.3) y las nuevas coordenadas

(((zp),znm) = d(xE) = O(, 2M1), 4.2.16)

donde ((zp) = [Ci(zE), ..., Car1(zp)]" Yy ((B) = hpio féBl(SUE) = Gi(w) — haro © faro(war) para
1 = 1,2,...,d + 1. De este modo, el sistema auxiliar (4.2.3) en lazo cerrado en el nuevo marco de

coordenadas toma la forma

Gk+1) = Gui(k), i=1,...4,
Cri(k+1) = v(k) = —aoCi(k) — - — aaCas1(k), 4.2.17)

ry(k+1) = fu(en(k),un(k)),

ye(k) = G(k).
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De la descripcion del sistema (4.2.17), se puede ver que la salida y(k) de la planta retroalimentada,
difiere de la salida y,, (k) del modelo por una sefial de error yz(k), gobernada por la ecuacién lineal

en diferencias

yp(k+d+ 1)+ agye(k+d)+ ... + aqyp(k + 1) + agye(k) = 0, (4.2.18)

donde «, ..., ag son coeficientes reales constantes, lograindose que la salida y(k) converja a
ym (k). Es decir, yp(k) = 0 después de algin tiempo, lograndose por tanto, que la condicién de

sincronizacion de salida

T {Jyar(k) — (k)| = 0 (42.19)

se cumpla.

Del sistema en lazo cerrado (4.2.17), se pueden distinguir dos subsistemas, que son:

1. El sistema descrito por la ecuacién

que representa la dindmica del modelo de referencia M.

2. El subsistema lineal definido por la ecuacion

C(k+1) = A*((k), 4.2.21)
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con
[ 0 1 0 0 ]
0 0 1 0
A* = ’ ’ ! ’ ) (4.2.22)
0 0 o - 1
—Qp —0qp —Q - —Qy

asociada a la dindmica de la sefial de error yz (k).

El subsistema M puede asumirse estable, si se elige una ley de control tal que la matriz A* tenga todos
sus valores propios con magnitud estrictamente menor que 1, entonces el sistema en lazo cerrado serd
exponencialmente estable. Como consecuencia de lo anterior, se cumple tambien con la condicion de

sincronia de salida (4.2.19).

Observacion: Dado que yg(k) = (1(k) = & (x(k)) — hann(2a(k)) — 0 a medida que & — oo,
nétese que & (z) y har © firo (), i =1,2,...,d+ 1 son difeomorfismos. Entonces, si la planta Py
el modelo M son sistemas caéticos discretos idénticos, &;(z) — hy; o fio(zM), i=1,2,...,d+1
y, si los mapeos tienen la misma estructura y tienden a ser iguales, entonces los argumentos también,
es decir z(k) — x)/(k) a medida que k& — oo. Ademds, de la ley de control (4.2.14) y (4.2.15) se
puede ver que, u(k) — uys(k) a medida que k — oo, con el propésito de desacoplar la entrada u (k)
en el sistema auxiliar E (4.2.3). Por tanto, para sistemas cadticos idénticos, se obtiene sincronizacion

completa, es decir, la condicion

kh’m llzp (k) — zi(k)|| =0, i=1,2,...,N, (4.2.23)
—0o0

se cumple.
La figura 4.1 muestra el esquema de sincronizacién empleando acoplamiento a modelos (maestro-

esclavo) garantizando sincronizacién en la salida de los dos osciladores.
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Maestro Planta

| o o0 \
1

Y (R) . T ow

& (k)= y:(k)

Figura 4.1: Esquema de sincronizacién empleando acoplamiento a modelos.

La figura 4.2 muestra un diagrama a bloques que representa lo anterior extendido a una red; con

esta configuracion se garantiza sincronizacién con todos los osciladores en la salida, significando la

condicién (4.2.19).
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Osciladores

]

% (%)
() Oscilador 1

Maestro Control

(K
e G ) —) i

() Oscilador 2

..... .
.... .

x5(k)
Corf]‘:rol () Oscilador N
(B T o (k)
e (k)= yy(k)
yaelB) ~ Qo (k)
ey(l) = vz (k)

Y- o Yy (k)

& (k)= ye (k)

Figura 4.2: Esquema de sincronizacién extendido a una red empleando acoplamiento a modelos.

4.2.2. Ejemplos

Realizaremos un ejemplo en donde se ha utilizado esta técnica para sincronizar 2 osciladores
caodticos idénticos, figura 4.1. Después, extenderemos dicha técnica para sincronizar 9 osciladores

idénticos conectados en una red estrella, figura 4.8.

Ejemplo 1. Considere el siguiente sistema hipercadtico Grassi-Miller:

r1(k+1) = bxy(k)+1—ax3(k),

(4.2.24)
Ig(k‘i‘l) = Il(k?),
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con los valores en los pardmetros a = 1y b = 0.3, el sistema presenta comportamiento hipercaético
[31]. En la figura 4.3 se observa el comportamiento temporal de los estados del sistema (4.2.24)
cuando parten de la condicién z(1) = (0.1,0.2). Mientras que en la figura 4.4 se muestra en el

espacio de estados el atractor hipercadtico del sistema sobre el plano x (k) vs zo(k).

X0

X,

Figura 4.3: Evoluciones en el tiempo de los estados hipercadticos del sistema (4.2.24).



47

X, (k)

Figura 4.4: Atractor hipercadtico desplegado por el sistema (4.2.24).

Con base al sistema anterior, considere el siguiente sistema como esclavo (planta),
ri(k+1) = bay(k)+1— ax3(k) +u(k),
P:q x(k+1) = z(k), (4.2.25)
y(k) = xo(k

ademds, considere el siguiente sistema como maestro (modelo de referencia),

oan(k+1) = bryn(k) +1—ax?, (k) + ua(k),
M:q wp(k+1) = zan(k),

k) (4.2.26)
ym(k) = (k)

con esto, el grado relativo tanto del esclavo (4.2.25) como del maestro (4.2.26) es d = dy; = 1
segtin el teorema de grado relativo (4.2.6) y (4.2.7), garantizando solucién al problema de acoplamien-

to a modelos y por tanto, al problema equivalente de sincronizacion de salida, condicién (4.2.19).
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Para encontrar la solucion a este problema siguiendo esta metodologia, se define un sistema au-

xiliar como en (4.2.3), cuya salida es la diferencia entre la salida del esclavo y del maestro:

ye(k) = y(k) —ym(k) = zo(k) — zar2 (k). (4.2.27)

Definiendo (;(k) = ygr(k) se expresan los sistemas (4.2.25) y (4.2.26) en nuevas coordenadas
como en (4.2.17):

Gk+1) = yp(k+1) = G(k),

(4.2.28)
Gk+1) = yplk+2) =v(k) = —a1G(k) — aoCi(k).

Del sistema anterior (4.2.28), se observa que en este caso el sistema auxiliar en las nuevas coorde-
nadas, estd completamente linealizado. La seleccion apropiada de los valores de «y;, ¢ = 0, 1 garantiza
convergencia del error a cero, es decir (; (k) = 0.

Se obtiene la siguiente ley de control que logra el acoplamiento entre la salida del maestro y del
esclavo,
u(k) = —bx1(k) — 1+ ax3(k) + e(k) + v(k), (4.2.29)
donde
€k) = baan(k) +1 — azdpy(K) + uar(k),
v(k) = —a1a(k) — anCi(k),
= —a(z1(k) — zan(k)) — ao(z2(k) — zu2(k)),

= (k) + aozap(k) — oz (k) — apxe(k).

(4.2.30)

Utilizando la ley de control (4.2.29) y el esquema mostrado en la figura 4.1, se realizaron las sigu-

ientes simulaciones numéricas.

Se emplearon los mismos valores de parametros tanto en maestro como en esclavo (a = 1y b = 0.3).
Se utiliz6 una uy/(k) = 0 para garantizar el comportamiento hipercaético del maestro, se fijaron
condiciones iniciales z(1) = (0.3,0.4) para el esclavo y z,(1) = (0.1,0.2) para el maestro y se

seleccioné o; = 0.9, 1 =0, 1.
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En la figura 4.5 se observa la evolucién temporal de los estados x1(k) y x1 (k) ademds de los es-
tados xo(k) y zp2(k); puede apreciarse como después de un transitorio, los estados se sincronizan.
Para este ejemplo, donde se construye maestro y esclavo con sistemas idénticos, se obtiene sincronia
completa, es decir, la condicion (4.2.23) se cumple.

La figura 4.6 muestra los diagramas de fase donde se aprecia mejor la sincronia de ambos estados.
Finalmente, la figura 4.7 muestra la evolucién temporal de los errores entre los estados del maestro y

del esclavo, e;(k) = x;(k) — xpn(k), i =1,2.

Xy 1K), (k)

X, 20K, (k)

Figura 4.5: Acoplamiento (sincronia) entre x (k) (linea continua) y x;1(k) (linea segmentada) y
sincronfa entre la salida del modelo yy/(k) = za2(k) (linea continua) y la salida de la planta y(k) =

xo(k) (linea segmentada).



X, 1K)

e, (k)

e,(k)

Figura 4.7:

Evolucion temporal de los errores de sincronia: e;(k) = z;(k) — zpn(k), i

X, 2(k)

08

06

04

02

0.2

04

1,2.
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Ejemplo 2. Considere la red estrella con nodo maestro mostrada en la figura 4.8.

o\? /,o
e
090

Figura 4.8: Red estrella formada por 9 osciladores con oscilador maestro.

Los osciladores de la red estin compuestos por el sistema cadtico Lozi:

ai(k+1) = x2(k),
za(k+1) = —plza(k)| + qzi(k) + 1,

(4.2.31)

con los valores en los pardmetros p = 1.8 y ¢ = 0.4, el sistema presenta comportamiento cadtico
[32]. En la figura 4.9 se muestra en el espacio de estados el atractor cadtico del sistema sobre el plano
x1(k) vs x2(k). Mientras que en la figura 4.10 se observa el comportamiento temporal de los estados

del sistema (4.2.31) cuando parten de la condicién z(1) = (0.5,0.1).
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x, (k)

Figura 4.9: Atractor cadtico desplegado del sistema (4.2.31).

X,(K)

x,{K)

Figura 4.10: Evoluciones en el tiempo de los estados del sistema cadtico Lozi.

Con base a lo anterior, considere los siguientes sistemas como esclavos (plantas):

) = —plri(k)| + qra (k) + 1 4+ u;(k), dondei=1,2,..,8. (4.2.32)
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ademads, considere el siguiente sistema como maestro (modelo),

$M1(l€ + 1) = l’MQ(k),
Osc. M S xppo(k + 1) = —planp (k)] + qran (k) + 1+ up (k), (4.2.33)

Obtenemos el grado relativo de los osciladores (4.2.32) y del oscilador maestro (4.2.33), como
son idénticos, el grado relativo es el mismo d; = dy; = 1, ¢ = 1,2, ..., 8 segln el teorema (4.2.6)
y (4.2.7), garantizando la solucién al PAM vy por lo tanto, al problema de sincronizacién de salida,
condicion (4.2.19). Recordemos que como son sistemas idénticos y existe sincronizacion en la salida,

todos los estados sincronizardn, obteniendo asi, sincronizacién completa (4.2.23).

Para encontrar la solucién a este problema, siguiendo la metodologia, se definen los sistemas
auxiliares como en (4.2.3), cuya salida es la diferencia entre cada una de las salidas de los osciladores

y del maestro:

yei(k) = yi(k) —ym(k) = v (k) — 2 (k), i=1,2,..,8. (4.2.34)

Definiendo (;(k) = yg(k) se expresan los sistemas (4.2.31) y (4.2.32) en nuevas coordenadas
como en (4.2.17):

Cii(k+1) = ygi(k+ 1) = Gu(k),

(4.2.35)
Cgl(k + ].) = yEz(k + 2) = U(l{?) = —Oélggz(kf) - O[()Ch‘(k?), donde 1 = 1, 2, ceey 8.

Del sistema anterior (4.2.35), se observa que los sistemas auxiliares en las nuevas coordenadas
estdn completamente linealizados. La seleccion propia de los valores de o, j = 0,1 garantiza
convergencia del error a cero, es decir, (1;(k) = 0, ¢ = 1,2,...,8. Se obtiene la siguiente ley de
control que logra el acoplamiento (sincronia) entre la salida del maestro y cada una de la salidas de

los osciladores (plantas),
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e(k) = —plza(k)] + qran(k) + 1+ un,
Uz(k) = —041C21(k) - OéoCu(/f), (4.2.37)
= —ay(k)(xin(k) — zap(k)) — ao(zie(k) — xan), dondei=1,2,...,8.

Utilizando la ley de control (4.2.36) y el esquema de la figura (4.8), se realizaron las siguientes
simulaciones numéricas.
Se emplearon los mismos valores de los pardmetros para todos los osciladores (p = 1.8 y ¢ = 0.4).
Se selecciond una (k) = 0 para garantizar el comportamiento cadtico del oscilador maestro, las

condiciones iniciales de los osciladores son:

z2(1) = (0.5,0.1), 21(1) = (0.9,0.4),
22(1) = (=0.8,-0.7),  a3(1) = (—0.2,-0.3),
z4(1) = (0.6, —0.9), 25(1) = (—0.6,—0.5),
z6(1) = (—0.1,0.2), z7(1) = (=0.3,0.7),
z5(1) = (—0.34,0.99),

y se selecciond o; = 0.5 ¢ = 0, 1. En la figura (4.11) se observa la evolucion temporal de los
estados x;1(k) y xp(k) ademds de los estados z;2(k) y xaa(k) @ = 1,2,...,8; puede apreciarse
que después de un transitorio se obtiene sincronia completa. También, en las figuras 4.12 'y 4.13 se
presentan los planos de fase de cada oscilador donde se aprecia mejor la sincronia de los estados z;;
y Z0; ©=1,2,...,8. Por ultimo, la figura 4.14 muestra la evolucion temporal de los errores entre los

estados de los osciladores asi como del maestro, ;1 = T;7 — a1 Y €i2 = Tio — Tppe, ¢ = 1,2,...,8.
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X, K0; X, (), i=1,2.3..8.

XK X, (K), i=1,23...8.

30

Figura 4.11: Sincronizacion entre x s (k) (Iinea continua) y x;; (lineas segmentadas); y sincronia en

los estados x /2 (linea continua) y z;» (linea segmentada), donde ¢ = 1, 2, ..., 8.
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vs zgo(k). (b) Atractor Lozi formado por los estados sincronizados x;; vs x;» donde i = 1,2, ..., 8.
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Figura 4.14: Evolucién temporal de los errores e;;(k) = zpi(k) — xi1(k) y en(k) = xpa(k) —

IiQ(k), 1= 1, 2, 78

Generalizando el resultado anterior para una red estrella formada por N-osciladores y con os-
cilador maestro, obtenemos el grado relativo d; = dy; = d, i = 1,2, ..., N, siendo el mismo valor

para todos los sistemas, ya que son idénticos (4.2.6) y (4.2.7).

Siguiendo la metodologia presentada en este capitulo, encontramos la solucién definiendo los
sistemas auxiliares (4.2.3), cuya salida es la diferencia entre cada una de las salidas de los osciladores

y del maestro:
ypi(k) = yi(k) —yar(k), i=1,2,..,N. (4.2.38)
Definiendo ¢; (k) = yg(k) como el sistema auxiliar en lazo cerrado en el nuevo marco de coordenadas,

toma la forma:

Gk +1) = Gya(k),

(4.2.39)
<d+1(k’ + 1) = U(k) = —Oéocl(k) — ... O{dCdJrl(k), 1= 1, ,d
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donde

v (k) es el control extendido dado por (4.2.15).

La seleccion propia de los valores de «;, j = 0,1, ..., d garantiza la convergencia del error a cero,
es decir, (;(k) =0,7=1,2,..., N. La ley de control generalizada para la sincronizacién completa de

los N-osciladores en la red queda de la forma:

donde
fi(zi(k)) es la dindmica de los osciladores i = 1,2, ..., N,

far(zar(k), upr(k)) es la dindmica del oscilador maestro.

De esta manera obtenemos sincronizacién completa en una red estrella formada por N-osciladores

con oscilador maestro.

En este capitulo se mostré las condiciones de acoplamiento (sincronia) de la metodologia acopla-
miento a modelos, realizando un ejemplo de cémo se pueden sincronizar dos sistemas idénticos con
dicha técnica [27]. Extendimos esta metodologia para sincronizar una red estrella con oscilador ais-
lado, donde observamos sincronizacién completa en todos los osciladores conectados en la red; es
necesario tener un oscilador maestro que imponga su dindmica al resto de los osciladores directa-

mente para que exista sincronia, de lo contrario, no es posible generar sincronia entre los osciladores.



Capitulo 5

Sincronizacion de redes complejas utilizando
matriz de acoplamiento

5.1. Introduccion

Después de definir las diferentes topologias de redes, algunas caracteristicas de redes complejas
y la metodologia de acoplamiento a modelos, pasemos a la sincronizaciéon de redes complejas uti-
lizando matriz de acoplamiento. Empezaremos describiendo las dindmicas de los osciladores en la
red, y la ley de control que se describen en [17] y [9] obtenidas de la teoria de grafos. Después se
mencionardn las condiciones necesarias para la sincronizacion y el andlisis de estabilidad segin la

teria de Lyapunov.

5.1.1. Dinamica de redes complejas

Considere una red compleja de N osciladores idénticos acoplados linealmente a través de la

primera variable de estados de cada oscilador. En esta red dindmica, cada oscilador constituye un

60
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sistema dindmico de dimension n, descrita como sigue:

zi(k+1) = f(ai(k)) +wi(k), i=1,2,...,N, (5.1.1)

donde z;(k) = (zi1(k), xia(k), ..., zin(k))T € R™ son las variables del estado del oscilador i.

Mientras que

N
wi(k) =Y a;Ta;, i=1,2,..N, (5.1.2)

J=1

la ¢ > 0 representa el grado de acoplamiento de los osciladores de la red dindmica. I' € R"*"
es la matriz de conexiones que conecta a las variables que estdn en los osciladores acoplados. Por
simplicidad, I' = diag(ry, 79, ..., r,) matriz simétrica donde en la diagonal con r; = 1 para una i en

particular y 7; = 0 parai # j.

A= (aij) € Rnxn’ (513)

es la matriz de acoplamiento y representa la configuracién de acoplamiento de los osciladores en
la red dindmica. Si existe conexion entre oscilador i y el j, entonces la entrada a;; = 1; de lo contrario,

a;j = 0 parai # j.

N N
A = Z Q55 = — Z Q5,4 221,2,,N (514)

J=1,j#i J=1j#i

Si el grado del oscilador i es d;, entonces,

Qi = _dia 1= 1,2, ,N (515)

Suponiendo que en la red dindmica no hay osciladores aislados, entonces A es la matriz simétrica

irreducible. En este caso cero es un valor propio de A, con multiplicidad 1 y el resto de los valores
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propios son estrictamente negativos. Si z1 (k) = z3(k) = ... = znx(k), cuando k — oo lared dindmica

sincroniza.

La sincronizacién de estados corresponde a una solucién s(k) € R™, de un oscilador aislado,
satisfaciendo,

s(k+1) = f(s(k)), (5.1.6)
donde s(k) puede ser un punto de equilibrio, una 6rbita periddica o un atractor cadtico. Por lo que,

la sincronizacion, es decir,
x1(k) = zo(k) = ... = zn(k) = s(k), (5.1.7)

estd determinada por la dindmica de un oscilador aislado, de la funcién no lineal f y de su solucién

s(k), del grado de acoplamiento ¢, de la matriz de conexiones I' y de la matriz de acoplamiento A.

5.1.2. Condiciones de sincronizacion

Teorema 1 [17], [9]: Considere la red dindmica (5.1.1) y (5.1.2). Sean
0=X > X\ 2)\32 Z/\N, (5.1.8)

los valores propios de A. Suponiendo que existe una matriz diag(n x n)D > 0y dos constantes

d < 0y7 >0 tales que
[Df(s(k)) 4+ dl]'D + D[Df(s(k)) + dI'] < —71,,, (5.1.9)

para todo d < d.

Si se cumple c\y < d entonces la sincronizacién x,(k) = x5(k) = ... = xy(k) = s(k) es

exponencialmente estable, puesto que A\, < 0y d < 0, entonces,

o < d. (5.1.10)
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Dado que | \s| puede ser un valor grande, la red dindmica debe sincronizar con una ¢ pequefia. Asi
la sincronizacién de la red dindmica (5.1.1) y (5.1.2) con respecto a una configuracion particular de
acoplamiento, ya sea regular o irregular, se puede determinar por el segundo valor propio mas grande

de la matriz de acoplamiento A.

5.1.3. [Estabilidad de redes complejas

La estabilidad de redes complejas basada en la teoria de Lyapunov describe las condiciones que
garantiza estabilidad del error de sincronia de una red compleja definida por (5.1.1) y (5.1.2). Teniendo
en cuenta lo siguiente [8]:

1) El caso de una red compleja que no tenga un oscilador maestro. La dindmica resultante de la red
puede corresponder a un nuevo estado cadtico o a la dindmica del oscilador que domine maés en la red.
2) El caso de una red compleja con oscilador maestro. La dindmica resultante corresponde a la del

oscilador maestro.

5.1.4. Caso sin oscilador maestro

Considerando una red compleja compuesta por N sistemas cadticos discretos (osciladores) que

estdn acoplados con una funcién,
zi(k+1) = f(x;(k)) + v(xi(k), x2(k), ...,zn(k)), i=1,2,...,N, (5.1.11)

donde z;(k) = (w1 (k), zp(k),...,z;n(k))T € R™ representa el vector de estados del i-ésimo os-
cilador, f : R™ — R™ es una funcién no lineal del estado y v;(k) es una funcién de acoplamiento.
Como todos los sistemas seran idénticos como osciladores, los estados de los sistemas tienen la misma

dimension, es decir, v;(z1(k), z2(k),...,xn(k)) =0, i =1,2,..., N.

Si z1(k) = x9(k) = ... = zx(k), cuando k — oo, implica que cualquier solucién de x;(k) de
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un oscilador aislado, es también salida de (5.1.11). Los estados de cualquier dos osciladores cadticos

discretos z;(k), z;(k) de la red satisfacen:

lim ||z;(k) —z;(k)|| =0, 4,j=12,..,N, i#j.

k—o0

Si se le define el error de sincronia por e;(k) = z;(k) — x;41(k), @ = 1,2,

obtenemos el sistema dinamico del error de sincronia:

e(k+1) = fzi(k), 2o (k) +Ti(k); i=1,2,..,N—1,

donde

f(xi(k), xiga (k) = flai(k)) — fziya(k)),

vi(k) = vi(x1(k), xo(k),...,xn(k)).

Proponiendo que

vi(k) = = f(xi(k), zip1(k)) — aei(k), a>0, i=1,2,..,N—1.

(5.1.12)

..., N, entonces

(5.1.13)

(5.1.14)

(5.1.15)

Entonces (5.1.13) es globalmente asintéticamente estable alrededor del origen, es decir,

ei(k) —0;, i=1,2,..,N—1.

5.1.5. Caso con oscilador maestro

Si la funcion de acoplamiento es v, = 0, entonces es de la forma:

vi(k) = f(z,(k)) — f(ai(k)) + oz, —2;), « >0, i=1,2,..,N—1

(5.1.16)

(5.1.17)
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Esto implica que el oscilador desacoplado p se toma como oscilador maestro y todos los os-

ciladores restantes de la red sincronizan con este oscilador maestro, es decir

1fm ||z (k) — 2,(k)|| =0, i=1,2,...,N. (5.1.18)

k—o0

Esto significa, que se puede garantizar que los estados de la red sincronizan con los estados arbi-
trarios de un oscilador desacoplado p. En particular, se requiere que los estados de los osciladores de

la red compleja, sincronizen con el estado del oscilador maestro s(k), que satisface,

s(k+1) = f(s(k)). (5.1.19)

Esta dindmica del oscilador maestro, puede ser un punto equilibrio, una 6rbita periddica o un

atractor cadtico. Se escoge una funcién de acoplamiento de la forma,

vi(k) = f(s(k)) — f(z:(k)) + a(s(k) — zi(k)), a>0, i=1,2,...,N—1, (5.1.20)

tal que satisfaga (5.1.18) y que por lo tanto garantice la sincronizacion asintética y global.

5.2. Ejemplos de sincronizacion de redes complejas formadas por
osciladores discretos
En esta seccion realizaremos la sincronizacion de redes complejas formadas por osciladores dis-

cretos, en topologia regular global, anillo y estrella. También, realizaremos un ejemplo en topologia

irregular sin nodo maestro.
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5.2.1. Sincronizacion de una red global formada por osciladores discretos Fold

Considere una red global formada por 12 osciladores cadticos discretos como se observa en la

figura 5.1.
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Figura 5.1: Red global compuesta por 12 osciladores.

Los osciladores de la red estan formados por sistemas cadticos discretos Fold (algunas veces

llamado bifurcacién fold, saddle-node bifurcation or tangent bifurcation). Este sistema es sencillo de

construir, cuyas ecuaciones son:

z1(k+ 1) = xo(k) + azi(k) + uy,
{EQ(I{? + 1) = 1‘1(1{3)2 + b,

(5.2.1)

se sabe que el sistema (5.2.1) para ciertos valores de parametros exhibe una dindmica cadtica [7].
En las simulaciones numéricas realizadas se consideraron los valores paramétricos: a = —0.1 y
b = —1.7. La figura 5.2 muestra el atractor cadtico del sistema (5.2.1) en el espacio de estados.

Siguiendo el material presentado en la seccion anterior, a continuacion se muestra la sincronizacion

de una red global , figura 5.1, utiliando matriz de acoplamiento, realizando la sincronizacion en los

osciladores descritos como:

x,l(k: + 1) = ZL’Q(I’C) + CLZL‘Z‘l(k}) + Uy,

donder=1,2,...,12. (5.2.2)
1’12(1{7 + 1) = xﬁ(k)Q -+ b,



Figura 5.2: Atractor cadtico del sistema (5.2.1).
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La matriz de acoplamiento se obtiene con la ecuacién (5.1.3) u obteniendo la matriz Laplaciana

L(G)=D(G)-A(G) de la ecuacion (3.4.1), la cual queda como sigue:

[ N1
0

0
N +1

La cual queda simplificada como:

0
0

e}

0
0

N +1

0
1

(5.2.3)



68

-11 1 1 1 1 1 1 1
1 —-11 1 1 1 1 1 1
1 1 11 1 1 1 1
1 1 1 =11 1 1 1 1
1 1 1 1 —-11 1 1 1
Ay — L(G) = 1 1 1 1 1 11 1 1 (5.2.4)
1 1 1 1 1 1 11 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
i 1 1 1 1 1 1 1 —11_

Utilizando la ecuacion (5.1.2), obtenemos las leyes de control que hard que los osciladores se

sincronicen, quedando como:

12
wi(k) = ¢y Aglaj, i=1,2..12, (5.2.5)

j=1

como existen conexiones entre todos los osciladores dentro de la red, I' = 1.

Las leyes de control obtenidas de (5.2.5) garantizan que los osciladores de Fold se sincronicen.
Calculando los valores propios de la matriz Laplaciana: \; = 0; \; = —12; ¢ = 2,3, ..,12 y tomando
un valor de d = —1 como en la ecuacion (5.1.9), podemos hacer que los estados de cada oscilador
converjan a 0. Obtenida una d = —1, calculamos de la ecuacién (5.1.10) el valor de ¢ > 0.2 para

obtener la sincronizacion entre los osciladores.

Las condiciones iniciales de los osciladores que forman la red son: 21 (1) = (—0.1,—0.5); x2(1) =
(0.9, —0.4); 23(1) = (—0.3,—0.8); z4(1) = (=0.7,—0.6); w5(1) = (—0.25,—0.12); w6(1) =
(—0.15, —0.55); 27(1) = (=0.78, —0.45); x5(1) = (—0.35, —0.85); wo(1) = (—0.75, —0.65);
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En las figuras 5.3 y 5.4 se sepresentan los planos de fase de los osciladores que componen la red,
en la figura 5.5 se presenta las trayectorias de los osciladores, podemos observar que después de un

transitorio todos los osciladores se sincronizan.

121(k) %

0 2

x5, (£) 0 |/| |,-/|

0

J‘41("‘)”|//1 |/1 \/|
151(k)2|/|2|/| ‘/| ‘/

g g )
w0 =" S \/| %/l /H/i
w0 = =1 /|0/15|{i_§2|,0/1_§2|»0/1
= = = = e i i
e e e e el sl el
o el e e e T el i
=] i e e i e i i)

1, (k) xy (k) x;, (k) x,(k) x;, (k) x,, (k) 1, (k) xy (K) Xy (K) X, k) Xy, (k)

Figura 5.3: Planos de fase de x1;(k) vs 221 (k); x11(k) vs x31(k); x11(k) vs 241(k); ... 5 x11.1(K) vs

.I12’1 (k)
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Figura 5.4: (a) Planos de fase de x12(k) vs xo2(k); x12(k) vs 232(k); z12(k) vs 242(k); ... 5 x112(k)
Vs T12.2(k). (b) Atractor Fold formado por los osciladores sincronizados z;1 (k) vs x;2(k) donde i =

1,2,...,12.
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Figura 5.5: Evolucién temporal de los estados x;1 (k) y z;2(k) sincronizados, donde i = 1,2, ..., 12.

5.2.2. Sincronizacion de una red acoplada en anillo formada por osciladores

Considere la red anillo formada por 10 osciladores discretos como se muestra en la figura 5.6.

de un sistema de segundo orden

Figura 5.6: Red anillo compuesta por 10 osciladores de segundo orden.

Los osciladores de la red estdn formados pos sistemas hipercaéticos discretos de segundo orden,
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cuyas ecuaciones no lineales se expresan como:

r1(k+1) = 1.921(k) — 213(k) + z2(k),

(5.2.6)

con estos valores en los pardmetros, el sistema presenta comportamiento hipercadtico [51]. La figura
5.7 muestra el atractor hipercadtico del sistema (5.2.6) en el espacio de estados.
Se mostrara la sincronizacion de la red anillo 5.6, realizando la sincronia en los osciladores descritos

como:

alk+1) =192 (k) — 212(k) + zi0(k) + ui(k),
osc.i{xl( )= LOa(k) = vt (k) +aah) £ wk), e s 100 5.27)

08

06}

04

0.2+

12(K)

02k

04t

06}

N8F

Figura 5.7: Atractor hipercadtico del sistema (5.2.6).

La matriz de acoplamiento calculada con la ecuacién (5.1.3) u obteniendo la matriz Laplaciana



L(G)=D(G)-A(G) segun (3.4.2), queda de la forma:

K 0 0 0
0 K 0 0
A, = L(G) = 0O 0 K --- 0
o 0 0 --- 0
o 0 o0 - K

siendo K = 4, la matriz Laplaciana queda simplificada:

4 1 0 0 o0

1 -4 1 0 0

0 1 —4 0

0 0 1 -4 1

A= L(C) = 0 0 0 1 -4
0o 0 0 0 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

1 0 0 0 0

_ o O O O

—4

o O O =

_ o = O O O O O

|
=

_ o O O O o o o =

|
B
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, (5.2.8)

(5.2.9)

Utilizando la ecuacién 5.1.2, obtenemos las leyes de control para cada oscilador, quedando como:

12

wik) =Y Aplzj, i=1,2,..,10, (5.2.10)
j=1
donde I = I5.
Para calcular el valor correcto de la fuerza de acoplamiento (c), obtenermos que d = —2 cumplien-

do con la ecuacion (5.1.9) y asi calculando una ¢ = 0.39 con (5.1.10) para obtener sincronizacién entre

todos los osciladores de la red.
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Las condiciones iniciales para los osciladores en lared son: z1(1) = (0.1,0.2); x5(1) = (0.23,0.11);
z3(1) = (0.15,0.3); w4(1) = (0.7,0.09); x5(1) = (0.41,0.4); x¢(1) = (0.15,0.25);
27(1) = (0.28,0.16); xs(1) = (0.17,0.35); wg(1) = (0.75,0.12); @10(1) = (0.41,0.45).

En las figuras 5.8 y 5.9 se presentan los planos de fase de los osciladores que componen la red, la
figura 5.5 muestra las trayectorias de los sistemas, obervando que después de el transitorio todos los

estados de los osciladores se sincronizan, obteniendo sincronizacién completa.
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Figura 5.8: Planos de fase de z11(k) vs x91(k); z11(k) vs x31(k); x11(k) vs 241(k); ... 5 wo1(k) Vs

.1310’1 (k)
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Figura 5.9: (a) Planos de fase de x12(k) vs xaa(k); x12(k) vs x32(k); x12(k) vs x42(k); ... 5 xoa(k)
vs Z192(k). (b) Atractor formado por los osciladores sincronizados x;;(k) vs x;2(k) donde i =

1,2, ..., 10.



(k); n=1,2,..,10

J(n1

xnztk); n=1,2,..,10

Figura 5.10: Evolucién temporal de los estados ;1 (k) y x;2(k) sincronizados, donde i = 1,2, ..
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5.2.3. Sincronizacion de una red acoplada en estrella formada por osciladores

Gingerbreadman

Considere la siguiente red regular con configuracion estrella formada por 9 osciladores que se

presenta en la figura 5.11.

e
e /
o

9
C o
o

Figura 5.11: Red regular con acoplamiento estrella formada por 9 osciladores.

Los osciladores de la red estdn formados por sistemas cadticos discretos Gingerbreadman, de-
scritos por las siguientes ecuaciones no lineales:

k+1) = 1—xyk)+ k)|,

21k + 1) 2a(k) + a1 ()] sl
IQ(]C + 1) = .131(/{?),

se sabe que el sistema (5.2.11) para ciertos valores de parametros exhibe una dindmica cadtica [52].

La figura 5.12 muestra el atractor cadtico del sistema (5.2.11) en el espacio de estados. Utilizando la

metodologia de matriz de acoplamiento, a continuacidn los osciladores en la red quedaran represen-

tados de la siguiente manera:

dondei1=1,2,...,9. (5.2.12)
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Xi(k)

Figura 5.12: Atractor cadtico del sistema Gingerbreadman.

Con la ecuacion (5.1.3) se obtiene la matriz de acoplamiento o sustituyendo los datos de la red

estrella en la matriz Laplaciana presentada en la ecuacion (3.5), obtenemos:

-8 1 1 1 1 1 1 1 1
1 =10 0 0 O 0 0 0
1 0 -1 0 0 0 0 0 0
1 0 0 -1 0 0 0 0 0
Ae=LG) =1 0 0 0 -1 0 0 0 0 (5.2.13)
1 0 0 0 0 —1 0 0 0
1 0 0 0 0 0 -1 0 0
1 0 0 0 0 0 1 -1 0
1 0 0 0 0 0 0 0 -1

Utilizando la ecuacién 5.1.2 pasamos a obtener las leyes de control para cada oscilador, teniendo:

12
wik) =Y ALz, i=1,2,..,9, (5.2.14)

j=1
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donde I' = I,.

Las leyes de control obtenidas de (5.2.14) garantizan que los osciladores de la red se sincronicen.
El valor de la fuerza de acoplamiento calculado de la ecuacidn (5.1.10) es ¢ = 0.09 para poder lograr
la sincronizacion en la red.
Las condiciones iniciales de cada oscilador son: 21 (1) = (—0.2, —0.3); z3(1) = (—0.1,0.4); z3(1) =
(0.5,0.6); z4(1) = (0.7,0.8); z5(1) = (0.9,0.35); x6(1) = (0.25,—-0.15); z7(1) = (0.45,0.55);
xg(1) = (0.65,0.75); x9(1) = (0.65,0.72).

En las figuras 5.13 y 5.14 podemos observar sincronizacién entre cada uno de los estados de
los osciladores en los planos de fase. También en la figura 5.15, se muestran las dindmicas de sus

trayectorias en sincronia.
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Figura 5.13: Planos de fase de x11(k) vs x91(k); x11(k) vs x31(k); x11(k) vs x41(k); ... ; xg1(k) vs

T91 (1{7)
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Figura 5.14: Planos de fase de x12(k) vs xoo(k); x12(k) vs x32(k); x12(k) vs z42(k); ... 5 xsa(k) vs

{Egg(k’).
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X, (0, 1=1.2,..9.

x,K), =12,.9.

Figura 5.15: Evolucién temporal de los estados ;1 (k) y x;2(k) sincronizados, donde i = 1,2, ..., 9.

5.2.4. Sincronizacion de una red irregular formada por osciladores Tinkerbell

Supongamos que tenemos una red en topologia irregular formada por 8 osciladores conectados

por aletoriamente por un usuario como se observa en la figura 5.16.

00 O
I =

Figura 5.16: Red irregular formada por 8 osciladores.

Los osciladores de la red estdn formados por el sistema cadtico discreto Tinkerbell, cuyo sistema
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estd descrito por las siguientes ecuaciones:

z1(k + 1) = 22(k) — 23(k) + az1(k) + bax,,

(5.2.15)

donde se conocen los pardmetros del oscilador para que tenga un comportamiento cadtico [36], son:
a=0.9,0=-0.6013,d =2, f = 0.5. La figura 5.17 muestra el atractor caético del sistema (5.2.15)

en el espacio de estados. La respresentacion de los osciladores en la red quedarédn representados de la

manera siguiente:

a(k+1) =22 (k) — 2% (k) + axii (k) + bazs,
osc.i{xl( ) = wi(k) = wp(k) + azva (k) + bazis dondei=1,2,...8. (5.2.16)

05

x,(K)

. . - *
DEEw * . : +

A 1 1 1 1 1 L
0.5 -0.4 0.3 02 -01 0 0.1 0.2
x,(K)

Figura 5.17: Atractor cadtico del sistema (5.2.15).

Siguiendo el material presentado en la seccion de topologia irregular (3.3.3), obtenemos la matriz
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de acoplamiento L(G)=D(G)-A(G) de la red irregular 5.16 como sigue:

-3 1 0 0 0 1 1 0
1 =2 0 1 0 0 0 0
0 0 -2 0 0 0 1
Aie = L(G) = ool (5.2.17)
0O 0 0 1 -3 1 0 1
1 0 0 0 2 0 0
1 0 0 0 0 0 -1 0
00 1 1 1 0 0 -3

Utilizando la ecuacion 5.1.2 obtenemos las leyes de control para cada oscilador de la red, teniendo:

12
wik) =Y Ailaj, i=12,..8, (5.2.18)

J=1

donde I' = I;.

Calculamos el valor de la fuerza de acoplamiento con la ecuacién (5.1.10), obteniendo una ¢ =
0.226 y con las leyes de control (5.2.18) garantizamos la sincronizacion en la red irregular.
Las condiciones iniciales de cada oscilador son: z;(1) = (—0.1,—0.3); z2(1) = (—0.53, —0.48);
x3(1) = (—=0.15,—-0.3); x4(1) = (—0.5,—0.09); z5(1) = (—0.41,-0.35); z6(1) = (—0.21,—0.28);
x7(1) = (—0.05,-0.2); x5(1) = (—0.16,—0.12).

En las figuras 5.18 y 5.19 se presentan los planos de fase observando sincronizacion entre cada
uno de los estados de los osciladores. Las dindmicas de las trayectorias de los estados sincronizados

i1y Tipdondet = 1,2, ..., 8 se presentan en la figura 5.20.
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Figura 5.18: Planos de fase de x11(k) vs x91(k); x11(k) vs x31(k); x11(k) vs z41(k); ... 5 z71(k) vs

ng(k)
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Figura 5.19: (a) Planos de fase de x15(k) vs 222(k); 212(k) vs x32(k); x12(k) vs 242(k); .. s 72(k) vs

xg2(k). (b) Atractor formado por los osciladores sincronizados x;; (k) vs x;5(k) donde i = 1,2, ..., 8
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X, k), i=1.2,.8.

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

X, k), 1=1.2,..8.

120 140 160 180 200

Figura 5.20: Evolucién temporal de los estados ;1 (k) y x;2(k) sincronizados, donde i = 1,2, ..., 8.

Con la metodologia presentada en esta seccién y con los ejemplos propuestos, fue posible obte-
ner sincronizacion completa en las diferentes redes presentadas en sus diferentes topologias. Con la
metodologia de matriz de acoplamiento es posible sincronizar osciladores cadticos discretos acopla-
dos en diferentes topologias de acoplamiento, si y s6lo si, cumplen con los teoremas y condiciones
descritos en este capitulo.

Con los resultados de sincronizacion de redes con esta metodologia, en el siguiente capitulo pre-
sentaremos algunas redes en sincronia con este tipo de osciladores aplicadas al encriptamiento de

informacion.



Capitulo 6

Cifrado de informacion usando caos

6.1. Introduccion

Se ha tratado la sincronizacién de redes formadas por osciladores discretos idénticos, a través de
metodologias de control presentadas en las secciones anteriores (acoplamineto a modelos y matriz
de acoplamiento). Resulta, ahora atractivo y motivante llevar esto al escenario de la aplicacién a las
comunicaciones seguras o privadas usando dicha sincronia en una red. Este capitulo se dedica al en-

criptamiento de informacién usando caos.

El encriptado es una forma efectiva de disminuir los riesgos en el uso de tecnologia. Implica la
codificacién de informacién que puede ser transmitida via una red de cdmputo o un disco para que
solo el emisor y el receptor la puedan leer. En teoria, cualquier tipo de informacién computarizada
puede ser encriptada. En la prictica, se le utiliza con mayor frecuencia cuando la informacién se
transmite por correo electronico o internet. La informacién es encriptada por el emisor utilizando un
programa para “confundir u ocultar” la informacidn utilizando un cédigo “asegurado”. El receptor
descifra la informacién utilizando un c6digo exclusivo. Cualquier persona que intercepte el mensaje

verd simplemente informacion entremezclada que no tendrd ningdn sentido sin el cédigo o llave

88
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necesaria.

El encriptamiento de informacidn tiene distintos usos para propositos electorales. Cuando se en-
via informacidn sensible a través de una red publica, es recomendable encriptarla: Esto es particular-
mente importante cuando se envia informacion personal o sobre la votacion a través de una red, en
especial por internet o correo electronico. Existen distintos tipos de encriptamiento y distintos niveles
de complejidad para hacerlo. Como con cualquier c6digo, los de encriptamiento pueden ser rotos si
se cuenta con tiempo y recursos suficientes. Los altamente sofisticados niveles de encriptamiento con
que se cuenta hoy en dia hacen muy dificil descifrar la informacién encriptada. En afios recientes,
se ha tratado el tema de encriptar datos por medio del uso de la teoria del caos [54], [55]. Para esto,
retomaremos algunos esquemas bésicos de transmision, propuestos en las ultimas décadas. Los méto-

dos reportados para encriptar informacién con base en la sincronia de osciladores cadticos son:

e Encriptado cadtico aditivo [53]: El mensaje a encriptar f(k) se suma a la sefial de transmisién
x(k) y emplear una sola linea para enviar la seial de transmisién y(k) = x(k) + f(k). Si los
osciladores cadticos se sincronizan, el mensaje oculto se recupera mediante la diferencia de la
salida (estado acoplante) de ambos osciladores, es decir, y(k) — (k) = e(k) = f(k). En la

figura 6.1 se muestra un esquema de este tipo de encriptamiento.

Mensagje Sefial transmitida (encriptada) _ Mensaje
. i "
enviando f(k) y(k) o(k) = f igecuperado

Figura 6.1: Esquema de encriptado aditivo empleando dos canales de transmision.
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¢ Encriptado por modulacién caética: El mensaje se encripta en las dindmicas del transmisor por
una funcién de modulacion. En los receptores se emplea una estructura que permite que el
mensaje se pueda recuperar a través de la funcién inversa. En la figura 6.2 se observa el esquema

de este tipo de encriptado.

Entrada . Linea N - Salida
.. MISOE e e - - litros
Digital I' Digital

)

Figura 6.2: Esquema de encriptado por modulacidn.

e Encriptado por conmutacion entre atractores cadticos: Consiste en seleccionar uno o mas
parametros del oscilador transmisor y alternarlos entre dos valores distintos 7 y 7 (se utiliza
para encriptar s6lamente sefiales binarias), verificando que el transmisor se mantenga funcio-
nando en régimen caético todo el tiempo. Esto hard que el oscilador transmisor se encuentre
conmutando entre dos atractores cadticos distintos. En los osciladores receptores se mantiene
fijo el conjunto de valores de parametros r y esto provoca que en un intervalo de tiempo, los
dos osciladores estén sincronizados y en otro no. En la figura 6.3 se muestra un esquema de

este tipo de encriptamiento.
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f) 50

L 4

x, (k)

> > e(k
w0 () (k)

Figura 6.3: Esquema de transmision de informaciéon empleando conmutacion cadtica.

Este capitulo estd dedicado a la transmision de informacion encriptada usando caos. En particular,
usaremos Unicamente la sincronizacién de redes formada por osciladores cadticos discretos, aplicando

el método de encriptamiento aditivo con dos lineas de transmision.

6.2. Encriptamiento caético aditivo usando dos lineas de trans-

mision

Para ilustrar el esquema propuesto para enviar sefiales de informacion encriptadas, se disefia a
continuacion un sistema de encriptamiento utilizando dos canales de transmision. Este sistema esta
basado en la sincronizacién completa o de salida entre los osciladores caéticos idénticos utilizando
matriz de acoplamiento. Para este propésito, considere la ley de control u(k) descrita en el capitulo

anterior como:

N
u(k) =c> a;Ta;, i=1,2,..,N, (6.2.1)

=1

cuyos pardmetros se describen en (5.1.2).
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Esta ley de control (6.2.1) permite proponer el esquema de encriptamiento que se muestra en la

figura 6.4.
sefal (k)
|
| |
G
Osc. 1 h '
4 u, (k) ;
1 ~
% (5) %, (k)
Mensaje + Sefal transmitida (encriptada) :’ ] Mensaje
enviando (k) y(k) 'e(k):f’;(};eicuperado

Figura 6.4: Esquema de encriptamiento aditivo empleando dos canales de transmision basado en la

sincronia de matriz de acoplamiento.

En la cual u; (k) es la sefial de control del bloque Osc. I, us(k) es la sefial de control del bloque
Osc. 2, los osciladores que componen la red serdn bidireccionales, o si es el caso de que exista os-
cilador aislado dentro de la red, serd unidireccional, simplemente u (k) seria la salida del Osc. 'y
uy (k) la entrada al Osc. 2.

Con este esquema, se alcanzan dos objetivos simultdneos: se obtiene sincronizacién completa de sa-
lida eficiente rapida (dependiendo de la ganancia usada en la fuerza de acoplamiento ¢ de (6.2.1)) y
alta privacidad para encriptar informacion.

Se proponen dos canales de transmision en los osciladores receptores de la red: un canal se usa para
enviar la sefial de control u(k) con el tinico propdsito de lograr sincronizacion completa, sin ninguna
conexién con los mensajes privados f(k). El otro canal se destina para transmitir el mensaje f (k)
encriptado a través de y(k) = x1(k) + f(k). Este mensaje es reconstruido mediante la comparacién

entre el estado en sincronia del Osc. 2 y la sefial de transmisién f(k), es decir, f(k) = y(k) — 21 (k).
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A continuacion se presentan algunas simulaciones numéricas, que ilustran la transmision de men-

sajes encriptados usando el esquema de dos canales de transmision.

6.2.1. Encriptamiento de una imagen en una red irregular formada por os-

ciladores Fold con oscilador maestro

Considere una red formada de manera aletoria por un usuario, sabemos que en la actualidad, las
redes que nos rodean en el mundo estdn conectadas en topologias irregulares, sin un patrén definido,

en este caso la red queda como en la figura 6.5.

0.0—90
\0

l
o

Figura 6.5: Red irregular compuesta por 11 nodos con nodo maestro.

I
/0-0

Notese que la red presentada cuenta con un oscilador maestro que impone su dindmica al resto de
los osciladores. El sistema caético discreto seleccionado es el Fold, cuyas ecuaciones no lineales son:

z1(k+ 1) = zo(k) + azi (k) + uy,

(6.2.2)
.7}2(/{? + 1) = xl(k)2 + b,

donde se sabe que los pardmetros del oscilador para que tenga un comportamiento cadtico son: a =

—0.1 y b = —1.7 [7]. En la figura 6.6 se muestra el atractor cadtico del sistema en el espacio de
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estados donde se observa el comportamiento cadtico del sistema. Con la metodologia presentada de
matriz de acoplamiento en el capitulo anterior, obtenemos las leyes de control para cada oscilador
de la red como en (5.1.2), calculando el valor de fuerza de acoplamiento de ¢ = 0.265 para obtener
sincronia en en los osciladores de la red.

La evolucién temporal de los estados en sincronia de cada oscilador se presenta en la figura 6.7.

Figura 6.6: Atractor cadtico del sistema Fold (6.7).
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X, (), =12,..,11.

|
0 50 100 150 200 250 300
k

Figura 6.7: Evolucién temporal de los estados x;1(k), a1(k), £31(k), ..., 11,1(k) de los osciladores

en sincronia.

El mensaje original a transmitir serd la imagen mostrada en la figura 6.8 que es la entrada principal
de la Facultad de Ingenieria Mecénica y Eléctrica de la UANL en formato .png. La imagen selecciona-
da no es de alta resolucidn, ya que lo que nos interesa es la sefial de la imagen para poder encriptarla
con la sefial cadtica. Una imagen digital puede mirarse como el resultado de efectuar sobre una sefial
continua un proceso de muestreo en dos direcciones perpendiculares con un paso o distancia entre

muestras que se fija en para cada direccion. La gréfica 6.9 muestra esta sefial.



Figura 6.8: Imagen original a encriptar.
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250 “
200

150 —

Senfial resultante
=
2

Figura 6.9: Sefial de la imagen en muestras.

Comparando la amplitud de ambas sefiales, la sefial caética x,(k) contra la sefial 6.9 m,(k),
notese que la amplitud de la sefal cadtica de la figura 6.7 es muy pequefia para poder ocultar la
sefial m,(k), para esto es necesario disminuir la sefial m, (k) dividiéndola por una ganancia, en este
caso su valor serd 10. En la figura 6.10 se grafican ambas sefiales para observar la diferencia de
amplitud y frecuencia entre ellas. Realizando el encriptamiento aditivo como lo muestra el esquema
6.4, m.(k) = z; (k) +m,(k), encriptaremos la sedl m, (k) de 6.9 con la sefial z;; (k) del sistema Fold

6.7, obteniendo como resultado la figura 6.11.
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x,(k); m,(K
S &n
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e
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-20
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Figura 6.10: Evolucién temporal de la sefial cadtica =1 (k) y la sefial de imagen a encriptat m,, (k).

m (k)
—
—
————
5=
—
———
=
—
e,

000 1050 1100 1180 1200 1250 1300 1350 1400 1450 1500

Figura 6.11: Senal de imagen encriptada m. (k) a través de la sefial cadtica del sistema (6.7).
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Siguiendo el esquema 6.4 presentado en la seccion anterior y obteniendo la sefial encriptada
mostrada en la figura 6.11, la imagen encriptada se muestra en la figura 6.12. Restando la sefial
de los osciladores que estdn en sincronia con el oscilador maestro dentro de la red, la sefial 1, (k)

serd recuperado en su totalidad en cada oscilador, cumpliendo con la siguiente ecuacion:
[|me(k) — za (k)|| = moi(k); i =3,4,...,10. (6.2.3)
donde: m. (k) es el mensaje encriptado.

zi1(k),i=1,2,...,11 son los estados de los osciladores en sincronia.

mei(k), i = 1,2, ..., 11 es el mensaje original recuperado en cada oscilador.

Mensaje original Mensajeencriptado

Figura 6.12: (a) Imagen original a transmitir. (b) Imagen encriptada transmitida.

En las figuras 6.13 y 6.14 se muestra la sefial de imagen recuperada en cada oscilador. Se verifica

que el mensaje transmitido sea igual al mensaje recuperado, tenemos:

||me(k) — thei(K)|]| = 0; i =3,4,...,11. (6.2.4)
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En las figuras 6.15 y 6.16 se muestra que se cumple lo anterior (6.2.7) convergiendo a cero el error
entre sefiales m. (k) y m,(k). Observamos que existe un transitorio al inicio de la evolucién temporal
de las senales de error, ésto es por el tiempo que tarda en sincronizar los osciladores esclavos al os-

cilador maestro de la red. En la figura 6.17 se obtiene la imagen recuperada del oscilador 3.

£
= 02
[=
o DI i g T A Mimlmum|h|mdmumumuuu.1uuuumulmhhhu.L "

0 05 1 15 2
s x 10!
8 20
o
{=
; 2 05 1 15 2 25
= x10*
g T 1 \
o 0.2
e AT e AL mIullIMuulnlllludmlmumumuuu.1mlmJnlulllthm.ln W
= 0 05 1 15 2
< x10*
4] T T T
8 02
e AT e llh[lﬂﬂ]#\l.lﬂﬂlUllllllﬂdﬂmmuwummunnumldllllllmuul.‘.‘.J..‘,..\m}hﬂlIHHLlI|l|||Hdﬂl|JJJuMltI.|ﬂhJJJ.IilllIilJIJIlIIIIIhJIJIII.IU‘.‘.
= 0 05 1 15 2
0 x10*
4] T T T
3 02
Y sl st T A Mhulmuulnhlmdmuuumummmmnmnlulllnhhhu.L W
= 0 058 1 15 2

K x 10"

Figura 6.13: (a) Mensaje a transmitir (b) Sefal encriptada (c) Mensaje recuperado en osc. 3 (d) Men-

saje recuperado en osc. 4 (e) Mensaje recuperado en osc. 5.
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M. Osc.11 M. Osc.10 M.Osc.9 M.Osc.8 M.Osc.7 M.Osc.6

Figura 6.14: (a) Mensaje recuperado en osc. 6 (b) Mensaje recuperado en osc. 7 (c) Mensaje recu-
perado en osc. 8 (d) Mensaje recuperado en osc. 9 (e) Mensaje recuperado en osc. 10 (f) Mensaje

recuperado en osc. 11.
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Figura 6.15: Errores de imagen recuperada: e3(k) = me(k) — Zoz(k), es(k) = me(k) — Zoa(k),
es(k) = me(k) — Zos(k), e6(k) = me(k) — Tos(k).
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Figura 6.16: Errores de imagen recuperada: e;(k) = me(k) — To7(k), es(k) = me(k) — Zos(k),

Gg(k) = me(k’) — Zi‘og(k), 610(]{) = me(k‘) — i’olo(k’), 611(!@’) = me(k:) — Zioll(k}).
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Mensaje recuperado

Figura 6.17: Imagen recuperada.

6.2.2. Encriptamiento de un mensaje de audio en una red irregular formada

por osciladores Gingerbreadman

Este sistema estd basado en la sincronizacion completa de una red (podria ser la salida o un estado
del oscilador), como lo hemos mencionado en los capitulos anteriores, es necesario que nuestra red
esté completamente en sincronia en todos los osciladores para poder obtener la informacion segura

que se transmitird a través de ella. Para este propdsito considere la siguiente red de la figura 6.18.
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Figura 6.18: Red irregular compuesta por 10 osciladores.

Los osciladores estdn compuestos por el sistema cadtico Gingerbreadman, descrito por las si-
guientes ecuaciones no lineales:

ia(k+1)=1=zp(k) + |za(k)], :
zu(k+1) e R I ST 6.2.5)

se conoce que el sistema (6.2.5) con ciertos valores en sus parametros exhibe un comportamien-
to cadtico [52]. En la figura 6.2.5 se muestra el atractor cadtico del sistema en el espacio de esta-
dos. La red presentada en la figura 6.18 estd en una configuracion irregular, calculando su matriz de
acoplamiento como en (3.3.3), se obtiene la ley de control de toda la red como se hizo anteriormente
con la ecuacidn (5.1.2) calculando una fuerza de acoplamiento de ¢ = 0.0825 para obtener sincronia
en la red. La dindmica cadtica de la red en sincroia se muestra en la figura 6.20, ésta serd la sefial

cadtica en donde ocultaremos la sefial que se quiere transmitir.
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Xs(k)

Xi(k)

Figura 6.19: Atractor cadtico del sistema (6.2.5).

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Figura 6.20: Evolucién temporal de los estados x11(k), z21(k), 231 (k), ..., 101 (k) de los osciladores

cadticos en sincronia.
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Se selecciond una sefal de audio ideal para apreciar mejor el encriptamiento, en este caso es una

sinfonia el mensaje a transmitir. La figura 6.21 muestra la sefal de audio a encriptar.

Mensaje original

Figura 6.21: Sefal de audio de una sinfonia.

Notese que la sefial cadtica necesita ser aumentada para poder ocultar el mensaje de audio a
transmitir, para esto se multiplica el estado x;; (k) donde i = 1,2, ..., 10 por una ganancia con valor

de 10. En la figura 6.22 se hace la comparacion de ambas sefiales.
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K x10°

Figura 6.22: Evolucién temporal de la sefial caética x4 (k) y sefial de audio a transmitir m, (k).

Realizando el encriptado de la sefial de audio como se representa en el esquema 6.4, tenemos para
este caso z1 (k) +m,(k) = m.(k). El mensaje encriptado se presenta en la figura 6.23. Para obtener el
mensaje original de audio transmitido del mensaje encriptado, restaremos la sefial de los osciladores
en sincronia restantes de la red y el mensaje original serd recuperado en su totalidad. De esta manera
se cumple:

[[me(k) — za(k)|| = mai(k); i=2,3,...,10, (6.2.6)

donde:
m.(k) es el mensaje encriptado.
zi1(k), 1 =2,3,...,10 son los estados de los osciladores en sincronia.

mei(k), i =2,3,...,10 es el mensaje original recuperado en cada oscilador.

En las figuras 6.24 y 6.25 se muestran las sefales de audio recuperados en cada oscilador de la
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Figura 6.23: Mensaje de audio encriptado m.(k) a través de la sefial cadtica del sistema (6.2.5)
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Figura 6.24: (a) Mensaje a transmitir (b) Sefal encriptada (c) Mensaje recuperado en osc. 2 (d) Men-

saje recuperado en osc. 3 (e) Mensaje recuperado en osc. 4 (f) Mensaje recuperado en osc. 5.
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Figura 6.25: (a) Mensaje a transmitir (b) Mensaje recuperado en osc. 6 (c) Mensaje recuperado en
osc. 7 (d) Mensaje recuperado en osc. 8 (¢) Mensaje recuperado en osc. 9 (f) Mensaje recuperado en

osc. 10.

Verificando que la sefial original de audio que se transmitié en el oscilador 1 es idéntica a la

recuperada en cada oscilador, se tiene que:

Ilme (k) — o (k)|| = 0; i =2,3,...,10, (6.2.7)

de esta manera se asegura que el mensaje encriptado es recuperado en su totalidad en cada os-
cilador. En las figuras 6.26 y 6.27 se observa como la diferencia del mensaje encriptado y el mensaje
original convergen a cero. Observe que al principio de la gréfica existe un transitorio, ésto ocurre de-
bido a que es el tiempo que tarda en que los osciladores se sincronicen. En la reproduccién del sonido
recuperado en los diferentes osciladores, notamos que se escucha con mucha claridad el mensaje re-
cuperado y no existe ninguna interferencia con algtin otro ruido, con esto aseguramos que nuestro

encriptado tuvo éxito por el mensaje original recuperado, en este caso, la sinfonia transmitida.
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Error osc. 2

Error osc. 3

Error osc. 4

Error osc.5

0 80 100 150 200 250 300

Figura 6.26: Errores de imagen recuperada: es(k) = me(k) — Toa(k), es(k) = me(k) — Zo3(k),
ea(k) = me(k) — Zoa(k), e5(k) = me(k) — Tos (k).

Error osc.10 Error osc.9 Errorosc.8 Error osc.7 Error osc. 6

Figura 6.27: Errores de imagen recuperada: eg(k) = mc(k) — Zos(k) e7(k) = me(k) — Zo7(k),

Gg(k) = me(k’) — Zi‘og(k), 69(]-{?) = me(k:) — ZIAZ'OQU{?), 610(]{3) = me(k‘) — Zi‘olo(k).
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Con los ejemplos mostrados en este capitulo, pudimos apreciar que es posible utilizar este tipo de
osciladores acoplados en redes para encriptar informacion, para esto es necesario que exista sincronia
en la red, ya sea sincronizaciéon completa o al menos sincronizacion de salida. La metodologia uti-
lizada para poder sincronizar los osciladores en estas redes es eficiente, ya que obtenemos el mensaje
original del mensaje encriptado en su totalidad, debido a que no existe error en la sincronizacion entre

los osciladores.



Capitulo 7

Conclusiones

En este trabajo de tesis de maestria se presento la sincronizacion de redes complejas formadas
por osciladores caédticos discretos. Se emplearon dos metodologias que permiten sincronizar una
red compleja con osciladores cadticos discretos. Primero se revisé la metodologia de acoplamiento a
modelos [43] en donde se observo que sélo es posible sincronizar una red en configuracion estrella
con oscilador aislado, ya que los osciladores siguen la dindmica de un oscilador maestro, y segundo,
con la metodologia de matriz de acoplamiento empleada por Wang y Chan [16] fue posible sincro-
niar redes complejas en las diferentes topologias presentadas en este trabajo. Mediante simulaciones
numericas se logré mostrar sincronizacion en osciladores cadticos discretos Fold, Lozi, Gingerbread-
man y Tinkerbell. Se consided tnicamente la sincronizacién de osciladores idénticos logrando la
sincronizacion completa en los osciladores. Las condiciones iniciales en todos los ejemplos mostra-

dos, fueron seleccionadas aletoriamente para observar el tiempo de sincronizacion.

Se utilizé también el encriptamiento aditivo para encriptar informacion en este tipo de redes. Se pre-
sentaron dos ejemplos de sincronizacién de datos: imagen y audio. La sincronizacién de redes usando
osciladres cadticos discretos, tiene la oportunidad de ser usada bajo otros sistemas de encriptamiento

utilizando la ventaja computacional en el tiempo del procesamiento de sefiales discretas.

112



113

Las principales aportaciones que arrojo este trabajo de maestria se resume a continuacion:

Extension del método de sincronizacidén por acoplamiemnto a modelos (estaba originalmente de-
mostrado que sélo para 2 osciladores) a una red estrella formada por osciladores discretos con

nodo maestro.

Se extendio el método de matriz de acoplamiento para sincronizar redes formadas por osciladores

discretos.

La extension del método de matriz de acoplamiento se aplicé a diferentes clases de sistemas dis-
cretos, mostrando asi, una versatilidad del método de sincronizacién de redes complejas en

diferentes topologias.

Se aplicé este método para redes complejas formadas desde 2 hasta 12 osciladores cadticos.

Se logré encriptar imagen y audio en una red conformada por osciladores discretos (originalmente

se reportaba s6lo en dos sistemas)

7.0.3. Trabajo a futuro

A continuacién se mencionan algunos problemas abiertos detectados y que presentan posible
trabajo a futuro en esta direccion:
e Aplicar la metodologia a sincronizacion de osciladores no idénticos.

e Estudiar la robustez a variaciones paramétricas y a ruido en la sefial acoplante en la sincronizacion

de una red.

e Explorar diferentes topologias teniendo una red con diferentes tipos de osciladores, ya sea que

tenga dos maestros por ejemplo.
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e Utilizar otro tipo de encriptamiento mas seguro para incrementar la seguridad en el escenario de

redes.

e Explorar el encriptado de video.
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