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RESUMEN
Angel Salvador Pérez Blanco Fecha de graduacién: Septiembre, 2013

Titulo del estudio: “Deteccion del Punto de Cambio Mediante el Uso Secuencial de Cartas de
Control y Estimadores de Maxima Verosimilitud”

Numero de paginas 112 Candidato para el grado de Doctor en Ciencias con
Orientacidon en Matematicas

Area de estudio: Control estadistico de la calidad

Propdsito y método de estudio: El objetivo final de esta tesis es presentar una metodologia que
apoye a hacer mas efectivo y eficiente la inspeccidn y la deteccién de cambios estructurales en
el control estadistico de procesos. El control estadistico de procesos se utiliza en el monitoreo
de los sistemas, ya sea de produccidn, servicio y/o naturales y se ha ido fortaleciendo mediante
herramientas que ayudan a la deteccion de las causas que provocan una perturbacién en el
proceso, conocidas como causas asignables, y cuyo propdsito es que una vez detectadas, se
realicen acciones para su eliminacidon, todo esto considerando la factibilidad de Ia
implementacidon de dichas medidas. La deteccion de cambios sostenidos auxilia en la
implementacion de las acciones correctivas y/o preventivas que redundaran en beneficios
econdmicos, de tiempo y de esfuerzo que requieren los sistemas para mantenerse funcionando,
bajo las mejores condiciones posibles para generar el mejor producto, en el sentido mas amplio,
para el que fueron disefiados.

Bajo este esquema general, se ha realizado un andlisis global del tema y se ha centrado en el
analisis del punto de cambio (CPA por sus siglas en inglés) haciendo una revision literaria
general del control estadistico de procesos (SPC por sus siglas en inglés) y particularizando en
esta herramienta. También se propone una metodologia consistente en aplicar de manera
secuencial las cartas de control estadistico y el uso de estimadores de maxima verosimilitud. La
herramienta propuesta ha sido desarrollada y sometida a pruebas considerando diferentes
escenarios mediante el uso de simulaciones Monte Carlo con el fin de evaluar su desempeio
frente a otros estimadores reportados en la literatura.



Contribuciones y conclusiones: La metodologia propuesta es un enfoque de combinacién de
dos areas del SPC, cartas de control y estimadores de maxima verosimilitud. Se utilizan las cartas
de control para la deteccién de cambios en el proceso, y estimadores de maxima verosimilitud
para estimar el punto de inicio de los mismos. El trabajo se realizd asumiendo series de
observaciones independientes con distribucion Normal y Gamma con parametros iniciales y
posteriores al cambio desconocidos, para el caso de la Normal, e iniciales conocidos con
posteriores desconocidos para el caso de la Gamma

La razén de seleccionar la funciéon de distribucion Normal para la realizacion de la presente
investigacidn es por su recurrencia y diversidad en la explicacion de fendmenos que ocurren en
la realidad y en los procesos de produccién. Por otra parte, se eligié la funcion de distribucion
Gamma por ser representativa de los fendmenos cuya caracteristica principal es que la
ocurrencia de eventos tiene una periodicidad por unidad de tiempo, como el caso de llegadas
de llamadas a un conmutador.

Las simulaciones, bajo diferentes escenarios, y en comparacién con métodos ya utilizados,
muestran resultados aceptables en términos de precision y exactitud para la deteccion del
punto de cambio, lo cual hace promisoria la investigacidn en esta linea y en las variantes futuras
gue se puedan considerar.

FIRMA DEL ASESOR:




PREFACIO

Este trabajo es el resultado de la investigacion realizada durante el periodo Agosto 2010 a Julio
2013 dentro del programa “Doctorado en Ciencias con Orientacién en Matematicas” y se
presenta como una tesis para obtener el grado de Doctor en Ciencias con Orientacion en
Matematicas. Los resultados han sido publicados y presentados por los siguientes autores:

Publicaciones:

1 Tercero-Gémez, Victor G.; Cordero-Franco, Alvaro E.; Hernandez-Luna, Alberto A.; Pérez-
Blanco, Angel S.; “A Self-Starting CUSUM Combined with a Maximum Likelihood
Estimator for the Time of a Detected Shift in the Process Mean”; Quality and Reliability
Engineering International; publicado en linea: 24-May-2013; DOI: 10.1202/qre.1511; in
press.

2 Pérez-Blanco, Angel S.; Cordero-Franco, Alvaro E.; Tercero-Gémez, Victor G.; Chéavez-
Valdez, Maria A.; “Andlisis de punto de cambio dentro del control estadistico de
procesos”; Celerinet FCFM-UANL, Vol 2 Julio-Diciembre 2013; en prensa.

3 Pérez-Blanco, Angel S.; Cordero-Franco, Alvaro E.; Tercero-Gémez, Victor G.; “Change
point Estimation After the Signal of a Gamma Control Chart”; ISERC 2013; San Juan
Puerto Rico; 2013

Presentaciones:

1 Pérez Blanco, Angel S.; “Punto de Cambio: Estado Actual y tendencias”; 2do. Foro de
Divulgacidn Cientifica y Tecnoldgica, Monterrey, 2012.



AGRADECIMIENTOS
Primeramente a Dios por seguir teniéndome como uno de sus consentidos.

A mi familia: Lula el apoyo y compaierismo hecho realidad y por ser siempre una firme
entusiasta de los nuevos retos. A Emiliano y Valeria que jamds se cansan de animarnos a seguir
adelante.

A mis padres y hermana; /-'\ngel* , Zoyla y Aracely porque nunca me pierden de vista y siempre
me han procurado lo mejor.

Al Ph. D. Eduardo Cordero por su mente siempre abierta a nuevas ideas y al Ph. D. Victor
Tercero porque siempre aporté la claridad en las metas. De ambos aprendi muchas cualidades
de lo que es un investigador y quienes, a pesar de su juventud, son modelo a seguir.

Al Ph. D. José Fernando Camacho Vallejo, al Ph. D. José Guadalupe Rios Alejandro y al Ph. D.
Alberto Abelardo Hernandez Luna por haberse tomado el tiempo de atender la revision de mi
tesis, pero sobre todo por sus valiosos comentarios y sugerencias que hicieron durante la pre-
defensa.

A la Maestra Paty, la Maestra Azucena y al Maestro Rogelio, como los conocemos los
estudiantes, por su apoyo incondicional y las facilidades que me dieron para llegar al dia de hoy.

A mis chicas de escolar: Evelyn, Melly, Rosy, Carmen, Lalis y Gaby cuyo apoyo es invaluable.

A Rosy Gamez, Magdalena Sanchez, Martin Guerrero, Agustin, Lilia Guadalupe, Jesus Suarez,
Francisco, Nora, la lista es enorme, amigos de la FCFM.

A mis compafieros de toda la vida: Aurora, Fernando y Sergio, “LA BANDA”, porque juntos
hemos practicado el significado de incondicional.

Vi



TABLA DE CONTENIDO

TABLA DE CONTENIDO ....cottiitiiiteeieeteesteesite st st et e bt e b e st esheesaee e bt ebeesbeesbeesaeesasesabeebeeabeeabeesmeeenseeneeenseens vii
RESUIMEN ...ttt ettt ettt h e s bt e st s bt e bt e bt e s b e e s bt e sa st et e et e e sbeesaeesaseeabe e beeneesmeeemeeeneeenseens X
LISTA DE TABLAS. . s Xii
LISTA DE FIGURAS. s XV
CAPITULO 1. INTRODUCCION ......couruurimianimiseiseesesseiseesesetese e sb st ss s s sse sttt essenses 1
11 HISTOITA 1.t s e e s e s 1
1.2 Especificacion del problema............eee e e 3
1.3 Preguntas que Genera la INVEStIaCION ........ccuiiii e e e e e e e 4
1.4 o [T oY =R I =T a1=T - | PP 5
1.5 FOrmato de 1a INVESISACION ......ciiiiiiieeeee et e s rree e e s e e e e e nareeas 6
1.6 Propdsito de 12 INVESTIZACION ....ccocuviiie ettt e sttt e e e et e e e e atee e e e nbaee e enreeas 7
1.7 Objetivo de 12 INVESTIZACION .......vviiieciiiee ettt e e e e tte e e e e ate e e e ebteeesebaeeeeesraeeeeanes 7
1.8 Alcances y Limitaciones de |2 INVeSTiZaCiON ........c.uviieeciiiiieciee et 8
1.9 Importancia del Presente EStUIO .....ciiicuiiiiiiiiiieciee ettt e e 9
1.10 Productosy resultados de 1a iNVEStIZACION ....c.ccuvviiiiciiieiccieee e 10
CAPITULO 2. REVISION DE LITERATURA .....otvmrunririirritiesesiesises st sis st 12
21 T o o [U Lol o] o N TSP POU PPN 12
2.2 Analisis de Punto de Cambio Y €1 SPC.......oouuiiiieieceee ettt e e e e 12
221 Carta de Control ESTadiStiCo ......cueerueerieerieiieeie ettt sttt s 12
222 PUNTO d@ CambBiO ..coueeeiieiie e e 14

23 Revisién de literatura del Analisis de Punto de Cambio..........ccceeveiriiiiiiiicnicnecceeeeee 15
2.3.1 F N F T R = T V7T - o NP 15
2.3.2 ANALISIS ClASICO. .. utteuteetee ettt ettt ettt et e sae e st st e st e et e e beesbeesae e eaeeeaeeeneeas 16
2.3.3 ANALISIS NO-PAraMETIICO ..eeeiiiiiieeeciiie et ettt e et e e et e e e e et e e e e ebe e e e eeabaeeeeenbaeeeenreeas 17

2.4 Resumen Histdrico del SPCY del CPA........oo ettt eette e e e eare e e e 17
2.5 COMENTANIOS GENEIAIES .....eeieiiiiieeeeet ettt sttt st st e e n e e sbeesaeesane e 24
CAPITULO 3. INVESTIGACION L ...couierimiieieriusenseireasesssiesesssise sttt sssssssssesssssesnes 26

vii



Deteccidn Secuencial y Estimacidon de Cambios Sostenidos en la Media de Series de Tiempo Usando una

Carta de Control con Auto-Inicio y el MLE para Observaciones con Distribucién Normal .............c......... 26
31 T (o o [N ToloiTe] o USSP PP PRI 27
3.2 REVISION LITEIAIia ..cuveeeieeeetie ittt ettt ettt ettt ettt e st e e st e st e s bt e e sabee e saneesabeesneeesareennns 29

3.2.1 CUSUM y las Cartas de control de auto-iniCio........cceecuveiiriiiieeiiiiees e 29
3.2.2 Analisis del Punto de Cambio dentro del SPC .........c.ooiiiiriiieiieeiieeie et 30
3.3 1 FoTo [<] [ PO PO PPR PRSPPI 31
331 CUSUM d@ @UEO-INICIO c.ueeiiiieitieieeieesi ettt ettt sttt sbe e st s et e et e b e sane e 31
3.3.2 Estimacion del Punto de Cambio........c.coiiiiiiiiiiie e 33
333 Analisis del Modelo Secuencial del Punto de Cambio.......c.cceecveeriiiiiniiiniiienieeniec e, 35
3.4 Desempefio de 10S EStIMAOres ......uuiiiciiiii ettt e e e e e e e e s svre e e e nreeas 36
3.4.1 Disefio de [a EXPeriMmeNntacion ........ccuiieicciieeieciiee e e et e eecttee e e etre e e e evre e e s ssntaeeeeenteeessnseaeeeanes 36
3.4.2 Resultados de [a EXPerimentacion .........ccueeeeeciiieeicciiee ettt e et e e et e e e eeate e e e enreeeeeanes 37
35 Conclusiones Y Trabajos FULUIOS .......c.uiiiieciiee ettt e et e e e eaae e e e rae e e seaaaeeeeeanaeeeean 45

CAPITULO 4. INVESTIGACION 2 ....cuuitiiiiiaeiseiseiseieieee ettt ss sttt ssessenes 46

Deteccidn Secuencial y Estimacién de Cambios Sostenidos en la Varianza de Series de Tiempo Usando

una carta de Control con Auto-Inicio y el MLE para Observaciones con Distribucién Normal................... 46
O I 0 d o o [V ol [ T o IO O OO OO TRV UPTUOUPPUPRUURONt 47
4.2, REVISION LILEIAria cocueeeuiieeiiete ettt ettt st sttt et e b e be e s bt e saee st e e beenbeesbeesaeesanenas 49
1Y/ oo [ [ T TP P PP PSTPPPPPRRPR 50

431 CUSUM d@ QULO-INICIO ..euvieiiieieeiieeeiteeie ettt st e 50
43.2 Estimacion del PUnto de Cambio........covieiieiiiiiieieeeesee e 52
433 Anélisis del Modelo del Punto de Cambio Secuencial........ccccceveerieniiniinieenienieneeeeeeeen 54
43.4 Disefo de [a EXPeriMmeNntacion ........ccueieieiieeeeeciieeeeeciieeeeectteeeeectreeeeette e e s esataeeesareeeesnseaeesanes 55
4.4 Resultados de [a EXPerimeENntacion .........cccuieeeeciiieeeiiiee et e et e e et e e e e etae e e e tae e e s anbaeeeenraeeean 56
4.5 Conclusiones ¥ Trabajos FULUIOS .......cuuiiiiiiiiieeciiiee ettt e st e e e e sare e e e aae e e s saabeesssaareeeeas 64

CAPITULO 5. INVESTIGACION 3 .....cuuiimimiiriireeieineesesisesesessssese s sss ettt 65

Estimacién del Punto de Cambio Después de la Senal de una Carta de Control para la Gamma............... 65
5.1 T o o (U Lol o] oINS OSSR P RPN 67
5.2 RN ] o= Lo 1 377 o P SSURRNE 67
53 Grafica de CONTroOl EWIMA ...ttt ettt s s et eb e saee s e 68
54 Estimacion del PUNto de cambio.......cooviiiiiiiiiieee e 69



5.5 INTEZracion del MOAEIO ..........uviiieee e et e et e e e rae e e e earee e e areeas 70

5.6 =T aaYod Lo TN 10T g T<T o Tole PSR 71
5.7 Resultados de la simulacidn y la experimentacion ..........ccoocveeeieciee et e 74
5.8 Conclusiones Y Trabajos FULUIOS.......c.uiiiiiiiiee ettt e et e e e saae e e e rae e e eenateeseennaeeeeas 80
CAPITULO 6. CONCLUCIONES Y TRABAJO FUTUROD ... .o 81
6.1 CONCIUSIONES.....eiieiietee ettt ettt ettt e st e st e s bt e s bt e e sabe e e saeeesabeesaneeesabeeeaseeeanseesanenesanes 81
6.2 R oF= Y o T8 2 UL 0o T PSRt 86
27 o] [ Lo =4 =Y i - TR 89



RESUMEN

Esta disertacion sigue el formato de tres articulos. Los resimenes de cada investigacion se
presentan a continuacion:

Investigacion 1: Deteccidn Secuencial y Estimacion de Cambios Sostenidos en la Media de Series
de Tiempo Usando una Carta de Control con Auto-lnicio y el MLE para Observaciones con
Distribuciéon Normal.

En esta primera investigacidn se propone y prueba una metodologia para la deteccién del punto
de cambio para series de observaciones que siguen una funcién de distribucion Normal y en los
cuales se ha considerado que ocurre un cambio en el valor de la media (1) que define la funcién
de distribuciéon hasta un momento desconocido especifico (7). La investigacion supone una
serie de observaciones que son caracterizadas por una funcién de distribucion Normal con un
valor inicial de la media (uy) y de la desviacion estandar (oy) y que en un momento
desconocido (t) sufre un cambio en la media (1) pero la desviacidn estandar se mantiene con
el mismo valor (05 = g;1). Debido a que muchos fenédmenos de la vida diaria pueden ser
modelados mediante la funcion de distribucidon Normal es posible encontrar multiples
aplicaciones. En esta investigacion se propone un modelo para estimar el punto de cambio y se
realizan multiples simulaciones para determinar la precisién y exactitud del método en la
determinacién del valor del parametro buscado.

Investigacidon 2: Deteccién Secuencial y Estimacion de Cambios Sostenidos en la Varianza de
Series de Tiempo Usando una Carta de Control con Auto-Inicio y el MLE para Observaciones con
Distribucion Normal.

Esta segunda investigacidn propone y prueba una metodologia para la deteccidén del punto de
cambio para series de observaciones que siguen una funcion de distribucion Normal para las
cuales se considera el caso en que el pardmetro que cambia es la desviacion estandar, las
medias se mantienen constantes antes vy después del momento desconocido t (ug = 1y)
mientras que el cambio se presenta en la desviaciéon estandar (o, # g;) a partir de ese
momento. Se propone una metodologia para obtener un estimador del punto de cambio (7), la
cual es probada mediante simulaciones y sus resultados son mostrados analizando la desviacion
del estimador encontrado con respecto al del valor real (sesgo) y la desviacion estandar del
estimador (7).

Investigacion 3: Estimacidon del Punto de Cambio Después de la Sefial Producida por una Carta
de Control para la Gamma.



En esta investigacion se requiere determinar el punto de cambio considerado un conjunto de
datos que siguen una funcién de distribucién Gamma cuyos pardmetros de formay escala (ay 8
respectivamente) cambian en un momento desconocido (7); ay # a1 y By # f1. Se propone
una metodologia para obtener un estimador del punto de cambio y se evalla su desempefio
comparandolo con otros reportados en la literatura. Para ello se han realizado simulaciones con
el fin de probar la eficacia de la metodologia y se espera que sea util para problemas donde la
funcion de distribucion Gamma caracterice a la serie de observaciones, esto ocurre
particularmente en fenédmenos donde el tiempo entre llegadas es un factor determinante, como
el caso de las llegadas entre vuelos en un aeropuerto o bien en la bolsa de valores.
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

1.1 Historia
La calidad ha sido una preocupacion desde que el hombre empieza a crear/producir

satisfactores para su vida diaria; antiguos escritos, como el Cédigo de Hammurabi, detallan
como los castigos por un trabajo mal hecho, que no cumplia con los estandares para los que fue
construido, podian ir desde la mutilacion hasta la pena de muerte. Los tiempos han cambiado y
el concepto de calidad ha ido evolucionado desde la idea donde el artesano, productor del
bien, era quien definia la calidad del producto a su total arbitrio al tiempo presente en donde se
ha extendido a considerar una serie de factores que involucran el aspecto econémico, social,
humano, entre otros, para conformar una definicién basada en la relacién productor-
comercializador-cliente-satisfaccion. Bounds et al. [1] detalla como el concepto de calidad ha
transitado por diferentes etapas:

12. la de inspeccidn (siglo XIX),

22, la del control estadistico del proceso (década de los treinta),

32, la del aseguramiento de la calidad (década de los cincuenta) y

42, |a era de la administracidn estratégica por calidad total (la década de los noventa).
En los tiempos actuales (siglo XXI) segiin Cantu [2] “se estd viviendo una etapa de innovacion y
tecnologia, en la que la competitividad depende de la capacidad para responder a los cambios
en el mercado vy las fluctuaciones sociales, politicas, econdmicas y financieras con una alta
velocidad soportada por la innovacién rapida y el uso de la tecnologia, tanto de
procesos/operacién como de informacion”.
Del parrafo anterior se observa que la evolucién en la calidad ha sido exponencial a partir del
siglo pasado, en particular a raiz del trabajo de Shewhart [3] quien detall6 métodos estadisticos
para ser usados en el control de la variabilidad de un proceso y establecié las primeras
definiciones modernas de los conceptos de calidad, control, limite de control, variacidn, causas
asignables, eliminacidn de causas y las consecuencias de seguir estas metodologias sentando las
bases para lo que seria el control estadistico de la calidad. A la par con esto, la introduccién del
concepto de carta de control y la aceptacidon del control estadistico de la calidad (SPC), en
diferentes industrias en América, Europa y Asia empezaron a utilizar el disefio de experimentos
para el desarrollo de productos iniciando los primeros planes de muestreo. Este fue el albor de
una filosofia que cambiaria la percepcidn mundial sobre la calidad y llamaria la atencién de
ingenieros y cientificos sobre la mejor forma de controlar la variacién en los procesos,
detectando esa variacion antes de que llegue a ser un problema y modificando los paradigmas
de qué es calidad, incluyendo al cliente y su percepcién del producto como parte de la
definicion de calidad y, desde luego, ligar todos estos elementos al costeo de la produccion y la
relacion costo-beneficio-aceptacién final del producto entre productor-comercializador-cliente.



Las cartas de control son de las primeras herramientas del SPC e implican la mediciéon de una o
mas caracteristicas de un proceso con el fin de dar un seguimiento a la variabilidad que se
presenta en el mismo. Este seguimiento unido a los limites de control permitird determinar
cuando un proceso se ha salido de control estadistico, entendiéndose con esto, que la
variabilidad del proceso estda mads alld de los limites establecidos en la carta de control
estadistico. Las primeras cartas de control, de Shewhart, fueron disefiadas para monitorear la
variabilidad de un proceso y alertar cuando la variabilidad del mismo excedia los limites
establecidos por el personal encargado de la calidad del producto. Son herramientas utiles para
detectar cambios abruptos en la variabilidad del proceso pero cuando el cambio es lento y
sostenido, estas cartas no son sensibles al mismo, indicando con esto que la deteccion es tardia.
Para solucionar esta situacion Page [4] presenta la carta de control de CUSUM (CUmulative
SUMs) en 1954 la cual mantiene un monitoreo sobre la variabilidad del proceso pero es mas
sensible a los cambios lentos y sostenidos en el mismo; para este efecto las cartas de control
CUSUM llevan un conteo sobre las tendencias recientes de los datos En la misma direccion se
encuentra la carta de control CUSUM de auto-inicio propuesta por Hawkins [5], cuya ventaja es
poder realizar una carta de control utilizable directamente en la Fase Il del SPC al no requerir los
ajustes propios de la Fase |. La Fase | es considerada como las actividades y/o acciones en que se
analizan las caracteristicas del proceso para llevarlo a un estado de control estadistico y estimar
los parametros del proceso mientras que en la Fase |l las cartas de control monitorean a éste
[6]. Por otro lado Roberts en 1959 [7] presenta la carta de control EWMA (Exponentially
Weighted Moving Average) cuya principal caracteristica es dar distinta ponderaciéon a las
observaciones obteniendo una carta de control util para detectar pequefios cambios sostenidos
en la media del proceso. Con estas técnicas se estan atacando dos problemas que se presentan
en los cambios en la variabilidad de un proceso: los cambios repentinos y los cambios lentos y
sostenidos. Las primeras cartas de control estadistico creadas permiten la deteccién de los
cambios repentinos considerando principalmente los ultimos datos recolectados, mientras que
las cartas tipo CUSUM y EWMA son mas sensibles a los cambios en el proceso al dar una
valoracién diferente a las observaciones. Al analizar el problema del punto de cambio es
inevitable que surjan algunas interrogantes sobre la informacién disponible. Algunas de estas
interrogantes son: ¢qué ocurre con las observaciones que empezaron a estar fuera de control
(su variabilidad afecta al sistema en un plazo de tiempo) y no fueron detectadas? ¢Coémo se
puede determinar el momento en que estas observaciones ya no son representadas por la
funcién de distribucién supuesta para los parametros iniciales con los que se definieron los
limites de control? Estas preguntas son compartidas por el autor de la presente tesis y autores
de diferentes articulos reportados en la literatura y que son senalados a continuacién.

Para contestar esas preguntas se han propuesto diferentes teorias, iniciando con Girshick y
Rubin [8] en 1952 quienes sientan las bases para resolver el problema desde un enfoque
bayesiano, su aportacién sustenta las bases matemadticas para determinar la ubicacién del
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momento en que el proceso deja de estar en control estadistico. Otro frente de trabajo es
utilizar el método de maxima verosimilitud para determinar el punto de cambio en un proceso,
los primeros trabajos en esta direccidon fueron de Hinkley [9] en 1970 donde el proceso de
determinar el punto de cambio es desarrollado bajo el concepto de estimador de maxima
verosimilitud (MLE por sus siglas en inglés). Un resultado reciente, que implica la creacion de
cartas de control, utilizando la formulacién del problema de punto de cambio mediante el
cociente de maxima verosimilitud generalizado (GLR, por sus siglas en inglés) ha sido
desarrollada por Hawkins y Zamba [10] en 2005. Todos estos trabajos tienen como caracteristica
comun que estan basados en datos que siguen una distribucién y se pueden catalogar como
métodos basados en estadistica paramétrica, mientras que los métodos que estudian los casos
en que no se asume una distribucién para los datos se conocen como no paramétricos y son de
reciente desarrollo. Amin y Reynolds [11] presentan en 1996 una carta de control basada en el
estadistico “regla del signo”, por su parte Das y Bhattachrya [12] en 2008 proponen una carta de
control para monitorear la variabilidad utilizando rangos, finalmente Tercero et al. [13] en 2012
desarrollan un estimador de punto de cambio basado en la mediana para un conjunto de datos
gue no necesariamente tienen una funcién de distribucidon que los determine.

Con el desarrollo de la teoria del analisis de punto de cambio se han ido encontrando
alternativas para implementarlo siendo una de ellas la que corresponde a la combinacién de las
cartas de control con el MLE para estimar el punto de cambio una vez que la carta de control ha
enviado una sefial de alerta. Es precisamente esta metodologia la que toma la presente
investigacion y la particulariza para los casos en que los datos pueden caracterizarse mediante
una funcidn de distribucion Normal o una funcién de distribucién Gamma.

1.2 Especificacidn del problema
En la continua busqueda de nuevas formas de mejorar el SPC, surge el analisis de punto de

cambio que consiste en determinar la existencia de cambios estructurales y estimar el momento
en que ocurrieron. Bajo el marco del control estadistico de procesos, la ocurrencia de un cambio
estructural se refleja como un estado fuera de control donde los parametros que se monitorean
han cambiado. Considerando que la funcion de distribucidn sigue siendo la misma, un cambio
define una modificacidon en los parametros iniciales del proceso, y se hace necesario identificar
su inicio para tener una mejor oportunidad de determinar las causas que lo provocaron y tomar
las medidas pertinentes. Los tipos de cambios que pueden ocurrir bajo este esquema pueden
ser: el cambio se presenta en uno, en varios o en todos los parametros, en un momento Unico o
en varios vy desde luego las posibles combinaciones resultantes. La estimaciéon de este
momento, conocido como punto de cambio, facilita la busqueda de las causas que lo motivan.
Esto no es necesariamente reflejado en las cartas de control, ya que en éstas la sefial del
proceso fuera de control se produce de manera posterior al cambio en las observaciones del
proceso. En la literatura [6] y [14] reportan que usualmente las cartas de control de Shewhart



tienen un pobre desempeio, en términos del promedio de longitud de corrida (ARL por sus
siglas en inglés), frente a cambios sostenidos menores a 1.5 desviaciones estdndares en
comparacion con las cartas de control CUSUM y EWMA. El mismo Shewhart [3] (pp 19) parece
prever esta situacion respecto a las cartas de control al escribir: “Esto muestra que cuando los
puntos caen fuera de los limites, la experiencia indica que una causa asignable puede ser
encontrada, pero eso no indica que cuando los puntos caen dentro de los limites establecidos,
nosotros no podamos encontrar causas de variacion.” Esta observacion de Shewhart invita a
reflexionar sobre la variante que ocupa el presente trabajo; una vez que se sabe que un
proceso ha dejado de estar en control estadistico, icuales puntos, que estaban dentro de los
limites de control, realmente corresponden al proceso con parametros iniciales que dieron lugar
a los actuales limites de control?. Se estd suponiendo que la sefial emitida por la carta de
control no es una falsa alarma, que consiste en que la carta de control estadistico indique que el
proceso ha salido de control estadistico cuando en realidad no es asi. El problema de identificar
el momento real en que el cambio ocurre es conocido como el problema de estimar el punto de
cambio (), mientras que el proceso de resolverlo es llamado el andlisis de punto de cambio
(CPA por sus siglas en inglés). A través del CPA es posible desarrollar estimadores que asistan en
la estimacidn de puntos de cambios una vez detectados por las cartas de control y asi solventar
esta debilidad que tienen las mismas.

Esta investigacion analiza el problema de determinar el punto de cambio mediante la
implementacidon secuencial de las cartas de control y el MLE para el punto de cambio. Se
considera que los datos siguen un tipo de funcién de distribucidon en particular y que los
parametros iniciales, que la definen, cambian a partir de un momento especifico en el tiempo.
En particular se estudia la implementacién de estimadores obtenidos a partir del MLE para
punto de cambio con cartas de control CUSUM de auto-inicio para la funcién de distribucion
Normal y cartas de control EWMA para distribuciones Gamma.

1.3 Preguntas que Genera la Investigacion

Investigacion 1.- Considere una secuencia de observaciones independientes
X1, X2, X3, ey Xp_1, Xg» Xg41s -+ XT—2, X7_1, X7 con distribucion Normal con pardametros
iniciales desconocidos (i, dy) hasta un momento especifico también desconocido 7 a
partir del cual yy cambia a un valor desconocido ;. Considere el estimador de punto de
cambio (%) obtenido mediante el uso secuencial de cartas de control y del MLE para
punto de cambio ¢écudl es el desempeno de este estimador? Y écual es el desempeiio de
este estimador comparado con otros estimadores bajo las mismas condiciones?
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Investigacion 2.- Considere una secuencia de observaciones independientes
X1, X9, X3, ey Xg—1) Xg» Xg 41y o X7—2, X7—1, X7 CON distribucidn Normal con parametros
iniciales desconocidos (i, gy) hasta un momento especifico desconocido T a partir del
cual g, cambia a un valor desconocido ;. Considere el estimador de punto de cambio
() obtenido mediante el uso secuencial de cartas de control y del MLE para punto de
cambio écudl es el desempefio de este estimador? Y écudl es el desempefio de este
estimador comparado con otros estimadores bajo las mismas condiciones?

Investigacion 3.- Considere una secuencia de observaciones independientes
X1, X9, X3, ey Xg—1) Xg» Xg 41y o X7—2, X7—1, X7 CON distribucion Gamma con parametros
iniciales conocidos (a, B,) hasta un momento especifico desconocido 7 a partir del cual
los nuevos valores de los parametros seran (a;, (1), desconocidos. Considere el
estimador de punto de cambio (7) obtenido mediante el uso secuencial de cartas de
control y del MLE para punto de cambio écual es el desempefio de este estimador? Y
écudl es el desempeno de este estimador comparado con otros estimadores bajo las
mismas condiciones?

Hipotesis General

Las respuestas a las preguntas anteriores son respondidas en los capitulos 3, 4 y 5, para ello se

hace el replanteo de las preguntas como hipdtesis, las cuales se detallan a continuacién:

® |nvestigacién 1 (Capitulo 3):

Hipdtesis 1: El estimador obtenido mediante la aplicacidn secuencial de una carta
de control CUSUM de auto-inicio y un MLE para el punto de cambio en un
conjunto de datos independientes caracterizado por una funcién de distribucién
Normal con parametros iniciales g y gy y que a partir del instante desconocido t
cambian a u; y o1 con la caracteristica que ug # W y o9 = o1, todos ellos
desconocidos, tiene un mejor desempeno, en términos de sesgo y variabilidad,
gue el estimador del punto de cambio obtenido por de la carta CUSUM de auto-
inicio.

® |nvestigacion 2 (Capitulo 4):

O Hipétesis 2: El estimador obtenido mediante la aplicacién secuencial de una carta
de control CUSUM de auto-inicio y un MLE para el punto de cambio en un
conjunto de datos independientes caracterizado por una funcién de distribucion
Normal con parametros iniciales yy y g, que a partir del instante desconocido t
cambian a pq y o; con la caracteristica que ug = u; y o9 # g1, todos ellos
desconocidos, tiene un mejor desempefiio, en términos de sesgo y variabilidad,



que el estimador del punto de cambio obtenido por la carta CUSUM de auto-
inicio.

® |nvestigacion 3 (Capitulo 5):

O Hipdtesis 3: El estimador obtenido mediante la aplicacidn secuencial de una carta
de control EWMA y un MLE para el punto de cambio en un conjunto de datos
caracterizado por una funcion de distribucion Gamma con parametros iniciales
conocidos ay y S, que a partir del instante desconocido T cambian a a; y Sy,
ambos desconocidos, con la caracteristica que ay # a; y/o By # B4, tiene un
mejor desempefio, en términos de sesgo y variabilidad, que el estimador del
punto de cambio obtenido por la carta EWMA

En cada caso el sesgo serd medido como el promedio de las diferencias entre el valor del
estimador () y el valor real (t) del punto de cambio. La variabilidad serd medida como la
desviacién estandar del estimador 7.

1.5 Formato de la Investigacion

El presente trabajo sigue un formato de tres investigaciones. Una introduccién general y la
revision de literatura son presentadas en el capitulo dos, seguida de las tres investigaciones
relacionadas con el andlisis de punto de cambio y termina con las conclusiones generales. El
capitulo dos presenta una revisidon del analisis de punto de cambio (CPA) dentro del control
estadistico de procesos (SPC) e incluye una revision de los principales trabajos, a juicio del autor
de esta tesis, realizados en el area. Esta revision es hecha desde tres enfoques: bayesiano,
cladsico y no-paramétrico. En el capitulo tres se hace un andlisis del estimador obtenido a partir
del uso secuencial de una carta de control CUSUM de auto-inicio y el MLE para punto de cambio
en el caso de una funcién de distribucion Normal cuya media (1) ha cambiado a partir de un
momento especifico desconocido (t) mientras la varianza no lo hace. El capitulo cuatro
presenta un andlisis del estimador de punto de cambio obtenido mediante el uso secuencial de
una carta de control CUSUM de auto-inicio y el MLE para punto de cambio en un conjunto de
datos caracterizado por una distribucién Normal cuya varianza (62) ha cambiado a partir de un
momento especifico desconocido (t) mientras las media (#) no lo hace. El capitulo cinco hace
un analisis del estimador de punto de cambio obtenido mediante el uso secuencial de una carta
de control EWMA y el MLE para el punto de cambio en un conjunto de datos caracterizado por
una funcidn de distribuciéon Gamma cuyos parametros iniciales han cambiado a partir de un
momento especifico desconocido (7). El capitulo seis contiene la descripcidn de los hallazgos de
estas investigaciones y algunas posibles lineas de investigacion para trabajos futuros.



1.6 Propdsito de la Investigacion
El propdsito final de esta investigacion es desarrollar herramientas que asistan a los analistas de

procesos en la mejora continua de la calidad a través de la deteccién e identificacién de causas
asignables de variacién en un menor tiempo y a un menor costo al que se requeriria utilizando
exclusivamente cartas de control. Para lograr este propdsito ultimo, se propone el uso
secuencial de una carta de control y el MLE para el punto de cambio y evaluar el desempefio de
los estimadores asi obtenidos para determinar si presentan un mejor desempefio que otros
reportados en la literatura. Para llevar a cabo esta evaluacién se han seleccionado los siguientes
Casos:

1) Una serie de observaciones independientes normales cuyos parametros p’s o ¢’s han
cambiado, solo uno de los dos, a partir de un momento especifico desconocido 7. Los
pardmetros previos y posteriores al momento de cambio se consideran desconocidos.

2) Una serie de observaciones independientes gamma cuyos pardmetros iniciales (@ y ) son
conocidos y a partir de un momento especifico desconocido T uno o ambos paradmetros
cambian a valores desconocidos. Es de esperar que los resultados obtenidos por la metodologia
propuesta puedan ser comparados con los resultados obtenidos por otras metodologias bajo las
mismas condiciones.

1.7 Objetivo de la Investigacion

El objetivo de esta investigacidn es disefiar un modelo para analizar el punto de cambio en los
parametros de una funcidn de distribucidn que caracterice a una serie de observaciones
independientes. Para conseguir este objetivo principal se proponen los siguientes objetivos
particulares por investigacién realizada:

Investigacidn 1: Diseflar un modelo para analizar el punto de cambio en la media en series con
observaciones independientes y normales mediante la integracidén de cartas de control CUSUM
de auto-inicio para medias y un estimador MLE para punto de cambio. El desempefio se
evaluard mediante el cdlculo del sesgo (7 — 1) y de la desviacién estandar de £. Ambos valores
serdn comparados con el ARL y la desviacion estdndar obtenidos a partir de las estimaciones
generadas por la CUSUM de auto-inicio. El modelo que representa a las observaciones es:

Sea una secuencia de variables aleatorias independientes
X1, X2, X3, ey Xg—1) Xg» X 41y - XT7—2,X7_1, X7 CON una funcion de distribucion Normal con
parametros u y o, en particular considerando un cambio en los parametros en el momento 7 se
puede representar el modelo como:

Xi~{N(/10, 0p),1<i< T} 1)

N(u,,00), T<i<T



Investigacion 2: Diseflar un modelo para analizar el punto de cambio en la desviacidn estandar
en series con observaciones independientes y normales mediante la integracion de cartas de
control CUSUM de auto-inicio para la desviacion estdndar y un estimador MLE para punto de
cambio. El desempefio se evaluard mediante el célculo del sesgo (f — ) y de la desviacion
estandar de T. Ambos valores seran comparados con el ARL y la desviacidn estandar obtenidos a
partir de las estimaciones generadas por la CUSUM de auto-inicio. El modelo que representa a
las observaciones es:

Sea una secuencia de variables aleatorias independientes
X1, X9, X3, euey Xg—1) Xg» Xg 41y - XT7—2,X7_1, X7 CON una funcion de distribucion Normal con
parametros u y o, en particular considerando un cambio en los parametros en el momento 7 se
puede representar el modelo como:

Xi~{N(’u0' o), 1 <i < T} 2)

N(pg,01),T<i<T

Investigacion 3: Diseflar un modelo para analizar el punto de cambio en la desviacién estandar
en series con observaciones independientes y con distribucidon Gamma mediante la integracion
de cartas de control EWMA y un estimador MLE para punto de cambio. El desempefo se
evaluard mediante el cdlculo del sesgo (7 — 1) y de la desviacién estandar de £. Ambos valores
serdn comparados con el ARL y la desviacion estdndar obtenidos a partir de las estimaciones
generadas por la carta EWMA. El modelo que representa a las observaciones es:

Sea una secuencia de variables aleatorias independientes
X1,X2, X3, «uo) Xg—1, Xg» X741y - XT—2,X7_1, X7 con una funcion de distribucion Gamma con
parametros a y 3, en particular considerando un cambio en los pardmetros en el momento 7 se
puede representar el modelo como:

Xi~{G(a0,ﬁ0), 1<i< ‘L'} 3)

G(ay,B1),T<i<T

1.8 Alcances y Limitaciones de la Investigacidn

La metodologia propuesta estd enfocada a presentar y evaluar, mediante la comparacién del
desempefiio de este y otros estimadores de punto de cambio, una alternativa para la estimacién
del punto de cambio particularizando en series de datos que pueden ser representados por
funciones de distribucién Normal o Gamma en donde los pardmetros cambian a partir de un
momento especifico, desconocido y Unico 7, esto es, en ningln momento se consideran
multiples cambios en los parametros. En particular para el caso de la Normal se considera el
cambio en las medias o en las varianzas pero no en ambos parametros de manera simultanea;
esta variante de cambios ha sido tratada, incluyendo més de un cambio, por Garza et. al [15] en
donde se aplica el método de maxima verosimilitud y se obtiene una funcidn entera a optimizar
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utilizando un algoritmo heuristico para aproximar las soluciones. Para el caso de la funcion de
distribucién Gamma los articulos reportados no son tan numerosos como los enfocados en la
Normal. La necesidad de considerar a la funcidn de distribucién Gamma es que cuando las
aplicaciones del SPC suponen que las observaciones del proceso se distribuyen siguiendo esta
funcién de distribucion no siempre pueden recurrir al Teorema del Limite Central (CLT por sus
siglas en inglés) para buscar la normalidad ya que en muchas ocasiones se debe trabajar con
observaciones individuales. Esto se debe en parte a las restricciones econdmicas y practicas que
lleva el proceso de muestreo en cada situacion.. La industria quimica, la aeronautica y el
mercado de valores [16] son algunos casos donde esta circunstancia se presenta. En los articulos
consultados la estimacién del punto de cambio se realiza solo sobre el pardmetro de escala (f)
y no se considera ningun cambio en el pardmetro de forma (a). Sin embargo, el supuesto de
gue sélo un pardmetro cambia después de que el proceso recibe una perturbacion no siempre
se puede sostener. Por lo tanto, es mds conservador asumir que en la practica ambos
parametros pudieron haber cambiado. Para evaluar el desempefio se estima el sesgo (E[f —1])
y el error estdndar del estimador (63) de punto de cambio a través de simulaciones Monte
Carlo. El sesgo se estima como el promedio de las diferencias entre las estimaciones del punto
de cambio () y el punto de cambio mismo (7), mientras que el segundo se estima al obtener la
desviacién estandar de las estimaciones realizadas. Estos valores fueron obtenidos mediante
10,000 réplicas utilizando el método Monte Carlo para la Normal y de 1,000 para el caso de la
Gamma (esta ultima cantidad es menor que la primera debido a la complejidad computacional
que requieren la obtencion de cada réplica). También han sido considerados los casos en donde
se tienen mas de una observacién por muestra (solo Normal) y el caso en que se han incluido
datos mas alld del momento en que la carta de control manda la sefal de fuera de control
estadistico. Los capitulos 3, 4 y 5 detallan los resultados obtenidos para cada uno de estos casos
mediante tablas que presentan los sesgos E[f — 1] y desviaciones estandar &; de las
estimaciones obtenidas.

1.9 Importancia del Presente Estudio

La aplicacién de la metodologia presentada aqui permite un mejor entendimiento del CPA
dentro del marco del SPC, hace aportaciones a la teoria correspondiente y da una oportunidad
para disminuir los costos que involucra la deteccidn oportuna de un punto de cambio. Con esta
metodologia es posible ahorrar tiempo y costo en la deteccién de la causa asignable que
provoca la variabilidad en el proceso que conduce a llevarlo a estar fuera de control estadistico,
ya que indica el momento, casi preciso, en que el proceso empez6 a generar variaciones que lo
llevaran a estar en un estado fuera de control estadistico; es claro que esta informacién reduce
el area de busqueda de la(s) causa(s) de la variacién.



Respecto a la contribucidn que hace a la teoria detrds del SPC, ésta radica en combinar dos
herramientas del SPC de manera secuencial y contribuir a un enfoque que ayuda a romper
paradigmas de cémo pueden interactuar para conformarse en una poderosa metodologia
dentro del mismo. Particularmente, el uso del MLE para el punto de cambio en los casos de Ia
Normal y de la Gamma no habia sido tratado bajo las condiciones y variaciones que presenta
esta investigacion.

La aplicacién de esta metodologia estd ligada al uso de las cartas de control para procesos
Normal o Gamma. Los estimadores aqui mostrados se utilizan como complementos de cartas de
control, para facilitar la busqueda de causas asignables de variacion después de senalado un
posible cambio en el proceso. Tal es el caso del problema de determinar la maxima vida util
(mdximum service life, B_X life) de un componente, cuya vida sigue una distribucion normal
[17] o de determinar el cambio en el clima en el invierno en la ciudad de Seoul [18]. Por otra
parte la Gamma tiene aplicaciones en el comportamiento del mercado de valores, [16] hace un
analisis del comportamiento del indice Down Jones en el periodo de julio 1971 a julio de 1974
considerando los valores de cierre semanal reportados.

Los resultados que se detallan en esta disertacién hacen pensar en la metodologia propuesta
como una herramienta util en la estimacién del punto de cambio y en el control estadistico del
proceso en general, utilizando un concepto ya muy conocido como lo es la carta de control
estadistico complementada con una herramienta que estd mostrando su utilidad en el CPA
como lo es el MLE de puntos de cambio. La dificultad que podria existir en la aplicacién de la
herramienta propuesta es debido a lo complejo que pudieran ser algunos cdlculos, esta
situacion es zanjada por la potencia computacional, tanto en hardware como en software,
actual y que ayuda a eliminar lo que podria ser una brecha entre un desarrollo tedrico vy la
aplicacién a casos cotidianos en la industria.

1.10 Productosy resultados de la investigacion

El principal producto de esta investigacion es un procedimiento para la obtencion de
estimadores del punto de cambio a partir del uso secuencial de una carta de control estadistico
y el MLE para el punto de cambio. Esta herramienta auxiliara a las personas involucradas en el
control de procesos, en la busqueda de las causas asignables que llevan al proceso a estar fuera
de control. En particular se espera obtener los siguientes resultados:

1) Los estimadores obtenidos por los procedimientos indicados para el caso de las
observaciones independientes y normales no se afectan negativamente por el tamafio
de las repeticiones para cada observacion individual (tamafio del subgrupo) ni por
considerar datos posteriores al momento en que la carta de control detecta el proceso
fuera de control, esto ultimo incluye al caso de las observaciones independientes y
gamma.
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2) Los estimadores obtenidos a partir de los modelos propuestos presentan un sesgo y
desviacidon estandar menor, en la mayoria de los casos, a los obtenidos por el uso
exclusivo de las cartas de control CUSUM y EWMA de auto-inicio.
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CAPITULO 2. REVISION DE LITERATURA

2.1 Introduccidn

El SPC es una herramienta que involucra el monitoreo de las variaciones en las mediciones de
una o varias caracteristicas de un producto, en el sentido mds amplio, con el fin de facilitar la
busqueda para detectar la(s) causa(s) que la(s) provoca(n), si es que ésta(s) existe(n). Este fin
implica una serie de pasos intermedios que se han ido tipificando, analizando, estudiando,
proponiendo modificaciones y/o nuevos pasos para hacer del SPC una herramienta en continua
mejora cumpliendo con las expectativas de ahorrar tiempo, trabajo y dinero en los procesos de
produccién de un bien. La frase referida en la pdgina 4 del Capitulo 1 correspondiente a la
opinién de Shewhart, la cual se puede interpretar como una vision de lo que es el concepto de
punto de cambio y la importancia de tener una forma de estimarlo, implica que aunque las
muestras sigan reportando que el proceso sigue en control estadistico, no es necesariamente
cierto que esas muestras no sean parte de la serie de observaciones que definen un nuevo
valor del pardmetro de la funcién de distribucién que lo caracteriza. El identificar este punto de
cambio es relevante para la busqueda de la causa asignable, desde luego, es necesario asumir
que no se trata de una falsa alarma. En la busqueda de una herramienta que permita estimar el
valor real del punto de cambio se han desarrollado diversas herramientas, incluso importando
resultados de otras dreas del conocimiento y plantedndose nuevas formas de ver el problema
de monitorear un proceso. Page [4], en 1954, hace la primera propuesta para determinar el
punto de cambio al utilizar cartas de control y una prueba basada en sumas acumuladas. Box y
Lucefio [19] en 1979 demostraron que las cartas de control de Shewhart son dptimas para
detectar puntos anormales aislados, mientras que las cartas de control CUSUM son éptimas
para detectar cambios sostenidos en la media. Si se estd interesado en ambos tipos de cambios,
los dos procedimientos pueden ser usados para complementarse uno al otro. Actualmente el
CPA ha incluido el uso combinado de las cartas de control, en general, con estimadores de
punto de cambio para mejorar la estimacién de cambios sostenidos en un proceso. Es en esta
combinacidn de uso secuencial de ambas herramientas que se enfoca el presente trabajo por lo
que la revisién de literatura ha convergido en ese tema.

2.2 Andlisis de Punto de Cambio y el SPC
Para atender el CPA y el SPC es conveniente revisar brevemente los conceptos de carta de

control estadistico y de punto de cambio.

2.2.1 Carta de Control Estadistico

Como ya se ha mencionado las cartas de control son una herramienta muy util en el SPC ya que
permiten, entre otras cosas, monitorear la variabilidad de un proceso y es en base a la forma en
gue realizan esta actividad en que han sido clasificadas por Koutras, Bersimis y Maravelakis [20]
en tres grandes categorias:

12



Cartas de Control de Shewhart, desarrolladas por Shewhart [3] en 1931, en las que es
relativamente facil detectar causas que conducen a grandes cambios, sostenidos o
aislados. En la Fig. 1 se muestra un ejemplo de estas cartas de control. En ellas detalla el
Limite Superior de Control (UCL, por sus siglas en ingles), el Limite Inferior de Control
(LCL, por sus siglas en ingles) y la Linea Central (CL, por sus siglas en ingles).

Cartas de Control de CUSUM, propuestas por Page [4] en 1954 cuya principal drea de
oportunidad son los casos donde los cambios son pequefos y sostenidos. En estas
cartas se empieza a guardar una historia del proceso a diferencia de las cartas de control
de Shewhart. Un ejemplo se muestra en la Fig. 2, esta figura presenta el UCL, el LCLy la
CL.

Carta de Control EWMA cuya aplicacién es similar a la de CUSUM, con la variante que en
ésta es posible darle mayor peso a las observaciones mas recientes. Esto se logra
mediante el uso del valor A y fue desarrollada por Roberts [7] en 1959. Un ejemplo se
muestra en la Fig. 3. En esta figura se detallan el UCL, el LCLy la CL.
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Figura 1 Ejemplo de carta de control de Shewhart obtenida en Minitab™ usando los datos de [6] pag. 407
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Figura 2 Ejemplo de carta de control de CUSUM bilateral obtenida en Minitab™, usando los datos de [6] pag. 407
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Figura 3 Ejemplo de carta de control de EWMA obtenida en Minitab™, usando los datos de [6] pag. 407

2.2.2 Punto de Cambio

El punto de cambio es el momento en que al menos uno de los parametros de la funcién de
distribucién que caracteriza al proceso, del que se estd monitoreando la variabilidad, cambia.
Page [21] en 1957 hace un tratado sobre los problemas que se presentan cuando cambia un
parametro en un momento desconocido y es una referencia frecuente en la literatura. La
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conexién entre el CP y las cartas de control estadistico surge del hecho que un proceso que ha
salido de control estadistico presenta un punto de cambio, suponiendo que no exista una falsa
alarma, y si bien es cierto que la sefal de alarma se debe a una carta de control también lo es el
hecho que estd sefal sucede posteriormente al punto de cambio. Las primeras cartas de
control estadistico, las de Shewhart, no fueron disefadas para detectar el punto de cambio, estd
situacion fue atendida por el CPA modificando y creando nuevas cartas de control estadistico
gue atendieran esta situacidn, la CUSUM es una de ellas. La afirmacién anterior no implica que
esta sea la Unica herramienta del CPA, éste incluye mas herramientas (pruebas de hipdtesis,
estimadores bayesianos entre otros). El CPA atiende el problema de estimar el punto de cambio
desde tres enfoques:

- Estadistica Clasica: Se supone conocida la funcién de distribuciéon que sigue un proceso y
en base a ello se procede a estimar el punto de cambio. Las técnicas de Estimador de
Mdxima Verosimilitud (MLE, Maximum Likelihood Estimator) y de Regresidn Lineal (LR,
Linear Regression) son propias de este enfoque.

- Estadistica bayesiana: Utiliza las distribuciones a posteriori de los datos con el fin de
hacer inferencias acerca del Punto de Cambio.

- Estadistica No-Paramétrica: Utiliza transformaciones para mapear los datos en
distribuciones particulares conocidas. Asume que los datos no presentan un
comportamiento que pueda ser definido por una funcién de distribucién.

2.3 Revisién de literatura del Andlisis de Punto de Cambio

El CPA utiliza los parametros que caracterizan el fendmeno en estudio para estimar el momento
exacto, tan preciso como sea posible, en que éstos han cambiado. Los modelos del CPA varian
de acuerdo a los casos que se estudian dadas las caracteristicas de los mismos. Existen técnicas
del CPA con enfoque clasico o bayesiano y desde luego herramientas que contemplan
regresiones, cartas de control de auto-inicio, redes neuronales, etc. Es un tema que ha sido
aplicado con éxito en el control estadistico de la variabilidad de los procesos, y especialistas de
otras areas han tomado sus resultados, los han adaptado, y han efectuado sus propios
desarrollos para presentar diferentes métodos de implementacién. Los que han trabajado con
las cartas de control estadistico, saben que la evaluacién de éstas requiere de una cantidad
considerable de calculos y que la implementacion de las mismas es vista en funcién de la
facilidad que ofrecen para llevarlas a la practica. De acuerdo a la clasificaciéon dada en la seccidn
anterior sobre los enfoques con que el CPA atiende el problema de estimar el punto de cambio;
a continuacion se hace una breve descripcion de los hallazgos mas importantes en la literatura
(a juicio del autor).

2.3.1 Analisis Bayesiano

La literatura del andlisis bayesiano acerca del problema del punto de cambio se enfoca en
estimar el cambio en la funcién de distribucién de una serie de observaciones ordenadas en el
tiempo basdndose para ello en una muestra de tamano fijo. Este tipo de analisis es llamado
“retrospectivo o fuera-de-linea”; a diferencia del analisis en linea, como lo hace las cartas de
control donde cada observacién es considerada para tomar una decision conforme es
recolectada, el andlisis retrospectivo requiere que primero sea definida y/o recolectada
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totalmente la muestra en la que se va a aplicar esta herramienta. Si bien el andlisis bayesiano no
presenta tantos trabajos en el CPA como el andlisis clasico, este enfoque es el primero que
atiende el problema del punto de cambio en 1952 con Girshick y Rubin [8] quienes sientan las
bases para resolver el problema del CP desde este punto de vista. En 1963 Shiryaev [22]
presenta una opcién para estimar el punto de cambio considerando que se tiene informacion a
priori acerca de la funcidn de probabilidad que caracteriza el modelo. Un trabajo que muestra el
enfoque bayesiano basado en la probabilidad a posteriori de los posibles puntos de cambio
aplicado a la distribucién binomial y normal es presentado por Smith en 1975 [23] y cinco afios
después publica una aplicacién sobre la aplicacién de este enfoque en conjunto de datos sobre
un trasplante renal [24]. En 1990 Gombay y Hobart [25] desarrollan trabajos sobre la prueba de
maxima verosimilitud (MLT) donde estudian las propiedades asintéticas del mismo vy
posteriormente presentan una aplicacidn al punto de cambio [26]. Sobre la utilizacion de este
enfoque en las funciones de distribucion discretas se encuentra el trabajo de Raferty y Akman
[27] quienes lo aplican a la funcidn de distribucion de Poisson. Recientemente en 2010 Lai y Xing
[28] presentan un enfoque bayesiano para el CP cuando los pardmetros de la funcion de
distribucién son desconocidos antes y después del cambio.

2.3.2 Andlisis Clasico

El analisis clasico del problema del punto de cambio implica el uso de herramientas de la
estadistica descriptiva e inferencial para realizar las estimaciones del punto de cambio. En este
enfoque se considera conocida la funcién de distribucién de los datos aun cuando los
parametros, de la misma, no lo sean. Se puede decir que uno de los iniciadores del CPA desde
el enfoque cldsico es Page [4] quien en 1954 presenta una carta de control basada en la suma
acumulada de observaciones, la CUSUM, la cual presenta una mayor sensibilidad a los cambio
pequefios y sostenidos que las anteriores carta de control de Shewhart, en 1961 el mismo Page
[29] presenta un articulo donde discute el futuro y las aplicaciones de estas cartas de control.
Por su parte en 1959 Roberts [7] presenta la carta de control EWMA cuya caracteristica es que
los ultimos datos tienen una influencia mayor en la decisién de si un proceso estd en control
estadistico o no, para ello asigna un mayor peso a las Ultimas observaciones. Estas cartas son las
primeras en estimar el punto de cambio, ya que al ser mas sensibles el momento en que indican
que el proceso sale de control estadistico se considera una estimacién por si misma. La forma
en que la CUSUM consigue esto es definiendo un valor conocido como umbral k en funcién a la
media y haciendo un conteo de los ultimos valores que superan ese umbral, mientras que la
carta EWMA maneja un parametro (1) exponencial el cual da mas peso a las observaciones mas
recientes provocando que los valores anteriores tengan un peso menor. En 1970 Hinkley [30]
sienta las bases para utilizar el MLE para determinar el punto de cambio lo cual implica el uso de
derivadas para determinar el valor maximo o minimo. El concepto de utilizar sumas acumuladas
vuelve a aparecer en 1987 con Hawkins [5] con una modificacion llamada auto-inicio cuya
ventaja es que la carta de control sera aplicable directamente al proceso en la Fase I. En 1992
Nishima [31] compara las cartas de control estadistico EWMA, CUSUM y SMA desde una
perspectiva del punto de cambio y concluye que no existe una diferencia significativa entre ellas
para lo que fueron creadas, sin embargo recomienda las CUSUM basandose en un enfoque de
punto de cambio. En 1997 Box y Luceio [19] hace un estudio que demuestra que las cartas de
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control de Shewhart son éptimas en la deteccidn de puntos aislados mientras que las CUSUM
son mejores para la deteccién de cambios sostenidos. En 1998 Samuel, Pignatiello y Calvin [32]
presentan un alternativa para determinar el punto de cambio a partir del uso del MLE para
punto de cambio después de que una carta de control envia el mensaje que el proceso ha
salido de control estadistico. En 2006 Shao, Hou y Wang [33] utilizan de manera secuencial una
carta de control S y el MLE para punto de cambio al uso en procesos caracterizados por una
funcion de distribucion Gamma. En el 2010 el tema de auto-inicio es utilizado por Li, Zhang y
Wang [34] para proponer una carta de control que indique cuando el proceso esta en control
estadistico monitoreando la media y la varianza simultdneamente. En 2011 Shao y Hou
[35]utilizan una carta EWMA y el MLE para punto de cambio para estimar el punto de cambio de
una distribucién Gamma para el caso en que el parametro de forma (a) cambia.

2.3.3 Andlisis No-paramétrico

El enfoque No-paramétrico supone que la funcidn de distribucién no puede ser definida a priori
ya que son los datos los que la determinan, esto implica una dificultad al momento de realizar
pruebas para saber si el proceso que se estd monitoreando se encuentra en control o no ya que
los elementos de la estadistica inferencial paramétrica ya no son validos. Uno de los primeros en
trabajar este enfoque fue Page en 1955 [36] proponiendo una prueba basado en la redefinicién
de una variable y la distribucion binomial. Fueron Bhattacharyya y Johnson [37] los que iniciaron
el desarrollo de los procedimientos no-paramétricos en la forma como los conocemos en
nuestros dias. Sus propuestas de estimacién usaron la Prueba de Signo de Wilcoxon. Pettit [38]
en 1979 trabajo con este enfoque para las funciones de distribucidon discretas Bernoulli y
Binomial. Dentro de los trabajos realizados con el enfoque No-paramétrico el trabajo de
Hinkley y Schechtman [39] en 1987 consistid en construir un procedimiento basado en una
retoma de muestras aplicado al cambio en la media y su método fue aplicado al problema de los
desbordamientos del Rio Nilo [40]. Dos procedimientos generales para pruebas no paramétricas
en el problema del punto de cambio son presentadas por Koziol [41] en 1987. Guverich y Vexler
[42] revisan las politicas de punto de cambio retrospectivas y proponen nuevos procedimientos.
Hovarth y Kokoszka [43] utilizan la regresidn no paramétrica para determinar el punto de
cambio. Una aplicacién interesante en la estadistica no paramétrica es la distribucion del error y
la deteccion del punto de cambio en el mismo, este problema es atendido por Neumeyer y Van
Keilegom [44] en 2009. Finalmente Tercero [13] analiza el punto de cambio en problemas
definidos por caminatas aleatorias.

2.4 Resumen Histdrico del SPCy del CPA
EL SPC y el CPA han tenido un crecimiento acelerado en las ultimas décadas, tanto en el

desarrollo de herramientas como en el nimero de aplicaciones. Este crecimiento es presentado
por Pérez, Cordero y Tercero [45] mediante estadisticas descriptivas.. Algunas de ellas han sido
reproducidas aqui con el fin de dar una idea del desarrollo del CPA y SPC

La Figura 4 muestra la forma en que se ha incrementado el nimero de articulos sobre CPA en
revistas especializadas. De esta grafica se puede observar que a partir de los 80’s el nimero de
articulos publicados crecié de manera significativa. El autor considera que este crecimiento fue
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debido a la facilidad de disponer de poder de computo por parte de la gente involucrada en el
SPC y el CPA, ya que los calculos que se requieren y el volumen de informacion que se maneja,
implica un esfuerzo manual considerable. La grafica inicia en 1970 ya que Pérez-Blanco et al [45]
encontraron que previo a ese afio los trabajos publicados anteriormente fueron
significativamente pocos. Una posible razén para explicar el crecimiento acelerado de la
publicacién de articulos a partir de los 80’s es el poder de computo individual, que también
empezd a tener un crecimiento importante en esos anos, y que auxilia en los cdlculos que
requiere el CPA para hacer sus estimaciones del punto de cambio y que suelen ser cuantiosos y
algo complejos.
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Figura 4 Gréfica del nimero de articulos publicados sobre CPA en revistas especializadas vs afio de publicacién.

La Figura 5 presenta una grafica que incluye las publicaciones de investigaciéon (barra clara) y las
de aplicacién (barra obscura) a partir de la cual se puede apreciar que las primeras superan a las
segundas en una relacién de 3 a 1. El periodo considerado por Pérez-Blanco et al [45]. De nueva
cuenta se considera el periodo de 1970 a 2001.
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Figura 5 Gréfica comparativa entre las publicaciones de investigacién y aplicacion
Las Figuras 6 y 7 indican la cantidad de articulos publicados a partir de los 70’s por revista. Se
puede observar que al menos 4 revistas, de las 10 con mayor cantidad de articulos publicados,

no son exclusivas del area de estadistica y que las revistas especializadas ya cuentan con mas de
20 articulos publicados, en el periodo que abracaron los autores de las graficas (1970 -2011).
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Figura 7 Numero de publicaciones.

Complementando las graficas anteriores se presenta la siguiente tabla que muestra un resumen
histérico del SPC y el CPA sefialando los articulos mas relevantes, a juicio del autor, de los
mismos en los diferentes enfoques, haciendo énfasis en los que han utilizado técnicas
combinadas de carta de control y MLE en la estimacién del punto de cambio.

20



Tabla 1 Resumen histérico del SPC y del CPA

Aino | Autory aportacién Enfoque al CPA
1931 | Shewhart presenta sus resultados en control estadistico de la calidad [3] | Clasico
1952 | Girshick y Rubin sientan las bases para resolver el problema de CP con un | Bayesiano
enfoque de Bayes [8]
1954 | Page presenta la carta de control CUSUM [29] Clasico
1955 | Page propone una prueba no paramétrica para estimar el CP [36] No-paramétrico
1959 | Roberts presenta una carta que da ponderacién a las observaciones | Cldsico
EWMA [7]
1963 | Shiryaev hace un estudio completo sobre métodos de deteccion rdpida y | Bayesiano
establece una solucidn éptima para el caso de informacién completa a
priori de una funcién de distribucion [22]
1964 | Chernoff y Zacks analizan el problema del CP para una distribucién | Bayesiano
normal desde un enfoque de Bayes y definen un estadistico de prueba T,
[46]
1966 | Kander y Zacks analizan las caracteristicas operativas del estadistico T, | Bayesiano
[47]
1968 | Bhattacharyyay Johnson utilizan la Prueba de Signo de Wilcoxon [37] No-paramétrico
1970 | Hinkley sienta las bases matematicas para utilizar el MLE en el CPA [30] Clasico
1975 | Smith ofrece un enfoque de Bayes al problema del CP basado en la | Bayesiano

Binomial y la Normal y presenta un procedimiento secuencial informal
para detectarlo [48]

1979 | Pettit presenta técnicas no-paramétricas para las funciones Bernoulli y | No-paramétrico
Binomial

1981 | Hawkins sugiere estandarizar las cantidades para obtener una mejor | Clasico
sensibilidad a la varianza [49]

1984 | Nelson establece una serie de reglas para incrementar la sensibilidad de | Clasico
la deteccion basadas en caracteristicas de la carta de datos y no en la
inferencia formal [50]

1987 | Hawkins presenta la CUSUM de auto-inicio [5] Clasico

1987 | Koziol presenta dos procedimientos generales para pruebas no | Bayesiano

paramétricas en el CPA [41]

1987

Hinkley y Schechtman construyen un procedimiento basado en la retoma
de muestras [39]

No-paramétrico

1990 | Gombay y Horvath estudian las propiedades asintdticas de las pruebas | Clasico
usando MLT para cambios en la media y dan razones de porque son
efectivos [25]

1991 | Quesenberry sugiere cartas de control utilizando funciones de | Clasico
distribucién Binomial e Hipergeométrica. Publica 3 articulos en ese afio
(51] [52] [53]

1993 | MacGregor y Harris presentan la cartas Exponentially Weighted Mean | Clasico
Squared Deviation (EWMS) [54]

1994 | Gombay y Horvarth presentan una aplicacion del MLT al problema del | Bayesiano
punto de cambio [26]

1995 | Lai analiza el CP en los sistemas dindamicos [55] Clasico

1995 | Nikiforov considera por primera vez el problema de detectar multiples | Clasico
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puntos de cambio [56]

1996 | Gombay y Horvarth prueban que el MLT es asintdticamente normal si | Bayesiano
hay un cambio en los pardmetros en un momento desconocido [57]

1996 | Sullivan y Woodall proponen una carta de control basada en una prueba | Bayesiano
del cociente de maxima verosimilitud (LRT) [58]

1997 | Box y Luceio demuestran que las cartas de control de Shewhart son | Bayesiano
6ptimas en la deteccién de puntos aislados mientras que las CUSM son
mejores para la deteccién de cambios sostenidos [19]

1998 | Hawkins y Olwell presentan estudios sobre el monitoreo de la media y la | Clasico
varianza usando CUSUM [59]

1998 | Acosta presenta un estudio sobre la reduccidn de la variabilidad usando | Clasico
el rango [60]

1998 | Samuel, Pignatiello y Calvin utilizan el MLE para determinar el punto de | Clasico
cambio en un proceso normal después de que la carta de control
asociada indica que esta fuera de control [32] [61]

1998 | Timmer, Pignatiello y Longnecker utilizan el analisis de regresion para el | Clasico
CP [62]

1999 | Acosta y Pignatiello realizan comparacion entre diferentes cartas de | Clasico
control para monitorear la dispersidon en un proceso [14]

2000 | Nedumaran, G., Pignatiello, J.J., Calvin, J.A. utilizan el MLE para | Clasico
determinar el punto de cambio en combinacién con cartas de control de
X’ [63]

2000 | Lai generaliza el problema de deteccién de CP multiples en el caso de | Bayesiano
procesos estocasticos [64]

2001 | Dabye y Kutoyans hacen una estimacién del punto de cambio para un | Bayesiano
proceso Poisson [65]

2001 | Kumar y Wu presentan un procedimiento integrado para la deteccion del | Bayesiano
CP basado en ldgica difusa [66]

2001 | Pignatiello y Samuel consideran el uso del MLE para el punto de cambio | Clasico
en lugar del estimador construido para la carta CUSUM y/o EWMA [67]

2002 | Sullivan y Jones desarrollan una carta de control con auto-inicio para | Clasico
observaciones individuales multivariadas, sin necesidad de observaciones
previas, para estimar los pardmetros iniciales [68]

2002 | Hovarth y Kokoszka utilizan la regresion no-paramétrica para determinar | No-paramétrico
el punto de cambio [43]

2002 | Nedumaran, Pignatiello y Calvin utilizan cartas de control basadas en x* | Clasico
para detectar el punto de cambio [63]

2003 | Gombay considera una situacion general en la deteccién y estimacion del | Bayesiano
CP y propone un estimador sesgado del mismo [69]

2004 | Park y Park proponen un estimador de maxima verosimilitud para el caso | Clasico
de una distribucién normal con parametros iniciales desconocidos junto
con cartas de control para X y S [70]

2005 | Hawkins y Zamba crean cartas de control utilizando el GLR [71] Clasico

2005 | Ramanayake presenta un estimador para la Gamma cuando se tiene un | Clasico
cambio en el parametro de la forma [72]

2006 | Shao, Hou y Wang combinan la carta de control de S y el MLE para | Clasico

determinar el CP en una funcién de distribucion Gamma [33]
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2007 | Costa y Machado proponen el estadistico VMAX basado en la varianza | Clasico
estandarizada de las muestras para p caracteristicas de calidad para
construir una carta de control multivariada [73]

2007 | Hawkins y Mauboudou crean una carta de control con auto-inicio | Clasico
multivariada con promedio mévil exponencialmente ponderado [74]

2007 | Schechtman, Bandner y Meginy comparan métodos estadisticos y de SPC | No-paramétrico
para monitorear la varianza en un proceso. [75]

2007 | Zou crea una carta de control con auto-inicio basada en el monitoreo | No-paramétrico
recursivo de los residuos [76]

2007 | Zou, Zhou y Wang presentan una carta de control con auto-inicio para | Clasico
datos con perfil lineal [77]

2009 | Neumeyery Van Keilegom utilizan la distribucion del error en el CPA [44] | No-paramétrico

2010 | Brodsky, B. presenta un método secuencial para determinar el CP | No-paramétrico
utilizando el CUSUM no-paramétrico y una prueba de Kolmogorov —
Smirnov [78]

2010 | Lai y Xing presentan un enfoque de Bayes para el CP cuando los | Bayesiano
parametros, antes y después del momento de cambio, son desconocidos
(28]

2010 | Guverich y Vexler revisan las politicas de punto de cambio retrospectivas | No-paramétrico
y proponen nuevos procedimientos [42]

2010 | Li, Zhang y Wanga desarrollan una carta de control con auto-inicio que | Clasico
controla simultdneamente la media y la varianza cuando los parametros
iniciales son desconocidos. [34]

2010 | Chen y Gupta publican el primer libro sobre analisis de punto de cambio | Bayesiano y Clasico
[79]

2011 | Maboudou y Hawkins proponen una carta de control multivariada con | Clasico
auto-inicio para un vector de medias, una matriz de covarianza y ambos
al mismo tiempo. [80]

2011 | Shao y Hou utilizan de la EWMA y el MLE para estimar el punto de | Clasico
cambio en una funcién de distribucion Gamma para el caso en que el
parametro de forma cambia. [35]

2012 | Tercero y Temblador utilizan la mediana para trabajar el PCA en | No-paramétrico
estadistica no-paramétrica [13]

2012 | Cordero desarrolla el MLE para procesos normales con parametros | Clasico
desconocidos [81]

2012 | Pérez, Cordero y Tercero realizan un estudio sobre las publicaciones | Bayesiano, Clasico y
concernientes al SPCy CPA entre 1931 y 2011 [45] No-paramétrico

2012 | Tercero desarrolla una carta de control y un estimador para el punto de | Clasico
cambio en la varianza basado en los p valores usando la prueba F [82]

2013 | Moshe y Krieger presentan un articulo donde prueban que la carta de | Clasico

control de Shewhart es dptima para la deteccidn del punto de cambio
bajo ciertas caracteristicas.

La Tabla 1 no es exhaustiva pero presenta los articulos que iniciaron esta area de estudio y los

gue han sido relevantes, a juicio del autor y considerando que esta investigacion se basa en el
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enfoque cldsico, marcando la direccién en que los diferentes investigadores del mundo han
atendido el problema del punto de cambio.

Finalmente es importante comentar que el mismo concepto en que se basa el CPA ha permitido
que incursione en una variedad muy amplia de ciencias, desde la geologia (terremotos) hasta
médica (estudios de VIH) o incluso econdmica (valores bursatiles). El hecho que los fenédmenos
y/o procesos que estudia varien a lo largo del tiempo, en forma continua o discreta ayuda a
generar esta diversidad de aplicaciones. Aun cuando es una linea de investigacion relativamente
joven y que inicid con pocas publicaciones, a partir de los afios 80’s muestra un crecimiento
exponencial, tanto en investigacion como en aplicaciones, manteniendo una relacion de 3 a 1
entre ellas. Es de esperarse que en el futuro cercano siga siendo de interés y las publicaciones
de investigacion y aplicacion no disminuyan.

2.5 Comentarios Generales
Para atender el problema del CP en el SPC lo ideal seria conocer la respuesta a dos preguntas

écdmo detecto un punto de cambio? y écdmo estimo el punto de cambio? En la busqueda de
respuestas a estas interrogantes se han desarrollado las cartas de control permitiendo
monitorear un proceso y creando estimadores, entre otras metodologias. A los pocos afios de
que Shewhart inicia la revolucién del SPC surgen los primeros intentos de responder ambas
preguntas; es una inquietud que fue trabajada y analizada en los 50’s en donde se empieza a
considerar la oportunidad de utilizar dos metodologias de manera secuencial para finalmente
llegar a una que integre a ambas. Esto se logra mediante un proceso en dos pasos, primero se
utiliza una carta de control hasta que manda una sefial de que el proceso ha salido de control
estadistico y entonces se retoma toda la informacidn para aplicar un procedimiento Unico que
resulta en una estimacién del momento en que empezd a ocurrir ese cambio, el primer valor
gue ya no cumple con los valores iniciales del proceso, es importante tener en cuenta que se
estd considerando que la sefial de la carta de control no es una falsa alarma. Como se comentd
anteriormente, usualmente el valor en que la carta de control manda la sefial indicando que el
proceso salié de control estadistico es posterior al momento en que el punto de cambio ha
ocurrido. Con la estimacién del punto de cambio se auxilia a los encargados de los procesos en
la busqueda de la causa asignable que provocd que el proceso saliera de control estadistico ya
gue se busca que esta estimacion sea cercana al momento en que realmente ocurrié y con ello
tener la oportunidad de ahorrar en tiempo, esfuerzo y/o recursos. Esta oportunidad de reducir
gastos es una de las razones por las que el CPA es util. Para el caso particular de esta
investigacion se han considerado dos distribuciones de probabilidad que aparecen
recurrentemente en fendmenos cotidianos. La funcidn de distribucion Normal tiene
aplicaciones variadas y una de ellas puede ser consultada en [83] donde se describe un proceso
normal cuya varianza cambia y que caracteriza a los impulsos eléctricos que se mandan a los
musculos, para los autores de la referencia es importante estimar el momento en que el cambio
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ocurre. Respecto a la funcion Gamma su aplicacién puede ser encontrada en situaciones donde
el factor del tiempo entre eventos es relevante, tal es el caso de la referencia [84] la cual hace
una investigacion sobre la intensidad de los ciclones en la década de los 80’s y cuyos resultados
han ayudado a la prediccion de estos fendmenos y su intensidad en afos posteriores.
Finalmente un elemento que resulta interesante es que, dado que la funcién de distribucién
Gamma ha sido menos estudiada que la Normal en el SPC, se presenta una oportunidad para
saber si las metodologias utilizadas en la funcién de distribucion Normal funcionaran para la
funcion de distribucion Gamma. Ese punto es atendido en este trabajo tomando la funcidn de
distribucién Normal y aplicando de manera secuencial una carta de control y el MLE para el
punto de cambio para analizar el desempefo del estimador del punto de cambio y analizar los
resultados para posteriormente hacer lo propio con la funcién de distribuciéon Gamma, aplicar la
misma metodologia y observar los resultados. Es importante sefialar que el desempefio de los
estimadores de punto de cambio propuestos es evaluado en base a si los mismos son utiles para
lo que fueron creados y ello se hara considerando las estimaciones del punto de cambio
obtenidas y compardndolas con las propuestas por otros métodos mediante la medicion del
sesgo y la desviacion estandar de los mismos.
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CAPITULO 3. INVESTIGACION 1

Deteccion Secuencial y Estimacion de Cambios
Sostenidos en la Media de Series de Tiempo Usando
una Carta de Control con Auto-Inicio y el MLE para

Observaciones con Distribucion Normal

En esta primera investigacidon considera la inspeccién de procesos que siguen una distribucion
Normal y en los cuales se ha considerado que ocurre un cambio en el pardmetro
correspondiente a la media (u). La investigacidn supone una serie de observaciones que siguen
una distribucién Normal con un valor inicial de la media (1) y de la desviacién estandar (agy) y
que en un momento especifico (7) sufre un cambio en la media (u;) pero la desviacion
estandar se mantiene con el mismo valor (o, = 0y). Se propone el uso secuencial de cartas de
control CUSUM de auto-inicio con estimadores de maxima verosimilitud para el monitoreo de
este proceso. Se realizan multiples simulaciones para comparar el desempefio del estimador de
maxima verosimilitud propuesto y el estimador de la carta de control de auto-inicio, basado en
el sesgo y la desviacidn del estimador (%) respecto al valor real 7.

Este articulo fue publicado en: Quality and Reliability Engineering International; publicado en
linea: 24-May-2013; DOI: 10.1202/qgre.1511; in press.
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Deteccién Secuencial y la Estimacién de Cambios Sostenidos en la Media a través
de Series de Tiempo Usando la Carta de Control CUSUM de auto-inicio y MLE para
Observaciones Normales

Victor G. Tercero-Gémez, Ph. D.,Ph. D.
Alvaro E. Cordero-Franco, Angel S. Pérez-Blanco, M.C.,
Universidad Auténoma de Nuevo Ledn- Facultad de Ciencias Fisico Matematicas
San Nicolas de los Garza, Nuevo Ledn, México
y Ph. D. Alberto A. Hernandez-Luna
Instituto Tecnoldgico y de Estudios Superiores de Monterrey
Monterrey, Nuevo Ledn, México

La deteccidn de una causa especial de variacién y la estimacion del momento en que ocurre son
dos actividades importantes en cualquier estrategia de mejora de un proceso que este bajo
control estadistico. La deteccidn de cambios en el proceso puede ser hecho mediante el uso de
las cartas de control. Una de estas es la carta de control CUSUM de auto-inicio, la cual fue
creada para detectar pequefios cambios con la posibilidad de ser implementada sin una Fase | o
conocimiento previo de los parametros del proceso. Para estimar el momento inicial del
cambio, un estimador del punto de cambio basado en la carta de control CUSUM puede ser
usado, aunque debe senalarse que en experimentos recientes de analisis retrospectivo se ha
encontrado que el MLE correspondiente tiene un menor sesgo y error estandar. Este
documento propone el uso secuencial de la carta de control CUSUM de auto-inicio y el MLE del
punto de cambio en series de observaciones normales e independientes. El desempefio es
estudiado mediante simulaciones Monte Carlo; mostrando que el uso del MLE reduce el sesgo
de la estimacion del punto de cambio. También es demostrado que al tomar observaciones
extras, después de que el cambio es detectado, mejora la estimacién del punto de cambio.

Palabras clave: Estimacion del punto de cambio; CUSUM de auto-inicio; MLE; parametros
desconocidos; distribuciéon Normal.

3.1 Introduccidn
Para vigilar un sistema, el control estadistico de procesos (SPC) ofrece las cartas de control.

Estas ayudan al monitoreo del comportamiento de observaciones de procesos estocdsticos, los
cuales son necesarios para detectar la aparicidon de causas especiales de variacién y, al mismo
tiempo, ayudar a los analistas en identificar las causas raiz que pueden ser corregidas con el fin
de mejorar el sistema que se estd estudiando. Para detectar cambios pequefios y sostenidos, las
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cartas de control de sumas acumuladas (CUSUM) han sido reconocidas como herramientas
efectivas del control de calidad. Esta carta de control fue originalmente creada por Page [4], vy
varios autores han estudiado su desempefio y extendido sus aplicaciones mas alla de los
supuestos de series de datos independientes provenientes de una distribucién Normal y un
conocimiento previo de los parametros de la funcidon de distribucién de probabilidad. Para
evitar la necesidad de la ultima suposicién, Hawkins [5] desarrollé la carta de control CUSUM de
auto-inicio para la ubicacidon y la escala, bajo los supuestos de un proceso normalmente
distribuido. Estas cartas de control son relativamente buenas en la deteccion de cambios
sostenidos mientras que para estimar el punto de cambio, los estimadores del punto de cambio
necesitan ser usados.

Conocer el momento exacto de un cambio ayuda en el proceso de buscar causas especiales de
variacion, reduciendo el tiempo y costo asociado con la busqueda. La estimacién es parte de lo
gue se conoce como el problema del punto de cambio. Varios estimadores del punto de cambio
han sido desarrollados para cuando han ocurrido cambios en la media o en la varianza de un
conjunto de datos que pueden ser modelados por una funcién de distribucion Normal. Samuel
et al. [32] desarrolld el estimador de mdaxima verosimilitud (MLE), para el cambio en procesos
normales con cambios en la media con pardmetros iniciales conocidos. Usando el mismo
enfoque, Cordero et al. [81] desarrollé el MLE para procesos normales con parametros
desconocidos, considerando tres posibles escenarios: un cambio en la media, un cambio en la
varianza y un cambio en ambos parametros. Estos estimadores atienden la misma clase de
problemas que la carta CUSUM de auto-inicio, sin un conocimiento previo de los parametros,
por lo tanto, parece apropiado utilizar ambas herramientas de manera conjunta.

Esta investigacion estd enfocada en el uso secuencial de la carta CUSUM de auto-inicio para la
deteccion de un cambio y la MLE para la estimacidn del punto de cambio en el momento en el
gue el cambio ocurre en un proceso normal con parametros desconocidos. Esta “integracion”
deriva en un tiempo real de control estadistico capaz de detectar y estimar el punto de cambio
en procesos normales donde hay un desconocimiento acerca de los valores de los parametros
iniciales. Las siguientes secciones del articulo estan organizadas de la manera siguiente: la
Seccién 2 revisa la literatura de los estimadores del punto de cambio CUSUM y MLE; la Seccién 3
describe las dos herramientas y presenta una estrategia para integrarlas secuencialmente; la
Secciéon 4 muestra e interpreta el desempeno de los resultados de la experimentacion Monte
Carlo de la técnica propuesta; y finalmente, la Seccidon 5 ofrece una conclusidon acerca de los
resultados tedricos y su aplicacién incluyendo posibles futuros trabajos en el campo del SPC.
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3.2 Revisidn Literaria

3.2.1 CUSUMy las Cartas de control de auto-inicio
Las cartas de control CUSUM fueron creadas originalmente por Page [4]. El desarrollé una carta

de control que tiene mas poder que la carta de control Shewhart para detectar cambios
sostenidos en la media y varianza poblacional. Cuando un cambio ocurre en el proceso, aun si es
menor (1.5 derivaciones estandares o menores), el efecto del cambio es acumulado a través de
una suma acumulada de desviaciones del valor objetivo, haciendo la carta de control CUSUM
mas sensible a pequefios cambios sostenidos que los enfoques tradicionales, los cuales no
toman en cuenta la historia del proceso. Tedricamente los resultados de las propiedades de
CUSUM del monitoreo de la media y la varianza en el proceso pueden ser encontrados en Page
[36] [21], Hawkins y Olwell [59], Acosta Mejia [60], Acosta Mejia, Pignatiello y Rao [14].

La carta de control CUSUM asume un conocimiento de los parametros, i.e. la carta de control
CUSUM es usada para la Fase Il. Para tratar con los problemas propios de la Fase | varias cartas
de control con auto-inicio han sido desarrolladas, usando estimadores para pardmetros
desconocidos. Hawkins [5] creo una carta de control CUSUM de auto-inicio para detectar
cambios en la media y en la varianza de los pardmetros para procesos normales con parametros
desconocidos, usando la media mévil y la desviacidon estandar mévil como sustitutos para la
media y la deviacidn standard desconocidas. La experimentacion muestra un buen desempefio
aun cuando se compara con el caso en el cual los pardmetros son conocidos. Un enfoque similar
fue propuesto por Quesenberry [53], él desarrollé varias cartas de control del tipo Shewhart
para la media y la varianza de series de observaciones normales independientes donde no hay
informacién previa de los pardmetros. Las cartas de control fueron creadas para diferentes
combinaciones de parametros conocidos o no conocidos. Quesenberry [51] sugirio el uso de una
carta de control para el parametro desconocido p (casos favorables entre casos posibles) que
define a la funcién de distribucion Hipergeométrica como un estimador insesgado de minima
varianza de la funcion de distribucién binomial. EIl método converge en la funcién Binomial
conforme el nimero de muestras se incrementa. También trabaja con un tamafio de muestra
variable. Quesenberry [52] consideré dos casos, donde el parametro de la distribucién Poisson
es conocido y desconocido. El usé las cartas de control normalizadas conocidas como cartas de
control Q que podrian ser usadas con cartas de control Z.

Sullivan y Jones [68] desarrollaron una carta de control con auto-inicio para observaciones
individuales multivariadas sin la necesidad de observaciones previas para la estimacion de los
parametros iniciales, usando la derivaciéon de cada vector de observaciones del promedio de
todas las observaciones previas y graficando estas derivaciones en una carta de control T
Hawkins y Maboudou-Tchao [74] crearon una carta de control con auto-inicio multivariada con
promedio movil exponencialmente ponderada. Esta carta de control transforma los parametros
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desconocidos del vector del proceso en vectores con parametro conocido de la misma
dimensién. Esta carta tiene las mismas propiedades de control, tal como si el valor verdadero de
la media del proceso y la matriz de covarianzas fueran perfectamente conocidas. Mas tarde, Zou
et al. [85] creo una carta de control con auto-inicio basada en el monitoreo de los residuos
recursivos cuando los parametros del proceso son desconocidos. La carta de control propuesta
puede ser usada para detectar cambios en la pendiente, la intercepcién o la desviacidn
estdndar. Recientemente, Li, Zhang y Wang [34] desarrollaron una carta de control con auto-
inicio que controla simultdneamente la media y la varianza cuando los pardmetros iniciales son
desconocidos. Esta carta de control estd basada en la prueba de cociente de verosimilitud y en
el procedimiento del promedio mévil exponencialmente ponderado. Finalmente, Maboudou-
Tchao y Hawkins [80] propusieron una carta de control multivariada con auto-inicio para un
vector de medias, una matriz de covarianza, y ambos al mismo tiempo. Este sigue el enfoque de
la carta de control Multiple EWMA integrando un proceso studentizado para incorporar la
estimacion del error cuando se definen los limites del control.

3.2.2 Analisis del Punto de Cambio dentro del SPC
El analisis del punto de cambio estudia el método de deteccién y estimacion de cambios

sostenidos en series de tiempo creando pruebas y estimadores respectivamente. Los primeros
en ofrecer una forma de detectar el punto de cambio fueron Girshick y Rubin [8] haciéndolo
desde un punto de vista Bayesiano, y después Page [4] desde la perspectiva clasica de la
estadistica. La historia del SPC y el andlisis del punto de cambio se intersectan dentro del
desarrollo de cartas de control para cambios sostenidos. Hinkley [30] construyo los MLEs y las
pruebas de cociente de verosimilitud para detectar puntos de cambio. Usando esta metodologia
se han desarrollado varios MLEs para el punto de cambio para diferentes distribuciones con
parametros iniciales conocidos, algunos pueden ser consultados en Dabye y Kuroyants [65],
Nedumaran, Pignatiello y Calvin [63], Pignatiello y Samuel [67], Piagnatello y Samuel [86],
Samuel, Pignatiello y Calvin [61] [32], y Timmer y Pignatiello [62]. Estos estimadores fueron
hechos considerando conocido el parametro inicial, lo cual no siempre es posible en
aplicaciones de la vida real. Cordero et al. [81] extendié el alcance del MLE mediante la
obtencidn y evaluacién de estimadores del punto de cambio, usando esta herramienta, cuando
los parametros iniciales son desconocidos en una serie de datos independientes provenientes
de un proceso Normal.

Para detectar si el cambio ocurre, Timmer, Pignatiello, y Longnecker [62], Zamba y Hawkins
[87], y Batsidis [88] han desarrollado pruebas LR para diferentes condiciones en una serie de
tiempo. Hawkins y Zamba [10] propusieron un enfoque diferente para tratar con el analisis del
punto de cambio para la varianza en un proceso normal con parametros iniciales desconocidos.
Ellos desarrollaron una carta de control usando el radio de verosimilitud general (GLR) basado
en las pruebas estadisticas de Bartlett. Sin embargo, este modelo crece en complejidad
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conforme mas observaciones eran afiadidas dentro de las mismas series de tiempo. Reynolds y
Jianying [89] desarrollaron una carta de control GLR para cambios en la media en un proceso
normal con los parametros iniciales conocidos, usando una ventana moévil para tratar con la
complejidad del GLR para series de tiempo grandes. Tercero et al. [82] desarrollé una carta de
control y un estimador para el punto de cambio en la varianza basado en los p — valor de la
prueba F para un proceso normal en la Fase | usando el enfoque del GLR y la ventana mavil.
Estas cartas de control fueron desarrolladas desde el enfoque del punto de cambio y pueden ser
consideradas con auto-inicio, ya que no requieren un analisis de la Fase |. Usando un enfoque
similar, pero para la Fase Il, Cordero et al. cred una carta de control basado en los p — valor de
una prueba cuadrada Chi cuadrada para monitorear cambios en la varianza de un proceso
normal.

33 Modelo
El modelo propuesto usa el CUSUM de auto-inicio para detectar cambios sostenidos durante el

monitoreo del proceso. Una vez que el cambio es detectado, el punto de cambio Tes estimado

usando el MLE para un conjunto de muestras independientes normales X,,..., X _, X X

T4+l T

como se muestra en la ecuacion de abajo (1)

(1)

,» Y Ho» 11,00 Y 01 son desconocidas, y T es la primera muestra fuera de control detectada por
el CUSUM de auto-inicio. X; es un vector de varias observaciones de tamafio m donde cada
elemento X;; sigue la distribucion presentada anteriormente. En la Seccion 2.1 se revisa el
CUSUM de auto-inicio, en la Seccion 2.2 se describe el punto de cambio obtenido por el MLE, y
en la Seccién 2.3 se muestra la metodologia propuesta.

3.3.1 CUSUM de auto-inicio

El CUSUM de auto-inicio desarrollado por Hawkins [5] es una carta de control para procesos con
parametros iniciales desconocidos. Una estrategia usada en el SPC para tratar con los
parametros desconocidos consiste en la aplicacion de la Fase |, donde el proceso es analizado y
sus parametros son estimados. Sin embargo, cada estimacién implica errores debido a la falta
de certeza. Estas estimaciones errdneas se convierten en sesgo cuando se implementa una carta
de control CUSUM o cualquier otra carta de control basada en pardmetros estimados, y pueden
conducir a problemas indeseables para mantener la estabilidad del proceso. Mediante la
modificacion de la carta de control CUSUM original para considerar los errores de estimacion y
la actualizaciéon de informacién, nuevas cartas, llamadas CUSUM de auto-inicio, fueron
desarrolladas para detectar errores en ubicacién y escala. Estas cartas no necesitan una Fase | y
pueden ser implementadas de inmediato en cualquier proceso que pueda ser modelado como
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una serie de observaciones normales independientes. Mediante el control de la distribucidn del
error, el error Tipo | se disminuye y el poder para detectar cambios muestra un desempeiio
aceptable.

Para implementar la carta de control CUSUM de auto-inicio, las ecuaciones recursivas (2) y (3)
son usadas para estimar los parametros del proceso conforme la muestra i es observada. La
primera ecuacion corresponde a la media muestral, la segunda ecuaciéon es la suma de
cuadrados muestral actualizados al momento /. Las ecuaciones (4) y (5) son usadas para las
desviaciones estudentizadas de las estimaciones previas de la media del proceso.

Xi=Xioa +(X; — X;_1) /i (2)

Si =S+ —1DX; — X;_1)?/i (3)

Ty =a;(X; —Xi—1) /NSi-1/(i—2) (4)

Donde,

a; =+ ({=1/i (5)

Fue mostrado en Hawkins (1969) que los residuales estudentizados T.’s son independientes y

siguen a una funcién de distribucién t con i — 2 grados de libertad. Para evitar recalcular
constantemente los limites de control - conforme los grados de libertad se incrementan, la

forma de la funcién de distribucion t cambia - T; es transformada en una variable aleatoria U,

cuya funcién de distribucién es cercana a la de la Normal.

U, = (:E::;))zj(' —2)In{1+ iT_iZZJ (6)

U, se distribuye aproximadamente como una N(0,1). Esta aproximaciéon fue obtenida por

Wallace [90] y la exactitud fue medida por Preizer y Partt [91]. Ui puede ser considerada como
un residual estudiantizado, reestandirizada para distribuirse aproximadamente como una
N(0,1). La secuencia de U, consiste en un conjunto de variables aleatorias independientes cuya

funcion de distribucién es aproximadamente N(0,1), donde cada valor mide la desviacion de la
X correspondiente a el promedio de sus predecesores.

Para construir los intervalos de control, dos cartas CUSUM son creadas de la manera usual. La
qgue muestra la ecuacién (7) controla cambios positivos, conocida como CUSUM hacia arriba, la
otra ecuacién (8) controla los cambios negativos, conocida como CUSUM hacia abajo. Ambas
inician en 0, como se muestra en la ecuacién (9):
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LT = max(0,L7_, + U; — k) (7)
L; = max(0,L;_, + U; + k) (8)
L, =L, =0 (9)

En este caso, k es una cantidad permitida por observacién, de tal forma que los movimientos de

X; menores a lo permitido no son registrados. El pardmetro h es una decision del limite de
+ - . . ~ .
control. Los valores absolutos de Li o L; mayores que h indican una sefial fuera de control. Si

~ + o . ~ -
una sefial es dada en L; , entonces X, se incrementa. Si la sefial es dada en L., entonces X; se
decrementa. Observe que las primeras dos observaciones no pueden ser usadas para calcular
T, y U;. Solo cuando la tercera observacion esta disponible una desviacion estandar no trivial

es posible porloque i—2>0. En consecuencia, la carta de control CUSUM de auto-inicio inicia
desde la tercera observacion de la serie de datos.

Los valores de h y k son obtenidos mediante la decisién de qué tamaino de cambios de la media
se desean detectar para obtener el mejor desempefio. De acuerdo a Lucas y Crosier [92], al
parametro k usualmente se le asigna el valor correspondiente a la mitad del cambio en el
proceso lo cual es importante para detectar el cambio radpidamente, mientras que el valor de h
es escogida para obtener un ARL adecuado. La ARL (por sus siglas en inglés) o PLC (Promedio de
la Longitud de la Corrida) en espafiol, es el nUmero promedio de puntos que deben graficarse
antes de que un punto indique una condicidn fuera de control. De acuerdo a Hawkins [59], esta
carta de control CUSUM es construida usando observaciones independientes N(0,1) y tendra el
control ARL exacto de las propiedades de la informacidon normal con media y varianza
conocidas. Por ejemplo, Montgomery [6] indica que, en la practica, un valor de k = %5 es muy
usado. Combinado con un valor h =4, el ARLy es 168, y para h =5, el ARLy se convierte en 465.
Por otro lado, Hawkins [93] dijo que los valores de k y h deberian producir un ARLy = 370 para
un CUSUM bilateral, y propone varias combinaciones de los valores h y k para este propdsito. Ya
gue no hay un estandar absoluto, los autores de esta investigacidn siguieron las sugerencias de
Montgomery [6] al momento de evaluar el desempeiio de la carta de control con el punto de
cambio MLE para series de observaciones normales independientes.

3.3.2 Estimacion del Punto de Cambio

Usando la teoria desarrollada por Hinkley [30], considere un proceso normal donde un cambio
ocurre en la media entre el tiempo 7 y T — 1. Ahora el proceso presenta la misma funcién de
distribucién pero con parametros diferentes a partir del momento 7, la primera con pardmetros
desconocidos u, y o¢; y la segunda con pardmetros desconocidos u; y oZ. La funcién de
verosimilitud es
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T m T m
Lot o) = | || [F@moootxip | || [Femonlxp (10)

i=1 j=1 i=t+1 j=1

Con el fin de facilitar el trabajo de la obtencién de las parciales y el dlgebra involucrada se ha
utilizado el logaritmo natural de la funcién de verosimilitud, el cual es

T m T m
L ko oo = | || [Fenoootzy | || [femanln (11)

i=1 j=1 i=t+1 j=1

Con el fin de encontrar el MLE para el tiempo T es necesario encontrar el MLE para los tres
parametros desconocidos po, iy y 02, y;y después, encontrar el tiempo t que maximice las
ecuaciones (10) u (11). Esto es hecho usando los siguientes estimadores en las ecuaciones (12-
15).

Ty = arg thl}r_lz{&p} (12)
Donde
2 _ N2
p mT
T m
n i=1 Zj:l Xi,j
= 14
Ho mt (14)
N i=r41 YitiXi) (15)
= m(T — 1)

Puede ser visto en la ecuacion (12) no es solo un MLE sino también un estimador de minimos
cuadrados.

Por otro lado, cuando una carta de control CUSUM es construida, un estimador natural del
punto de cambio puede ser creado [6]. Un analista puede seguir el nimero de casos L, |L™| >
0 definiendo dos variables adicionales llamadas N;* y N;”. Una estimacién del punto de cambio
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es construido como se muestra en la ecuacién (16) por la resta Nf y N; del tiempo T de las

muestras que salen de control. Estas variables son un contador de la cantidad de L} y L}
diferentes de cero que se encuentran previas al momento en que un punto sale de de los
limites de control (T) y posteriores al Gltimo cero obtenido en cada uno de los valores de L} y
L7 . Al realizar este procedimiento y restar los valores al momento T lo que se obtiene es una
estimacion del punto de cambio, el cual resulta congruente con la idea de que el punto de
cambio es previo al momento en que la carta de control manda una sefial de alarma.

2eosum = MIN{T= NI, T—N; | (16)

La principal ventaja de los ultimos estimadores es la facilidad para calcularlos. De cualquier
forma, como se muestra en la Seccidn 3.4, este posee un sesgo negativo que debe ser
considerado cuando se implementa.

3.3.3 Analisis del Modelo Secuencial del Punto de Cambio

Como se ve en la Figura 8, el CUSUM de auto-inicio y el 74,z son usados secuencialmente para
detectar cuando un cambio sostenido ocurre y estimar el momento en que inicié. El proceso de
monitoreo empieza con una carta de control CUSUM. Tan pronto como la muestra fuera de
control es senalada, esta muestra es llamadaT , y la ecuacidn (12) puede ser usada para estimar
el punto de cambio. Si la precisién necesita ser incrementada, muestras adicionales w deben ser
obtenidas y la estadistica T' = T + w debe ser usada en la ecuacion (12) en vez de solamente T

v

Monitoreo del . .
. Muestra DefineT= | Encontrar la
Inicia el .| Procesos usando .
fuera de y estimar —> causa de
proceso una carta de control? do 7 variacion
control Normal Usando Zy,g

£ |

Figura 8 Deteccién secuencial del punto de cambio y estimacién con la CUSUM de auto-inicio y el MLE del punto
de cambio para series de observaciones normales independientes

Ambos, el CUSUM de auto-inicio y el #,, , asumen una serie de observaciones normales

independientes sin un conocimiento previo acerca de los parametros y su homocedasticidad. En
la siguiente seccién se evalua el desempefio del #,, . cuando es aplicado en este modelo y

compara sus resultados con el 7 sum Y el Average Run Length (ARL) del CUSUM de auto-inicio

en diferentes escenarios.
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3.4

34.1

Desempeio de los Estimadores

Disefio de la Experimentacién

Para evaluar el desempefio de la integracidn de la carta de control CUSUM de auto-inicio con el

MLE para el punto de cambio, se han establecido diferentes escenarios los cuales son indicados

en la Tabla 2. Es importante sefialar que estos escenarios consideran que no existe una sefial de

alarma (falsa o no) previa al momento en que se ha establecido el punto de cambio ().

Tabla 2 Factores para medir el desempefio de la integracion del CUSUM de auto-inicio y el MLE

Factores Niveles

Estimadores fmie, fcusum, ARL

25, 50, 75, 100

Cambio en la media (&)

0, 0.25¢, 0.50, 0.750, 10,
1.50, 2.00, 3.00

Tamafio del subgrupo (m) 1,3,5

Datos extra después de que el cambio es detectado (w) 0, 5,10, 15, 20

Usando la experimentacién Monte Carlo para evaluar cada escenario presentado en la Tabla 2

los siguientes pasos fueron seguidos:

1.
2.
3.

L N

Marcar un punto de cambio 7.

Definiri=1

Mientras (i < 7) Y (la CUSUM no envié una sefial de alarma) generar X, con vectores
aleatorios utilizando con la ecuacién (1)

Si el CUSUM de auto-inicio envia una sefial de alarma parar e ir al paso numero 2, si no
detecta cambios, ir al paso numero 5.

Generar X, vectores aleatorios utilizando la ecuacién (1) hasta que la CUSUM de auto-

inicio envie una seinal de alarma, al momento en que se envia la sefial de alarma se le
llamara T.

Estimar el punto de cambio #\ e y #cysum Para los conjuntos de datos.

Calcular el error estimado f\yy g -7y fcusum —7

Repetir del paso nimero 2 al 4, hacerlo 10,000 veces.

Estimar el sesgo, el error estandar de #y . Y #cusum, Y €l ARL de la carta de control
CUSUM de auto-inicio.

10. Calcular la probabilidad P(|Ty.zr — | < D), donde D={0,1, 2, ...,24}
11. Seleccionar otro escenario y regresar al paso nimero 1.
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3.4.2 Resultados de la Experimentacidn

Para cambios en la media, la carta de control CUSUM de auto-inicio integrada con el MLE es
evaluada en los escenarios descritos en la seccion previa. La Tabla 3 muestra el desempefio para
diferentes puntos de cambio y magnitud del cambio para el subgrupo con tamafio m = 1. Se
observa que el ARL mejord y las desviaciones y el error estdndar del punto de cambio MLE se
volvieron menores cuando la magnitud del cambio se incrementa o cuando el cambio ocurre
alejado al punto inicial. En la Tabla 4 el desempefo es analizado cuando el cambio ocurre en
T = 50 sobre diferentes tamafios de subgrupos y diferentes magnitudes de cambio. Los
estimadores de estimacion mejoran cuando el tamafo de los subgrupos se vuelve mayor.

En las Tablas 5y 6 se han considerado w datos extras después de que el CUSUM de auto-inicio
detecta un cambio con el fin de analizar si el MLE mejora su desempefio al tener mas
informacién del conjunto de datos, para simular este escenario se han considerado cambios en
T =50y 7= 100. El resultado es que se observa que el sesgo y el error estandar mejoran
conforme el niumero de muestras extras, w, se incrementa. Sin embargo, este crecimiento en la
precisién es provocado por no detener la simulacién cuando la alerta es detectada, este hecho
debe ser evaluado considerando el costo, en la vida real, de tener esta nueva informacion.

En la Tabla 7 el desempefio del estimador del punto de cambio del CUSUM de auto-inicio es
evaluado bajo los mismos escenarios considerados en la Tabla 2. Se observa que el #. 5y tiene

menos sesgo y menos error estandar que el #, cuando ocurren pequefios cambios (6<1).
También el sesgo y el error estandar del #¢ 5, Parecen disminuir con respecto a un cambio en

la media, todo esto en una menor tasa que el sesgo y el error estandar del ¢ .

Finalmente en las Tablas 8 y 9 la probabilidad P(|Ty.z — | < D) es calculada para T = 100
con w datos extras (w = 0 y w = 20 respectivamente). La probabilidad de detectar un punto
de cambio tempranamente se incrementa cuando w se incrementa.
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Tabla 3 Los estimadores de desempefio sobre diferentes puntos de cambio t de la carta de control CUSUM de auto-
inicio para ARL, el sesgo de la estimacion del punto de cambio E(fyz — T) Y el error estandar asociado del punto
de cambio usando &(fy.z), tamafio del subgrupo de 1 (m = 1). Los valores fueron calculados usando 10,000
repeticiones.

o
T Meétrica 0.00 0.25 0.50 0.75 1.0 1.5 2.0 3.0
ARL 111.644 | 94.039 | 51.063 | 22.062 | 10.881 | 5.628 | 4.077 | 2.759

25 | E(fyr —7) | 98.745| 80.350 | 36.856 | 10.081 | 1.699 | -0.345 | -0.409 | -0.265

6(TyLg) 111.188 | 109.300 | 75.311 | 36.898 | 13.473 | 3.767 | 2.552 | 1.595

ARL 111.617 | 78.908 | 33.849 | 14.168 | 8.632 | 5.104 | 3.750 | 2.532

50 E'(‘fMLE—T) 97.145 | 63.078 | 18.122 | 2.846| 0.139 | -0.653 | -0.566 | -0.328

0(TyuLg) 113.291 | 95.497 | 49.708 | 16.079 | 7.590 | 4.789 | 3.503 | 2.207

ARL 114.016 | 71.736 | 27.083 | 12.601 | 8.218 | 4.982 | 3.623 | 2.475

75 | E(fyz —7) | 99.225| 53.974 | 11.476 | 1.387 | -0.490 | -0.785 | -0.584 | -0.294

6(TymLg) 115.369 | 87.458 | 35.581 | 13.299 | 9.641 | 6.100 | 3.852 | 2.087

ARL 112.779 | 67.935|23.921 | 11.899 | 7.854 | 4.854 | 3.567 | 2.424

100 | E(fyr —T) | 97.348 | 49.790 | 8.465| 0.333 | -0.699 | -1.016 | -0.645 | -0.389

0(Tyig) 113.473 | 83.919 | 27.686 | 15.376 | 10.580 | 7.853 | 4.430 | 3.546

De acuerdo al algoritmo el ARL es calculado considerando que no hubo ninguna falsa alarma
previa a la obtencién de los primeros T datos. En esta tabla se han considerado los casos en que
el punto de cambio T toma los valores de 25, 50, 75 y 100. Los cambios en la media
corresponden a py; = Uy + 60y.
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Tabla 4 El desempefio sobre muestras de diferente tamafio de subgrupo (m) de la carta de control CUSUM de auto-
inicio para el ARL, el sesgo de la estimacion del punto de cambio E(%y,; — T) y la estimacion del error estandar
asociado para la estimacién del punto de cambio @ (%) cuando T = 50. Los valores fueron calculados usando
10,000 repeticiones.

)
m | Meétrica 0.00 0.25 0.50 0.75 1.0 1.5 2.0 3.0
ARL 111.617 | 78.908 | 33.849 | 14.168 | 8.632 | 5.104 | 3.750 | 2.532

1| E(fyys —7) | 97.145|63.078 | 18.122 | 2.846 | 0.139 | -0.653 | -0.566 | -0.328

6(TyLg) 113.291 | 95.497 | 49.708 | 16.079 | 7.590 | 4.789 | 3.503 | 2.207

ARL 111.814 | 42.462 | 10.825 | 6.059 | 4.374 | 2.888 | 2.247 | 1.700

3 E'(‘fMLE—T) 97.785 | 26.058 | 1.053 | -0.583 | -0.585 | -0.363 | -0.188 | -0.029

0(TymLg) 113.022 | 57.751 | 10.240 | 5.640 | 4.150 | 2.296 | 1.418 | 0.421

ARL 112.348 | 25.803 | 7.375| 4.499| 3.332 | 2.298 | 1.847 | 1.434

5 | E(fys —7) | 98.086 | 11.227 | -0.322 | -0.623 | -0.494 | -0.236 | -0.084 | -0.005

6(TymLg) 115.189 | 34.590 | 6.752 | 4.247 | 3.167 | 1.694 | 0.722 | 0.089

De acuerdo al algoritmo el ARL es calculado considerando que no hubo ninguna falsa alarma
previa a la obtencion de los primeros T = 50 datos. En esta tabla se han considerado los casos en
gue el punto de cambio 7 toma los valores de 25, 50, 75 y 100. Los cambios en la media
corresponden a y; = Uy + 60y.
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Tabla 5 El desempefio de la carta de control CUSUM de auto-inicio para el ARL, el sesgo de la estimacion del punto
de cambio E(Zy,r — T) Y el error estandar asociado de la estimacion del punto de cambio @(%y,z) cuando T =50
y m = 1 utilizando diferentes valores de w datos extras.

o
w Métrica 0.00 0.25 0.50 0.75 1.0 1.5 2.0 3.0
ARL 115.080 | 79.773 | 33.349 | 14.076 | 8.654 | 5.105 | 3.742 | 2.545

5 | E(fyur —7) | 84.752|50.533 | 11.301 | 0.778 | -0.075 | -0.212 | -0.113 | -0.030

0(TyLg) 116.186 | 91.337 | 40.642 | 12.889 | 7.068 | 3.314 | 1.598 | 0.570

ARL 112.916 | 80.789 | 33.049 | 14.195 | 8.668 | 5.125 | 3.717 | 2.535

10 E'(‘fMLE—T) 75.577 | 44.517 | 8.958 | 1.100 | 0.064 | -0.084 | -0.009 | -0.005

0(TymLE) 111.842 | 88.981 | 37.946 | 13.115 | 6.645| 2.755 | 1.356 | 0.543

ARL 114.027 | 79.834 | 33.267 | 14.205 | 8.656 | 5.118 | 3.764 | 2.532

15 | E(fyp —7) | 72.141 |41.822 | 9.270 | 1.333 | 0.151 |-0.012 | 0.002 | -0.002

0(TymLE) 112.866 | 87.750 | 39.193 | 13.048 | 6.367 | 2.471 | 1.331 | 0.523

ARL 112.511 | 82.059 | 31.984 | 14.002 | 8.675 | 5.080 | 3.751 | 2.527

20 | E(fyp —7) | 69.091 | 41.164 | 8.284 | 1.386 | 0.267 | 0.019 | 0.003 | -0.009

0(TyLg) 110.566 | 87.179 | 37.096 | 13.159 | 6.077 | 2.342 | 1.266 | 0.518

De acuerdo al algoritmo el ARL es calculado considerando que no hubo ninguna falsa alarma
previa a la obtencidn de los primeros 7 = 50 datos. En esta tabla se han considerado w =5, 10,
15 y 20 datos extras después de que la carta de control CUSUM manda la sefial de un valor fuera
de control estadistico. Los cambios en la media corresponden a pu; = o + 80y.
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Tabla 6 El desempefio de la carta de control CUSUM de auto-inicio para el ARL, el sesgo de la estimacion del punto
de cambio E(%y,z — T) Y el error estAndar asociado para la estimacion del punto de cambio @ (%) cuando t =
100 y m = 1 (tamafio del subgrupo) utilizando diferentes valores de w datos extras.

o
w Métrica 0.00 0.25 0.50 0.75 1.0 1.5 2.0 3.0
ARL 113.756 | 67.167 | 24.231 | 11.979 | 8.035 | 4.897 | 3.590 | 2.449

5 | E(fyur —7) | 78.173 | 32.732| 3.005 | -0.794 | -0.732 | -0.248 | -0.086 | -0.029

0(TyLg) 121.544 | 79.691 | 30.719 | 15.912 | 9.987 | 3.609 | 1.446 | 0.575

ARL 113.051 | 68.596 | 23.863 | 11.777 | 7.971 | 4.882 | 3.609 | 2.450

10 E'(‘fMLE—T) 64.405 | 27.172 | 1.590 | -0.820 | -0.413 | -0.101 | -0.031 | -0.002

0(TymLE) 119.498 | 82.015 | 29.299 | 14.391 | 8.439 | 2.988 | 1.348 | 0.514

ARL 113.096 | 69.559 | 23.743 | 11.950 | 7.971 | 4.907 | 3.614 | 2.436

15 | E(fy1r — 7) | 59.595 | 25.338 | 1.779 | -0.075 | 0.054 | 0.042 |-0.019 | -0.003

6(tmp) | 123.382[83.362 | 27.874 | 13.272 | 6.287 | 2.271 | 1.252| 0.501

ARL 113.936 | 65.916 | 24.084 | 11.876 | 7.939 | 4.909 | 3.591 | 2.438

20 | E(fyr —7) | 58.353|21.911| 1.981| 0.327 | 0.125 | 0.060 | -0.001 | -0.008

0(TyLg) 127.451 | 79.075 | 28.525 | 11.668 | 5.657 | 2.265 | 1.274 | 0.499

De acuerdo al algoritmo el ARL es calculado considerando que no hubo ninguna falsa alarma
previa a la obtencién de los primeros T = 100 datos. En esta tabla se han considerado 5, 10, 15y
20 datos extras después de que la carta de control CUSUM manda la sefal de un valor fuera de
control estadistico. Los cambios en la media corresponden a yu; = o + 60y.
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Tabla 7 El sesgo para la estimacién del punto de cambio mediante el uso de la carta CUSUM de auto-inicio y del
MLE, E(Zcysym — T) Y el error estandar asociado p cambio @ (Z¢ysyy) param = 1 utilizando diferentes valores de
1. Los valores fueron calculados usando 10,000 simulaciones.

T Métrica 0.00 0.25 0.50 0.75 1.0 1.5 2.0 3.0

E(fcysym —T) | 44.971 | 26.320 | 4.468 | -3.187 | -4.574 | -4.485 | -4.483 | -4.637

> 6(tcusum) | 92.699 | 84.533 [ 47.875[19.441 | 7.304 | 5.830 | 5.788 | 5.919
E(fcysym —7) | 46.441 | 14.035 | -2.638 | -4.817 | -4.860 | -4.949 | -4.841 | -4.976
> 6(tcusum) | 97.412 ] 68.363 | 25.351 [ 10.399 | 7.028 | 7.248 | 7.155 | 7.161
E(fcysym —7) | 46.543 | 7.874 | -4.288 | -4.973 | -4.847 | -4.966 | -5.008 | -4.948
75

0(Tcusum) 97.412 | 55.589 | 16.839 | 7.395| 7.021| 7.373| 7.331| 7.289

E(fcysum —T) | 46.827 | 4.326 | -4.619 | -4.900 | -4.921 | -5.020 | -5.027 | -4.887

100 0 (Tcysum) 97.669 | 49.120 | 8.550( 7.363 | 7.212| 7.322 | 7.455| 7.172

Esta tabla presenta los resultados para la estimacién del punto de cambio mediante el uso de la
carta de control CUSUM de auto-inicio para los valores del punto de cambio 7 = 25, 50, 75 y
100. Se considera un subgrupo de 1 observaciéon, tamafo de muestra m = 1, los cambios en la
media corresponden a p; = py + 80,. Se realizaron 10,000 simulaciones para la obtencién de
los datos en esta tabla.
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Tabla 8 Probabilidades de los diferentes valores de que el sesgo del estimador y el valor real sea menor a un rango de
valores de {0, 1,2, ..., 24} cont =100, tamafio de subgrupo m =1y w = 0 datos extras.

)

0.25 050 (0.75| 10 | 15 | 20 | 3.0

P(ewie =7) 0.026 0.078 0.160{0.259|0.431|0.598 | 0.809

)

fMLE—T\Sl) 0.063|0.185|0.327(0.467 | 0.672|0.813|0.932

T

fMLE—T\§2) 0.099|0.265|0.441|0.596|0.790 | 0.892 | 0.962

jv)

T
PN R N =N

fMLE—T\S?’) 0.124|0.326|0.523 0.682 | 0.855|0.927|0.973

~—~—1

fMLE —T‘ <4

0.152]0.381|0.588|0.748 |0.893|0.945 | 0.980

T

tve —7] <5

0.180|0.4280.643(0.798|0.919|0.958 | 0.985

jv)

tye —7|<6

0.203 |0.467|0.687 | 0.834 | 0.936 | 0.966 | 0.988

U

fMLE—T\S7) 0.22410.5030.725(0.863|0.9480.971 | 0.991

T

fMLE_T‘SS) 0.246|0.536|0.756 (0.886|0.956 | 0.976 | 0.992

jv)

fMLE—T\Sg) 0.266|0.567|0.781|0.904 | 0.963 | 0.980|0.993

-

fMLE—T\Slo) 0.285]0.594 1 0.806{0.921|0.968|0.983 | 0.994

T

0.317]0.6420.8460.941|0.976|0.987 | 0.995

tve —7] <12

-

0.349|0.680|0.877|0.956 |0.980 | 0.992 | 0.996

tye —7] <14

fMLE—T\Slﬁ) 0.378]0.7130.901 {0.966 | 0.983|0.993 | 0.997

U

_— e /e /e /e /= =

fMLE_T‘S18) 0.403|0.7430.919(0.970|0.985|0.994 | 0.997

o)

fMLE—T\SZO) 0.430|0.767|0.934|0.975|0.9870.995|0.997

T

fMLE—T\SZZ) 0.453]0.790|0.9430.978|0.988|0.996 | 0.998

fMLE—T\324) 0.474|0.811/0.951|0.9810.989|0.996 | 0.998
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Tabla 9 Probabilidades de que el sesgo del estimador y el valor real sea menor a un rango de valores de {0, 1, 2, ...,
243} con t =100, tamafio de subgrupo m = 1 y w = 20 datos extras.

0.25 050 (0.75| 10 | 15 | 20 | 3.0

P(ewie =7) 0.0260.090(0.1730.283 | 0.466 | 0.628 | 0.854

)

fMLE_T‘Sl) 0.066 | 0.199|0.353 | 0.507 |0.724 | 0.855|0.976

T

fMLE_T‘SZ) 0.101|0.287|0.470|0.637|0.840|0.936|0.995

jv)

fMLE—T\S?’) 0.133|0.3560.557(0.727{0.904 | 0.969 | 0.999

T

~~—

fMLE —T‘ <4

0.160|0.411|0.6260.784|0.937|0.986 | 1.000

tve —7] <5

0.182|0.461|0.680|0.834|0.960|0.994 | 1.000

jv)

tye —7|<6

0.206 (0.498 |0.728 10.870|0.975|0.997 | 1.000

U

fMLE_T‘S7) 0.22810.534|0.766 | 0.895 | 0.986 | 0.999 | 1.000

T

T
N N N N = N

fMLE_T‘SS) 0.249|0.565(0.799|0.913|0.991|0.999 | 1.000

jv)

fMLE_T‘Sg) 0.268|0.5940.8230.930/0.993|1.000|1.000

-

fMLE_T‘Slo) 0.287]0.619|0.8430.943|0.995|1.000 | 1.000

T

tve —7] <12

0.323/0.661|0.8760.961|0.998 |1.000 | 1.000

-

tye —7] <14

0.353|0.7000.900|0.9740.999 | 1.000 | 1.000

fMLE_T‘Sle) 0.37810.7260.919|0.981|0.999| 1.000 | 1.000

U

_— e /e /e /e /= =

fMLE_T‘S18) 0.408 |0.7520.932|0.987|1.000|1.000 | 1.000

o)

fMLE_T‘SZO) 0.433/0.775|0.94410.991|1.000|1.000 | 1.000

T

fMLE_T‘SZZ) 0.45410.796 0.9540.995|1.000| 1.000 | 1.000

fMLE—T\SZ“) 0.475|0.813|0.962|0.995|1.000|1.000|1.000
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3.5 Conclusiones y Trabajos Futuros

La CUSUM de auto-inicio usa una estimacién recursiva de los parametros mediante la
implementacién de medias y desviaciones estandar calculadas repetidamente en base a todas
las observaciones disponibles en cada momento del proceso. Esto evita sesgos por encima y
debajo de la estimacién creada por la Fase | del SPC. Las cartas de control para la media tipo
Shewhart son efectivas si la magnitud del cambio se encuentra en un rango de 1.50 a 20 o
mayores [6] en tal caso las cartas de control CUSUM (T ysym) SON una buena alternativa y
permiten estimar el punto cambio; sin embargo el sesgo de estas estimaciones puede ser
reducido usando el correspondiente estimador de maxima verosimilitud (T.ysyn) - Una vez que
la sefial es enviada por la carta de control se sugiere usar el MLE para punto de cambio, en la
practica, en la presencia de cambios mayores o iguales a 0.750 unidades de distancia de la
media considerando un periodo de calentamiento, de la carta de control CUSUM, de 50
muestras tal como lo recomienda Hawkins [5].
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CAPITULO 4. INVESTIGACION 2

Deteccion Secuencial y Estimacion de Cambios
Sostenidos en la Varianza de Series de Tiempo
Usando una carta de Control con Auto-Inicio y el
MLE para Observaciones con Distribucion Normal

Esta investigacion retoma la inspeccién de procesos que siguen una distribucién Normal
considerando que ahora el parametro que cambia es la desviaciéon estandar, esto es, las
condiciones de normalidad se siguen suponiendo solo que ahora mientras la media se mantiene
constante (4o = u1), antes y después del tiempo desconocido T, la desviacién estdndar es la
que cambia (gy # g1). Se propone el uso secuencial de cartas de control CUSUM de auto-inicio
con estimadores de maxima verosimilitud para el monitoreo de este proceso. Se realizan
simulaciones para comparar el desempefiio del estimador de maxima verosimilitud del punto de
cambio y el estimador de la carta de control de auto-inicio. Basado en el sesgo y la desviacion
estandar del estimador (%) respecto al valor real t.

Este articulo serd enviado para su publicacion a: Quality and Reliability Engineering International
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Deteccidn Secuencial y Estimacion de Cambios Sostenidos en la Varianza a través
de Series de Tiempo Usando la Carta de Control CUSUM de auto-inicio y MLE
para Observaciones con Distribucion Normal

Victor G. Tercero-Gémez, Ph. D.,Ph. D.
Alvaro E. Cordero-Franco, Angel S. Pérez-Blanco, M.C.,
Universidad Auténoma de Nuevo Ledn- Facultad de Ciencias Fisico Matematicas
San Nicolas de los Garza, Nuevo Ledn, México

Cuando un proceso es monitoreado por cartas de control y un cambio ocurre se espera recibir
una sefal de alarma a la brevedad. Una vez que la sefial es recibida se inicia un procedimiento
de busqueda de la causa que la provocé. Esta actividad implica analizar las condiciones del
proceso en y antes del momento en que la sefial fue emitida debido a que la causa de variacién
pudo haber empezado antes dicha emision. Disponer de herramientas que provean una buena
estimacion del momento exacto en que la causa se manifesté iniciando el cambio ayudaria a las
personas encargadas del proceso en la busqueda de la causa asignable con lo que tendrian un
ahorro en tiempo, esfuerzo y dinero. El éxito de esta busqueda les auxiliaria en decidir y realizar
las actividades preventivas y/o correctivas que regresen al proceso a estar en control
estadistico. En esta investigacion se analiza el desempefio de un estimador obtenido a partir del
uso secuencial de una carta de control CUSUM de auto-inicio y el MLE para el punto de cambio
para procesos que son caracterizados por una funcién de distribucion Normal y cuya varianza
cambia a partir de un momento especifico desconocido.

Palabras clave: Estimacion del punto de cambio; CUSUM de auto-inicio; MLE; varianza;
distribucién Normal.

4.1. Introduccién
Las cartas de control en el Control Estadistico de Procesos (SPC) son herramientas usadas para

monitorear el estado de un proceso. Mantener una vigilancia sobre la variabilidad en la media
y/o en la varianza de los mismos son una de sus principales razones de ser. Cuando la carta de
control manda una senal indicando que el proceso ha salido de control estadistico es
conveniente iniciar una busqueda de la(s) causa(s) que provoca(n) esta situacién. Debido a la
potencial demora en que una carta de control envia la sefial de alerta la estimacion del
momento en que el cambio ocurrié es de ayuda para el personal encargado de controlar y
monitorear el proceso, sin duda ellos desean tener la mayor cantidad de informacién posible.
Conocer el momento en que el cambio ocurrié ayuda en la busqueda para identificar la causa
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de variacién mas rapidamente y a la toma de las acciones apropiadas para volver a tener al
proceso en control estadistico. Esta situacidn ha sido una de las motivaciones para que se hayan
desarrollado procedimientos para estimar el momento en que el cambio ocurre, este momento
es conocido como Punto de Cambio (CP por sus siglas en ingles). Alrededor de 1950 empiezan a
aparecer articulos con propuestas sobre como estimar el punto de cambio desde diferentes
enfoques: bayesiano, cldsico, no paramétrico y con diferentes suposiciones: solo un cambio en
un parametro, varios cambios, varios parametros, los cuales serdn comentados en la siguiente
seccidon. Desde un enfoque clasico dos herramientas propuestas y utilizadas son las cartas
CUSUM creada por por Page [29] y las EWMA (Exponentially Weighted Moving Average Chart)
por Roberts [7] las cuales son comparadas por Nishina en [31] donde concluye que tienen
desempeiios casi equivalentes basdandose en el ARL, si los pardmetros son adecuadamente
elegidos. El recomienda la CUSUM desde el punto de vista de la estimacién del punto de
cambio. Samuel, Pignatiello y Calvin [32] propusieron usar la funcion de maxima verosimilitud
del punto de cambio para cambios en la media utilizando cartas de control para X mientras que
los mismos autores en [94] proponen un estimador de la desviacién estandar usando la funcién
de maxima verosimilitud para cartas de control para la S. Hawkins [5] desarrolla una CUSUM de
auto-inicio en la cual cada observacidon sucesiva es estandarizada usando la media y la
desviacidn estandar previas, esto permite empezar a monitorear el sistema sin necesidad de
conocer los parametros iniciales. Una de las caracteristicas de la CUSUM es que conforme las
observaciones son tomadas y utilizadas en los cdlculos de la misma, éstos convergeran a los
valores reales [95] de la media y la desviacién. La CUSUM de auto-inicio fue creada para
detectar pequefios cambios con la posibilidad de ser implementada sin una Fase | o
conocimiento previo de los pardmetros del proceso. En esta investigacion se considera el uso
secuencial de la carta de control CUSUM de auto-inicio y el estimador de maxima verosimilitud
para el punto de cambio para estimar el CP para un proceso caracterizado por una distribuciéon
Normal para la cual el pardmetro que cambiara sera o. Esto es, antes del momento 7 la funcién
de distribucion que define al proceso es N (i, 0y) y posterior a él es N(uy, 01) donde oy # 0.

Para la funcién de distribucién Normal se han desarrollado diferentes estimadores, tanto para
cambios en la media como en la varianza, en particular Cordero et al. [81] en 2012 desarrollaron
los estimadores para cambios en la media, varianza y ambos, para el caso de parametros
iniciales desconocidos. Debido a que estos estimadores son obtenidos a partir de
consideraciones similares a las que se tiene para las cartas de control CUSUM de auto-inicio
parece natural combinar ambas herramientas para desarrollar un nuevo estimador.

La forma en que esta investigacién ha considerado utilizar ambas herramientas es mediante un
uso secuencial considerando primero una carta de control que sefiale el momento en que un
proceso esta fuera de control estadistico para inmediatamente proceder con la estimacion del
punto de cambio mediante el uso de un estimador de maxima verosimilitud correspondiente,
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todo esto considerando un proceso caracterizado por una funcién de distribucién Normal con
parametros desconocidos. Este uso secuencial de dos herramientas del SPC aprovecha la
naturaleza de las cartas de control, que analizan dato por dato en tiempo real y se
complementa con la naturaleza del MLE para el punto de cambio cuyo andlisis es
necesariamente fuera de linea, ya que utiliza un conjunto fijo de datos para determinar el
estimador.

El desarrollo de la investigacion incluye la Seccidén 4.2 de revisidn de la literatura que refiere
principalmente a los estimadores de punto de cambio obtenidos por una carta de control
CUSUM vy por el MLE para el punto de cambio; la Seccidon 4.3 presenta la forma en que se
propone combinar ambas herramientas; la Seccién 4.4 detalla los resultados obtenidos a partir
de una simulacion Monte Carlo donde se analizan los resultados de aplicar la metodologia
propuesta considerando diferentes escenarios; finalmente la Seccién 4.5 presenta las
conclusiones basadas en los resultados obtenidos de las simulaciones asi como posibles areas
de aplicacién y trabajos futuros dentro del contexto del SPC.

4.2. Revision Literaria
Las cartas de control de Shewhart [3] fueron pioneras en monitorear la variabilidad en un

proceso, con el tiempo fueron apareciendo nuevas cartas de control con caracteristicas que las
hacian mas sensibles a los cambios en la media y/o la varianza, tal es el caso de las cartas
CUSUM desarrolladas por Page [4] . Estas cartas permiten la deteccién de cambios en el proceso
cuando estos se presentan de manera sostenida y pueden ser tan pequefios como 1.5
desviaciones estandar [6]. Estudios sobre el desempefio y propiedades de estas cartas pueden
ser consultados en Page [56] y [21], Hawkins y Olwell [96], Acosta [60] y Acosta, Pignatiello y
Rao [14].

Debido a que la carta de control CUSUM supone parametros conocidos es util para la Fase Il del
SPC, sin embargo para la Fase | se han desarrollado cartas CUSUM de auto-inicio que salvan el
obstaculo de no tener informacion sobre los parametros. Esta carta de control es desarrollada
por Hawkins [5] en 1987 y posteriormente Quesenberry [53] desarrolla cartas de control para
series de datos que se caracterizan por una distribucion Normal para monitorear la media y la
varianza y en donde no se cuenta con informacion a priori de los parametros. Una aportacién
importante al monitoreo de la varianza, y la media, la hacen Li, Zhang y Wanga en 2010 [34] al
presentar una carta de control de auto-inicio que permite monitorear la media y la varianza
simultdneamente cuando los pardmetros iniciales son desconocidos. Por su parte las cartas de
control tipo EWMA, desarrolladas por Roberts [7] son también de gran utilidad en detectar la
variacidén en un proceso al considerar la historia del proceso. Estas cartas tienen la caracteristica
de dar ponderacion a los datos con la finalidad de que todos tengan un peso especifico sobre la
decisidén a tomar sobre si las observaciones estan dentro o fuera de control estadistico.
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Las herramientas mencionadas anteriormente representan una parte de lo que compone el SPC,
todas ellas tienen como finalidad determinar cuando un proceso estd en control estadistico o
cuando no lo esta. Sin embargo adolecen de un punto, no todas son capaces de estimar el
instante exacto en que el cambio en los parametros de la funcidon que caracteriza a la muestra
de observaciones ha iniciado, para ello es necesario recurrir a otras técnicas. El término Analisis
de Punto de Cambio ha sido acufiado para definir a los métodos de deteccidn y estimacién de
cambios sostenidos en series de tiempo mediante la creacién de pruebas y estimadores para el
punto de cambio.

El problema del punto de cambio ha sido analizado desde diferentes perspectivas, Girshick y
Rubin [8] lo hicieron desde un enfoque bayesiano mientras que Page [21] utilizé la estadistica
cldsica, una aportaciéon importante fue el uso del MLE y las pruebas de cociente de verosimilitud
para detectar el punto de cambio aportado por Hinkley [30]. Este hecho senté las bases para
crear estimadores para diferentes distribuciones con pardmetros iniciales conocidos y/o
desconocidos y en los ultimos anos algunos investigadores han direccionado sus esfuerzos en
este sentido. Algunos de ellos son Nedumaran, Pignatiello y Calvin [63] y Pignatiello y Samuel
[67]. En otro frente, Hawkins y Zamba [10] propusieron una carta de control basada en el
cociente de verosimilitud general (GLR) basado en las pruebas estadisticas de Bartlett, Tercero
et al. [82] crearon una carta de control, basada en los p- valores de una prueba de Chi Cuadrada
para monitorear cambios en la varianza de un proceso caracterizado por una funcién de
distribucién Normal.

4.3 Modelo
El proceso es caracterizado por un conjunto de muestras independientes normales

Xy X, X ., X, como se muestra en la ecuacion (1)

T+l

Xi~{N(,UO,O'O), 1<i<rt (1)

N(,uo,al), T<Ii<T

T, U,, 0, Y 0, son desconocidos, y T es el primer valor fuera de control de la muestra detectado

por la carta de control CUSUM de auto-inicio. X; es un vector de observaciones de tamafio m
donde cada elemento X, sigue una distribucion como la indicada. La Seccion 4.3.1 revisa la

carta de control CUSUM de auto-inicio, la Seccién 4.3.2 describe el enfoque de punto de cambio
usando el MLE, la Seccién 4.3.3 presenta un analisis del modelo de punto de cambio de Ila
metodologia propuesta y la Seccién 4.4 detalla el disefio de la experimentacidn.

4.3.1 CUSUM de auto-inicio
Las cartas de control CUSUM de auto-inicio desarrolladas por Hawkins [5] son utiles cuando se

sabe que el proceso es caracterizado por una distribucién Normal y sus parametros iniciales son
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desconocidos, estas cartas no requieren de la Fase | del SPC y la Unica suposicidon es la
Normalidad del proceso, como se indicd. Su implementacion implica la estimacidon de los
parametros del proceso mediante el uso de ecuaciones recursivas las cuales son detalladas en
(2) y (3), con la primera se va calculando el valor de la media muestral y la segunda es una forma
de calcular la desviacién estandar cuyos valores se actualizan con cada muestra que se toma en
el momento i. Las ecuaciones (4) y (5) son usadas para calcular desviaciones estudentizadas de
las estimaciones anteriores. Estas ecuaciones son formulaciones recursivas del estadistico de
prueba usado en la prueba t para dos muestras independientes.

Xi=Xioa+ X —Xi1)/i (2)

Si =S+ —1DX; — X;_1)?/i (3)

Ty =a;(X; —Xi—1) /NSi-1/(i—2) (4)

Donde,

a; =+ ({=1/i (5)

Hawkins [97] demostré que los residuales estudentizados T;’s son independientes y siguen una

funcién de distribucion t con i — 2 grados de libertad. Con el fin de evitar calcular los limites de
control conforme los grados de libertad se incrementan la funcién de distribucién t cambia por

lo que T, es transformada en una variable aleatoria U; cuya funcién de distribucién se

U, = (WJG —2)In(1+ _Tizzj (6)

8(i—2)+3 i—

La U, tiene una distribucién aproximada a una N(0,1). Esta aproximacién fue obtenida por

aproxima a la Normal.

Wallace [90] y la exactitud fue medida por Preizer y Partt [91]. U, puede ser considerada como

un residual estudiantizado, reestandirizada para distribuirse aproximadamente como una
N(0,1), donde cada valor mide la desviacién de la X correspondiente de sus predecesores.

La otra ecuacion involucrada en los calculos es:

V, =(./abs(U;) —0.822)/0.349 (7)

Hawkins [98] sugiere que estos nuevos valores son mas sensitivos a los desplazamientos en la
varianza que a los de la media. Montgomery [6] indica que los V, son sensibles a los

desplazamientos tanto de la media como de la varianza, debido a que la distribucion de lasV;,
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bajo control es aproximadamente N(0,1) [49], es posible establecer los limites para la CUSUM
de la desviacion estandar mediante las siguientes ecuaciones:

S = max(0,5;", + U; — k) (8)
S; =max(0,S;_, + U; + k) (9)
S:=S; =0 (10)

La ecuacién (8) monitorea los cambios positivos y es conocida como CUSUM hacia arriba y la
otra ecuacion (9) monitorea los cambios negativos y es conocida como CUSUM hacia abajo. .
Ambas empiezan en 0, como lo indica la ecuacién (10):

En este caso, k es una cantidad permitida por observacion, de tal forma que los movimientos de
X; menores a lo permitido no son registrados. El pardmetro h es una decisidn del limite de
control. Los valores absolutos de Si+ o S; mayores que h indican una sefal fuera de control. Si
una sefial es dada enS;", entonces X; se incrementa. El contador se decrementa si la sefial es
dada por S; . Observe que las primeras dos observaciones no pueden ser usadas para calcular
T;,U;jy V; . Solo cuando la tercera observacion esta disponible se puede calcular una desviacion
estandar no trivial, esto implica que i —2 > 0. En consecuencia, una carta de control CUSUM

de auto-inicio empieza desde la tercera observacion del conjunto de datos.

Los criterios para seleccionar los valores de h y k son semejantes a los que se siguen para
seleccionar los valores para el caso del CUSUM para la media en donde se sugiere un h de 5
veces la o del proceso mientras que la k es la mitad de la distancia ente las medias [6]. El hecho
de estandarizar la CUSUM ofrece dos ventajas [6] :

a) La primera ventaja es que muchas cartas CUSUM pueden tener ahora los mismos valores
de ky h, y la eleccion de estos parametros no depende de o;

b) La segunda ventaja es que una CUSUM estandarizada lleva de manera natural a una
CUSUM para controlar la variabilidad.

Bajo las consideraciones anteriores y siguiendo las recomendaciones de Lucas y Crosier [92],y a
la estandarizacién a una N(0,1) se usaran los valores de k =%y h = 5 para realizar la simulacion
de casos.

4.3.2 Estimacidon del Punto de Cambio

Basados en la teoria desarrollada por Hinkley [30] se ha considerado un proceso Normal que
presenta un cambio en la desviacién estdndar entre el tiempo 7 — 1 y 7. Esta suposicidon
generara dos procesos, el primero con pardmetros desconocidos p, y gp; y el segundo con
parametros desconocidos f¢, y o1. La funcion de verosimilitud esta definida por
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L(t,uo,ao,al‘x)z Hﬁ f(t,ﬂoao-o‘xi'j )Hlm[ f(tnuo’o_l‘xi,j) (11)

i=l j=1 i=r+1 j=1
Es bien conocido que el utilizar la funcidn logaritmo natural simplifica la obtencidn de derivadas
y facilita el trabajo algebraico por lo que se utilizara en la funcién de maxima verosimilitud
obteniendo

InL = Zt:iln exp Q +ZZIn ! ( élo)z (12)

eXp| —
i=l j=1 A 27[0—0 O- i=t+l j=1 A2 7Oy O-l

Con el fin de encontrar el MLE para el tiempo 7 es necesario encontrar el MLE para los tres

parametros desconocidos gy, 07 y T; y después de ello encontrar el momento que maximiza a
ecuacion (11) o (12). Esto es hecho por el uso de las siguientes ecuaciones (13-15).

e =arg min {dlmrdg(T_T)} (13)
2<t<T-2
donde
T m L 2
O'g — l=12]=1(xl,] qu) (14)
mrt
2 I=r41 Z}n=1(xi,j — 1p)?
m(T — 1)

Siguiendo a Montgomery [6] al construir una carta de control CUSUM es posible obtener un
estimador natural del punto de cambio. Un analista puede seguir el nimero de cambios

S$*,|S7| > 0 definiendo dos variables adicionales llamadas N;" and N, . Una estimacién del

punto de cambio es construido como se muestra en la ecuacién (16) por laresta N;" y N, del

tiempo T de las muestras que salen de control. Estas variables son un contador de la cantidad
de Si+ y S; diferentes de cero que se encuentran previas al momento en que un punto sale de
de los limites de control (T) y posteriores al tltimo cero obtenido en cada uno de los valores de
Si+ y S; . Al realizar este procedimiento y restar los valores al momento T lo que se obtiene es
una estimacion del punto de cambio, el cual resulta congruente con la idea de que el punto de
cambio es previo al momento en que la carta de control manda una senal de alarma.

2eusom = MIN{T—N, T—N; | (16)

La principal ventaja de los ultimos estimadores es la facilidad para calcularlos.

53



4.3.3 Analisis del Modelo del Punto de Cambio Secuencial
En la Figura 9 se detalla el uso secuencial del CUSUM de auto-inicio y el T,z para detectar
cuando un cambio sostenido ocurre y estimar el momento en que inicié. El monitoreo del

proceso inicia con una carta de control CUSUM la cual envia una sefial cuando una muestra
fuera de control es encontrada, esta muestra es llamadaT, y se utiliza la ecuacién (12) para
estimar el punto de cambio. Si se considera necesario incrementar la precisién se recomienda
obtener muestras adicionales w y la estadistica T' =T + Wdebera ser considerada en la
ecuacion (12) en lugar de Unicamente T .

v

. Monitoreo del Muestra DefineT= Encontrar la
Inicia el | Procesos usando .
. fuera de y estimar —> causa de
proceso una grafica de control? Usando # variacién
Control Normal $anco Tyie

¢ I

Figura 9 Deteccion secuencial del punto de cambio y su estimacién con el CUSUM de auto-inicio y el MLE del
punto de cambio para series de observaciones normales independientes.

Es importante sefalar que se ha considerado una serie de observaciones normales
independientes cuyos parametros iniciales son desconocidos asi como su homocedasticidad, lo
cual aplica para el CUSUM de auto-inicio y para el 7y;;,5. En la siguiente seccidn se consideran
diferentes escenarios para evaluar el desempeio del 7,z obtenido por este modelo y
compararlo con los resultados obtenidos por el T-ysym Y €l Average Run Length (ARL) del
CUSUM de auto-inicio.
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43.4

Disefio de la Experimentacién

Para evaluar el desempeiio de la integracién de la carta de control CUSUM de auto-inicio con el
MLE, se han considerado diferentes escenarios los cuales son detallados en la Tabla 10.

Tabla 10 Factores para medir el desempefio de la integracién del CUSUM de auto-inicio y el MLE.

Factores Niveles
Estimadores fmie, fcusum, ARL
T 25, 50, 75, 100
Cociente 01/ 0p 1,1.10,1.20, 1.30, 1.40, 1.50, 2.00, 3.00
Tamafio del subgrupo (m) 1,3,5

Datos extra después de que el cambio es
detectado (w)

0, 5,10, 15, 20

Usando la experimentacién Monte Carlo para evaluar cada escenario presentado en la Tabla 10

los siguientes pasos fueron seguidos:

1.
2.
3.

Lo N

Marcar un punto de cambio 7.

Definiri=1

Mientras (i < 7) Y (la CUSUM no envié una sefial de alarma) generar X, con vectores
aleatorios utilizando la ecuacion (1)

Si el CUSUM de auto-inicio envia una sefial de alarma parar e ir al paso numero 2, si no
detecta cambios, ir al paso numero 5.

Generar X, vectores aleatorios utilizando la ecuacién (1) hasta que la CUSUM de auto-
inicio envie una seial de alarma, al momento en que se envia la sefial de alarma se le
llamard T.

Estimar el punto de cambio #\ ¢ Yy #cysum Para los conjuntos de datos.

Calcular el error estimado #\yy g —7 Yy fcusum —7

Repetir del paso nimero 2 al 4, hacerlo 10,000 veces.

Estimar el sesgo, el error estandar de 7y Y fcusum, Y €l ARL de la carta de control

CUSUM de auto-inicio.

10. Calcular la probabilidad P(|Zy.z — | < D), donde D={0, 1, 2, ...,24}
11. Seleccionar otro escenario y regresar al paso numero 1.
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4.4 Resultados de la Experimentacion
Considerando los escenarios descritos en la seccion previa se han realizado simulaciones Monte

Carlo para evaluar el desempeiio del estimador obtenido mediante el uso secuencial del CUSUM
de auto-inicio y el MLE. Los resultados son presentados en tablas cuyos encabezados indican el
escenario que se esta considerando. La Tabla 11 muestra el desempefio para diferentes
ubicaciones del punto de cambio y la magnitud del cambio para subgrupos de tamafio m = 1. De
los datos en esta tabla se deduce que el ARL mejora el sesgo y el error estandar del punto de
cambio calculado por el MLE del punto de cambio, éste se hace mds pequefio cuando la
magnitud del cambio se incrementa asi como cuando el cambio ocurre lejos del punto inicial, en
estos casos el CUSUM puede presentar falsa alarmas esto es, indicar que el proceso estd fuera
de control cuando en realidad no lo esta. En la Tabla 12 se analiza el desempefio cuando la
ubicacién del cambio es en T = 50 considerando diferentes tamafios de subgrupo. La precisién
del estimador también mejora cuando el tamafio del subgrupo se incrementa.

En las Tablas 13 y 14 se han incluido w datos extras correspondientes a observaciones después
de que el CUSUM de auto-inicio ha detectado que un cambio ha ocurrido, esto se hizo con el fin
de probar si el desempeno del MLE para el punto de cambio mejora cuando tiene mas datos, se
usé T =50 and 7 = 100. De las mismas tablas se puede observar que el sesgo y el error estandar
mejoran conforme w se incrementa. Aun cuando esta mejora en la precision es significativa, su
uso en la vida real deberd ser evaluado en base al costo de obtener nueva informacion.

La Tabla 15 muestra el desempefio de la carta de control CUSUSM con auto-inicio para estimar
el punto de cambio, la cual es evaluada considerando los mismos escenarios usados en la Tabla
10. EL ¢ sum tiene menor sesgo y menor error estandar que el T, pcuando cambios pequefios
tienen lugar (0;/0y < 1.3). También el sesgo y el error estandar del T.ysym S€ decrementa
cuando el cambio en el cociente de las varianzas tiene una tasa menor, todo esto respecto al
sesgo y el error estandar del Ty, 5.

Finalmente en las Tablas 16 y 17 la probabilidad PQfMLE —z“ < D) es calculada para t =100 con

w=0 vy w=20 (valores extras) respetivamente. La probabilidad de detectar el punto de cambio de
manera pronta se incrementa cuando w se hace mas grande.
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Tabla 11 Desempefio estimado considerando diferentes puntos de cambio © para el CUSUM de auto-inicio para el
ARL, el sesgo de la estimacion del punto de cambio E (%4, — T) Y el error estandar asociado para la estimacion del
punto de cambio @ (%) usando m = 1. Los valores fueron obtenidos realizando 10,000 simulaciones.

01/00
T Métrica 1.00 1.10 1.20 1.30 1.40 1.50 2.0 3.0
ARL 113.245 98.979 | 82.461 | 65.591 | 49.925 | 39.105 | 13.815 | 5.692

25 | E(fye —7) | 90.595 | 77.553 | 60.279 | 43.470 | 28.633 | 18.531 | 2.438 | 0.263

0(TyLEg) 114.224 | 104.131 | 94.055 | 81.661 | 64.257 | 49.645 | 13.186 | 3.823

ARL 114.486 | 94.995 | 70.058 | 49.692 | 34.682 | 25.254 | 9.420 | 4.772

50 | E(fyup —T) | 89.964 | 70.060 | 44.568 | 25.931 | 13.157 | 6.830 | 0.537 | -0.052

0(TyLE) 114.631 | 103.816 | 85.149 | 61.847 | 42.370 | 28.292 | 9.411 | 5.265

ARL 112.934 | 89.082 | 62.783 | 41.926 | 28.851 | 20.820 | 8.610 | 4.523

75 | Eyup —T) | 85.831| 62.090 | 35.143 | 16.984 | 7.853 | 3.097 | -0.353 | -0.253

0(TymLE) 116.120 | 100.518 | 79.100 | 51.065 | 33.731 | 23.789 | 11.667 | 6.651

ARL 114.987 | 86.921 | 58.784 | 37.187 | 26.107 | 19.258 | 8.217 | 4.455

100 | E(fyg —7) | 84.610 | 55.716|29.011 | 11.363 | 4.641 | 1.209 | -1.045 | -0.472

0(TyLg) 121.320 | 100.616 | 72.271 | 47.543 | 33.701 | 25.502 | 14.682 | 8.543

De acuerdo al algoritmo el ARL es calculado considerando que no hubo ninguna falsa alarma
previa a la obtencién de los primeros T datos considerando los casos en que el punto de cambio
se coloca en 25, 50, 75 y 100. El tamafio de subgrupo es m = 1. Se realizaron 10,000
simulaciones para la obtencion de los datos en esta tabla.
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Tabla 12 Desempefio considerando diferentes muestras de tamafio (n) para el CUSUM de auto-inicio para el ARL ,
el sesgo de la estimacion del punto de cambioE (2, — T) Y el error estandar asociado para la estimacion del punto
de cambio (Tyg) 0(Typ — T) cuando t = 50. Los valores fueron calculados realizando 10,000 simulaciones.

01/00
m Métrica 1.00 1.10 1.20 1.30 1.40 1.50 2.0 3.0
ARL 114.486 94.995 | 70.058 | 49.692 | 34.682 | 25.254 | 9.420 | 4.772

1| E(fyue —7) | 89.964 | 70.060 | 44.568 | 25.931 | 13.157 | 6.830 | 0.537 | -0.052

0(TyLEg) 114.631 | 103.816 | 85.149 | 61.847 | 42.370 | 28.292 | 9.411 | 5.265

ARL 112.994 | 94.414 | 70.954 | 49.869 | 34.624 | 24.706 | 9.445 | 4.772

3 E'(‘fMLE—T) 39.719 | 37.085 | 27.635 | 18.123 | 11.028 | 7.211 | 0.857 | 0.079

0(TyLE) 113.069 | 100.677 | 79.236 | 62.733 | 46.653 | 35.250 | 15.070 | 8.618

ARL 115.314 | 86.112 | 56.793 | 37.567 | 26.030 | 19.043 | 8.368 | 4.487

5 E(fMLE—T) 13.306 | 15.570| 7.774 | 4.455| 2431 | 1.012 | 0.129 | -0.010

0(Tyig) 128.114 | 105.450 | 76.224 | 54.817 | 41.101 | 31.540 | 14.957 | 7.402

De acuerdo al algoritmo el ARL es calculado considerando que no hubo ninguna falsa alarma
previa a la obtencion de los primeros 7 = 50 datos. El tamafio de subgrupo en las observaciones
esm=1,3yb5. Se realizaron 10,000 simulaciones para la obtencién de los datos en esta tabla.
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Tabla 13 Desempefio del CUSUM de auto-inicio para el ARL, el sesgo de la estimacion del punto de cambio
E(Zyp — 1) Y el error estandar asociado para la estimacion del punto de cambio @(Zyr) cuando Tt =50y m =1
considerando diferentes valores de w datos extras. Los resultados fueron obtenidos realizando 10,000 simulaciones.

01/00
w Métrica 1.00 1.10 1.20 1.30 1.40 1.50 2.0 3.0
ARL 115.087 94.248 | 69.737 | 49.401 | 34.421 | 25.714 | 9.453 | 4.789

5 | E(fyur —T) | 72.536| 58.266 | 37.153 | 20.262 | 10.880 | 5.727 | 0.876 | 0.556

6(fmue) | 112.237 | 98.721 | 79.355 | 55.341 | 38.011 | 27.965 | 8.681 | 3.288

ARL 114.144 | 87.273 | 58.474 | 38.931 | 25.892 | 19.228 | 8.209 | 4.471

10 E'(‘fMLE—T) 53.903 | 39478 |19.800| 7.692 | 2.934| 1.394|0.798 | 0.703

6(TyLg) 120.774 | 100.360 | 69.988 | 47.984 | 31.563 | 24.200 | 9.148 | 2.520

ARL 113.307 | 93.638 | 68.636 | 49.821 | 34.172 | 24.272 | 9.491 | 4.758

15 | E(fyz —7) | 67.487 | 54.233 | 34.575 | 20.343 | 10.810 | 5.695 | 1.489 | 0.801

0(TymLg) 111.292 | 97.209 | 75.415 | 56.019 | 37.501 | 23.582 | 7.185 | 2.521

ARL 114.188 | 95.449 | 68.720 | 49.304 | 34.952 | 25.424 | 9.479 | 4.777

20 | E(fyp —7) | 69.453 | 55.493 | 34.249 | 19.547 | 10.838 | 6.038 | 1.793 | 0.754

0(Tyig) 111.558 | 100.678 | 74.994 | 56.331 | 37.398 | 24.124 | 6.987 | 2.503

De acuerdo al algoritmo el ARL es calculado considerando que no hubo ninguna falsa alarma
previa a la obtencién de los primeros 7 = 50 datos. El tamafio de subgrupo en las observaciones
esm =1.Se hantomadow =5, 10, 15y 20 datos extras. Se realizaron 10,000 simulaciones para
la obtencion de los datos en esta tabla.
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Tabla 14 El desempefio del CUSUM de auto-inicio para el ARL, el sesgo de la estimacion del punto de cambio
E(Zy,p — 7) Y el error estandar asociado para la estimacion del punto de cambio (%) cuando t=100ym =1
considerando diferentes valores de w datos extras. Los resultados fueron obtenidos mediante la realizacion de 10,000
simulaciones.

01/09
w Métrica 1.00 1.10 1.20 1.30 1.40 1.50 2.0 3.0
ARL 113.177 87.111 | 59.017 | 37.625 | 26.279 | 18.947 8.292 | 4.496

5 E'(‘fMLE—T) 61.598 | 41.227|21.327 | 7.364| 3.216 | 0.844 | 0.137 | 0.465

0(TymLEg) 120.458 | 100.670 | 72.058 | 45.752 | 32.832 | 24.803 | 11.171 | 4.281

ARL 114.144 | 87.273 | 58.474 | 38.931 | 25.892 | 19.228 | 8.209 | 4.471

10 | E(fyr — 7) | 53.903 | 39.478 | 19.800 | 7.692 | 2.934| 1.394| 0.798 | 0.703

0(TyLE) 120.774 | 100.360 | 69.988 | 47.984 | 31.563 | 24.200 | 9.148 | 2.520

ARL 115.824 | 86.210 | 57.775 | 38.007 | 25.825 | 18.943 | 8.302 | 4.470

15 | E(fyr — 1) | 54.214 | 36.246 | 18.045| 7.985| 3.116 | 2.184 | 1.252 | 0.776

0(Tyig) 123.980 | 98.952 | 71.037 | 46.309 | 30.894 | 22.845 | 7.651 | 2.653

ARL 115.632 | 87.736 | 57.538 | 39.093 | 26.227 | 19.323 | 8.369 | 4.486

20 | E(fyup — 1) | 53.696 | 37.149 | 18.216 | 8.803 | 4.444 | 2.747 | 1.537 | 0.844

0(TyLg) 124.934 | 102.692 | 70.134 | 47.067 | 30.518 | 21.819 | 6.692 | 2.461

De acuerdo al algoritmo el ARL es calculado considerando que no hubo ninguna falsa alarma
previa a la obtencidn de los primeros T = 100 datos. El tamafo de subgrupo en las observaciones
esm =1.Se hantomadow =5, 10, 15y 20 datos extras. Se realizaron 10,000 simulaciones para
la obtencidn de los datos en esta tabla.
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Tabla 15 Comparacién de las desviaciones estandar de las estimaciones obtenidas por el uso secuencial de la carta
CUSUM de auto-inicio y el MLE para el punto de cambio y el equivalente en la CUSUM de auto-inicio. param =1
considerando diferentes valores de 1. Los resultados fueron obtenidos utilizando 10,000 simulaciones.

01/00

T Métrica 1.00 1.10 1.20 1.30 1.40 1.50 2.0 3.0

Aa 97.865 | 83.840 | 67.277 | 50.207 | 34.756 | 24.216 | 0.996 | -4.134
25 E(@yLe — 1)

Apa 116.565 | 106.128 | 96.734 | 86.612 | 70.851 | 59.901 | 22.886 | 7.833
6 (TmLe)

Ao 98.974 | 79.630 | 54.550 | 34.330 | 19.474 | 10.496 | -2.293 | -4.414
E(Tye — 1)

50
Ara 113.829 | 103.605 | 86.761 | 67.819 | 49.305 | 34.932 | 10.087 | 7.651
6 (TmrLe)
P 97.379 | 73.735|47.190 | 26.405 | 13.688 | 6.426 | -2.828 | -4.330
75 E(@yLe — 1)
Apa 113.171 | 97.636 | 79.680 | 54.760 | 36.223 | 23.396 | 8.986 | 7.558
6 (tmLE)
100 99.388 71.612 | 43.231 | 21.738 | 11.080 | 5.000 | -3.027 | -4.362

E (fMLE - 1)

Apn 115.853 | 94.938 | 71.994 | 44.169 | 30.956 | 20.380 | 8.761 | 7.659
6 (tmLE)

En esta tabla se calcula el sesgo y la desviacién estandar considerando un punto de cambio t
colocado en 25, 50, 75 y 100 para un tamafio de subgrupo m = 1. Se realizaron 10,000
simulaciones para la obtencién de los datos en esta tabla.
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Tabla 16 Probabilidades de que el sesgo del estimador del parametro este dentro de un rango de valores pre-
establecidos {0, 1, 2, ..., 24} para diferentes valores de T,z con t =100, m = 1 (tamafio del subgrupo) y w =0
datos extras.

01/09

110 | 1.20 | 1.30 | 1.40 | 1.50 | 2.0 | 3.0

P(fuie =7) 0.015/0.029|0.048|0.077|0.102|0.238 | 0.406

P(ewe —7/<1) |0.038|0.071]0.113]0.1640.218|0.437 | 0.652

0.061|0.104 (0.170|0.237|0.306 | 0.558 |0.776

0.082(0.138|0.220|0.299|0.377|0.649|0.850

fMLE_T‘SA') 0.102|0.170|0.2630.354|0.435|0.715|0.895

fMLE_T‘SS) 0.119|0.197|0.305|0.402 | 0.490|0.766 | 0.920

0.136|0.226 | 0.338|0.440|0.539|0.810|0.939

fMLE_T‘S7) 0.150{0.248 0.369|0.477|0.575|0.839|0.951

0.1660.273|0.397|0.508 | 0.610|0.860 | 0.959

fMLE_T‘Sg) 0.180(0.293|0.426 |0.536 |0.636|0.879|0.967

fMLE_T‘SlZ) 0.221|0.350|0.490|0.609|0.705|0.919|0.977

fMLE_T‘S]A) 0.24410.3840.526|0.647|0.742|0.933|0.981

0.265|0.415|0.557|0.679|0.772|0.944 | 0.983

0.283|0.437|0.586(0.708 | 0.796 | 0.950 | 0.985

0.306|0.461|0.615|0.732|0.817|0.956 | 0.987

Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
PQfMLE_T‘Slo) 0.195|0.313/0.449|0.562 | 0.661 | 0.896 | 0.972
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q

TmLe —7\322) 0.324|0.484 0.638|0.753 |0.834|0.960 | 0.988

0.341|0.505|0.6580.773 |0.850|0.963 | 0.989
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Tabla 17 Probabilidades del sesgo del estimador para diferentes valores predefinidos {0, 1, 2, ..., 24} de Ty cOnt
=100, m = 1 (tamafio del subgrupo) y w = 20 datos extras.

1.10 | 1.20 | 1.30 | 1.40 | 1.50 | 2.0 | 3.0

P(ewie =7) 0.011/0.0240.048|0.076|0.105|0.240|0.419

fMLE_T‘Sl) 0.026|0.062|0.112|0.167 |0.231|0.448 | 0.679

fMLE_T‘SZ) 0.040|0.098 |0.166 | 0.2410.322 | 0.580|0.803

fMLE_T‘SS) 0.0560.1280.214 | 0.300|0.400|0.675|0.876

fMLE_T‘SL]') 0.0680.155|0.2540.353|0.460|0.743|0.920

0.081(0.177(0.290|0.397|0.510|0.792 | 0.946

fMLE_T‘SB) 0.095|0.200|0.3240.437|0.555|0.830|0.964

0.104 10.2230.350{0.475|0.590|0.860|0.975

0.118|0.242|0.3760.510|0.628 | 0.885 | 0.985

0.127]0.259|0.401|0.538|0.659|0.905 | 0.989

0.139|0.278|0.42410.566 | 0.683 | 0.920 | 0.993

0.159|0.310|0.463 | 0.610|0.727|0.943 | 0.996

0.195|0.367|0.5330.681 |0.790|0.969 | 0.999

)
)
P fMLE_T‘S]A) 0.1780.340|0.501|0.648 |0.761|0.959 | 0.998
)
)

0.214|0.394|0.5630.709 |0.813|0.976 | 0.999

0.234|0.417|0.587(0.733|0.833|0.982 | 1.000

fMLE_T‘S22> 0.252|0.442|0.6140.756 |0.851|0.986 | 1.000

0.270|0.466 |0.639|0.778 |0.866 | 0.989 | 1.000
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4.5 Conclusiones y Trabajos Futuros
Debido a la forma recursiva en que la carta de control CUSUM de auto-inicio realiza la

estimacion de los pardmetros, haciendo un célculo continuo de las medias y la desviacion
estandar considerando todas las observaciones, se evita sesgos por encima y debajo de la
estimacion creada en la Fase | del SPC. La estimacidn del punto de cambio usando un enfoque
comun a las cartas de control CUSUM (#¢sum ) S€ sesga aln para cambios mayores a 61/0> 1.3.

Es en este momento, después de la deteccidon por parte de la carta de control CUSUM, cuando
el uso del estimador de maxima verosimilitud (MLE) muestra su utilidad al obtener un estimador
con menor sesgo, Yy se sugiere sea usado en la practica cuando se tengan cocientes de las
varianzas mayores o iguales a 0;/0p > 1.3, complementando esta sugerencia es conveniente
considerar un periodo de calentamiento para la carta de control CUSUM de auto-inicio de 50
muestras, tal como lo recomienda Hawkins [5].
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CAPITULO 5. INVESTIGACION 3

Estimacion del Punto de Cambio Después de la
Sefnal de una Carta de Control para la Gamma

Esta investigacion es la tercera parte del presente trabajo. En esta investigacion se considera la
inspeccidn de procesos que siguen una distribucién Gamma cuyos parametros de forma y escala
(a y B respectivamente) cambian en el momento desconocido (7), esto es ay # a1y By # [1.Se
propone el uso secuencial de una carta de control con estimadores de méaxima verosimilitud
para el monitoreo de este proceso. Se han realizado simulaciones para comprar el desempefio
del estimador de maxima verosimilitud del punto de cambio y el estimador de la carta de
control, basado en el sesgo y la desviacidn estandar del estimador () respecto al valor real 7.

Este articulo estd basado en el articulo in extenso publicado en el Congreso Internacional ISERC
2013 llevado a cabo en San Juan Puerto Rico en las fechas del 18 al 22 de Mayo. Se presentaron
resultados preliminares, pero la investigacién completa se planifica enviar a Quality and
Reliability Engineering International.
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Estimacion del Punto de Cambio Después de la Seial de una
Carta de Control para la Gamma

Angel S. Pérez-Blanco, M.C.,
Alvaro E. Cordero-Franco, Ph.D., and Victor G. Tercero-Gémez, PhD.,
Universidad Auténoma de Nuevo Ledn- Facultad de Ciencias Fisico Matematicas
San Nicolas de los Garza, Nuevo Ledn, México

Resumen

Para manejar procesos transaccionales y de manufactura, frecuentemente es necesario
monitorear el tiempo entre eventos. Tal es el caso de las fallas en un lapso de tiempo o las
llegadas en intervalos de tiempo, los cuales pueden ser modelados usando una funcién de
distribucién Gamma. Es sabido que las cartas de control son usadas para detectar cambios en
los procesos que pueden llevar a la identificacién de causas asignables de variacion; lo cual
puede ser utilizado para mantener el sistema bajo control. Particularmente, la carta de control
Gamma es capaz de detectar cambios sostenidos, sin embargo no indica el momento inicial del
cambio, este problema de estimar el momento de un cambio estructural es llamado el
problema del punto de cambio. El presente trabajo propone el uso secuencial de un estimador
de maxima verosimilitud para un conjunto de datos independientes provenientes de una
funcién de distribucién Gamma después de que la carta de control para la Gamma ha indicado
gue el proceso esta fuera de control estadistico. La derivacién de este estimador de punto de
cambio es presentada asi como un modelo conceptual de su integracién utilizando una carta de
control para la Gamma. También se presentan un ejemplo numérico y el comportamiento de los
resultados mediante la estimacidn del sesgo y el error estandar del estimador. Los ingenieros en
calidad pueden encontrar esta herramienta util cuando tratan con eventos en intervalos de
tiempo, en los cuales el estimador propuesto puede ser implementado, sin hacerle grandes
cambios, en las aplicaciones actuales que esté realizando de acuerdo a los planes de control de
procesos que esté llevando a cabo.

Palabras clave: Punto de cambio, procesos Gamma, control estadistico de procesos, estimador
de maxima verosimilitud
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5.1 Introduccidn
Las cartas de control son usadas en el Control Estadistico de Procesos (SPC) para monitorear

sistemas. Mantener un proceso en un estado de control estadistico implica que sea predecible,
haciendo con ello que sea posible manejarlo. Trabajando en la idea que las muestras de una
caracteristica de calidad de un producto siguen algun tipo de funcidon de distribuciéon de
probabilidad; es posible predecir mediante un intervalo de confianza, los resultados de un
sistema dentro de un rango delimitado por un Limite de Control Superior y un Limite de Control
Inferior (UCL, LCL respectivamente). Cuando el valor medido de una caracteristica de calidad del
producto estd fuera de los limites de control establecidos, se considera que algo perturbd al
proceso y, en consecuencia, los parametros del modelo han cambiado. Los cambios pueden ser
aislados o sostenidos. Cuando tratamos con cambios sostenidos, el momento en que el cambio
ocurre es llamado el punto de cambio y el andlisis de punto de cambio es la herramienta que se
usard para analizarlo. Mientras mds cercana sea la estimacién del punto de cambio al valor real
del mismo, mas util sera para encontrar la causa asignable que provocd la perturbacién del
sistema, facilitando de esta forma la mejora del proceso. Esta investigacidén analiza los conjuntos
de datos obtenidos como una serie en el tiempo que pueden ser modelados mediante una
funcién de distribucién Gamma cuando los parametros iniciales son conocidos. Esta funcién de
distribucién es usada para modelar el tiempo entre llegadas, y es reportada en diferentes areas
como la industria quimica, los estudios bioldgicos y control de inventarios. En particular en [99]
se puede encontrar una aplicacion de la Gamma al control de inventarios y en [100] una
aplicacion sobre los efectos sobre el flujo sanguineo a ciertos estimulos. Esta investigacion
propone estimar el punto de cambio y los pardmetros de una funcion de distribucion Gamma
usando un estimador de maxima verosimilitud (MLE) después que una carta de control EWMA,
para observaciones provenientes de una funcién de distribucién Gamma, indica que un punto
ha salido de control. El correspondiente punto de cambio usando MLE para el punto de cambio
es obtenido asumiendo que un cambio ha ocurrido en ambos parametros. Se ha descrito un
modelo de cédmo realizar la estimacion del punto de cambio usando de manera secuencial una
carta de control y el MLE, también se presenta un ejemplo numérico y simulaciones realizadas
con el fin de evaluar el desempefio del modelo propuesto.

5.2 Trabajos Previos
Los primeros trabajos sobre CPA fueron realizados por Girshisck y Rubin utilizando un enfoque

Bayesiano para su uso en el SPC [8]. Posteriormente, Page propuso la técnica de CUSUM en
1954 para detectar cambios sostenidos en series de tiempo [4] [36] [21]. Respecto a
procedimientos paramétricos, Hinkley [30] consolidd la teoria correspondiente para encontrar
el punto de cambio utilizando MLE’s y pruebas de cociente de verosimilitud (LTR, por sus siglas
en inglés) considerando los pardmetros iniciales conocidos y desconocidos. Samuel [32] propuso
el uso de un estimador después de que una carta de control de Shewhart indicara un cambio en
el proceso. Este mismo enfoque fue analizado por Nedumaran, Pignatiello y Calvin [63] y Samuel
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et al. [61]. Una herramienta diferente que crea cartas de control basadas en un enfoque de CPA
usando una analogia del cociente de verosimilitud generalizado fue desarrollada por Hawkins y
Zamba [71]. Usando una combinacién de MLEs y cartas de control para determinar una
estimacion del punto de cambio Shao y Hou [35] mostraron que una carta de control EWMA
puede ser una forma relativamente buena para estimar el punto de cambio en un proceso
Gamma cuando solo el paradmetro de escala cambia. Ellos han combinado el MLE para el punto
de cambio con una carta de control Gamma para estimar y detectar puntos de cambio,
respectivamente. Sus resultados muestran que el MLE fue un mejor estimador del punto de
cambio que el indicado por la carta de control EWMA. La presente investigacidn continua ese
trabajo derivando el estimador correspondiente del punto de cambio mediante el uso del MLE
en el caso en que ambos pardmetros cambian para un conjunto de datos que pueden ser
modelados mediante una funcién de distribucion Gamma.

5.3 Grafica de Control EWMA
La carta de control EWMA (Exponentially Weighted Moving Average) pondera las observaciones

historicas del proceso con las recientes. Esto hace que sea util en la deteccién de cambios
pequeiios y sostenidos en la media. Su ecuacién es

Zi = A.’)El + (1 - A)Zi—l (1)

III

El parametro A es el que da el “peso” a las observaciones, en particular mayor peso a las
observaciones mas recientes. Su valor debe estar entre (0, 1]. La carta que se obtendra serd una
transformacién de los datos originales. Las ecuaciones que definen los limites de control (3)
incluyen un segundo parametro L el cual se utiliza para definir un multiplo de la desviacién

estandar.

El modelo propuesto usa una carta de control EWMA para detectar los cambios durante el
monitoreo del proceso. Una vez que el cambio es detectado, el punto de cambio 7 es estimado
usando el MLE para series de observaciones independientes provenientes de una funcidn de

distribucién Gamma X,,....X,, X .. X1, como se muestra en la ecuacion (2)

Pas It

X ~{G(ao,ﬂ0), 1<i<rt )

Glay, B), t<i<T

@g Y Bo, son parametros conocidos, mientras que a; y f;son desconocidos, y T es a ultima

observacion de la serie de datos. a es identificado como el pardmetro de la forma y [ es
identificado como el parametro de la escala. Los limites de control para la carta de control
EWMA son los siguientes:
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ucL =,L10+L0'0\/2i“/1b_(1_,1)2i]’ LCL:#O_LGO\/Z:I/Ib_(l_/l)Zi] 3)

2 . . . ey .
Donde w, =ayfy, y 0y =+ a,f, se refieren a la media y la desviacién estandar del proceso

respectivamente. Es conveniente comentar que debido a estas ecuaciones un cambio en los
pardmetros a, y/o 8, no necesariamente implica un cambio en p, y/o gy. El Tgyma €s definido
como el primer punto fuera de control en una carta de control EWMA. Si ya no son tomadas
mas muestras después de que la carta de control EWMA indica que se ha dado el primer punto
fuera de los limites de control entonces se tieneT = Tgypa-

En las secciones siguientes se presenta un ejemplo de cémo se crea, utiliza y define una carta
EWMA.

5.4 Estimacién del Punto de cambio
Para realizar la estimacion del punto de cambio se usara la teoria desarrollada por Hinkley [30] y

se considerard un proceso Gamma donde los cambios en el pardmetro ocurren entre el tiempo
Ty 7+ 1 en esta investigaciéon, ademds, se asumiran conocidos los pardmetros ay y o y se
considerard que las observaciones son individuales. Bajo estas consideraciones la funcién de
verosimilitud usada para obtener los estimadores de mdxima verosimilitud es (4)

L(T’al’ﬁl | X):lj f(T’ao’ﬁo | Xi)'_H f(T’a11ﬂ1 | Xi) 4)

Sin embargo, utilizar el logaritmo de la funcion de verosimilitud facilita el manejo algebraico por
lo que se utilizara (5)

INnL=rIn F(ao)—rao In(ﬂo)—(T —r)ln F(al)—(T —T)Oll |n(ﬂ1)

+(a0—1)i2il:ln(xi)—2;‘+(a1—1)ZT:In(xi)— SES 5)

i=1 Mo i=r+l i=r+1/M1

Para encontrar el valor del estimador de maxima verosimilitud correspondiente a a; y B; es
necesario resolver el sistema de ecuaciones dado por la primera derivada parcial de la ecuacién
(5) con respecto a a4 y 5; e igualarlas a cero, (6) y (7) representan este sistema de ecuaciones, y
su solucidn es usada para encontrar el punto de cambio asociado al MLE, ver ecuacion (8).

Las ecuaciones obtenidas son:
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o Yn(x,)
T ey =5, =nlp) B

. 2 (7)
(T =)y

Tyre = argmax inL(ay, fy,7) (8)

F’E&l)
r(a)

es conocido como la funcién DiGamma.

Donde el cociente

5.5 Integracion del Modelo
La Figura 10 muestra como la carta de control EWMA vy el 7, pueden ser integrados para

detectar si un cambio sostenido ocurre y estimar cuando fue que inicié. El monitoreo del
proceso inicia con la carta de control Gamma y tan pronto como una muestra es sefialada como
fuera de control, esta muestra serd conocida como T, la ecuacién (8) puede ser usada para
estimar el punto de cambio. Si es necesario incrementar la precision, es posible permitir que el
proceso siga funcionando por un nimero extra w vy el estadistico cambiard a T' = T + w para
realizar la estimacion del punto de cambio.

v

Monitoreo del

- Muestra Define T= Encontrar la
Inicia el .| Procesos usando . -y
g o fuera de y estimar causa de
proceso una gréfica de . o
control} Usando Ty.z variacion

control Gamma

£ |

Figura 10 Deteccion secuencial del punto de cambio y estimacién del mismo usando una grafica de control para la
Gamma y el MLE para el punto de cambio para una serie de observaciones independientes.

Ambos, la carta de control para la Gamma y el 7y, asumen que los pardmetros iniciales son
conocidos (antes del cambio) en el conjunto de observaciones independientes que son
modeladas mediante la funcion de distribucion Gamma. En las siguientes secciones se detalla la
ejecucion de simulaciones para evaluar el desempefio del T, cuando este esquema es
presentado y compara sus resultados con el Tz 114 €n diferentes escenarios.

Antes de iniciar con el ejemplo numérico es conveniente recordar que las ecuaciones para
calcular la u y o para una funcién de distribucion Gamma son:

n=ap 9)
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o=+ ap? (10)

Estas ecuaciones implican que para diferentes valores de a y B se pueden tener iguales valores
de u y/o g, es por ello que en la seccién 5.7 se analizara esta situacion y se detallard en los
resultados reportados en la Tabla 22.

5.6 Ejemplo Numérico
Un ejemplo del uso secuencial de la carta de control EWMA y el MLE para el punto de cambio

propuesto para el punto de cambio es detallado. Se han considerado 15 datos provenientes de
una funcién de distribucion Gamma (o, =1, B, =1, pe=1, o9 = 1), obtenidos mediante
simulacidn, y a partir de este punto se ha generado un cambio en el proceso generando nuevos
datos a partir de una funcién de distribucién Gamma (o, =2, £, =3, u;= 6, 0; = 3v2) hasta
qgue la carta de control EWMA detecta una observacion fuera de los limites de control. Los
valores de estos pardmetros han sido seleccionados con el fin de explicar brevemente el efecto
de los cambios de a; y [; en la estimacién del punto de cambio mediante la carta de control
EWMA solamente y el uso secuencial de la carta EWMA y el MLE para el punto de cambio. Los
mismos valores de los parametros son utilizados en la simulacién. Los limites de control fueron
calculados considerando A = 0.20 y L = 2.962 los cuales fueron seleccionados a partir de las
recomendaciones de Montgomery [6] y Lucas y Saccucci [101] en donde indican cinco parejas
de valores que son utiles en desviaciones de la media que van de 0.00 a 4.000, la eleccién de
estos valores determina el tamaifo del ARL. En esta investigacidn los valores seleccionados
corresponden a la pareja intermedia entre las cinco recomendadas. Las observaciones y calculos
para la carta de control EWMA y el MLE para el punto de cambio son presentadas en la Tabla
18. Como se ve en esta Tabla, la carta de control EWMA detecta un valor fuera de los limites de
control en la observacién 21. El punto de cambio estimado por el MLE para el punto de cambio
estd en la observacidon 17, cuatro observaciones antes de la deteccidon de la carta de control
EWMA.
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Tabla 18 Calculos requeridos para el EWMA y el MLE. Las primeras 15 observaciones provienen de una Gamma (
a, =1, B, =1)y las siguientes 6 de una Gamma (¢, =2, [, =3), el tamafio de subgrupo es 1, A = 0.20 y

L =2.962. Las col. 3-5 corresponden a los calculos para EWMA vy las col. 6-8 corresponden a los calculos para
MLE.

Observacién EWMA MLE

i X; z, ucL | LcL a, B, Ln(aiib’\lif)
0 1

1 |0.7393 0.9479 | 1.5924 | 0.4076 | 1.5565 | 1.5624 | -56.6714
2 |0.2257 0.8034 | 1.7586 | 0.2414 | 1.5276 | 1.6436 | -55.2213
3 |5.0164 1.6460 | 1.8481 | 0.1519 | 1.5314 | 1.5789 | -57.3813
4 | 1.4830 1.6134 | 1.9007 | 0.0993 | 1.5409 | 1.5925 | -57.5861
5 | 1.6873 1.6282 | 1.9328 | 0.0672 | 1.5524 | 1.6005 | -57.9435
6 |o0.0521 1.3130 | 1.9528 | 0.0472 | 1.4894 | 1.7362 | -55.5954
7 | 1.1500 1.2804 | 1.9654 | 0.0346 | 1.4938 | 1.7729 | -55.4472
8 |0.5191 1.1281 | 1.9733 | 0.0267 | 1.4824 | 1.8518 | -54.5835
9 | 09342 1.0893 | 1.9784 | 0.0216 | 1.4819 | 1.9106 | -54.1729
10 | 2.9848 1.4684 | 1.9816 | 0.0184 | 1.4946 | 1.8892 | -55.2997
11 | 1.4126 1.4573 | 1.9837 | 0.0163 | 1.5023 | 1.9290 | -55.3071
12 | 0.4868 1.2632 | 1.9850 | 0.0150 | 1.4842 | 2.0428 | -54.2707
13 | 0.0959 1.0297 | 1.9858 | 0.0142 | 1.4105 | 2.2720 | -52.3195
14 | 0.7560 0.9750 | 1.9864 | 0.0136 | 1.3959 | 2.4054 | -51.5957
15 | 0.8316 0.9463 | 1.9867 | 0.0133 | 1.3810 | 2.5532 | -50.9130
16 | 0.6284 0.8827 | 1.9869 | 0.0131 | 1.3537 | 2.7576 | -49.9923
17 | 0.7726 0.8607 | 1.9871 | 0.0129 | 1.3280 | 2.9825 | -49.1952
18 | 2.2890 1.1464 | 1.9872 | 0.0128 | 1.3285 | 3.0862 | -49.6384
19 | 3.1737 1.5518 | 1.9872 | 0.0128 | 1.3341 | 3.1364 | -50.7592
20 | 3.0167 1.8448 | 1.9873 | 0.0127 | 1.3399 | 3.2099 | -51.7517
21 | 8.4450 3.1648 | 1.9873 | 0.0127 | 1.3292 | 2.8894 | -56.7940

En este ejemplo la observacién 16 es el primer valor generado después de que el cambio
ocurrié. Las Figuras 11 y 12 muestran el comportamiento de los datos originales y
transformados para ser usados en la carta de control EWMA respectivamente.
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Figura 11 Gréfica de dispersion de los datos del ejemplo numérico.
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Figura 12 Carta de control EWMA para los datos del ejemplo numérico.
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En esta investigaciéon se ha considerado un modelo que sigue una funcién de distribucion
Gamma debido a sus aplicaciones en diferentes areas del conocimiento, principalmente en
procesos industriales. Durante el analisis de la Fase Il los parametros inciales son considerados
como conocidos, sin embargo, cuando un cambio ocurre, es dificil asumir que solo un
parametro ha cambiado. Es por ello que se ha considerado importante evaluar la situaciéon
cuando ambos pardmetros, de forma y de escala, de la funcidn de distribucién Gamma cambian
al mismo tiempo, ademas de la realacién directa y simultanea que existe entre éstosla yuyla o
de esta funcién y que perimitiria tener un cambio en los parametros a y [ sin presentar




cambios en la u. Los parametros de forma a y escala f definen la funcién de distribucion
Gamma y su estimacion requiere de métodos numéricos para resolver las ecuaciones (5) y (6),
debido a que este sistema de ecuaciones no tiene una solucidn analitica. La ecuacion (5) incluye
la funcién DiGamma lo que hace la derivacidn de los estimadores de maxima verosimilitud aun
mas compleja. Una discusién completa sobre la funcién DiGamma puede ser consultada en
[102].

5.7 Resultados de la simulacién y la experimentacion
La Tabla 19 indica los factores considerados para probar la técnica propuesta, el uso secuencial

de una carta de control EWMA vy la estimacion del punto de cambio utilizando el MLE. Las
simulaciones consideran un cambio en la observacion T = 100 en el modelo (1) con parametros
ay =1, f =1 para la funciéon de distribucién Gamma y los valores de 1 = 0.20 y de L = 2.962
para la carta de control EWMA.

Tabla 19 Factores usados para evaluar el desempefio de Tgywpa Y Tureparat = 100,¢, =1,
By=1,4=020y L=2962.

Factores Evaluados | Niveles

Cociente al/ao 1.0,13,15,2.0,25,3.0,35,4.0

Cociente S, /4, 1.0,1.3,15,2.0,25,3.0,3.5,4.0

La simulacion tiene los siguientes pasos:

Seleccionar un escenario de la Tabla 19.

Generar r observaciones en control de acuerdo al escenario seleccionado y hacer i=~.
Generar otra observacion fuera de control bajo el escenario seleccionado y hacer i=i+1
Si la ultima observacion esta fuera de control entonces hacer T = i,Tgyypa =T e ir al
paso 5. Si no es asi ir al paso 3.

Calcular fMLE.

PwnNpE

Repetir del paso 2 al paso 5. Hacerlo 10,000 veces.
Calcular la media y la desviacion estandar de le error (usando Tgywaa Y TyLe)-
Regresar al paso 1y seleccionar otro escenario.

N U

El desempeno ha sido evaluado considerando los escenarios de la Tabla 19. La Tabla 20 muestra
el desempenio de la carta de control de EWMA que se estd considerando. El ARL y la desviacién
estandar de Tgyp4 fueron medidos cuando el punto de cambio fue establecido en 100. La Tabla
21 muestra el desempefio del Ty 5, su sesgo y su desviacidén estandar. Es posible observar que
en la mayoria de los casos 7, presenta un sesgo menor que Tgy 4, Mientras que los ultimos
presentan una desviacion estandar menor. Sin embargo la desviacién estandar de los #y. ¢ se
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espera decrezca conforme el tamafio de muestra crezca, esto debido a la eficiencia asintética de
los MLEs (esto significa que ningln otro estimador insesgado tiene un error cuadrado medio
menor cuando el tamafio de la muestra tiende a infinito).
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Tabla 20 Desempefio considerando diferentes valores de @ y ﬂl para las muestras de la Gamma,

utilizando una carta de control EWMA para estimar el punto de cambio. Los parametros de la simulacion

son:t = 100; 1,000 simulaciones; a, =1, B,=1,1=0.20,L=2.962;

estandarSgy a4, son calculados.

el ARL y desviacidn

o B 1.00 1.30 1.50 2.00 2.50 3.00 3.50 4.00
1.00 | ARL 178.8900 | 37.5860|20.3440| 9.3810| 6.0710| 4.5290 | 3.8170 | 3.2660
Sewma |180.2196 | 36.2459|18.5335| 7.7639 | 4.9788| 3.3726| 2.8117 | 2.2254
1.30 | ARL 48.0460| 15.7590| 9.9290| 5.5540| 3.9770| 3.1290| 2.7670| 2.3490
Sewma | 46.5036|12.9945| 7.8245|3.9266| 2.8015| 2.1159 | 1.7297 | 1.5157
1.50 | ARL 25.7850| 10.2690| 7.3010| 4.2440| 3.2120| 2.6560| 2.4160| 2.0730
Sewma | 22.7360| 7.6592| 5.4525|2.8097| 2.0740| 1.6584 | 1.4809 | 1.1649
2.00 | ARL 9.8560| 5.4880| 4.2280| 2.8730| 2.3310| 1.9300| 1.7700| 1.6550
SEwma 7.7938| 3.4278| 2.6512| 1.6600| 1.3180| 1.0355| 0.9571| 0.8711
2.50 | ARL 5.6970| 3.5640| 2.9100| 2.1300| 1.8360| 1.5320| 1.4510| 1.3650
Sewma 3.5864| 2.0455| 1.5499| 1.1173| 0.9518| 0.7235| 0.6783 | 0.5866
3.00 | ARL 4.0410| 2.7950| 2.4030| 1.8330| 1.5530| 1.3910| 1.2860| 1.2020
Sewma 2.2073| 1.4018| 1.2329| 0.8636| 0.6839| 0.6087 | 0.5220| 0.4306
3.50 | ARL 3.1450| 2.2910| 2.0290| 1.5890| 1.3960| 1.2470| 1.1700| 1.1280
Sewma 1.6747| 1.0989| 0.9513| 0.7312| 0.5979| 0.4798 | 0.3966 | 0.3574
4.00 | ARL 2.7080| 1.9150| 1.8030| 1.4050| 1.2440| 1.1430| 1.1000| 1.0780
S EwmA 1.2878 | 0.8824| 0.8043| 0.5704| 0.4782| 0.3587| 0.3132| 0.2720
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Tabla 21 Desempefio considerando diferentes valores de «; y ﬁl para muestras de la Gamma utilizando el uso
secuencial del EWMA y el MLE para estimar el punto de cambio. Los parametros son r =100; 1,000 simulaciones;

o,=1,6,=1,2=020y L=2.962; el sesgo (fMLE —7) y desviacion estandar, S, ¢, son calculados.

a Py 1.00 1.30 1.50| 2.00 2.50 3.00 3.50 4.00

1.00 | Sesgo | 171.37 27.84| 10.60| 1.80| -0.27 0.24| -0.36| -0.52

Swe | 181.65 37.03| 21.23| 13.82| 12.13 6.80 9.25 7.77

1.30| Sesgo | 11.89 2.18 0.07| -0.46| -1.05| -0.83| -1.16| -0.89

SmLE 32.45 15.59| 12.96| 9.30 8.82 7.24 8.56 7.03

1.50| Sesgo | -0.12 -1.89| -1.69| -1.27 -1.40| -0.80| -1.48| -0.96

SMLE 19.20 14.41| 12.65| 09.16 8.65 5.74 9.11 7.64

2.00| Sesgo | -3.76 -2.10| -2.06| -1.45 -1.49| -1.24] -0.90| -0.78

SmLE 14.01 10.05 9.59| 8.36 8.11 7.43 491 4.73

2.50| Sesgo | -3.49 -2.23| -1.76| -1.55 -0.85| -0.95| -0.55| -0.75

SMLE 12.58 8.83 7.53| 7.05 5.49 5.45 3.02 4.83

3.00| Sesgo | -2.76 -1.56| -1.71| -1.28 -0.69| -0.65| -0.40| -0.33

SmLE 9.53 6.77 8.34| 6.96 4.45 4.28 2.03 2.06

3.50| Sesgo | -2.15 -1.59, -1.55| -0.85| -0.58| -0.57| -0.34| -041

SmLE 8.85 7.10 7.31| 4.68 3.71 4.25 1.70 2.85

4.00| Sesgo | -2.29 -1.25, -1.33| -0.82| -0.49| -0.55| -0.34| -0.28

SmLE 9.71 5.48 6.29| 4.52 2.45 3.76 2.36 2.64
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Tabla 22a Comparativa del desempefio de la carta de control EWMA y el uso secuencial de la EWMA y el MLE
para el punto de cambio. Presenta variaciones en  de 1.00 a 2.00.Se han incluido el valor de p y o. Esta tabla esta
basada en las tablas 20 y 21 y permite comparar la deteccidn del punto de cambio de ambos estimadores para
diferentes parametros oy f pero con misma [L 0 G.

B 1.00 1.30 1.50 2.00
a (@0) (W, 0) (W, 0) (W, 0)

1.00| (1.00, 1.00) (1.00, 1.30) (1.00,1.50) | (1.00,2.00)

(ARL, Sesgo) | (178.89,171.37)| (37.59, 27.84) | (20.34, 10.60) | (9.38, 1.80)
1.30|  (1.3,1.14) (1.69, 1.48) (1.95,1.71) | (2.60,2.28)

(ARL, Sesgo) | (48.05,11.89) | (15.76,2.18) | (9.93,0.07) | (5.55,-0.46)
1.50| (1.50,1.22) (1.95, 1.59) (2.25,1.83) | (3.00,2.44)

(ARL, Sesgo) | (25.79,-0.12) | (10.27,-1.89) | (7.30,-1.69) | (4.24, -1.27)
2.00| (2.00,1.41) (2.60, 1.83) (3.00,2.12) | (4.00,2.82)

(ARL, Sesgo) | (9.86,-3.76) | (5.49,-2.10) | (4.23,-2.06) | (2.87,-1.45)
2.50] (2.50, 1.58) (3.25, 2.05) (3.75,2.37) | (5.00,3.16)

(ARL, Sesgo) | (5.70,-3.49) | (3.56,-2.23) | (2.91,-1.76) | (2.13,-1.55)
3.00| (3.00,1.73) (3.90, 2.25) (4.50,2.58) | (6.00, 3.46)

(ARL, Sesgo) | (4.04,-2.76) | (2.80,-1.56) | (2.40,-1.71) | (1.83,-1.28)
3.50| (3.50,1.87) (4.55, 2.43) (5.25,2.80) | (7.00,3.74)

(ARL, Sesgo) | (3.15,-2.15) | (2.29,-1.59) | (2.03,-1.55) | (1.59,-0.85)
4.00| (4.00,2.00) (5.20, 2.60) (6.00,3.00) | (8.00,4.00)

(ARL, Sesgo) | (2.71,-2.29) | (1.92,-1.25) | (1.80,-1.33) | (1.41,-0.82)
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Tabla 23b Comparativa del desempefio de la carta de control EWMA y el uso secuencial de la EWMA y el MLE
para el punto de cambio. Presenta variaciones en  de 1.00 a 2.00.Se han incluido el valor de p y o. Esta tabla estd
basada en las tablas 20 y 21 y permite comparar la deteccidn del punto de cambio de ambos estimadores para
diferentes parametros oy f pero con misma [L 0 G.

B 2.50 3.00 3.50 4.00
a (W, 0) (W, 0) (@ 0) (W, 0)
1.00| (1.00,2.50) | (1.00,3.00) | (1.00,3.50) | (1.00,4.00)
(ARL, Sesgo) | (6.07,-0.27)| (4.53,0.24)| (3.82,0.36)| (3.27,-0.52)
1.30| (3.25,2.85) | (3.90,3.42) | (4.55,3.99) | (5.20,4.56)
(ARL, Sesgo) | (3.98,-1.05| (3.13,-0.83)| (2.77,-1.16)| (2.35, -0.89)
1.50| (3.75,3.06) | (4.50,3.67) | (5.25,4.28) | (6.00,4.89)
(ARL, Sesgo) | (3.21,-1.40)| (2.66, -0.80) | (2.42,-1.48)| (2.07, -0.96)
2.00] (5.00,3.53) | (6.00,4.24) | (7.00,4.94) | (8.00,5.65)
(ARL, Sesgo) | (2.33,-1.49)| (1.93,-1.24) | (1.77,-0.90) | (1.66, -0.78)
2.50]| (6.25,3.95) | (7.50,4.74) | (8.75,5.53) | (10.00, 6.32)
(ARL, Sesgo) | (1.84,-0.58)| (1.53,-0.95) | (1.45,-0.55)| (1.37,-0.75)
3.00| (7.50, 4.33) | (9.00,5.19) | (10.50, 6.06) | (12.00, 6.92)
(ARL, Sesgo) | (1.55,-0.69)| (1.39,-0.65) | (1.29, -0.40)| (1.20, -0.33)
3.50| (8.75,4.67) | (10.50,5.61) | (12.25, 6.54) | (14.00, 7.48)
(ARL, Sesgo) | (1.40,-0.58)| (1.25,-0.57)| (1.17,-0.34) | (1.13,-0.41)
4.00| (10.00, 5.00) | (12.00, 6.00) | (14.00, 7.00) | (16.00, 8)
(ARL, Sesgo) | (1.24,-0.49)| (1.14,-0.55) | (1.10, -0.34)| (1.08, -0.28)

En las Tablas 22a y 22b es posible observar como las estimaciones hechas por el uso secuencial
de la carta de control EWMA y el MLE para el tipo de cambio son mas cercanas a las
estimaciones que las hechas por la carta EWMA. De esta tabla se observa que para cambios
mayores a /By = 2.0 el sesgo esta en el intervalo de (-1.55, 1.8) mientras que para
a,/ay, = 2.0 en (-3.76, -0.28). Las estimaciones obtenidas de la carta EWMA definitivamente
tienen un ancho mayor y presentan una distancia al punto de cambio superior a una unidad. Un
resultado de esta tabla es que en los casos extremos se puede observar que la ultima columna,
cuando el cociente de los f’s es igual a 4, se mantiene a menos de una unidad del 7, sin
importar el valor del cociente de los a’s, mientras que en la ultima fila donde el cociente de los
a’s es igual a 4 la distancia de las estimaciones al valor 7 si alcanza valores superiores a una
unidad. Esto indica, hasta donde los valores de las simulaciones muestran, que el uso secuencial
de la EWMA y del MLE para el punto de cambio es mas sensible a cambios en el parametro de
escala .
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5.8 Conclusiones y Trabajos Futuros
Esta investigacion ha propuesto una metodologia para ser usada en un conjunto de

observaciones que pueden ser modeladas mediante una funcién de distribucién Gama con el fin
de detectar el punto de cambio. La propuesta consiste en usar una carta de control para la
Gamma seguida por una estimacién del punto de cambio utilizando el estimador de maxima
verosimilitud para detectar el momento en que el cambio ocurre cuando ambos pardmetros de
la funcidon de distribucion Gamma cambian, tanto la forma como la escala, al mismo tiempo. Los
resultados experimentales muestran como la integracién de ambas herramientas mejoran la
estimacion del punto de cambio. La estimacién del sesgo es reducida cuando se usa el MLE
propuestosin embargo el error estandar es mayor. Para reducir este valor es necesario explorar
varias opciones, tales como evaluar el desempefio utilizando diferentes tamafios de muestra, o
bien utilizando observaciones extras después de que el cambio ha sido detectado. Los trabajos
futuros consideraran estas opciones. Como trabajo futuro también se propone analizar series
de datos que puedan ser modeladas mediante una funcién de distribuciéon Gamma, y estimar
los puntos de cambio cuando existen varios de ellos y los parametros iniciales son desconocidos.
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CAPITULO 6. CONCLUCIONES Y
TRABAJO FUTURO

6.1 Conclusiones
En la constante busqueda de la mejora continua de la calidad la gente involucrada en el SPC, e

investigadores de diferentes dreas, se han esforzado en crear nuevas herramientas que auxilien
en la consecucidn de este objetivo, desde luego esto implica una paradoja ya que una vez que
se ha logrado hacer una mejora en la calidad, inmediatamente habra alguien que desarrolle una
nueva herramienta que mejore lo que hasta el momento se tiene. La mejora continua de la
calidad es una filosofia que se aplica en cualesquier proceso, incluso en los procesos de vida y
que por su misma naturaleza no tiene fin. La calidad ha evolucionado desde estados pirricos
donde la satisfaccién del bien producido era exclusivamente definida por el productor hasta
estados actuales que incluyen a todos los actores en el proceso de disefio-produccién-
utilizacién-satisfaccion-retroalimentacion de un bien y/o servicio. En el estadio actual de la
calidad el ciclo anterior es un ciclo sin fin, la competencia por conseguir el favor del cliente y su
lealtad ha hecho que la calidad sea un factor inherente en cualquier producto y/o servicio.
Gracias a ello y a la conciencia que las organizaciones han ido tomando de esto han provocado
que mas gente esté interesada en aportar nuevas ideas y, en consecuencia, nuevas
herramientas para conseguir que los productos tengan una ventaja competitiva ante sus
competidores por el gusto del cliente al ofrecer productos altamente confiables, siendo uno de
los estandares de esa confiabilidad presentar productos que no tengan una variabilidad en su
desempefio y/o uso. Aqui es donde este trabajo toma valor ya que el tener una herramienta
adecuada para monitorear un proceso garantiza que el mismo cumpla con las especificaciones
para las que fue creado, también lo es que en el momento en que el proceso no cumple con las
expectativas es necesario determinar las causas que lo llevaron a no dar lo que se espera de él.
El identificar la causa que provoca la variabilidad del proceso implica una serie de gastos en
tiempo, dinero y esfuerzo que puede ser disminuido si se tiene una idea de en qué momento
buscar esa causa. El problema de estimar ese momento atafie al control estadistico de procesos
en lo correspondiente al analisis del punto de cambio. La solucién de este problema conlleva
una serie de ventajas pertinentes a los costos, de toda indole, en que se incurre al tratar de
identificar la causa que provoca que el proceso salga de control estadistico. El contar con una
herramienta confiable que indique el momento preciso en que el cambio ocurre sera de gran
ayuda a los involucrados en un departamento de calidad que necesita identificar la causa
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asignable de variacion. Si bien, identificar el momento exacto en que el cambio en el proceso
ocurrié es el objetivo esto requiere ser hecho mediante analisis de las observaciones y es
posible que no se determine exactamente, sin embargo una buena aproximacidon de ese
momento ayudard a detectar la causa y ello es el objetivo final previo a la realizaciéon de una
accion correctiva y/o preventiva para volver al proceso a estar en control estadistico.

La presente tesis ha tomado el problema de estimacion del punto de cambio y ha presentado un
modelo que permite a los involucrados con el departamento de calidad contar con una
herramienta mas para la generacidn de estimadores de punto de cambio de acuerdo a la serie
de datos que estadn recolectando de sus procesos. La propuesta de utilizar de manera secuencial
una carta de control estadistico y, a la sefial de alarma de ésta, obtener una estimacién
mediante el uso del MLE para el punto de cambio ha sido probada en una de las funciones de
distribucién mas utilizada en los procesos de todo tipo. La distribucion normal aparece en gran
cantidad de eventos y/o procesos de la vida real y ha sido ampliamente estudiada. El CPA ha
tomado a la Normal como una de las principales receptoras de sus aportaciones y esta tesis
contribuye al hacer su aportacion al respecto. Los resultados obtenidos con esta herramienta de
uso secuencial aplicado a la Normal son altamente satisfactorios y han sido detallados de forma
individual en cada una de las primeras dos investigaciones (cap. 3 y 4) en donde se han
considerado cambios en los pardmetros que la definen. La otra funcién de distribucidon
considerada fue la Gamma, que aunque menos estudiada que la Normal, es un referente en
aquellos procesos donde el tiempo entre llegadas es determinante. Los investigaciones en el
CPA que tienen como motivo central de interés las observaciones independientes y Gamma no
son tan numerosas como en el caso de la Normal pero presentan aplicaciones y retos
interesantes para los involucrados con el SPC ya que una de las caracteristicas de esta funcién
de distribucion es la forma en que la media es calculada; al depender del producto de sus dos
parametros se presenta el caso en que para una misma media los pardmetros pueden ser
diferentes, esto implica tener la posibilidad de detectar un cambio en los mismos a pesar que la
media siga teniendo el mismo valor. La misma situacién se presenta para la varianza, también
estd en funcidén de sus parametros y se puede dar el caso de valores iguales de varianza para
parametros distintos.

En los casos estudiados para la funcién de distribucion Normal cuando el parametro que cambia
es la u se han considerado desplazamientos en la media que van de Og a 30. Como variante se
simularon los casos en que se tomaron observaciones extras a cuando la sefial de alerta es
emitida por la carta de control, los valores considerados fueron 5, 10, 15 y hasta 20
observaciones extras, ademas de variar el tamafio del subgrupo en 1, 3 y 5 observaciones
obteniendo resultados satisfactorios ya que en cada una de las variaciones que se hizo el
estimador arrojo resultados iguales o mejores que el caso donde se tuvo una observacion por
subgrupo y cero datos extras. Si bien las estimaciones obtenidas por el estimador propuestos
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siempre fueron mas cercanas al punto de cambio que las ofrecidas por el estimador de la carta
CUSUM el resultado de las desviaciones estandar muestra que a partir de 1.50 la desviacion
estdndar de las desviaciones del estimador propuesta son menores a las desviaciones estandar
de las desviaciones del estimador de la CUSUM.

En los casos estudiados para la funcién de distribucion Normal cuando el parametro que cambia
es la o se han considerado proporciones de 1.0 a 3.0 entre la desviacién antes y después del
cambio. Como variante se simularon los casos en que se tomaron observaciones extras a
cuando la sefal de alerta es emitida por la carta de control, los valores considerados fueron 5,
10, 15 y 20 observaciones extras, ademas de variar el tamafio del subgrupo en 1, 3 y 5
observaciones obteniendo resultados satisfactorios ya que en cada una de las variaciones que se
hizo el estimador arrojo resultados por debajo de la caso de una observacion por subgrupo y
cero datos extras. Si bien las estimaciones obtenidas por el estimador propuestos siempre
fueron mds cercanas al punto de cambio que las ofrecidas por el estimador de la carta CUSUM
el resultado de las desviaciones estandar muestra que a partir de una proporcion de 1.2 la
desviacién estandar de las desviaciones del estimador propuesto son menores a las
desviaciones estandar de las desviaciones del estimador de la CUSUM.

En el caso de la funcién de distribucién Gamma se consideraron proporciones para para a’s y
B's que van de 1.0 a 4.0. Las simulaciones muestran que las estimaciones obtenidas del
estimador propuesto son mas sensibles que el correspondiente estimador de la carta EWMA ya
gue en todos los casos el valor obtenido por el uso secuencial de la carta EWMA y el MLE para el
punto de cambio presento mayor cercania que su equivalente. Sin embargo de las Tablas 20 y
21 se puede observar que la desviacion estandar de las estimaciones del estimador obtenido de
la carta EWMA es menor que su contraparte, salvo en dos casos, por lo que este método debe
ser tomado con reservas mientras no se hagan investigaciones sobre como disminuir esta
desviacidn estandar. En la seccién siguiente “Trabajo Futuro” se proponen algunas lineas de
investigacidn orientadas a atender esta situacion.
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Resumiendo, esta investigacidn ha propuesto el uso secuencial de una carta de control y el MLE
para el punto de cambio para mejorar el desempefio de los estimadores del mismo. La
propuesta de utilizar una carta de control y, cuando ésta emita la sefial de proceso fuera de
control, proceder a utilizar el estimador obtenido por el MLE para punto de cambio ha sido
respaldada por simulaciones particularizadas en la distribucion Normal y la distribucion Gamma.
Las simulaciones han mostrado que los estadisticos obtenidos como resultado de las
estimaciones generadas por el estimador propuesto son menores a las mismas para las
estimaciones generadas por el estimador obtenido mediante cartas de control CUSUM de auto-
inicio y EWMA lo cual permite ofrecer una herramienta al personal responsable de la calidad de
producto que le auxilie en la deteccidén de las causas asignables que provocan que el proceso se
salga de control mediante una estimacién del momento en que inicia el cambio. En base a las
Hipotesis planteadas en cada investigacidon y que han sido el eje de esta tesis se presentan los
siguientes resultados:

® |nvestigacién 1 (Capitulo 3):

O Hipétesis 1: El estimador obtenido mediante la aplicacién secuencial de una carta
de control CUSUM de auto-inicio y un MLE para el punto de cambio en un
conjunto de datos independientes caracterizado por una funcién de distribucion
Normal con parametros iniciales py y g, y que a partir del instante desconocido t
cambian a p; y oy con la caracteristica que ug # W y 09 = o1, todos ellos
desconocidos, tiene un mejor desempefio que el estimador del punto de cambio
obtenido por de la carta CUSUM de auto-inicio.

O Respuesta: Se acepta la hipdtesis 1 ya que siguiendo los resultados de las
simulaciones realizadas en la investigacién 1 de la Tabla 3 se observa que el
sesgo, el promedio de las desviaciones entre las estimaciones generadas por el
estimador propuesto y el valor real del cambio, es menor que el ARL, el
equivalente para las estimaciones generadas por el estimador de la CUSUM de
auto-inicio, en todos los casos. Esta situacidn prevalece sin importar el tamafio
del subgrupo (Tabla 4), ni por la cantidad de valores extras tomados después de
gue la sefial de alarma es provista por la carta de control CUSUM (Tabla 5y Tabla
6) en donde se ha considerado que 1t toma los valores de 50 y 100
respectivamente.

O Respecto a la desviacién estandar de ambos estimadores se observa de la tabla 3
tercer fila y la equivalente en la Tabla 7 que la desviacion estandar de las
estimaciones del T,z empiezan siendo mayores al T.ysyym Pero a partir de una
desviacion de la media original de 1.50, empiezan a ser menores.
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O Las respuestas anteriores permiten recomendar el %,z sobre el f.ysyy €n
general, y en particular para cuando la desviacién de la media es de al menos
1.50,, ya que el desempefio del Ty, ha superado al del T¢ysyu -

® |nvestigacion 2 (Capitulo 4):

O Hipétesis 2: El estimador obtenido mediante la aplicacién secuencial de una carta
de control CUSUM de auto-inicio y un MLE para el punto de cambio en un
conjunto de datos independientes caracterizado por una funcién de distribucién
Normal con parametros iniciales py y 0, que a partir del instante desconocido t
cambian a pq y gy con la caracteristica que g =y y o9 # g1, todos ellos
desconocidos, tiene un mejor desempeno que el estimador del punto de cambio
obtenido por la carta CUSUM de auto-inicio.

O Respuesta: Se acepta la Hipdtesis 2 ya que siguiendo los resultados de las
simulaciones realizadas en la investigacion 2 de la Tabla 11 se observa que el
sesgo, el promedio de las desviaciones entre las estimaciones generadas por el
estimador propuesto y el valor real del cambio, es menor que el ARL, el
equivalente para las estimaciones generadas por el estimador de la CUSUM de
auto-inicio, en todos los casos. Esta situacidn prevalece sin importar el tamafio
del subgrupo (Tabla 12), ni por la cantidad de valores extras tomados después de
gue la sefial de alarma es provista por la carta de control CUSUM (Tabla 13 y
Tabla 14) en donde se ha considerado que Tt toma los valores de 50 y 100
respectivamente.

O Respecto a la desviacién estandar de ambos estimadores se observa de la tabla
11 tercer fila y la equivalente en la Tabla 15 que la desviacion estandar de las
estimaciones del T,z son menores a las del T.ysym @ partir de una proporcion
de la desviacidn original de 1.1 .

O Las respuestas anteriores permiten recomendar el £y, sobre el Tcysym €n
general, y en particular para cuando la proporcién de la desviacion es 1.1.

® |nvestigacion 3 (Capitulo 5):

O Hipétesis 3: El estimador obtenido mediante la aplicacién secuencial de una carta
de control EWMA y un MLE para el punto de cambio en un conjunto de datos
caracterizado por una funcion de distribucion Gamma con parametros iniciales
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conocidos @, y fp que a partir del instante desconocido T cambian a a; y 4,
ambos desconocidos, con la caracteristica que ay # a; y/o By # B4, tiene un
mejor desempeiio que el estimador del punto de cambio obtenido por la carta
EWMA.

O Respuesta: Se acepta la Hipdtesis 3 con reservas ya que siguiendo los resultados
de las simulaciones realizadas en la investigacién 3 de la Tabla 20y 21 se observa
qgue el sesgo, el promedio de las desviaciones entre las estimaciones generadas
por el estimador propuesto y el valor real del cambio, es menor que el ARL, el
equivalente para las estimaciones generadas por el estimador de la EWMA, en
todos los casos, salvo en el caso de falsa alarma. Sin embargo la desviacién
estandar de las estimaciones obtenidas del estimador propuesto son mayores
gue su contraparte de la carta EWMA.

O La Tabla 22 es obtenida de las Tablas 20 y 21 y se le agrega el valor de la media
para la Gamma, en ella se puede observar que el estimador propuesto es mas
sensible a los cambio es el parametro  que al pardmetro a. En particular para los
casos en que se tiene la misma u, calculada a partir de diferentes valores de a y
B, un mayor cambio en B genera un promedio de estimaciones menor los
mismos promedios para valores de & mayores.

O Las respuestas anteriores permiten recomendar, con limitaciones en cuanto a la
desviacion estdndar, el Ty r sobre el Tgyyya Ya que el desempefio para el Sesgo
del MLE es menor al del ARL. En particular cuando ay # a1 y o = fi-

6.2 Trabajo Futuro
En el desarrollo del presente trabajo se confirmd que el analisis de punto de cambio es un area

del control estadistico de procesos que se mantiene en constante evolucion. A pesar de haberse
iniciado a principios de los 50’s, los avances que se han logrado son abundantes y han sido
enriquecidos por diferentes areas del conocimiento, desde el analisis del problema del punto de
cambio basado en la estadistica clasica hasta los que se ocupan del mismo desde un enfoque de
redes neuronales; los tratamientos son diversos, con ventajas y desventajas segun el uso o
enfoque que se le quiera dar a la herramienta que proponen. Es por ello que hablar de trabajos
futuros en el CPA, eje central de la presente investigacion, es tocar un tema muy amplio, con
muchas lineas de aplicacidn, investigacion y cada una con sus propias variantes, razén por la
cual el tema serd centrado en las lineas de investigacion que siguid esta tesis y que podrian
acotarse a cuatro frentes de trabajo, que definitivamente no son Unicos ni exclusivos:

1.- Disminuir la variabilidad del MLE. . Un problema latente es que algunos estimadores
obtenidos presentaron una desviacién estdndar mayor a los ya conocidos, si bien el valor
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promedio de sus estimaciones fue mejor que el equivalente en la carta de control, al tener una
variabilidad mayor se presenta un area de oportunidad que es conveniente no pasar por alto. Es
por ello que disminuir el tamafio de la desviacién estandar de las estimaciones generadas por
estimadores obtenidos a partir del modelo propuesto es importante con el fin de mejorar su
desempeiio. Una posible solucion es considerar eliminar los k-primeros y m-ultimos datos de la
serie de observaciones esperando con ello evitar proponer estimaciones que de entrada se sabe
no ocurrirdn, como es el caso de tener un cambio en el proceso antes de los primeros 10 datos,
sobre todo si el proceso tuvo una Fase I. El poder determinar los valores k y m que permitan
disminuir la variabilidad en las estimaciones es una alternativa a considerar.

2.- Uso de diferentes estimadores del punto de cambio. . Una alternativa al uso del MLE para el
punto de cambio es el uso del “Estimador del Centroide de Verosimiltud” [103](CLE, por sus
siglas en inglés) cuyo objetivo es que ofrezca un estimador del punto de cambio con un sesgo
y desviacion estandar menor que otros estimadores. En el caso particular de esta investigacion
la propuesta es desarrollar los CLE del punto de cambio y utilizarlos siguiendo el modelo
propuesto, esto es; utilizar una carta de control hasta que mande una sefial que indique que el
proceso ha salido de control, tomar el conjunto de las observaciones hasta ese momento y
proceder a obtener el CLE. Seria interesante conocer el rendimiento del estimador asi obtenido
con el estimador obtenido por el uso secuencial de una carta de control y el MLE del punto de
cambio. Las comparaciones serian entre estos dos bajo los mismos esquemas.

3.- Estudiar las funciones de distribucidon que no han sido tan atendidas como la Normal. Las
funciones de distribucidon son muchas y variadas y a la fecha la que mas ha sido estudiada por el
SPC y el CPA es la Normal, tal vez seguida por la Gamma, la Binomial y la Poisson, dejando
abierta la puerta a otras que apenas han empezado a ser consideradas. Es por ello que otro
frente de trabajo seria abordar o re-abordar las funciones de distribucion que no han sido
ampliamente atendidas por el SPC y el CPA. La Earlang y la Exponencial serian la extension
natural de este trabajo dada la relacién que existe entre ellas y la Normal y la Gamma. Desde
luego, esto estard sujeto a las aplicaciones en la vida diaria que tengan las mismas.

4.- Considerar mas de un cambio en los pardmetros y en mas de un parametro. Este trabajo se
centrd en considerar solo un cambio en una serie de observaciones lo cual tiene un sentido
légico al considerar que un proceso que salga de control estadistico debe ser atendido para
tomar las acciones correctivas y/o preventivas que lo vuelvan a un estado de variabilidad
controlada, sin embargo esto esta sujeto a que la sefial que indica que el proceso se encuentra
fuera de control sea detectada justo al primer cambio. Lo anterior implica considerar la
posibilidad de que un proceso tenga varios cambios que lo lleven a un estado fuera de control
antes de que alguna senal sea detectada. En la Fase | del control estadistico siempre existe el
riesgo de tener mas de un cambio, y desarrollar técnicas de CPA ayudaria a solventar esta
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necesidad. Esta drea de oportunidad presenta un gran reto que estd empezando a ser
considerado por los investigadores del SPC y CPA.

Deseo cerrar insistiendo en que el CPA presenta muchas oportunidades de desarrollo y que las
gue seialo estan basadas en la orientacién que siguid este trabajo, en ningin momento puedo
afirmar que sean las Unicas. El cuestionarnos la razén de las cosas genera conocimiento al tratar
de explicarlas lo cual genera nuevas preguntas que a su vez genera nuevo conocimiento, todo
ello buscando mejorar nuestros niveles de vida; el ciclo se repite cada vez y la filosofia de la
mejora continua de la calidad se hace presente de nuevo.
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