UNIVERSIDAD AUTONOMA DE SAN LUIS POTOSI

8 ESCUELA DE INGENIERIA

ERE T R
“ [NTRODECCION & LAS ECUACIONES DIFERENCIALES DEL PRIRER
ORDIN PRIMER GRADG CON APLICACIZNES A LA MECANICA."

TRABAIO RECEPCIONAL

JUAN JOSE MENDEZ LEURA

BiS POTOSI, SLP,






L

0000000000



UNIVERSIDAD AUTONOMA DE SAN LUIS POTOSI

ESCUELA DE INGENIERIA

“ INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES DEL PRIMER
ORDEN PRIMER GRADO CON APLICACIONES A LA MECANICA.”

TRABAJO RECEPCIONAL

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:

INGENIERO MECANICO ELECTRICISTA

P R E S E N T A

JUAN JOSE MENDEZ LEURA

SAN LUIS POTOSI, SLL.P,



@hTTE

s




OIRECCION

Al Pasante Sr. Juan José& Mé&ndez Leura

Presenctce,

h
EA - 831 LY

JNIVERSIDAD AUTONOMA DE SAN LUIS POTOSI ~

ESCUELA DE INGERIEY

DR. MANUEL NAVA B TELEFONO §
APARTADO POSTAL 569

SAN LUIS POTOSI, S. L. P., MEXICO

En atencifin a su solicitud relativa me es grato indicar a
usted gue el H., Consejo T&cnico Consultive de la Pacultad de Ingenierfa ha
designado como Asesor del Trabajo Recepcional gue deberi desarrollar en su

Examen Profesional de

Ingeniero Mecinico Electricista, a 1a Srita. Ing. Ma.

Dolores Aguillén Garcfa. Asf como el Tftulo propuesto para el mismo ess

* TNTRODUCCION A LAS ECUACICNES DIFERENCIALES DEL PRIMER ORDEN PRIMER GRA=-
DO CON APLICACIONES a La MECANICA ™ '

TIMARTO:
Io-
I1T.-
IIl.-
W.-‘

‘I--

‘:I.-
VII.-

INTRODUCCION

ANTECEDENTES

RELACIONES ZNTRE ECUACION PRIMTITIVA Y ECUACION DIFE-
RENCIAL

ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN PRIMER GRA—-

20 Y SUS SOLUCTONES BASICAS

REDUCCION DE UNA ECUACION DIFERENCIAL A OTRA ECUA=——
CION OON TIPO DE SOLUCION BASICa

ECUACIONRES DIFERENCIALES LINEALES

APLICACIONES A LA MECANICA

Ruego a usted tomar debida nota de que en cumplimiento ~—
con lo especificado por la Ley de Profesiones debe prestar Servicio Sozial
durante un tiempo minimoc de seis meses como requisito indispensable para -
sustentar su ZIxamen Profesional, '

® MODOS ET

TMVSNe

CUNCTARWM RERUM MENSURAS AUDEBO "

EL DIRECTO LA FACULTA>

I VYALLE MENDEZ-

BIBLlOrl EOAS
v. A S L F



INTRODUCCION A LAS

ECUACTIOHNES DIFERENCIALES

EZ PRIMER ORDEN PRIMNER GRA

CON APLICACIONES & LA

MECANICA



A mis Padres,
Benifacio Méndez Pérez
y

Maria Marcos L. de Méndez



Prologo.

El presente trabajo es una intreoduccidn a-
los conceptos y métodos basjcos de solucion de las ecuacio-
nes diferenciales de primer orden primer grado. '

Consideramos que el lector sabe como usar=-
108 <onceptos y técnicas_elementales de la geometria anali-
tica y el calculo diferencial e jntegral, creemos que esto-
€5 un primer intento destinmado a servir de curso introducto
rio o0 de ayuda para un curso formal de ecuaciones diferen--
ciales ordinarias. .

Este trabajo contiene defjniciones, clasi-
ficacion y ejemplos ya resueltos para cada mé todo que Se wa
analiza en %a solucidn de las ecuaciones diferenciales, or-
denados de tal forma que se pueda facilitar la relacidn =—=-
entre la ensefianza y el aprendiza je.

E1l propésito de este trabajo es presentar-
al lector los aspectos basicos del tema y al misnmo tiewpo =
darle una idea general acerca de las ecuaciones diferencia=-
les ordinarias.

. Utilizamos en el presente un lenguaje que-
consideramos sencillo y de facil ianejo para una me jor come=
prensién en este acercaumiento con el tema.

' Hemos procuradg especialmente obtener un -
orden en la presentacion de los temas que facilite al lector
la comprensidén cabal de los mismos. Igualmente hemos tratado
de presentar un numero de problemas, debidamente sraduados,—
rara que se pueda fijar con claridad las ideas excuecstas.

Dado gue las ecuaciones gque nos informan -
' - - -
acerca de las caracteristicas del poviniento de ufl Cuerpo=—-—
contienen derivadas, copsideramos que el ultizo capitulo sea



una breve exposicién de la importancia que alcanzan las ecua
ciones diferenciales en la mecanica. Mediante ellas realiza-
£20S una de¢uc¢ién de las ecuaciones generales dei movimiento
rectilineo uniforme y resolvemos algunas aplicaciones de ==
ellas en problemas praceicos..

Tenemos la satisfaccion de reconocer publi-
camente la deuda con la Ing, Maria Dolares Aguillon por sus-
inapreciables sugestjones y el gran numero de horas dedica-—-
das a la lectura en su revisidn critica de todo el manuscri-
to, Yya que varios cambios realizados son fruto de sus reco-=
nendaciones.,

Lniversidad aAutbnoma de San Luis Potosi
facultad de Ingenieria
Depto. de Fisico-iiatematicas.

Juan José Méndez Leura.
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CAPITUIO I
Introduccidn.

El tema de las ecuaciones diferenciales—-
constituye una rama extensa y muy importante de la matemati-
ca moderna. Desde los primeros dias del calculo, este tema—
ha sido un campo importante de investigacidn teé;ica vy apli=-
cacjones practicas. lecha la afirmacidon anterior surgen de -
manera natural varias interrogantes:; Qué es una ecuacidn -=-
diferencial y qué significa ? ; Dénde y como se originan las
ecuaciones diferenciales y cual es su utilidad ? . Cuando se
encuentra una ecuacidon diferencial ; qué se debe hacer, como
se debe hacer vy cué;es son los resultados dz esa actividad ?
Bstas preguntas sefilalan tres aspectos importantes del temas
teoria, método y aplicacidn. '

Podemos construir e jemplos poniendo juntas
derivadas con otros térpinos y factores en forma arbitraria.
Las ecuacjones diferenciales no proviemen, sin embargo, de -
estos hechos artificiales, sino que tratan de contestar pre-
guntas referentes a variaciones o cambios.

Los problemas que conducen a las ecuaciones
diferenciales se encuentran en muchos campos, como fisica, -
astronomia, quimica, las ramas de la ingenieria y las ciencias
sociales, del comportamiento y biolégicas, etc.

Dada la granm cantidad de variables que in-
tervienen en un problema real, no podemos ni establecer los-
problemas completamente, ni dar respuestas precisas a 108 ==
mismos. Lo gque hacemos es formular un problema matematico =
qué es mids o menos parecido al problema original, pero que =
lo idealiza y lo simplifica,
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El proposito de este capitulo es presentar
los aspectos basicos del tema como son las definiciones para
la clasificacion de las ecuaciones diferencis'-- --{ como 1a
pomenclatura utilizada.

I.)} Definiciones Basjicas #*

-« * - - - »
Ecuacion diferenciai.-~ Ecuacion diferencial
es una ecuacidn que combina derivadas.

Ecuacion diferencial ordinaria.- £s una --
ecuacidn que establece una relacidn entre una variable inde-
pendiente, una variable dependiente y una o mas derivadas -~
de 1a variable dependiente com respecto a la variable inde--
pendiente.

Ecuacidn diferencial parcial.- Es una rela
cidn entre dos o mas variables independientes, una variable-
dependiente v una o mas derivadas parciales de la variable -
dependiente con raspecto a las variables independientes.

Orden de una ecuacidén diferencial.- Z1 or-
den de una ecuacion diferencial nos lo da la mas alta deriva
da que aparece en la ecuacidm diferemncial.

Grado de una ecuacion diferencial.- El zra
do de una ecuacidn diferencial nos lo da la potemcia a la ==
cual estd elevada la mayor derjvada que aparece en la ecua--

-
Cion.,

£1 lector que desee una mayor informacion acerca de las defi
niciones aqui utilizadas, debera consultar la bibliografia =

que sefialamos al final de este traba jo.
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Ecuacidn diferencial lineal.- Se denomina-
asi a la ecuacidn cuya variable dependiente y sus derivadas-~
_aparecen elevadas solamente a la potencia uno y neo aparece -
ninguna potencié mayor ni producto para ellas.

. * - - - - >
Ecuacion primitiva.- Es una ecuacion que -~

—

contiene n constantes arbitrarias ( A,B,C,... ) como:

2x

Ae + Bex

Y

Y = sz + Bx + C

en cuyos casos las denominamgos constantes esenciales si no =
podemos substituirlas por un numero menor de constantes.

I.2 Nomenclatyra utilizada

Los diferentes tipos de notacidén que utili

zaremos en el presente trabajo para expresar la derivada -

son:
%% » Dy , Y', para la primera derivada
=
a< Dz " . ,
-—% ’ Yy » Y, para la segunda derivada
dx
3

d—'§ L] D3Y » Y" ? etC-..
dx

I.3 Ejercicio de aplicacidn

A continuacion clasificamos por orden y ==
grado las siguientes ecuaciones diferenciales.

a). - X _ =9 ( primer orden, primer grado )

X+y

&l
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tercer orden, primer grade )

primer orden, segunde grado

primer orden tercer grado )

segundo orden, primer grade )



CAPITULO 11
ANTECEDENTES
I1I.1 Notas histdoricase.

La teoria de las ecuaciones diferenciales
se origind enm los principios del calculo con Isaac Newton --
( 1642-1727 ) v Gottfried wilhelm Leibnitz ( 1646-1716 ) en-
el siglo X'II,

Todos nuestros vagos conocimientos sobre-
el nacimient, y desarrolle de la teoria de las ecuaciones —-
diferenciales se resumen en una fecha importante, el 11 de -
noviembre de 1675, cuando por primera vez, Leibnitz asentd -
en un papel la ecuacion:

2
d = L
5? il
- - " - -
no resojviecixio con esto una simple ecuacion diferencial, lo-~
- - - - - - -
que era en si trivial o secyndario, sino que constituyo un -

acto de gran trascendencia, pues cred un simbolo muy util( §)
el signo de integracion.

. Aun cuande Mewton realjzd, relativamente -
poco trabajo en la teoria de las ecuaciones diferenciales, -
su desarrollo del calculo y la aclaracidon de los principios-
basicos de la mecanica proporcionar,n una base para el desa-
rrollo de sus aplicaciomes en el siglo X¥Iii, con mayor ale—-
cance, por parte de Euler.

e . P . L.
Newton clasifico las ecuaciones de primer-
orden de acuerdo con las formas:

o= x>, L = £(y) , v: T = £x,y)
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Para la dltima forma,desarrollé un método-
de solucidmn, usando series infinitas, cuando f(x,y) es un ——
polinomio en x € y. Era muy sensible a las criticas y, como-
copsecuencia, tardo bastante en publicar muchos de sus des—-
cubrimientos,

Leibnitz llegd a los resultados del calcu-
lo indepcndientemente, aunque un poco mas tarde, que Newton.
Nuestra notacidn moderna para la derivada %% y el signo(S)Q-
integral se deben a Leibnitz, Descubrid el método de separa-
¢idn de variables asi como procedimientos para resolver las-
ecuaciones homogéneas de primer orden y las ecuaciones linea
les de primer orden. Sostuve una prolifica correspondencia =
ton otros matematicos, especialmente con 1lo0s hermanos Bernou
11i. En el curso de esta correspondencia se resolvieron o=
chos problemas en ecuaciones diferenciales, durante las ﬁlti
mas décadas del siglo I¥II.

A Newton f Leibnitz, siguieron los hermanos
Bernoulli, Jakob ( 1645-1705 ) v Johanmn ( 1667-1748 ) y, el-
hijo de Johann, Daniel ( 1700~1782 ). Justamente, €stos son-
tres de los ocho miembros de 1la famjlia Dernoulli, gquienes,-
en su tiempo, fueron prominentes matematicos y hombres de —
ciencia. Con aydda del célculo, formularon y resolvieron las
ecuaciones diferenciales de muchos problemas de mecanica. Un
problema ( 1696-1697 ) al cual contribuyeron ambos_ hermanos,
" fue el de la braquistdcrgna. Este es uno de los problemas —-
famosos en la historia de las matematicas y consiste en en—-
contrar la curva a 10 large de la cual una particula se des-
1izara sin rozamiento en el tiempo minimo desde un punto dado
P hasta oitro Q. Estando el segundo punto abajo del primero -
pero no directamente debajo de é1 ( wer figura 1.1 ).
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~Este problema fue -
propuesto por Johann Bernou-~
11i en 1696 como un reto pa-

ra los matemiaticos de sSu —e- Qlx,,7,)

Fig. 1.1 Grafica de
la curva a lo large de la _cual
una particula se deslizare sin
rozamiento en un tiempo minimo.

tiempo.

Las soluciones co;rectas'fueron encontradas
por el propie Johann Bernoulli y también por su hermano Jakob-
Sernoulli, Isaac Newton, Gottfried Leibnitz y el Marqués de --
L* Hospital,

. En 1690 Jakob Bernoulli publicd la solucidn
de la ecuacidn diferencial, que se escribe asi:
1
( bzyz - 33)%dy = ¢ a>)Zax
donde a y b son constantes.
Actualmente esta ecuacidn se toma como un -

- - - - -‘
e jercicieo, pero en aquel tiempo, pasar de la ecuacion
23 -

y' =
bé;z— a3

a la forma diferencial y, entonces afirmar que las integrales-—
en ambos lados de la ecuacidon deberian ser iguales, excepto por
una constante, constituylo ciertamente un avance trascendental.

asi por e jemplo, mientras que Johann Bernoulli sabia que
p+1l
P = =
ax"dx = d P+ 1

no es valido para p = -1, no sabia que
_ 9X = a(La x)
Sin embargo pudo demostrar que la ecuacidn

d -
o = iz
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que podemos resolver escribiéndola como
tiene 1a solucion ya = xC donde C es una constante de ine-
tegraciodn.

_ A finales del siglo XVIII, muchos de los mé-—
todos elementales de solucidn para ecuaciomnes diferenciales
ordinarias de primer ordem se conocian y la atencion se di-
rigid hacia las ecuaciones diferenciales parciales. Jacobow
Riccati (1676-1754), matematico italiano, considerd ecuacio
nes de la forma f£(y,y’,y")=0. También considerd una impor——
tante ecuacidn no lineal, conocida como ecuacidn de Riccati,

%% = a (x) + al(x)y + az(x)yz
aunque no en forma tan general.

Leonhard Euler, uno de los mas grandes matew
miticos de todos los tiempos, también vivid en el siglo XVII.
Fué un gran matematicos: sus trabajos reunidos llenan mas de-
setenta volumenes. Aungque quedd ciego, durante los ultimos -
diecisiete afios de su vida, su trabajo no disminuyo. De par-
ticular interés es su trabajo sobre planteamineto de los pro
blemas de la mecinica y su desarrollo de métodos de solucidn
para estos problemas matematicos. Refiriendose al trabajo de
Euler en la mecinica, Lagrange dijo que era "el primer gran-
trabajo en el que se aplica el analisis a la ciencia del movi
miento". Suler también considerd la posibilidad de. reducir -
ecuaciones de segundo orden a ecuaciones de primer orden, me
diante un cambio adecuado de variable; cred el concepto de -
factor integrante,fen 1739 did un tratamiento general de las
ecuacjones diferenciales lineales ordinarias con coeficientes
constantes, contribuyé al método de la solucidn en serie de--
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potencids y did un procedimiento numérico para resolver ecua
ciones diferenciales. También hize contribuciones importan -
tes a la teoria de las series de Fourier y cred la primera -
discusion sistematica del calcule de las variaciones,

Posterijormente en el siglo XVIII los gran -
des matematicos franceses Joseph Louis Lagrange ( 1736-1813)
y Pierre Simdon Laplace (1749-1827), hicieron importantes --
aportaciones a la teoria de las ecuaciones diferenciales or-
dinarias y, ademés, dieron por primera vez un tratamiento a-
las ecuaciones diferenciales parciales, Posiblemente sea la-
ecuacion de Laplace, la ecuacion diferencial parciai mas co
nocida en la fisica matematica, la ecuacion «cl potemcial -
que se presenta en dimimica de los fluidos, en elasticidad,-
en la teoria de 1a conduccion del calor, etc..

U +
X% VA 4 szr aY2

donde los subindices indican derjvadas parciales. E1 trabajo-
monumental de Lagrange, Mecanigue Analytique, conticne las ~-=-
ecuaciones generales del movimiento de un sistema dinamico, -
conocidas actualmente coro ecuaciones de Lagrange.

El trabajo de cinco volumenes de Laplace, --—
Traité de Mécanique Céleste, le gano el titulo de "Newton de-
Francia'. Los tltimos Volumenes se publicaron en el periodo -
de 17R9-1825 e incluyeron toda 1la mecinica dc z3a Spoca. Lan-
posturas de Lagrange y Laplace compendiaron dos filosofias de
las matematicas. Para Laplace la naturaleza era esencial y —-
las matematicas eran su herramienta en el aprendizaje de sus-
secretos; para Lagrange las matehiticas eran un arte gue jus-—

tificaba su propio ser, Sin embargo ambos hombres realizaron-
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avances de gran alcance tanto en la teoria como en las apli-—-
caciones de las matemiticas,

En los ultimos afies algunos matematicos dedi
cados al estudio de las ecuaciones diferenciales ordinarias y
parciales han tratado de eclaborar una teoria sistematica (pero
general) rigurosa. La finalidad no es crear metodos de solu--—
cion para ecuaciomnes diferenciales particulares, sino desarro
1lar técnicas apropiadas para el tratamiento de diferentes -=
clases de ecuaciones,

Concluimos este corto esquenma historico con-
una observécién.que posiblemente le proporcione cierto placer
al lector que ha observado, con desaliento, la frecuencia con
la que aparecen en los textos de matematicas frases como, "Es
obvio que...'", 0 bien "Facilmente puede demostrarse gqu....'",
‘Nathaniel Bowditch (1733-1838), matemdtico y astrSnomo ameri-
cano, al traducir la Mécanique Céleste de Laplace, a princi -
pios del siglo XIX, afirmd: "No puedo encontrar una afirma =—-—
cidon de Laplace, asi, es evidente, sin tener l1a seguridad de-
que deberé emplear horas de trabajo intenso, para cubrir el 2
bismo y averiguar y demostrar lo evidente que es".,

1I.2 Propiedades de los logaritmes mas usadas en la solucion-
de las ecuaciones diferenciales.

_ . En las ecuaciones diferenciales al simpiifi-
car las soluciones se hace a menudo un use intenso de los lo-
garitmos. En este trabajo usaremos el simbolo Ln para repre -
sentar al logaritme natural o logaritmo de base "e',



(11)

A continuacién sefialamos las propiedades
mas importantes:

ILn(uv) = Lou + Lnv

-
-

In =Lnu-Lnyv

<

tn ulP=(1/n)La u

Lan 1 =0
Ln %-= - Ln v
) eLn u

u = Ln eu
Silnw=Lnu + Ln v esto puede escribirse como w = uv,

Puesto que-cualquicr constante es el loga -
ritmo de otra constante, a menudo s conveniente escribir -
Ln ¢ en lugar de C unicamente como constante de integracion-
en la solucion de las ecuaciones diferenciales, la cual de -
pendera de la forma gque se le guiera dar al resultado.
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CAPITULO III

RELACTONES ENTRE ECUACIONES PRIMITIVAS Y
ECUACIONLES DIFERENCIALES

- & - * - - - - " -
I11.1 Relacion entre una ecuacion primitiva y una ecuacion di
ferencial,

En general, de una ecuacion primitiva gue -
contenga n constantes arbitrarias esenciales se puede deducir
una ecuacion diferencial de orden mn libre de constantes arbi-
trarias. Esto nos da a entender que la.soluci6n de una ecua -
cidon diferencial es lo que se denomina ecuacidén primitiva.

De 1o anteriormente expuesto podemos estable
cer el siguiente diagrama de relaciones

-— - =
p— - cEiVvacion -

- - L - - k) - Ld - - -
Ecuacisn diferencial <cuacion primitiva
'y
- &
Sclucion
© sea:
P -
Ecuacion ——— ECuacion

Pbiferencial #——m———— Primitiva

Que es el ciclo gque nos establece l1la relacioan

entre- las ecuaciones primitivas y las ecuaciomes diferenciales.
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I11.2 Obtencidn de una ecuacidon diferencial a partir de una =
ecuacidn primitiva.

Al presentarse una ecuacidén primitiva los pasos
a seguir para obtener su ecuacidn diferencial asociada son los -
siguientes:

1). Apnalizar si todas las constantes gque la com
ponen son necesarias, e€n caso contrario reducirlas. '

2). Derivar tantas veces como constantes esen -
ciales guedaron en la primitiva.

3). Combinar las ecuaciones obtemidas de tal -
forma que se logren desaparecer las constantes hasta quedar ex-
clusivamente derivadas en la expresidn final.

llagamos un e jemplo en donde la primitiva es =

2x

= Ae™ + Be“® + Ce* tratemos de encontrarle la ecuacion dife
b4 y <

rencial de donde provicne.

Vd

1), Si y = Ae® + Bezx + Ce™

podemos reducirla a

vy = ( A+ C)e* + Be*

en donde

ysQex-l-Bezx si Q=sA+C

2). Derivamos tantas veces como constantes -
esenciales nos quedaron en la ecuacidn.
como

y = Qe* + Be?X

Yﬂg Qex o+ 2322::

g = qex + 4Be2x
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3). Combinemos las ecuaciones obtenidas hasta
‘desaparecer las constantes.
(1) y' -y = Be

(2) y'' - y* = 2Be
si a la ecuacion (2) le restamos la ecuacidn (3) multipliicada -

2%
2x

por dos obtenemos.
’ Y"_y'_2(y’_y)=°
y" -yt - 2y* + 2y =8
entonces la ecuacidn diferencial gue buscamos es:
y"* - 3y' + 2y = ©

La ecuacidn primitiva analizada anteriormente
tiene la forma y = C 1Yy * C,¥5. A las ecuacjiones gue tienen di-
cra forma se 1les puede obtener su ecuacién diferencial asociada-~

med;ante un determinante de las siguientes caracteristicas:
y Y1 ¥
= ] L] L4 =
o y Yl Y5 0
" 1 144
y Y1 Y2

Si aplicémos el determinante a la ecuacién —-

primitiva y = Ae*+ Bezx n donde Y, < e* Y5 V5 = e2x
obtencmos:
Yy e* ;
D=}y e* y"* - 3y*' +# 2y) =0
- Y‘. ex
o bien :
y" = 3y* + 2y =0 gue es la ecuacidn diferen-—

cial obtenida anteriormente.

ITI.3 Campo de direcciones.

La forma general de una ecuacidn diferencial

de primer orden es:

_ f(X,7,¥') = © 1a cual puede escri--—

birse tambicn ‘
y* + f(x,y) =0



(15)

Como la derivada de una funcidn es igual a la -
pendiente de la recta tangente a la curva representativa de la - .
funcidn dada, en el punto (xo.yo) debe tener alli pendiente = -
f (xo,Yo)} Dibu jemos en el plano Xy las curvas de pendientes -
constantes de y* = f(x,y). Dichas pendientes ( o isGclinas) tie
nen la ecuacion f(x,y) = K. Donde K es una constante arbitraria.

De lo anterior decimos que una curva a lo largo
de la cual 1la pendiente f{(x,y), tiene un valor constante K se -
ilama isdclina de la ecuacion diferencial., Es decir, las isécli
nas son las curvas f(x,y) = K, para diferentes valores del para-
metro K. '

Sobre la isdclina que corresponde al valor K, di
bu jemos elementos lineales, es decir pequeiios segmentos de rectEJ
de pendiente K realizando lo mismo para cada isdclina a la tota-
lidad de los pegueilos elementos lineales se les denomina campo -
de direcciones o campo direccional de la ecuacion diferencial -
y = f(x,y). '

Embezando en un punto dado, dibujcmos la curva -
al elemento lineal tangente que corresponda. Asi obtenemos la -
forma aproximada de la solucidn.

Por ejemplo si consideramos a la ecuacidon dife -
rencial—%% = 2x o bien dy - 2xdx = 0 como una ecuacidn-
. cuya soluciép no pudiera obtenerse por métodos conocidos, enton
ces para obtemer la informacion grafica aproximada de la solu -
cidn tendremos que hacé; uso de los campos de direcciones.

= 2x = m tenemos que si X = o m = 0

il
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Lo cual nos dice que para todos jos jugares donde x =0 el-
segmente tangente vale cero.

La informacidn anterior la representamos en
la grafica de la fig. 1.2 v

Fig. 1.2 <rafica de
los lugares donde las m = 0O
Six=% m=1 es decir para aguel luéar donde x = % las pen-
dientes tienen una inclinacién igual con uno o bien de 4S°. Si=-
graficamos lo anterjor obtenemos ja fig. 1.3

Pig. 1.3 Grafica de
los lugares donde las m = 1

Si graficames ahora para X = =5 m = =1 ob-
tenemos la fig. 1.4

x.‘

24

Fig. 1.4 Grifica de
los lugares donde m = =~}
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Sixesilnm=2 y si X = =} m‘? -2 1o 9ua1 tiene el gra-
fo dade en la fig. 1.5 X ™ j;
| ="2;1\ _ /,; m=2
— /A
% .{ .2; x
\ . i'4
N T V4

Fig. 1.5 Grafjca de
los lugares donde m = «2 ym = 2

Reuniendo todas las graficas obtenidas antew

riormente en una sela, obtenemcs el campo de direcciones que ~-
corresponde a la familia de curvas que representa la primitiva-

o solucidn de la ecuacidn diferencial.

Entonces siguiendo las direcciones de 105 ==
elementos marcados se forma la estructuyra del grafe de 1a solu-

a
Cion.

411 413
LR R

A AASA AL 2l padrh i

Sl

Fig, 1.6."CGrdfica de la solucicén
de la ecuacion diferencial dy = 2x dx
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Construyaros ahora las curvas integrales a
proximadas de

ay - o
dx ~ 2xX +y

Para trazar las isdclinas de 1la ecuacidn diferencial hacemos:
2x + y = C o bien y = =2x + C

Construimos rectas entonces para C = -2, -3/2, =1, =%, 0, I,

1, 3/2, 2. Sobre cada una de e€stas construimos a continuacion

un cierto num:ro de elepmentos lineales que tengan la inclina~

cidén adecuada ¢ = arc., tang. C. Sefialados en 1a fig. 1.7

8Y = p = dy = ¢ =
Como g = m = tang # Ve g =C=2x +y
ehtonces C = tang. ¢ o sea @ = arc. tang. C.

diferencial dy = (2x + y)dx
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CAPITULO IV

ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN
PRIMER GRADO Y SUS SOLUCIONES BASICAS

IV. 1 Ecuaciones diferenciales de variable separable.

L2 forma de una ecuacidn diferencial ordina- -~

ria es £(x,¥,¥') = 0. La cual puede tener también la forma:
y _ _ B(x,y)

ax Q(x,¥7)
o bien
P(x,¥y)dx + Q(x,y)dy = O

8i esta ecuacidn se pudiera expresar como;

[fi(X)gl(Y):]dx + [%z(x)gz(y).]dy =0

entonces se le denomina de variable separable.

" La solucidn de dicha ecuacidn serd de 1la ma-

nefa siguiente. _
[fl(X)gl(y) ]dx + [fz(x)gz(.v) ]dy =0

la dividimos entre £ _(x)

£, (x) ]
|5 810 [ox + &)y = O
si dividimos entre gl(y)

£, (x) &, (¥)
0 Tra e w=0

que es l1la forma que debe tener una ecuacidn de variable se-

parable para su solucidn.
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Integrando la ecuacidn

S £ (x) £,(¥)
L Xt gm0

resulta .
- P(x) + G{y) =¢C

que es la solucidn gque buscamos.

Encontremnos la solucidn de la ecuacidn di-—-

" ferencial.
ea'-'b aza + eb_a db ' = 0O

la cual podewmos expresar coao
e eb
—_ —ab =
5 da + —— o
e e

Beparanao nos gueda
a . b b
e e® da + e e ab = O

ezada + eZbdb = Q

integraado
2b.
aa +fe db = O
2b
_+§=c

eZa + 62b 2C

nos queda como solucida final

2a 2b
e

+ e = Q

IV.2 Solucidn por ecuaciones homogéneas.

Si una ecuacidn diferencial dada no es de ——

variable separable, sSe puede coasliaerar la posipiliaad de -
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reducirla a dicha forma separable mediante un cauabio ce va~
riaple, Un caso de esta reduccidn es el de las ecuaciones -
homogéneas.

Un polinomio en X e Y es homogéneo de grado-

o cuando a todos sus términos se les identifica con el wise—

f£0 grado n. O bien una f(x,y) = O e3 homogénea si y solo si:
A T(x,y) le asignamos una J tal que f(Jx,Jy) = 0 s8i logra——
mos expresarla como f(Jx,Jy) = Jnf(x,y) entonces decimos —-—

que es ana ecuacidn homogénea de grado n.

Por ejemplo si analizamos a f(x,y)= xz-xy+y2
éncontramos que.

£(3x,Jy) = (3x)% = (Ix)(Iy) + (Iy)°
J2x2 - szy + J2y2

J2( x2 - Xy + .72)
= 3% (x,¥)

2

LD
es J afectando a la funcidn original.

Por -lo anterior podemos sedalar que la ecuge—

cida es howmosgénea ae grado dos.

S1 aplicamos los conceptos anteriores a las-—
ecuaciones aiferenciales de primer orien priuer graco tene—
408 qde,aacqQ

A(x,y) ax + B(x,y) d7 = O
2i le asignawos s J

A{(Jx,Jy) dx + B(Jdx,Jy) dy = O

Jn[ 4(x,y)dx + S(X’V)dy] =

0
mntoaces e3 ana ecuaaciin tiferencial Vo ao_dies le TR0 Q.

-
<
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Pero si
A(x,y)dx + B(x,y)dy = O

toma la forma

ay _ _ A(x,y)
ax B(X,y)
dy _ _ Aldx,Jy)
ax B(dx,JY) _
- JnAgsz! - - A(x,¥)
| JB(x,7) 8(x,5)
‘entonces ay _ _VJO A(x,y)
ax B(xX,¥7)

es una ecuacidn diferencial homogénea de grado cero.

Substituyendo en la ecuacidn diferencial —-

homogénea ¥y = ux nos da:

ay _ _ A(x,¥) _ _ A(X,ux
dx =~  B(x,y)  B(x,ux)

como es8 homogénea

- All,u)
B{l,u)

ey

QX

oy _

F = £(u)

COMo ¥y = ux entonces ay = udx 4+ Xdu por lo tanto.

Rt
i
"
¢
0
0
13
9

%% = f{u) entonces igualamos

qu
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que es igual a:

[:I:‘(u) —.u dx = Ecdu]

de donae

13 du
x - f{u)-u

que es una ecuacidn del tipo de variable separable ya co-
nocido.

Ahora analizemos y encontremos la solucidn
des

- ( x2 + y2 Jax -~ ( x2 + Xy )Ay = 0O
Primero veamos si es una ecuacidn homogénea
(1x)° + (97)° ax -~ (9x)% Ix)(y) ay = ©
( J2x2 + J2y2 Jax - ( J2x2 + szy Jdy = O

Jz[(x2+y2 )dx-(x2+xy)dy]=0

que es una ecuacidn homogénea de grado dos.
Hagamos entonces ¥y = ux . yY: dy = udx + xdu

que substituido en la ecuacidn original nos da:

( x2 + (ux)_2 Jdx - | 12 + x(ux) )dy = O

- + u2x2 )ax - ( 12 + x2u Y(udx + xdu) = 0

( x
efectuando operéciones ¥y reagrupando términos nos queda.

( 12 - uxz ax - ( 13 + x3u Jaa = Q

12( 1l -u )dx - x3( 1 4+ 1 )du =0

Que es una ecuacidn de variable separable, cuya solucidn es:

de-l—l'ﬂd = 0
1l-u

x3

1 u+1l
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Integrando obtenemos.

p! _ 2 _
S . dx +S[? ¥ e du = 0

In x + u +2Ln{(u-1) = C

como ¥y = ux entonces u = %

Substitayendo en 1a solucidn obtenemcss
In x + % 4 2Ln( L - 1) = ¢C
x x

La cual es la solucidn que buscamos.
iV.3 Solucidn de ecuaciones diferencizles exactas.

Una ecuacidn diferencial es exacta si estd-
completa es decir, si todos los téruninos que en ella sSe «—=—
encuentran representan la derivada de f(x,y) = C totalumen—
te 8in haberle sido aplicada antes alzuna siaplificacidn,-
es decir, la ecuacidn diferencial representa intesrzamente-—

el aiferencial de su opriaitiva.

For ejemplo si tenemos la primitiva siguien

te: ) 2 2 3 :
Xy + Xy =G . ¥ la cerivamos ob—

tenemos.
2 2.2,. "
(v° + 2xy2)ax + (2xy + 3x°y°)ay = O
que es una ecuacidn diferencial exacta puesto que se com—m

pone integramente .= todos los términos producto ae la ae-

rivada de la ecuacidn priuitiva
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a3 ecuaciones diferenciales exacias es pPo-~
siple resolverlas sin necesidad de un método bien estavle-
ciao. Y& qaue si agrupamos adecuadamente los téruminos expre
sados co.0 el diferencial de una funcidn podemos obtener -
la priwitiva por medio de una simple inspeccidn.
Asi la ecuacidn
2 3 2 2.
(y + 2xy7)dx + (2xy + 3xy )ay = C
la separamos
2 r j - -22
¥y dx 4+ 2xy~€X + 2Xydy +3X y ay = O
¥ la expresamos asi. .
2 2 3
d{xy~) + d(x y~) = d(C)
onae.
2 2.
d(xy~) = y7dx + 2xydy
2
d(x y3) = 2xyjdx + 3x2y2dy
d(C) = 0O
Gue son todos los térzminos de la ecuacidn diferencial.

Apiicanao €l operador integral a la ecuacidn.

(axy®) + (ax®yy = Sd(c)
10 da.
Xyz + xzyj = C

que es la priamitiva o solucidn.

Por otra parte si a2 la ecuacidn diferenciz

Obtenida anteriormente la dividimos toda por (¥y) nos da.

(y+2xyz)dx-+ (2x*3x2y)dy = D
la cual heuos Bimplificado ¥ ya no estd completa para los-—

requerinaientos de solucidn para ecuaciones diferenciales -
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exactas, puesto que mediante ninguna agrupacidn gque se rea
lice sobre ella la podremos expresar como el diferencial -
de una funcidn, es decir la ecuacidn ya no es exacta, y —

por este método ya no podremos obtener la solucidn o ecua—

cidn primitiva.

De lo anterior se desprende gque toda ecuacion
diferencial exacta es posible resolverla haciendo una agru-
. pacidn adecuada mediante una inspeccidn y aplicando el ope=-
rador integral a la expresidn que encontremos como derivaca
de una funcidan.

Entohnces si.

M{x,y)dx + N(x,y)dy = O
nos representa una ecuacidn diferencial de primer orden pri
@mer grado, decimos que es exacta si existe una funcidn como
f(x,y} = C tal gque si la derivamos nos da:

af af

ﬂf:—a—x-d.x-i-?'y‘dyzo

la cual si comparamos con la ecuacidn diferencial original-

encontraaosS que.

L-uy) v 5= 8Ey)
De donde si parcializamos M y N opbtenemos.
am _ 3’ y an_ 9%
dy =~ dydx ax = dxdy
Como. ‘
a°s a°s a¥ AN

= entonces aecimos ques
dyax dxay e

Ay - A
es el requisito gque debe cumplir una ecuacidn completa o -

bien toda ecuacidm que sea una diferencial exacta.
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EBncontremos la solucidn de la siguiente —m

ecuacidn diferencial.
2
(6x™ + 4xy + yz)dx + (2x2 + 2Xy - 332)dy=o

A -oaN _
de donae.
aM _ aN por lo cual 1la ecuaclidn €5 ==

dy T ax
una ecuacidn diferencial exacta.

6x2dx 4+ 4xydx + yzax + 2x2dy + 2Xyay - 3y2dy = 0

2 2
a(2x>) + a(2x°y) + d(xy°) - d(y’) = a(c)
entonces la solucidn es:

2x3 + 2x2y + xy2 - y3 = C

Si la funcidn f(x,y) = C se le ha aenominagy
Primitiva de la ecuacidn diferencial exacta

M{x,y)dx + N(x,y)dy = 0O
tratemos entonces de expresar 1la sol.acidn f(x,¥y) = C cowo =
una funcidn ce los términos W ¥ N de la ecuacidn diferenciazl

¥ asi tratar de usecanizar la solucidn ae las ecuacliones aiw

ierenciales exaciTas=. :
af arf

31 f(x,y) = ¢C entonces Ix dx + Ay dy = O cue serd
izgaal a: - ‘
M{x,y)dx + N(x,y)dy = O

ae doade

arf ar
Iz = M(x,y) Yy 5; = N(x,¥)



entonces

£f(x,y)
1z dnica variable

(28)

=S n(x,yldx + @(y) en cuya integral-

considerada es x, la ¥y serd constdnte y-

el Inico téraino que se desconoce es P(y) para tener la —-

solucidn total.

. af
ay

Pero

) x
H(X,y) = %S A(x,y)dx + 32

de donle

i

culm mlm

[S M(x,¥y)dx + ﬁ(Y)]

S ¥(x,y)ax +@°'(y)

N{x,y) entonces

ay

QAespe 10060 - integsranuo nos g 1edsa

§ o

7

ZSae es el término

da la formzs final

- S[ N(x,y) - —;— xm(ny)dX -dy-]

X

= ([ 5=,y = —— i(x,y)ax &y |

gue faltaba. Substituyendo.en f(x,¥) nos—
ue la primitiva.

x

. = Z
£(x,y) =§ nix,y)ax +S[N(x,y) - & Caixyrax Jov + ©

gque es la solucidn buscada, donde la primitiva f(x,¥) es —

daaa como una funcidn de los elementos M y N de la ecuacidn
diferencial original.
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Encontremos la ecuacidn primitiva asociada -

con la ecuacidn diferencial siguiente.
2 X e X 2 2
(2x + ¥y e o Jax + (2xye Y + 3y JAy = O

como

2 2
am Xy 3 Xy
Ay - 2ye + 2Xy~e
5 5
aN _ Xy 35T
. . ax = 2ye + 2Xy~e
en donde
aai = an entonces es una ecuacidn aife-~
dy ax

rencial exacta que tiene como solucidn a:
2

X
£(x,y) =S (2x + 37 Jax + @#(¥)

2
f{x,y) = X2 + exy + @(¥y) que es la solu=—--—

cidn faltando por encontrar el valor de ¥g(y).

- 2
2% = Xy - af _
B 2xye + @' (y) como 3y = N(x,y) entonces.

xyZ xy? >
2xye + ﬁ'(y) = 2xye + 3y

despejando e integrando tenemos.

2 : 2
g (y) = 3y o bien Sdﬁ:f},y dy
g9(y) = yj + C que si la suostituimos en la ecua-
cidn solucidn obtenemos. .

2

f(x,y) = x2 + eV 4 y3 + C

que es la primitiva gque buscamos.
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CAPITULC V

REDUCCION DE UNA ECUACION DIFERENCIAL
A OTRA CON TIPO DE SOLUCION BASICO

Hasta ahora hemos encontrado tres tipos difew
rentes de ecuaciones de primer orden primer grado para las -
cuales se pueden obtener las soluciomnes por métodos bdsicos-~
0 exactos. Estas ecuaciones son: Ecuaciones de variable se——
parable, ecuaciones homogéneas y ecuaciones exactas. En el ca
So de las ecuaciones exactas sSeguimos un procedimiento defini
do para obtener las soluciones de manera directa. Para los -
otros dos tipos existen también procedimientos definidos ——
para llegar a la solucidn; sin embargo, en estos casos los-—-
procedimientos no son tan directos. Bn el caso de las ecua-
ciones ae variable separable, multiplicamos por factores
adecuados que reaujeron las ecuaciones dgdadas a ecuaciones—-—
que son de tipo bdsico mds exacto. Dichos factores son cong
cidos como factores de integracidn. Para las ecuaciones ho-
sogéneas hacemos transformaciones apropiadas que las redu—— .

cen a ecuaciones de variaple separable.

Las oonservaciones anteriores sugieren dos =
planes generales, gue debemosS seguir para resolver una ecua
¢cidn aiferencial que no sea de ninguno de los tres tipos ——
mencionados,

I). Multiplicar la ecuacidn dada por un factor

de integracidn acecuado ¥y reducirla a una ecuacidn exacta.
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2). Introducir una transformacidn que reduje-

ra la ecuacidn a uno de los tipos bdsicos.
V.1l Pactores de integracidne.

Se les denomina asi a aguelilos factores gue -
aplicados a una ecuacidn diferencial nos la reduce a una —-—

ecuacidn difereacial bdsica mds exacta.

Desafortunadamente no existen procedimientos
de cardcter general para aeterwinar una transformacidn ade-—
cuada para todos los casos; no obstante, hay una variedad -
de foruwas especiales de ecuaciones diferenciales que poseen
tipés especiales de faciores de imtegracidn, © bien, para -

las cuales se pueden aplicar transforamaciones especiales,

Es cierto gque algunas ecuaciones diferenciales
poseen factores que se pueden obtener ™ por sSinple inspeC———
cidn", estas ecuaciones sin euabargo, rara vez llegan a2 encon
trarse. Debe serdalarse en todo caso que es necesSario un gran

conocimiento y experiencia adquirida sobre el tema.

Intentemos eancontrar un primer facfor de in-——
tegracidn bajo las siguientes condicicnes.
Supongamos gue la ecuacidn:
M(x,y)dx + N(x,y)dy = O
no es exacta y que U(y) es el factor gque la convierte a exac

ta.



Entonces la ecuacidn.

Entonces

Integrando

de donde

31

cidn que nos convierte a

cial.

U(y)u(x,y)dx + U(y)N(x,y)dy = O

a

(32>

es exacta.

a—y['a(y)mx,y)] - Lo |

9§§El (x,y) + U(y)—éﬁéﬁixl = U(y) Qﬂéﬁiil

ao di [» R
ay M=U|3x ~ ay ]
ar _ au
ayg Ax ay
U M dy
v _ am
Ln =\ ax - dy i
88 _ 3
S ax Qy a
o
= e
au
3 g{7) entonces la expresidn
g(yiay

es un factor ae integra

exacta 1la ecuacidn aiferencial ini-

Por el contrario si la ecuacidn:

M(x,y)dx + N(x,y)dy = O

no es exacta y U(x) es el factor de intezgracidn que la con——

vierte a exacta.
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Tenemos que
U(x)M(x,y)dx + U(x)N(x,y)dy = O ~ es exacta ,-
poer lo tanto

S UM(xY) = & U(x)N(x,¥)

u(x) T QUGD y(y gy o udoN )

ay G
[~ WA an ayg
U[;ay “ax TV i«
& _ an
Ly =8 8% gy
U N
Integrando
R |
Lnu:SQ.LN_deX
s _ A
gudx
- N
U =-e
si
g—‘ﬁ—? Sf(x)dx
8y €% . f{x) entonces J = e ) gque-

N
es el factor ae"integracidn que buscamos,.

Tomamos la ecuacidn diferencial utilizada en
el primer ejemplo de ecuaciones diferenciales exaétas, 1a -
cuél simplificamos para quitarle su exactitud ¥y ahora tra—
taremos de devolversela y reéolverla.

(y+ 2X¥2)dx + (2x + 3x°¥)ay = O
en donde

M =y + 2xy2 v N = 2x + 3x2y
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como

au : aN -

ay -~ L1+ 4w ¥ Gy =2+ 6xy
entonces

%% #.%g ' la ecuacidn es no exacta.
Entonces.

an _ awm

ax dy _ 1 + 2xy 1

M y(1+2xy)

Utilizamos el factor ae 1ntegra016n

S eIV _ ¢ que es el factor de -

integracidn buscado, el cual aplicamos a la ecuacidn dife-—
-rencial no exacta.,
vy + 2xy2)dx + y(2x + 3x23)dy = 0
(y2 + 2xy3)dx + (2xy =+ gxays)ay =0
en donde

am 2 AN
Ay ¥y + bxy = ax

entonces la ecuacidn la hemos convertido a exacta. Resolve—

@08 entoces.por el método para ecuaciones difereacizles ——

exactas. -
f(x,y) = S 7%+ 2xy)ax + B(3)
£(x,5) = xy° + x°5° + B(y)
I = 2xy + 3x°y° + @' (y) pero N (xy)

entonces

.22 2 2
2xy + 32y 3 Zg'(y) = 2xy + 33X ¥
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Por 1o tanto
. gr(y) =0 entonces gy) =C
substituimos en f(x,y)
fix,y) = xy2 + x2y3 + C
que es la solucidn de l1la ecuacicn diferencial convertida a
exacta con ayuda de un factor de integracidn.

V.2 Substituciones diversase.

Una ecuacidn diferenciaj puede tener un as-—
pecto diferente a cualquier de las ecuaciones bdsicas recien-
-temente estudiadas pero, por medio de un cambio de variable -
anropiado, un problema aparentemente dificil puede tal vez —=
resolverse con facilidad. Aunque no se pueden dar reglas fi—-
jas sobre que substituciones usar si es que existe alguna -
substitucidn posible, una pauta podr{a ser: ; Intente algo !
a veces vale la pena hacerlo,

Por 1o anterior si se nos presenta:

dy + ( 5y - 20x )2ax = 0
hacemos
u = 5y = 20x Yy du = 5dy - 20dx
en donde

du + 20d4dx

dy = 5

gque si 1o substituimos en la ecuacidn diferencial original -
nos da: '

du 20dx

+ uzdx =0

bq+

en donde toma la forma de yna funcidn f(x,u) exclusivamente,
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0 vien.
du + §(u2 + 4)dx = O
lo cual es una ecuacidn de variable separable.

Si separamos s intezramos la expresidn nos -

gueda:
d-
[ s (oo
2
a + 4
1 a
2am.taﬂg.2+5x-—c
pero u = S5y -~ 20x entonces la solucidn es.
-%—r:a:rr:.‘l:z-z.ng.5—x—.§4-2—(-)3E + 959X = C

Otro ejewplo serfa:

{3 4+ 4y ~ 7)dx + (5x 4+ 6y - S5)dy = O
La cual es una ecuacidn gque no corresponde ni a variable -
Separable, ni es exacta, ni’ es homogénea, ni se puede rege-
lizar alguna suopstitucidn de combinzcidn de sumanaos, enson
¢ces sugeriamos lo sSiguiente:

l). Resolver 2l sistema geanerado por

3 + 4y =T =90 obteni endo x = -1}

5% + oy - 5 =0 y = 10
2)e Incorporamos nuevas variables'xl ’ ?1 e
bajo las siguientes relaciones.
x* = xl = it de donde BE = axl
J = 31 + 10 ady = dyl
S5)e Substituimos estas relaciones en 1a ~——

ecuacidn diferencial.
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Entonces nos 8.

[J(x 11)+4(Fl+10)—?]dx + E(xl-ll)+6(yl+10)-5]dy1 #)
8l reducimos obtenemos

(3x] + 4y;)ax; + (5x; + 6y,)dy, = O

- La cual identificamos como una ecuacidn homogénea en 1a gue

utilizaremoss:

¥y = uxy y dyl = udxl + xldu

Que subpstituidos en la.ecuacidn diferencizl nos aa:

. (311+4ux1)dx + (Bx +bux )(udxl

efectuando operaciones y reduciendo términos obtenemos:

3(1 + 3u + 2u’)ax

x,4u) = ¢

1+ x115 4+ buj)dun = O

Donde observamos gue pertenece a la forma de una ecuacidn de

variable separable.

% dxl + 52+ il du = O
1 Zu + 341

pero 5
20” + 3u 4+ 2 = ua+ 2 )( 2u+ 1)

Integrzmos,

3 5 4+ bdu i
xldxl ¥ (u+l){2u+i)} A, = 0

Si resolvemos por fraccioges parciales entonces nos gqueda —
asi:

L{_du ( Adu

xiéxl Ju+l Jgéuﬁl = G

3LHK1 + Im{u+l) + 2Ln(2us+l) = ILnC
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APlicamos propiedades de los logaritmos.
xi(q + 1)(2u + L)%= ¢

rero u = L entonces hacemos el cambio correspondiente.

*1
' 2
y 2y
Xii—l'-i-l '—x—1+1 = C
1 ‘1
(y, + x)( 2y, + x )2 =C
1 1 1 1
pero
X, =X + 11 y Y =3 - 10 entonces,
( y-10+x+11)€ 2(y-10) + x + 11 )2 = C
0 bien.,

(x+y+21)( 2y +x~-9 )2 = C

Que es 1la solucidn final expresada como una funcidn de las =

variables corig.nales.
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CAPITULO VI

ECUACIONES DIFERENCIALES LINZALES

vI.I Definicidn y caracteristicas de una ecuacidn
diferencial lineal,

Se dice gue una ecuacion diferencial de cual-
guier orden es lineal, cuando es de primer grado respecto de -

la variable dependiente y sus derivadas; las ecuacionss difereg

c¢iales lineales son muy importantes por ser nunerosas sus apli-
» - - s

cacjones tanto en mecinica, como en electricidad, fluidos, etc.

De la definicidn anterior de una ecuacion di-
ferencial iineal se deduce que el
difcrencial lineal en y de primer
cono!

tipo general de una ecuacidn
orden podemdos expresarlo ~—-

§.Y.+ = 0
dx ye =
donde P y (§ son funciones de x solanente.

Zntonces la expresidn toma la forma para
P =P(x) v Q= G(x) de:

4y = (s
ot vP{(x) J(32)

{ue es .la forma general de una.ecuacidén diferencial lin=zal de=-
primer orden.

4 ' - . # -
Vied faciva 42 integracion pareé ias ecuaciones
lineales,

Tratemos ahora de enconirar un factor de ==
» - ‘ - -» » -
integracion para la ecuacidn diferencial lineal
dv

o * YR(x) = u(x)
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Si buscamos un factor U(x) -que nos haga la »
. . . . ) - .
ecuacion diferencial lineal, una ecuacion que tenga un dife
rencial exacto, entounces hacemos:

U(x) [.gi + yP(x)] = U(x)G(x)
U(x)dy + U{x)yP(xl)dx = U(x)C(x)dx
[ﬁ(x)P(x)y- - U(x)Q(x)] dx 4+ U(x)dy = O

Para serfialar gque es exacta tenemos

gi;} = g—y [U('x)P(x)y - U(x)Q(x)]

de donde

aMm _
a? - U(X)P(X)
aN _ d aN - _dU(x
ax “ax U= © ax T ax
perosns:
%% = %; entonces tenemos que.
. .,
U(x)P(x) = Egéﬁ—

Integrando ambos lados de

P(x)dx = é%%%%
_tar(x)
SP(x)dx -S—azgj_

SP(x)dx = Ln U(x)

Si aplicamos propiedades de los logaritmos.

Ulxl) = eS‘P(X)dx
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que es el factor de integrgc;én buscado, el cunal nos queda co
- Ld - -
mo una funcidn de P(x) que ademas es una funcidm conocida.
Vi. 3 Solucidn de una ecuacidn diferencial lineal.

Si a > A yP(x) = Q(x) 1la multiplica -~

dx
mos por el factor de integracidn.
(paoax . § Pexdax ( pexdax
e 5L+ yP(x)e = Q(xde
si derivamos .
4 gP(x)dx -
= ye obtenemos.
P{x)dx P(x)dx
oy Sreoe g
dx dx
P{x)dx P(x)dx
%}Z{ eS + ve f g-}-c- P(x)dx
P(xJ)dx P{(x)dx
= %ﬁ eS .+ ye K. P(x)
P(x)dx P(x)dx
= %% gS R yP(x)eS‘

(PCx)dx]|,
? %% + yF{(x)

ue es la ecuacidn diferencial 1lineal original con su factor.

Jde integracion aplicado entonces si:

P(xJ)dx P{x)dx
£ Yeg = eS [;%% + yP(x)]

dx
decimos qQue. S P(x)dx SP(x)dx
%; s = e Qx)
6 bien ' SP(x)dx gP(X)dx
dC ye ) =e QxIcx



Si lo integramos nos da:

Sa( yegp(x)dx ) =Se§ P(x)dx o(x)dx

YESP(")"’" = (e § RO v

fP(x)dx
y = e 2¢x)dx
YP(x)dx
e

-gécxmx g { pexdax
y =e ‘

e ¢s la solucidn buscada por las ecuaciones diferenciales 1i
nealese.

Un e jemplo de ecuacion diferencial lineal es:
xdy + ( 2y - x3 ) dx = 0

la cual toma la forma

dy . 2¥ = x7
dx * X %

4 . * . . -
u2 es una ecuacion diferencial lineal donde.

[ k¥

P(x) = % b 4 x) = x

Los cuales substituidos en la solucion uocg da.

Y 1)

dx
x“dx

-2Lax 2Lnx >
Yy = ¢ e x dx

<
!

..e-S-i’::dxgeS

y = x2 j‘xzxzdx

y = x-ztS x4dx
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y

== + Cx
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-2 S5
e

x3 2
3

que es el resultado final,

Para algunos casos es probable que la ecuaciégn

diferencial sea lineal para x y no para y, entonces tendremos,

dst <
o X = Q)

- - ' - >~ -
Cuya solucion seria idéntica pero para X o seas

_SP(y)d? gegP(y)dy o2y

Un e jemplo de solucidn para x es:

X = ¢

( y=2 Jddx = [x + (y—z)'?’j dy = 0

- . ¥ - -
Si observamos la ecuacion diferencial encontra-

mos que no es lineal para y. Entonces intentamos realizar el -

arreglo para x.

dx _ x + (y-2)3 o

E; y=-2

3
dx _ _x - _ _Ly=2)
dy y=2

y=2

dx L = 532 .
av ~ 53 {y=-2) en donde encontramos que:

P(y) = -ty ay =~ y-2)?

el factor de integraciom es:

foie

-1
B i &
exby-z ¥ - e-Ln(y-?.)

-1
= eLn(y-z) = b
y=2
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- - . & . *
Substituimos en la ecuacion solucion para obtener:

x = (y~- Z)S—— [ (y-—z) ]dy
x = (y=2) S—-(y-z)dy
.2
x = (y=2) (- % + 2y + C )
v3 2
x = -5 + 3y" « 4y + Cy

. ® : . *
Cuya expresion es la que buscamos como solucion general de -
la ecuacion diferencial.

Vi.4 Ecuacidn de Bernoulli y su reduccidn a una ecuacidn difc
rencial lineal de primer orden.

La ecuacion

%% + yP{x) = yng(x)

dond= P y Q son funciones de x Unicamente, se denomina ecua -

cion de Bernoulli, por ser James Zernoulli quien 1la estudio -
en 1 '\’)95 -

ey ; n
Si dividimos la ecuacidn entre y obtenemos:

1 4y vP(x) _
n dax T i - Qlx)

(1) y P o+ yITex) = Qx)

Si haceaos dz = (l-n)y-ndy

N

"
|
~d

o bien %% = (1-n)y'n g% lo cual substituimos en =

(1) junto con z = yI™™@
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4 dz -
BT o +  zP(x) = Q(x)

E + 2PG(1-n) = (1-n)QCx)

) - & - . P
la cual ¢s una ecuacion lineal para z cuya solucion es:

z = e (1-n)Q(x)dx

'-g(l-n)P(x)de { (1-ndP(xdax
(=

&z -

((n-l)P(x)dx g(l-n)p(x)ax
e j-e ‘ (1-n)3(x)dx

l=n
pPero zZ =y entoncos.

l-

¥

\ (n-1)P(x)dx (1-n)P(x)dx
"o eg Séj. (1l-n)Q{x)dx

- - »
que es la solucidn de la ecuacion de Bermoulli.

Consideramos entonces la ecuacion:

g’.}: = 25 L
dx oXy + 2%
o bien
dy . Y. = 5x°° ion d
o 5= = ¥ que €5 una ecuacion de

sernoulli cuya solucion es:

1 1
= (5=-1)(- =_)dx {(1=-5)(=~= = ) dx
1=-2 eg e geg X (1-5) 5x%dx

2 2
- =ix =dx

vr=e ¥ J.eg x (-4)(5x%)ax

- -2

vt = gmebnX S‘ezmx (~20xZ)dx

' i 2
y~t = 17X Semx (-20x>)dx
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- - 2
vy o= x72 Sx (-20x2)dx
y = =X ¢ ax + C )
7—4 = - 4:{3 + Ax-a que eg la soluéién de -
ja ecuacidn diferencial.
s gz 1 - 2
Resolvemos ahora i + 3 xy

La cual es una ecuacidén de Bernoulli. Realizando todo el pro

B o 5 2
ceso dividimos primero por y .

=1
~2d
- -1 v i -2
haciendo 2=y entonces dz = -y “dy
o bien.
dz -2
e ax
z dZ - "‘25_11 - - .
como %% =¥ &z que substituyendolos en la ecuacion

diferencial obtenemocs.

- .d._.‘E. + E = b4
dx x
o
dz = ) 1 s *
S - = = - s cual es u ecuacion -
= = b e na

lineal cuva -solucidn es:

1 _ 1
= egidx geg x4 (=-x)dx

> = eLnx S‘e-Lnx(-x)dx

z = xgx-l(-x)dx
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z =x g -dx = x( =x + C )
z = =X + Cx

-1

Substituyendo zZ =y obtenemos- y-l

2
=X 4" CX que =

corresponde a la solucidn general de la ecuacidn diferencial,

) En 1la pigina siguiente hacemos la presenta-
cidn de una tabla, en donde reunimos los principales tipos de
ecuaciones diferenciales tratados hasta ahora, sefialamos tam-
bién diferentes substituciones para reducirlas a un tipo de -~
ecuacion diferencial basico con su respectiva solucidn.
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CAPITULO VII

APLICACIONES A LA MECANICA

VviIl. 1 Introduccidn.

Antes de aplicar nuestrogs conocimientos de-
las ecuaciones diferenciales a ciertos problemas de la meca=-
nica vamos a recordar brevemente ciertos principios de este-
tema.

» -
La mecanjca es la parte de la fisica que es
tudia el movimiento de los cuerpos. Para su estudio fué divi
dida en cinemditica, estatica y dinamica.

La cinematica estudia la geometria del movi
miento; se aplica para relacionar el desplazamiento, la velo
cidad, 1la aceleracion y el tiempo, sin tener en cuenta las—-—
causas del movimiento. :

La estatica =s un .caso especial del anali--
sis del movimiento ya gque estudia 10S cuerpos €n reposc 0 --
sea el equilibrio estatico.

La dinamica estudia la relacidn existente -
entre las fucrzas gue actuan en un cuerpo, la masa del cuer-
pPo v el movimiento del mismo.

A continuacidn deducimos ecuaciones y anali
zamos las caracteristicas del movimiento en aplicaciones a -
la mecanica.
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vii.2 Determinacidn del movimiento de una particula

Existen cuatro parametros fundamentales para
establecer las caracteristicas del movimiento de umna particula
" que son; posicidn, velocidad, aceleracion y tiempo, las cuales
pueden relacionarse entre si y obtener tanto ecuaciones como -
graficas que nos representan dicho movimiento. Sin embargo en-
la practica son pocas las ocasiones en gue el movimiento se de
fine por la relacidn posicidn-tiempo. Generalmente las condi--
ciones del movimiento se especificaran por cl tipo de acelera-—
cidn que posee la particula.

Un e jemplo de lo anterior, un cuerpo gue cae
libremente tendri una aceleracidm constante dirigida hacia aba
jo con un valor de g = 9.8 m/sz; una masa unida 2 un resorte -
que ha sido estirado tendri una aceleracidn gue s proporcio—-—
nal a la elongacidn instantanea del resorte medida a partir de

la posicidn de equilibrio; etc..

Consideremos tres clases conunes de novimientos:

1.- Si a = f(t). Bs decir la aceleracidn esti-
dada como una funcidén del tiempo. Pero cono a = %% gentonces --
tenemos la relacion: 4

SY = f£(t) en dondce
dat
dv = f(t)dt
Integrando ambos miembros obtencmos: ~
Jdv = S f{ti)at

_ La cual define la wvelocidad como una funcion-
del tiempo. Sin embargo para eliminar la constante de integra-
c.0n arpitraria asignamos condiciones de valor inicial de 1la -

manera siguiente.



(51)

Si t, = 0 entonces v, = v,
Si t, =t -entonces vy = Vg
de donde
vy = Ve t2 =t
dv = f(tl)dt
vy T Y ti =0

t
Ve " Ve T g £(tdat
0

t

que ¢s la zxpresion que nos da la velocidad como unz funcidn

del tiempoe.
2.= S5i v = g(t) y v = %%

- - - - & - -
o bien la velocidad cxpresada cono la variacion de la posicidn
con respecto al tiempo. Nos da que

25 = g(v)
de 1o cual

ds = g(t)dt

Integrando
Sds = Sg(t)dt

Asignando las siguientes condiciones.

0
0

Si t1 = 0 entoncas s1

n
)

Si t, =t Yy So
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tenemos gue:

S, =3 tz = t
ds = g(tldat
s, = s =
1 o tl = 0
_ £
$ ~ s, = SO gltlgt

- F 4 P
En donde observamos que la ecuacion nos da la posicidn de una
. . . -
particula como funcidén del tiempo.

3.-Si a = f(s) o sea la aceleracidn expre
sada como una funcion de la posicidn, vemos que.

- dv = dv ds
a = 3ax pero 4 = 3t as
= ds dv = 4ds
a 5t W= como v 3T
tenemos que
' = Q¥
a=v 33
despejando
f(s)ds = wvdv
Sefialando condiciones de valor inicial
S1i Sq =8 para Vy = L
-y S5 = sf para vz = vf
Zntonces
S¢ _ Ve
f(s)ds = vdv
s v

Lv] o



2

f(s)ds = %vy - v

f
= v< + 2 f(s)ds

o
gue es la expresidn que se usa para representar a la velocidad;

. " %, - *
como una funcion de la posicion.

VvII.3 Deduccidon de las ecuaciones basicas para el movimiento -~
- F 4 -
rectilinec uniformemente acelerado.

Son tres las ecuaciones base que NoOs pPropo. =
cionan relaciones 1ntiles entre las coeordenadas de posicidn, ia
velocidad y el ticmpo para <1 caso del movimiento uniformemen-—
te acelerado.

1.~ Movimiento rectilinec uniforme

Zsta clase de movimiento se encu:ntra frecucn
temente en las aplicaciones'pricticas, para este movimiento la
aceleracidn es igual con cero en cualquier instante "t', la ~g
locidad v es entonces constante,

tencmos entonces gue:

ds & 3 —
v = =% de donde ds = wvdt
S t
ds = vdt
S t =0
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Por lo cual

5 w- sO = vt ) . entonces

Esta ecuacidén la podemos emplear cuando la

velocidad de la prticula es constante.

2.~ Movimiento rectilineo unifornepmente

acelerado.

fn este tipo de movimiento 1la aceleracicén

-
es constante y su ecuacion es:

dv _ -
c—i-i_- = a = cte.
dv

[
.9
fu
ot

Integrando

Jav

bajo las condiciones

A
—
B
fu
t

tn
ok e
+
i
o

entonces

n
(21}
b
n

eniionces

tengrios que
e
&

dv = a dt = a.g at

5 O L8]
Yo
YV, = VvV, = at
£ o~ 2
Qque Conocemos Ccono:d
= v +
vf & at
Teonemos ahora ques
v = o entonces
azt

ds = ( v, + at 5 dt

v

{0

"!

{13

ﬂma

ol

+ at
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Bajo las condiciones:

~
]
o
-
L
"
ta

para

n
th

para t2 t , s

Integramos

Se £
. ds g  v_ + at )dt

. o
s 0
o
2
- = +
S¢ S, vt o+ at
que conocemos como
_ 2
sg =85, % vt * Lat 2)
También podemos usar
dv
] a =v 5o e ads + vdu
Integrando
Sads + g vdv
Seﬁaléndo 1inites
Sf Ve
a ds = I‘ vdwv
So Vo
2 2
a( %f -S_ )= %vf - By
2a( s, - s ) = v2 -V
f o f
2 _ 2 - )
ve = v, + 2a( Se so), (3)

que es la forma bajo cual la utilizamos,

Las ecuaciopes (1), (2) y (3) obtenidas son 1las
ecuaciones basicas que nos dan .las relaciones de los parametros
que intervienen en el movimiento uniformemente acelerado, Is in
portante temer en cuenta que se utilizan ilinicamente cuando la a
celeracion es constante.
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VIi. 4,— Aplicaciones practicas.

Un ejemplo para el movimiento horizontal -
seria;

Un blogue desliza sobre umn plano horizontal
con una velocidad inicial v, = 25 m/s, debido a la friccidn-~
su velocidad disminuye a razon de 3 m/s en cada segundo.

Debemos encontrar:

a).- Ley de velocidades

b).~- Ley de desplazanmientos

"€).- Distancia que recorre hasta que se detienc
d).- Tiempo que tarda en detenerse

Solucidn
dv _ _ T
Cono 3t - a cte, = =3
entonces
dv = =3dt
de = - g3dt

v = =3t =+ C1

determinemos el wvalor de C1 escogiendo un lugar d2 nuesiro-

proceso =n el cual conozcamos v y t.

Tomando el origen donde

substituimos en

25

"
<
W
1
W
N
Q
~r
+
O

25 = C

c S€a
v = =3t 4+ 25



La cual consideramnos como ley de velocidades. O bien es 13
que pnos informa la velocidad del cuerpo en cualquier instan

te I"tl‘?.

pero

QP-
ot
]
i
W
ﬁ
+
[\F]
th

v = enitonces
‘ds = ( =3t + 25 )dt

de = X(‘-3t + 25 )dt
t° &+ 25t + C

5 =

e

2
Para determianar 02 tomamos el origen donde s = Q0 para t = 0

gue substituimos en?

s =-31t% 425t +C,
= - 3 2
0 =« 3 (0)° 4+ 25(0) + c,

= nm
i = 0
2

intonces
3 2

s = -3 t + 25t

la cual conocemos coxmo ley de desplazamientos.

Par-a conocer el tiempo que tarda en detenerse
sabemos que v = QO en ese moments, entonces utilizando ley de

vedocidades obtenemos ese tiempoe.

si v =20

t = %2 = 8.33 seg.

LJ
LV

'v-= -3t +

te]
|}
t
|7
ot
+
v
1931

que es el tiempo que tarda =2n detcnerse,
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Substituyendo dicho tiempo-en la ley de despila

’ 7 - "
zamientos obtenemos la posicion del cuerpo en ese nmomento.

5 = = = t2 + 25t

fts

£.33)%2 + 25(0.33)

S

Lt

s = 104,66 mts.

gque es la distancia recorrida hasta gue se detiene,

Un ejemplo que nos ilustra las caracteristi -

cas del movimiento vertical es:

Desde lo alto de umn edificio dz 20 i de altura
15 n/s vertical-

. e lanza una pelota con una velocidad de Vo
nente hacia arriba, como lo muestra la Fig. 7.1. Calcularg

a). Ley de velocidades
I b)e Lev de desplazamientos
Yo 15w/s c). Tiempo gque dura en el aire
¢). Altura maxima que alcanza
! = e}s Vesocidad con gue liega al su. lo
h, r_: Solucidn
r_j Substituyvenio a por su .zlor en
VS TR A — dv Y o
: " ” . a = — nos da. — R g, B e
~E- 7e1 Lanzaziento dt ikl
dc un orovectil con un —-
= e &
-2znivel n o = 20m de donues dv = =H.R:t
intzgrando
[dv - = Sg .Sdt v = -Q .St T oAy
substiturzndo las condiciones qua si t = 0 v = 15
nos da 15 = =9,L.C - 2 donwue ., = 17
Fl
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Entonces

v = =9.8t + 15 (ley de velocidades)
Como

dh- QI-IQ‘-’

it = v entonces It = 9.8t + 15

o bien separando o integrando

Sdh‘ = S(—e.at + 15)dt

entonces 2
0.8t
h = -2 4+ 15t +C,
Si - -
t=0 y h =20 entonces 20 = —4.9(0)2 + 15¢0) + c,
donde

C2 = 20 1o cual nos da h = —4.9t2 + 15t + 20 (ley de - -

desplazanientos)

Altura maxima que alcanza la pelota.

Cuando alcanza su altura maxima 1a v = 0 subs

titfuyendoe esto en la ley de velocidades obtenemos t.

v = =9.8¢ 4 15 ' 0 = —9.8¢ + 15
— 15 — -~ P - -
t = T8 - 1.23 seg. que substituidos en 1la ley

de desplazamientos

h = -4.9(1.53)° + 15(1.53) + 20
nos da
h = 31.47 m que es la altura maxima

La pelota toca el suelo si h = 0 lo cual substitu

112058 en la ley de desplazamientos para obtener.

0 = -4.9t% + 15t + 20
de donde

tl = 4,06 Seg.
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t, = -1.003 seg.

Solamente t = 4.06 seg., corresponde a un
tiempo posterior a la iniciacidn del mowimiento y es el co-
rrespondiente al tiempo de duracidn en el aire. Substitu -
yéndolo en la ley de velocidades.

v = =09,8t + 15 v = =9.8(4.06) + 15

v -24.79 m/s

Que es la velocidad con que llega y pega en el suelo la pe-
lota,

Un ejemplo de aplicacidn de la segunda ley de Newton.

Una caja que pesa 400 kg, resbala por un -
plano inclimado a 10 grados. Si la fuerza de rozamiento gque
se opone al movimiento es de 20 kilogramos y la resistencia
del aire expresada em kilogramos equivale a 0.10 veces la -
velocidad en centimetros por segundo, Cuoye diazrxa=z de fuer
zas se muestra en la Fig. 7.2.

a). Una expresidn para 1la vglocidad des -
pués de transcurridos ¢t segundos a partir del movimiento i
nicial.

b). La velocidad después de haber transcu-
rridos diez segundos de iniciado el movimiento.

c). La velocidad limite.

Solucione.
De la figura la fuzrza paralela
N . .. s
FEF a la direccion del movimiento -
es: .
- o o
m f = mg(sen 107) = 409 senloQ
1o '“g i
£, = 69.46 ug.
Fige 7.2 .iagrama de
fuerzas gue aciuzn sr el olcgue
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3i se escoge el sentido descendente como sentido positivo de
la figura deducimos que: .
' F = 69,46 « 20 = 0.10v y teniendo en --

cuenta qgue

. dv
F = ma (=) F=m at
_ 400 dv
donde g = 9.381 ﬁ/bz = 981-cm/52 y ademas:
— o - peso 400
pesoO = masa X gravedad o masa F: O81
Separando las variables e integrando obtencmos:
981 dt = dv
400 49,46 - O.1lv
e - Ooldv
- D -

t v
fj 0.243dt ' 3 A5°06 = O-1v
0 0

- 0.245t = Ln€49.46 = C.1) - Ln 49.46
Pespe jande v obtenemes:

49_.46(¢ 1 - e~ 0-243t,

.l

v =

v = 494.6( 1 — e~0-245%,

Que es la expresion para la velocidad en cualgquier instante —-
ﬁttl‘

De 1as condiciones siguientes obtenemos la
velocidad a los 10 segundos.

54 t =0 v =90

53 t = 10 v o= vlo

Substituyendo t = 10 en la expresidn para las velocidades.
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Obtenemos: -
v = 494.6( 1 - e-0'245(1°))

v = 451.92 cn/s.

. Adenias si t—»0® entonces el término

y en la expresion de velocidades.

e—O.Z%St 0

v = 494.6(1 - e"0-245%,
observamos que la velocidad tiene por 1imite_e1 valor de:
v = 494.6 cm/s.

, Un ejemplo doade podcrios reupir el movie—-—
miento horizontal y vertical utilizando notacidn vectorial

'y ecuaciones diferenciales es el siguiente:

Desde un desnivel de altura ho se dispara

una bala con una velocidad inicial Vo, ¥ un angulo Oo con -

respecto a l1la horizontal, como lo muestra la Fig. 7.3. De-

= . - s &
T2 rminars: Expresiones que nos den aceleracion velo—-

cidad y posicion en cualguier instante "t't,

Selucidn:
Vo o
z Utilizando los vec
i tores i y "j" para las —-

I cocaponantes horizontal y =-—
_vertical respectivamente -

h

o tenemoss

i - i -

i Vo V sne *Voyj en donde

L Vox—VoCoSe, Vi voy=vosen9°

Fig. 7.3 liagrama del

"nzaiiiento de un proyectil.,
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Y como la unica acleracidn existente en el proceso es la de
la gravedad entonces:

. = > + -
a a i ay; pero ax f 0
ay = =g entonces a = =gj = cte.
entonces des
a = g% = «gj separamos e integramos
. v t
dv = =a_j dt - nos queda: dv= - a jat
¥ v Yo
o
finalmente nos queda.
¥ =N, = - aytj pero como
vo = vocoseoz+ vosenOOJ entonces:

v = (vocosoo)1 + (vosengo- ayt)J,

que es la expresidn para la velocidad en cualquier instante
I'ltll‘ ”

S5i utilizamos la expresidn para las veloci
dades obtenemos:

ds
dt

lLa cual si despejamos e integramos nos daz:

= (vocosgo)l + (v sen6 - ayt)J

s t
S ds = g (vocosgoi + (vosengo-ayt)J ddt

S, ©
s - s_ = v cos® ti + (v _sen8 t - %a tz)j
o o o G o y
LCTO
_ s, T x,1 *+ Y o3 donde x°= 0 entonces:
cComo 'y = ho

= & z - L 2y
s = ?OCOaQOtl + (hD + vosencot zayt Y

- * - s & - -
que es la exoresidn de la posicidn corto una funcidn del tiempo,
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Otro ejemplo de aplicacidn seria el siguien
te, '

En ciertos tipos de caiiones €l mecanisno -
de freno consiste de un pistdn que va unido al tubo del ca-
fion ¥ que puede desplazarse dentro de un cilindro fijo lle~
no de aceite. Cuando el tubo del cafidon retrocede con una =-
velocidad inicial v_, el pistdn se desplaza y el aceite es-—
{forzado a pasar a través de los orificioes que tiene el pis-
t3n, originando en el pistdm una deceleracidn proporcional-
a su w locidad es decir a = - kv. Expresar: '

a). La velocidad como una fu,cidon del tiempo.
b). El desplazamiento como una funcidn del tiempo.
c). La velocidad como una funcidén del desplazamiento.

a)e v en funcidn de t. Sustituyendo a por ~kv en la fdérmula
fundamental que define la aceleracion como a = %%, tenemos

dv v t
-=-ky = = dv -
gt o & =B S &Y - -kX dt
Vo o
in - = =kt v =V e"kt

b)s. s en funcidn de t. Sustituvendo esta Ultima expresidn-
ds

de v en v = 3? tenemos
t
-k d 2 -3z
voe tza—% Sds:‘-vog e 1:d.*;
o o
v .
s = = =2 ( e~KT_ i)

lo cual nos da finalmente:

-5t
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c). v en funcion de s. Sustituyendo a por -kv en a = v §§
tenemos ’
- . - dv -
-kv = v 3s ° dv = -k ds
Integrando
v s
S chr==-$;% ds ¥ = v = =ks
v o =
° ,
finalmente

=V - ks
v O

-
que es la expresion que buscamos.

Tenemos otro ejemplo: Si un cuerpo de masa
m se lanza verticalmente hacia arriba en el aire con una --—
~clocidad inicial vé, Si 1 cuerpo encuentra una resitencia
del aire proporcional a su velocidad, encontrar (a) la ecua
¢cidn del movimiento, (b) una expresidn para la velocidad em
cualguier instante t, y (c) el tiempo al cabo del cual el -
cuerpo 1lleza a su maxima altura. '

T a). Fuerzas que actian
v

cuerpo que
it en el cuerpo.
l Lkv

F = -mg = kv

mg
lo cual agrupamos en
¥y =0 ma = =mg = Xv
ig. 7.4, siagrama de a= =g - ko
fusrzas que actuuin en el cuerpo. &

la cual podetios exXpresar Como:

dv kK -
at T a VT8

) - ”~ - - -
que es la ecuacion pedida que nos representa el movimiento.
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(b). La ecuacion del movimiento es una ecuac¢ion lineal donde:
M) =E 3y ) =-g

entonces su solucidn es: Kkt o X
| v=e®D gem (-g)dat
en donde.
-kt kt ~Lt
v=e® (- % ge® +C) v=ce® 25
X
Como para t =0 lav = v entoncess -
= - B8 = 4+ 2Z
Ve : - k - Vo k
sustituyendo este valor en la ecuacidn solucion
-kt
= =24 m 4 _ BZ
v ( Vo * % X( e h) T

que es la expresion por medio de la cual obtenemos la velo-
cidad en cualquier instante "t".

{c). E1 cuerpo alcanza su maxima altura cuando v = 0 enton-
ces para obtener el tiempo hacemos 1o siguiente:
-kt

mner m Do
= == - —hk
o ( Vo t i X( e ) i
-Kt ng
e =t 0 s e ™ 2
ng v v s
Vo'*'k o O + 1
g
tenemps emftences que,
- %E,= Ln ;—El——— de donde de-
2+ 1
ag
cimos que
v k
t = T In] 1 + Rg

Lo cual nos da el tiempo buscado,
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Para problemas referentes a resorte podemos
- establecer el siguiente, .

— Un resorte de peso despreciable esta sus-—
pendido verticalmente. En su extremo libre se ha sujétado -
una masa de m kilogramos, Si la masa se mueve cop velocidad
Vo m/s cuando el resorte estia sin alargar, hallar la veloci
dad como una funcion del alargamiento 'y metros. _

‘De la suma de fuerzas que actian sobre el-
cuerpo cbtenemos gues

B = mg - Kky ma = mg - Ky
pero ' .
dv 8y _ dv - ay -
m dy at - mv ay = mg Ky ya que ¢ =V
Integrando
va dv = gmg dy —Sky dy de donde:
mwz = 2mgy - kyz + C
para x = 0 la v = v entonces la constante de integracidn
" tiene el valor:
c ='mv§ por 1o tanto:

[\

mv2 = 2mzgy - ky + mvﬁ

La cual es la expresién que nos da la velocidad como una —=
funcién del desplazamiento.

La expresion gemeral para el peso de un —-—
cuerpo de masa m se obtiene a partir de la ley de Newton, =
del cuadrado invirso acerca de la atraccion gravitacional.-
51 R es el radio de la tierra v x la altura por enciama del
nivel del mar, entopces el peso seria:

k

H(x) =
{(x + 3)2

donde k =s una constante
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Tomando x = 0 (nivel del mar), W = mg por 1o tanto k = ngz
entonces ' 2
mgaR

Wlx) = e

- (x+R)2

Un ejemplo seria si despreciamos la resis-
tencia del aire pero tomamos en cuenta como varia el campo-
gravitacional de 1la tierra con la altura, enconirar 1a menor
velocidad inicial que necesita tener un cuerpo para gue nNo-
regrese a la tierra . al se, disparado hacia arriba desde la-
superficie terrestre con una velgcidad imicial V-

Entoges lo que vamos a caicular es lo que-
denomlnamos velocidad de escape.
Empezamos con suma de fuerzas que act@an -

sobre el cuerpo. 2 2
. o 284
F == Eﬁg;z en donde m %% = - 222—3
(x+R) - (x+nR)~<
2
v S¥ = . _5.3_2
e (x+R)

Separando variables e integrando, obtenemos

X+E
Como x = 0 cunando t = 0 y v = Vo entonces.
1.2 "Rz 1 2
el Rﬁ- + C de donde C=%v, -~ g
Yor 1o tanto
2
2 _ . .2 28R
V. T Vo m 28Rk * um

La velocidad de escape se encuentra especi
ficando que la velocidad v, dada por 1la ecuacion anterior -
permanezca positiva para todos los valores de X, Ista con-~—
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dicidn se cupplira si vi = 2gR. Asi, la velocidad de escape
Va esta dada por.

vy = ( 2gR )%

La magnpitud de v, ©S aproximadamente de 11.1 km/s'

La velycidad de escape real que incluye la
resistencia del aire es un.poco mayor. Aunque tanto las fuer
zas de gravedad como las de rozamiento se reducen; en parti-
cular la resistencia del aire disminuye muy rapidamente cuan
do aumenta la altura
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