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RESUMEN

Este trabajo se realizo tomando en cuenta la importancia
fundamental del desarrollo de modelos para la estimaciéon de
propiedades termodindmicas y equilibrio de fases en el disefo y
desarrollo de procesos en la Industria Quimica, petroquimica y del
petrdleo .

Para estos fines se implemento una ecuacion de estado basada
en modelos moleculares y perturbada para obtener las propiedades de
fluidos reales, esta ecuaciéon se llama MOBACK, es una ecuacion de
estado que originalmente cuenta con cuatro parametros y esta escrita
en forma general para la energia de Helmoholtz de la siguiente
manera;

F=F,+F,

donde F, representa la contribucion de cuerpos duros y F, la
contribucién de fuerzas atractivas y constituye el término que
perturba el comportamiento de esferas duras.

Para la aplicacién de esta ecuacidon fue necesario evaluar los
parametros de cada una de las sustancias puras consideradas por
regresién no lineal; para ello se utilizé un programa basado en el
método de Marquardt. En la regresidn no lineal se pueden utilizar solo
datos saturados mds datos de una sola fase, con ellos se evalido la
desviacidon porcentual tanto en presion como en volumen. La funcién
objetivo a optimizar contiene el criterio de Maxwell que satisface el
equilibrio de fases.

Para mezclas se desarrollaron las reglas de mezclado originales
y con ellas se procedié a estimar propiedades volumétricas. Para
concluir con el trabajo se realizé el desarrollo de las ecuaciones para
el calculo de propiedades termodindmicas y se reportaron los
resultados correspondientes de sustancias puras y una mezcla. Todos
estos programas se escribieron en FORTRAN vy fueron procesados en
el centro de computo del CIEP (Centro de Investigacidon y Estudios de
Posgrado) de la Facultad de Ciencias Quimicas en el sistema DEC
5000/240.
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ECUACIONES DE ESTADO

1.1 INTRODUCCION

La termodinamica del equilibrio de fases, y la calidad de las
propiedades termodindmicas son un factor clave en el disefio de procesos y
equipo industrial. Estas propiedades pueden ser calculadas para sustancias
puras y mezclas si las relaciones PVT se conocen. Esto ha propiciado el
desarrollo de modelos termodindmicos llamados "ecuaciones de estado”,
que contienen informacion sobre el comportamiento fisico de las
sustancias.

Todos los sistermas tienen ciertas caracteristicas fisicas. Por ejemplo,
los gases tienden a ser mas compresibles que los liquidos, y los liquidos
fluyen mejor que los sdlidos. Estas y otras caracteristicas pueden ser
expresadas como una interrelacion entre variables, tales como; la variacion
del volumen con presiéon y numero de particulas, o como varia la energia
interna con entropia y volumen. A estas relaciones entre variables se les
lama "ecuaciones de estado”, y son Utiles, porque nos permiten transferir
informacién de un conjunto de variables a cualguier otro que sea mas
apropiado para nuestro problema particular.

Las ecuaciones de estado hacen posible entonces representar,
propiedades termodinamicas, propiedades volumétricas (PVT) y equilibrio

de fases de fluidos puros y mezclas en una forma analitica compacta.

Las ecuaciones de estado se pueden representar en forma funcional

como f{P,V,T) = 0O, donde solo dos de las variables son independientes.
Las ecuaciones fundamentales de la termodindgmica son relaciones entre
grupos de tres propiedades -por ejemplo AU,S5,V) = 0- que permiten

derivar todas las propiedades termodinamicas incluyendo la relacion PVT,

por ejemplo las ecuaciones fundamentales permiten derivar ecuaciones de
estado.



dU = TdS — PdV {(1.1)
dH = TdS +VdP (1.2)
dA = =SdT - PdV (1.3}
dG = -8dT + VdP (1.4)
De la ecuacion 1.1 obtenemos:

eu a8

el g &8 up 1.5)
(57),-7(57), ‘
y de la ecuacion 1.3

o4 =-3, o4 =_P (1.6)

or J, Z
y aplicando el criterio de exactitud de las ecuaciones fundamentales

FA _ T4 _ o8y __{2oF (1.7)
oVAT  JT oV ov ). T ), '

Sustituyendo la ecuacién 1.7 en 1.5 tendremos

3T ), \év ).

Por otro lado de la ecuacion 1.4 derivamos

(é_(r) =—S=(J_H; [0”(;) _y (1.9)

2 - T P .

aplicando el criterio de exactitud

(ﬁ) = —(ﬂ) (1.10)
2F 1, oT Jp

y de 1.2 obtenemos

(21) o 2)
AP ), 8P ),

Sustituyendo 1.10 en esta expresién obtenemos

(v L(oH
_T(ar)f(ap)r (1.11)

El par de ecuaciones 1.8 y 1.10 que relacionan presiéon, volumen y
temperatura son conocidas como Ecuaciones de Estado Termodinamicas.
De hecho las ecuaciones 1.6, 1.9 y otras relaciones que se pueden derivar
para U y H, también son ecuaciones de estado. Representan planos
tangentes en un diagrama de tres dimensiones de la variable dependiente
(U, H, A, G)y de dos variables independientes (S, V, o P,y T, Vo P).



1.2 ECUACIONES DE ESTADO

Una ecuacién que expresa una interrelacién entre variables se le
llama "ecuacién de estado”. Las ecuaciones de estado Utiles para
aplicaciones en ingenieria son aquellas que relacionan variables medibles
como temperatura, presion y volumen, pero en principio no hay razén por
la cual no se puedan considerar relaciones de entropia, temperatura y
energia interna o cualquier otro conjunto de variables.

Las propiedades macroscépicas de los sistemas se deben al
comportamiento de los constituyentes microscopicos, y los modelos
desarrollados para dichos constituyentes se pueden traducir en ecuaciones
de estado para el sistema macroscopico.

El tamano, la forma y la estructura de las moléculas determinan las
fuerzas que actuan entre ellas y finaimente su comportamiento PVT. Los
tipos de fuerzas son; fuerzas atractivas que tienden a mantener las
moléculas juntas, y fuerzas repulsivas que tienden a mantenerlas
separadas. Las primeras actian cuando la separacion de las moléculas es
relativamente grande, y la dltima es efectiva cuando las moléculas estan
relativamente cercanas. Los efectos de las fuerzas se describen en
términos de potenciales cuyos gradientes son fuerzas.

Las ecuaciones de estado han adquirido una mayor importancia
practica, ya que se construyen sobre la base de obtener expresiones con
mayor justificacion tedrica, estan formadas por dos términos, uno repulsivo
y otro atractivo, que toman en cuenta la influencia del tamano de las
moléculas y las fuerzas intermoleculares que actuan en el fluido.

Fuerzas intermoleculares

En 1873 van der Waals postuld |la existencia de fuerzas de caracter
electrostatico entre 'las moléculas que constituyen un gas. Estas fuerzas,
dada su naturaleza, son inversamente proporcionales a una potencia

positiva y entera de la distancia que separa a las moléculas. En general
existen dos tipos:

a) Fuerzas repulsivas. Debidas a la estructura de las nubes
electrénicas de cada molécula, que provocan una repulsién electrostatica.
Estas fuerzas pueden expresarse en la forma
F,=ker'® (1.12)
donde F, = Fuerza repulsiva intermolecular

k, = Constante positiva

r = Distancia entre moléculas
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b) Fuerzas atractivas. Debidas a las posiciones de los electrones en

una molécula en relacién con los de otra y que causa una atraccion
eléctrica neta:

F,=-k,r”’
donde: F, = Fuerza atractiva intermolecular
k, = Constante positiva
r = Distancia entre moléculas

(1.13)

Comparando las ecuaciones anteriores, resulta evidente que las

fuerzas repulsivas se manifiestan a distancia mucho mas cortas que las
fuerzas de atraccion.

Volumen excluido

Este es otro factor, también considerado por Van der Waals, se
refiere al volumen que ocupan las moléculas debido a sus dimensiones (fig.
1.1). Si el diAmetro de las moléculas es o, entonces los centros de dos
moléculas pueden aproximarse a una distancia o.

~ T - T
7 /"’\' \\
I / | 20
1
N N 4
-~ < __ - L

Figura 1.1 volumen excluido

Puede notarse que para el centro de la molécula A, hay alrededor del
centro de la molécula B un volumen excluido de radio 20, dentro del cual
no se puede entrar el centro de A. El volumen de una molécula esférica es
% o . El volumen excluido para un mol de moléculas, que contiene No/2
pares es (se divide por 2 para no contar dos veces cada molécula):

B(Ne— D)% o)=Y Nomma® = b (1.14)
donde Ao es el numero de Avogadro.

El volumen molar excluido & fue Illamado por wvan der Waals
covolumen, este es el volumen no-accesible a las moléculas contenidas en

un mol del gas; no es el volumen geomeétrico de las moléculas en un mol
de gas.

El volumen geométrico (o volumen de 1 mol de particulas
empaquetadas en contacto entre si) es

% nor{95) = Yo’ = 1, (1.15)
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El volumen geométrico de las moléculas es un cuarto de el
covolumen, ¢ en otras palabras el volumen excluido es cuatro veces el
volumen de todas las moléculas presentes.

Este resultado se obtuvo considerando a las moléculas como esferas
duras, pero cuando la presion tiende a infinito, el volumen del gas debe de
tender al valor de b. Para esto las moléculas deberdn estar empaquetadas
lo mas densamente posible. En este estado las moléculas ocupan un
volumen mayor que la suma del volumen geomeétrico de todas las
moléculas (por los espacios vacios entre ellas). De consideraciones
geométricas (Hirschfelder, et. al. 1954 p. 286) se deduce que el volumen
de un mol de particulas densamente empaquetadas es

_ N.o’
v = /ﬁ (1.16)

El volumen accesible al centro de una molécula entonces sera:

(V" = 0) = 4, No(W 10°) = V — 23 Nota® = (V - b) (1.17)
donde V es el volumen total que ocupa un mol del gas; V'3 es muy grande
comparado con el diametro c de una molécula.

Fuerzas atractivas

Las fuerzas de atraccion que operan entre las particulas del gas
disminuyen la presion que se ejerceria en ausencia de esas fuerzas. La
correccion necesaria se puede deducir de la siguiente manera. Las
moléculas del gas que se encuentran en la "capa” adyacente a la pared del
recipiente experimentan un empuje neto hacia el interior del gas debido a la
influencia de las moléculas en la "capa” adyacente proxima.

VR AS SRR TP SN E SR A SN SRS AR AR I I TAR S AN IA

Figura 1.2

Esas fuerzas atractivas surgen del fendmenoc de "presion interna”, vy
su magnitud es proporcional al numero de moléculas en la "capa
superficial™ y al nidmero de moléculas en la "capa adyacente a la capa
superficial”. Ambas cantidades son proporcionales a la densidad del gas
n/V y por lo tanto la fuerza neta que produce la disminucion de presion es
proporcional al cuadrado de la densidad del gas, o igual a ¢/V?, donde a es
el coeficiente de proporcionalidad que toma en cuenta las fuerzas
atractivas entre las maoléculas del gas.



Ecuacion de van der Waals

Estos dos efectos son incorporados en una modificacién de la ley del
gas ideal propuesta por van der Waals para un gas real,

(P+%2)(V—b) = RT

en su forma mejor conocida se presenta como la suma de dos términos:

RT a
PE————e—n (1.18)
Vv-b V
Los dos términos del lado derecho reflejan el efecto de las fuerzas
intermoleculares repulsivas y atractivas. Recordando que el covolumen es

igual a cuatro veces el volumen de todas las moléculas b= 4(% 71'N00'3),

sustituyendo en la ecuacién de van der Waals y arreglando obtenemos las
siguientes expresiones:

P:ﬂ_ij; P=Pr(-p+PaH
vil-48) v?
1 ap

Z-:—_—; Z:Zrcp+Zatt (1.19)
1—4& RT

donde a es el coeficiente atractivo, £ es la fraccion de empaque de esferas
duras, la cual en el caso de esferas duras de didmetro o esta relacionada al
volumen molar o a la densidad molar por:

£ = éera(o‘)"’ V= 0.74048 (1.20)

aqui p* es densidad reducida con respecto a moléculas densamente
empacadas, donde p*=1/V*=V“/Vzp/p”zNoo’/(ﬁV), Ve es volumen

molar de las moléculas empacadas (no es volumen geométrico), y o es
igual al diametro de colision de la molécula.

El primer término de la ecuacion (1.19) es valida a densidades bajas
y el segundo a densidades altas. A causa de la cancelacion de los errores
compuestos, la ecuacién de van der Waals es cualitativamente correcta
unicamente a densidades intermedias.

Ecuaciones de estado derivadas de van der Waals

El desarrollo de modelos analiticos mejorados de las ecuaciones de
estado a seguido dos rutas distintas, una empirica y otra tedrica. No
obstante, algunos modelos empiricos se basaron en parte sobre formas
tedricas, estos modelos se conocen como semiempiricos 0 semitedricos.
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Entre las ecuaciones de estado del tipo de van der Waals, las
ecuaciones cubicas son Jas mas usadas debido a su simplicidad, vy
confiabilidad. Muchas ecuaciones de estado se han propuesto, y las mas
usuales contienen el primer término intacto. Las mas populares en el
calculo de equilibrio de fases y mezclas son Redlich-Kwong (1949),
Soave(1972} y Peng-Robinson (1976). Algunas de estas ecuaciones fueron
analizadas por Chao y Greenkorn (1975), Beret y Prausnitz (1975}, Vidal
(1983, 1984}, Tsonopoulos y Heidman (1985, 1986) para algunos fluidos
puros y llegaron a la conclusion de que fallan a densidades altas. Estas
ecuaciones son modelos semitedricos y contienen unicamente dos o tres
parametros.

Las ecuaciones de estado totalmente empiricas (multiparametricas)
generalmente se emplean para correlacionar datos de propiedades
termodinamicas experimentales. Contienen hasta cincuenta o mas
constantes que son ajustadas por una técnica de regresion de datos
experimentales de PVT, H, Cv, Cp y segundo coeficiente virial. Son muy
seguras al hacer calculos dentro del rango de datos experimentales, pero
requieren de una considerable cantidad de datos experimentales para
minimizar el error en los calculos.

Las ecuaciones de estado empiricas generalmente son especificas
para una sustancia y no es facil su generalizacion ni su extension a
mezclas. Las ecuaciones mas adecuadas fueron desarrolladas por Benedict,
Webb y Rubin (1940), Starling y Han {1972), Altunin y Gadetskii (1971),
Wagner (1972), Jacobsen y Stewart (1973}, Bender (1975) y Goodwin
{(1975).

Teoria van der Waals de los fluidos

En vista del éxito practico de las ecuaciones cubicas del tipo de van
der Waals es conveniente construir ecuaciones de estado que tengan una
mejor justificacion tedrica. Los fluidos se pueden tratar como un sistema de
moléculas gobernadas por un potencial repulsivo y con un potencial
atractivo que es tratado como una perturbacion.

La esencia de |la aproximacion perturbativa es una descomposicion
de la energia potencial total en dos partes:

U= Ur('p + Uan

aqui, Urep €s l|a contribucién a la energia potencia total de las repulsiones,
o0 bien, es la energia potencial de un sistema sin perturbar (referencia);
generalmente se asume que constituye la mayor parte del valor de /. La
perturbacion es Use, suele ser pequena y se define por la diferencia entre el
potencial del sistema real y el potenciali del sistema de referencia,
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a=1{/~Ul/ep. El sistema de referencia generalmente se toma como un
sistema de esferas duras, aunque no es estrictamente necesario.

El modelo generalizado de van der Waals separa los efectos de las
fuerzas repulsivas y atractivas entre las moléculas, y sustituye una
ecuacion de estado de esferas duras para considerar los efectos de las
fuerzas repulsivas. En algunos casos, el modelo asume que el efecto de las
fuerzas atractivas es lineal en densidad a altas densidades.

Un gas de esferas duras es de gran interes tedrico, aun cuando el
potencial intermolecular de esferas duras no representa el potencial
intermolecular de una sustancia real, puede usarse como la base de un
cdlculo perturbacional de la ecuacidén de estado de un fluido real.

El principal problema de extender el primer término de la ecuaciéon de
van der Waals a altas densidades fue resuelto por Reiss, Frisch y Ledowitz
{1959) quienes desarrollaron la teoria de fluidos de particula-escalada, la
cual condujo a la siguiente ecuacion de estado para esferas duras (A).

PV PV 1+&E+ 8
NKkT  RT  (1-¢&)
el superindice A indica esfera dura (o cuerpo duro convexo).

Zh

(1.21)

Después Carnahan y Starling (1969) establecieron que la expansion
virial para esferas duras requeria un término adicional, y propusieron la
siguiente ecuacion:

grolrere’-g  ag-28
(1-¢) (1-¢)

Las propiedades de fluidos reales confirmaron que la ecuacién de

Carnahan-Starling es mejor que la ecuacién (1.21). Boublik (1975) derivo la

ecuacion de estado para cuerpos duros convexos de cualquier forma
geomeétrica:

(1.22)

-~ 1+(3a-2)é+(3a’ - 3a+1)& - &
3
(1-¢)
3a+ 1)E+(3a® —3a—-2)& +(1- & )&
g oy o BEEOEHSE —Bar NP+ {2 (153
(1-¢)
donde o representa el factor de no esfericidad (anisotropia). Para o = 1,

esferas duras la ecuacion 1.23 se simplifica a 1.22.
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En estudios de dinamica molecular, Alder (1972} expreso a la energia
de Helmholtz residual reducida F A "/R] por una serie de potencias de p’
(densidad reducida) como sigue:

riat) " .
=X D, (1T (o) (1.24)

" n

donde /T"=w/k representa el valor minimo del potencial de pozo
cuadrado y Dmm son constantes universales (independientes de la
naturaleza de las moléculas), ¥ es la energia caracteristica. Adler encontrd
que es necesario expandir la serie hasta n=4 y m=9 (doce elementos
cero) con veinticuatro constantes Dnm para reproducir adecuadamente los
resultados obtenidos a altas densidades. La serie de potencias son para
reemplazar el potencial y las funciones de distribuciéon mas altas, las cuales
no pueden ser evaluadas directamente. La universalidad de las constantes
Dnm significa que las funciones de distribucion de varios fluidos son
funciones idénticas de T~ \Y ,o* y por lo tanto se usan para todos los

fluidos. Este tratamiento se denomina teoria aumentada de van der Waals
de fos fluidos.

Esta ecuacion es buena para la reproduccidn exacta de la energia
interna y capacidad calorifica por dindmica molecular excepto cerca del
punto critico, estos resultados fueron comparados con fluidos reales dando
resultados satisfactorios.

Ecuaciones de estado perturbativas
Fue hasta 1977 cuando Chen y Kreglewski combinaron la ecuacion

de Boublik (1.23) con Z“"“* derivado por Alder (1.24) en una sola
ecuacion de estado conocida como ecuacion BACK.

1.3 ECUACIONES DE ESTADO BACK Y MOBACK

La ecuacion de estado propuesta por Boublik-Alder-Chen-Kreglewski,
se conoce como BACK, es una ecuacion confiable en la predicciéon de

propiedades termodinamicas de componentes puros y mezclas, y se
representa por ;

Z — Zr('pulsi\'a + anrm'rirn (1 ) 2 5)
o
F = Fr(’pu.’.s‘ivu + Fmrm'riro ( 1 i 2 6)

Donde Z representa el factor de compresibilidad y F la energia libre
de Helmholtz residual. Z™*" y z™* estidn dados por:
Ba+1)E+(3a® -3a-2)& +(1- )&

3
(1-¢)

Zr('pufsivu — 1

(1.27)
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Zalmcfivo = ZZ mDm"(l / Tv)" (pt)"' (1 28)

n ™

donde:
£=0.740480"
p =V,
V/T  =ul kT
ulk=u 1 k(1 + n/kT)

& es la fraccidn paquete, a el pardmetro de no esfericidad, V° el volumen
de empaque , k£ la constante de Boltzman y u es el parAmetro energético,
los pardmetros ajustables de esta ecuacién son cuatro a, V°, u'/k, n/k vy
diferentes para cada uno de los componentes puros.

El término atractivo esta representado por un doble polinomio en el
cual se incluyen 24 coeficientes calculados originalmente para argon y
posteriormente para etano que es una molécula mas anisotropica y se
toman como universales. Esta ecuaciéon ha sido modificada por varios
autores como Chao y Lee {(1988), quienes cambiaron el termino atractivo
con el fin de que proporcionara mejores resultados tanto para sustancias
polares como para no polares en las regiocnes de equilibric de fases y una
fase. Saager, Hennenberg y Fischer {1992) reformularon la ecuacién BACK,
obtuvieron una diferente dependencia de la temperatura para cuerpos
duros y determinaron la parte atractiva con un ajuste de regresion con

datos experimentales de etano. A esta ecuacién se le conoce con el
nombre MOBACK.

Constantes universales Dnm para la contribucién atractiva de la ecuacién de

Estado MOBACK. Obtenidas de un ajuste de minimos cuadrados a propiedades
de ETANO por Saager et al (1992)

Dnm
-0.163031455509x102
0.236050623433x102
-0.202780263621x103
0.708094241795x103
-0.111419155539x104 $ISTEMA DE BIBLIOTECAS
g-? :I' ;;gggig gg;" 1 gz UnvERS1040 auTonTRA

i %

-0.198345701422x102 s poies

-0.123560229535x102
0.512656570463x103
-0.402302186654x104
0.137248475700x10°
-0.233748173692x10°%
0.203815498538x10°>
-0.763817381071x104

NNNNNMNNNN-S=S 2323233
CONOAWN=IGADWN =3
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Continuacion

-0.930674564526x 10"
0.112366881230x102
0.105838007455x103 -
-0.330441036286x103
0.271037994941x103
0.177215789449x10"
-0.768101660142x10"
0.149849547238x102
0.116361036713x102

BARDWWWWW
DWN=PWN-=

La ecuacion de estado MOBACK se representa por la forma general
(1.26) para la energia de Helmoholtz residual y aqui se deriva la forma para
factor de compresibilidad y presion:

5y _ ~ (& +3a)é-3af
o (@ -Din(l- &+ o
=22D." ¢
donde §:0.1617(p/p«)[a+(|—a)('l'/'l'-.)’] '
y r= (/T + kT
a=0.689 y = 0.3674

los pardametros ajustables son o, T, a y 7

Derivacion del factor de compresibilidad Z

F _taz-onde e _Fpde
—T-_£(2—1)7, R/ J(Z” ]) R?'_I(Z’\) 0
z. :p[a(FH/RT)}]. z. :{é‘(ﬁ;\/!{?‘)}
ap ap
evaluando
d(1-&)
—(a ~DIn(1- &) =(a? -1)—L4P /p
1-%
d(;; <) =—~j§= constante = —(
d(1- &) ik,

T
dp -l )( &)
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d_(a*+3a)¢-3af _ . [(&® +3a)+(a® -3a)¢]

dp =&y (1- &
d (Fy/RT) _ (& -D(=CH1-8)" . [(&® +3a) +(a® -3a)¢]
dp (1-¢y ° (1-¢y
| 143a+(Ba* -3a-2)E+(1-a’ )& B
:(.o[ -2y ] donde p—%o
obtenemos

Z.. = 1+Ba-2)¢+(3a’ —3a+1)E - a8
) -2

Evaluando ahora

d (FA/RT) —n m—1 d é -n pm-—1
B T A e T e m D T _— = C m D T
dp Zn:§ nm é dp Ozn:g nm 5
ZA = Zz Dnmr_" §m
Zywaacy, = Lt 4,
_ 2 2 2.3
7 = 1+ Ba—-2)E+(3a 3a+l)§ a & +ZZmDan_n %
(1 - é) A om
Las expresiones explicitas para factor de compresibilidad y presion
son:
TR
zo £ __ JOUTI/RT) |, (1.29)
PRT cp
i T
P:pm[p[égﬂ} l)zzpm- (1.30)
fo)

Estas expresiones son las formas mas comunes de las ecuaciones de
estado.



CAPITULO 11

Punto critico

P iq. Saturado
Liquida
R 9 Vap. Saturado
E
S
}
o [ Psat
N

Regidn de dos fases

Gas

=constante

15

Viiq Volumen especifico, V Vvap
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EVALUACION DE PARAMETROS DE LA ECUACION DE ESTADO
MOBACK

2.1 INTRODUCCION

Un problema comun en ingenieria quimica es el establecer un modelo de
un sistema, en el cual ciertas variables estan relacionadas, y estimar los
parametros del modelo a partir de un conjunto de mediciones experimentales
de las variables. Este es el caso de las ecuaciones de estado, que una vez
formuladas requieren la evaluacién de los parametros ajustables.

Se presenta aqui el metodo iterativo para la estimacién de los
parametros optimos de la ecuacién de estado MOBACK. Los parametros se
determinaron por regresion no lineal a datos experimentales PVT de cada
sustancia pura. Se llevé a cabo el ajuste simultaneo del modelo a tres tipos de
datos experimentales: datos PVT en una sola fase, a datos en las condiciones
termodindmicas de equilibrio para la coexistencia de las fases liquido y vapor
y a la condiciéon termodinadmica en el punto critico. No se incluyeron el ajuste
de otras variables como el segundo coeficiente virial, entalpia, coeficiente de
Joule-Thompson, Cv, etc. por dos razones:

i) es mas facil obtener datos experimentales PVT

Ii) se quiere demostrar que estos datos son suficientes para evaluar los
parametros de la ecuaciéon de estado MOBACK.
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2.2 METODOLOGIA DE LA ESTIMACION DE PARAMETROS DE
ECUACIONES DE ESTADO ‘

De acuerdo a Sievers y Schulz (1980) una ecuacién de estado es mas
segura si los parédmetros se ajustan a datos PVT o PpT en lugar de hacerlo a
mediciones de Entalpias y Capacidades Calorificas; y segun Bender (1971)
una ecuacioén de estado podrd predecir la presién de vapor y los volumenes
saturados, si en su formulacién se toman en cuenta las condiciones de
equilibrio de fases.

El método usual para la determinacion de los paradmetros de una
ecuacioén de estado

P=P(T.V) (2.1)

es un ajuste de minimos cuadrados ponderados de datos experimetales PVT
de la sustancia pura. Este procedimiento debe de ser extendido para ajustar
simultaneamente datos homogeneos (fase pura) y las condiciones de equilibrio
de fases (coexistencia de fases), como fue propuesto por Bender (1970) y
utilizado por Sievers y Schulz (1980), Schmidt y Wagner (1985}, Reuck vy
Armstrong {1979}, Teja y Singh (1977}, y Bender (1975).

La funcién objetivo que se minimizd es la sumatoria ponderada de las
desviaciones al cuadrado:

!
S = Z Wpi[[)(Taxp,i,pm Mp.i) - pe.rp.i]z

i=1

7 L v pm” ap.j &
o exp, jl0m exp.j dll
A2 w,| LR [ p(Tapspn) g - ] (2.2)
=1 P ep.j~ P epi Vo, P
| op(T i & p(T 2
+wcl [p(Tcxp‘i,pm c:xp.i) - parp.i]z + W .| Pmc GA'P(M) + Wea pz""- “p[_f)'zﬂJ
G P . P m %

Los residuales indicados en esta ecuacion estan formados por la
diferencia entre los valores calculados por la ecuacién de estado con
temperatura experimental 7exp y densidad y presion experimentales , pOmexp Y
Dexp, presion de vapor pPs exp Yy presidn critica pec exp, respectivamente. Cada
residual al cuadrado individualmente se pondero por un factor de peso w.
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Los datos PpT de una fase en las regiones de vapor o liquido y de la
linea de equilibrio de fases liquido-vapor se consideran en la primera
sumatoria. El numero total de datos es /.

Las condiciones termodinamicas para el equilibrio de fases liquido-vapor
se incorporaron en los primeros dos términos. La igualdad de las presiones de
liquido y vapor saturados a la misma temperatura se incluye en la primera
sumatoria, cuando se usan datos de las fases coexistentes.

El criterio de igualdad de potenciales quimicos para las fases
coexistentes liquido y vapor se da en la segunda sumatoria, que representa el
‘criterio de Maxwell' (se presenta en la siguiente seccién), en una forma que se
resuelve para presién de vapor. Las propiedades de la fase liquida se indican
por el superindice L y las de la fase vapor por el superindice V. El niumero
total de datos de equilibrio de fases liquido-vapor es J.

Los ultimos tres términos en la ecuacion (2) representan las condiciones
en el punto critico. Como la densidad critica no puede medirse exactamente,
la ecuacion de estado no esta restringida a cumplir con esa condicion
exactamente, por eso se incluyeron como parte de la suma de cuadrados al
igual que los otros datos, y se ponderaron (peso estadistice} con los pesos
wet1, we2 ¥ wes. Si se utilizara el método de los multiplicadores de Lagrange
para introducir estas condiciones como restricciones en la funcién objetivo,
entonces se tendrian que satisfacer exactamente.

2.3 CONDICIONES DE EQUILIBRIO DE FASES (CRITERIO DE
MAXWELL)

Las relaciones termodindmicas para el equilibrio de fases de una
sustancia pura requiere que las temperaturas, presiones y energia libre de
Gibbs de las dos fases sean iguales. La energia libre de Gibbs puede tambien
ser expresada en funcion de la energia libre de Helmholtz. Las condiciones de
equilibrio seran entonces:

Fr-=7 =T (2.3)

L 14
pL__ _‘%) _p¥ :_(_‘91) _ p (2.4)
v ), av ),

}L — AL +[).mlLrL = (]vf’ = Ai" +]),\‘an1’ (25)
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donde P es la presidon de vapor o saturacién y los superindices L y V se
refieren a liquido y vapor saturados, respectivamente.

Aunque la superficie PVT de un fluido real es discontinua en la region
de saturacién, una ecuacién de estado es una funcidn continua que produce
una isoterma 'teorica’ en la regiéon de saturacion, definiendo una regién de
estados inestables, la figura 2.1 ilustra la forma de la isoterma teorica de una
ecuacion de estado y la forma de la isoterma real en un diagrama PV.

De las condiciones de equilibrio (2.4) y (2.5) se obtiene para la isoterma
tedrica de una ecuacion de estado

G -Gt=A" -A*+ PV -V =0 (2.6)

Pero del diagrama de la figura 2.1 se observa que los estados A y E
correspondientes a los volimenes de liquido y vapor saturados ( ©“ y V"), son
estados de equilibrio para los cuales se cumple que G* = G”. Pero, teniendo
en cuenta la relacién de equilibrio (2.6), obtenemos

At — A" = P ¥ty = &rea del rectangulo AEFG (2.7)

Mediante la evaluacion de la integral IdA a lo largo de la trayectoria EDCBA

puede determinarse una ecuacion alterna para At — 4" . Como esta
trayectoria es un segmento de una isoterma, entonces dd=-PdV vy por lo

tanto ;

A" = A" = ypeyy PAV =] yopp PV = drea bajo la isoterma (2.8)

De las ecuaciones (2.7) y (2.8) se deduce que las areas sombreadas bajo la
isoterma mostrada en la figura 2.1 son iguales , es decir ;

VV

G'-G'=-[pPav+p, (V' -V')=0 (2.9)
VL

esta expresion constituye el llamado CRITERIO DE MAXWELL el cual indica
que la suma de las areas entre las isotermas real y teorica en un diagrama PV
es igual a cero. Esta condicién no es automaticamente satisfecha por las
isotermas subcriticas de las ecuaciones de estado. Por lo tanto, como lo
indica Bender (1970), el criterio de Maxwell junto con la condicion (2.3) debe
ser considerada cuando se evaluan los parametros de una ecuaciéon de estado
gue se quiere que represente exactamente el comportamiento de fase de una

sustancia pura.
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Para aplicar el 'criterio de Maxwell', es Nnecesario conocer la presién de

vapor ps y las densidades ortobaricas pmt y p©mVY. Esas propiedades se miden
independientemente como una funcién de la temperatura, y los datos
generalmente no se reportan a las mismas temperaturas. Por lo tanto se
necesitan correlaciones para las propiedades de saturacién, que permitan
obtener valores a la misma temperatura y svavizar los errores experimentales.
Con este proposito se utilizan aqui. En todos los casos se utilizaron las
correlaciones de suavizacidon reportadas en las monografias de datos

experimetales.

Punto critico

Liquido
P Gas
Psat E
=constante
i Region de dos fases
G B F
Vliq Volumen especifico, V Yvap

FIG. 2.1 (Representacion del criterio de Maxwell)

2.4 DETERMINACION DE LOS PARAMETROS DE LA ECUACION
MOBACK

La utilizaciéon préactica de la funcion objetivo dada en la ecuaciéon (2.2)
requiere el procesamiento en computadora de los datos experimentales. Para
ello se desarrolld un programa de computo que minimiza la funciéon objetivo.
Se uso la subrutina ZXS5Q de minimizacion de la suma de cuadrados de M
funciones con N variables gue esta basada en el algoritmo de Marquardt-

Levenberg.
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El programa se escribié en FORTRAN y se ejecutd en el sistema DEC
5000/240. Una version de este programa se puede utilizar en
microcomputadoras PC. ~

llustraremos el proceso de estimacion de los parametros ajustables
pe, To, & y n de la ecuacion de estado MOBACK con Etano. Para esta
sustancia se utilizaron los datos experimentales reportados por Goodwin et al
(1976). EIl ajuste se realizd con dos conjuntos de datos y pesos globales
diferentes: i) 1200 datos PVT saturados con w=10, punto critico con w=100,
if) los mismos datos con pesos w=10 y w=1000 respectivamente, mas 970
datos PVT de la regidn homogenea, con w=100.

Todos los datos experimentales disponibles para las sustancias puras
de interés fueron examinados y se seleccionaron solamente datos confiables
para la determinacion de los parametros de |la ecuacion de estado. Todos los
valores fueron convertidos a unidades SI (sistema internacional).

Los resultados de la estimacion de parametros de la ecuacion de estado
MOBACK se presentan en ia en la tabla siguiente. Las notas sobre la tabla; 2
fases indica que el gjuste se realizd solo con datos de equilibrio de fases, y
2+1 fases indica gque el ajuste se llevd a cabo con datos de equilibrio de fases
y de datos de fases puras liquido y vapor.

RESULTADOS DE LA ESTIMACION DE PARAMETROS
DE LA ECUACION DE ESTADO MOBACK
PROGRAMA MARQUARDT

SSQ = Sumatoria de cuadrados
DESV = Desviacion standard

Nomenclatura:

Etano 2 fases (Datos Goodwin) (2+1) fases
ALFA 1.214769175208294 1.215627667882
ENK -0.02985751411676221 0.139131862719
TO 305.4601843372413 306.454332192340
DO 0.006759987034111 0.006800999055
S8Q 0.917866E-4 0.550086E-1
DESV 0.339881E-4 5.28330




Isobutano 2 fases (Datos Goodwin) {2+1) fases
ALFA 1,221203942950 1211725786716
ENK 27.712319459151 15.813515564761
TO 385.150483351789 390.821584384841
DO 0.003822351735 0.003873974480
S8Q 0.85260E-2 12.0523

DESV 0.240587E-2 0.835148E-1
Propano 2 fases (Datos Goodwin) {(2+1) fases
ALFA 1.227535371688 1.222092222091
ENK 13.175448335447 18.872454943051
TO 362.4788411236626 354.964333175241
DO 0.005010143606 0.004949816636
SSQ 0.310195E-2 0.609637E-1
DESV 0.147644E-2 0.615351E-2
Metano 2 fases (Datos Wagner) (2+1) fases
ALFA 1.1635430232462917

ENK -5.866902070095999

TO 186.3829755881322

DO 0.009209956719766904

S8Q 0.168379E-2

DESV 0.243922E-2

CO 2 fases (Datos Goodwin) 2+1) fases
ALFA 1161511458134

ENK 0.436899307344

TO 124.807552831895

DO 0.009829591485

SSQ 0.337535E-3

DESV 0.722283E-3

Etileno 2 fases (Datos Jahangiri)_ (2+1) fases
ALFA 1.186683020722

ENK 3.614872524768

TO 270.429033332038

DO 0.007077333662

SSQ 0.375848E-4

DESV 0.265548E-3
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n-Butano 2 fases (Datos Younglove) (2+1) fases
ALFA 1.221486836321

ENK 34 407032908585

TO 397 419546833182

DO 0.003847184096

S5Q 0.118624E-1

DESV 0.466540E-2

N2 2 fases (Datos Jahangiri) (2+1) fases
ALFA 1.161610867815

ENK -1.127371040738

TO 120.103206896186

DO 0.010118899325

SS0Q 0.336642E-3

DESV 0.107928E-2

CO2 2 fases (Datos Wagner) (2+1) fases
ALFA 1.216544760025

ENK 31.944329404350

TO 276.326778612749

DO 0.010291495617

S8Q 0.126352E-1

DESV 0.603430E-2

2.5 PROPIEDADES VOLUMETRICAS

23

Para obtener las propiedades volumétricas de una sustancia pura se

aplica el criterio de Maxwell ya antes mencionado (region de saturacién), para

el cual es necesario contar con datos experimentales. A una temperatura
constante se calculan los volumenes saturados por medio de un método

iterativo en el cual se cumple la relacion de equilibrio {(ec. 2.9) , y con estos

volumenes se calcula la presion de vapor.

Método de convergencia

Al resolver problemas que se presentan en la practica de la Ingenieria

Quimica, frecuentemente es necesario aplicar técnicas de calculo iterativas; la

rapidez de resolucién de estos problemas es altamente dependiente del

metodo de convergencia seleccionado.
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En este caso se utilizé un método general de convergencia aplicable
a ta solucidon de funciones no lineales de una variable, este método esta
basado en una aplicacién evolutiva de los polinomios de Lagrange, es decir
que la variable puede ser representada sucesivamente por un polinomio de
primero, segundo, hasta enésimo grado en la funcién.

Utilizando el polinomio de Lagrange, el valor de la variable propuesto
para la iteracion n+ 7 queda expresado como:

Xn+1 =Pn+1(yc):

M™M=
I
-
[
-
L.

J

REN
donde:

X, = Valor de la variable en la iteracioni.

y, = Valor de la funcidn en la iteracioni.

Y¢ = Valor de convergencia de la funcion = 0.

El método requiere de la suposicion externa del valor de la variable
en las dos primeras iteraciones. A partir de la tercera iteracién se aplica la
féormula arriba indicada, en la cual el valor de n evoluciona desde 2 hasta
N+ 17 (siendo N el grado méximo de interpolacién especificado) al aumentar
la informacién disponible para el ajuste.

Calculo de propiedades PVT

Linea de saturacion.

Se implementé el criterio de Maxwell utilizando la ecuacién de
estado MOBACK para determinar presion de vapor, y volumenes de liguido
y vapor saturados. En las tablas 2.1 y 2.2 se reportan y comparan los
valores calculados con datos experimentales de Etano y Didéxido de
Carbono, los datos cubren toda la region de saturacion. En éstas tablas se
reporta desviacion porcentual puntual y desviacién promedio.

P.EXP(har) = Presion experimental

P.CAL(bar) = Presion calculada

VLE(cc/molf) = Volumen de liquido experimental
VLC(cesmol) = Volumen de liquido calculado
VVE(cc/mol) = Volumen de vapor experimental
Wice/mol) = Volumen de vapor calculado
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Las graficas 2.1, 2.2 y 2.3 reportan la desviacidn porcentual en
presién, en las cuales se puede observar que el comportamiento de la
ecuacion de estado es bastante bueno para algunas sustancias como
Propano, Etano, Diéxido de Carbono y n-Butano.

Se puede observar que la desviacion es mayor cerca de los puntos
critico y triple. En la regién de liquido la pendiente de las isotermas (dp/dV)
es muy grande, y esto hace que la prediccidn de presién en la zona del
punto triple (fig 2.1) tenga desviaciones mayores. En la regién del punto
critico se presentaron problemas de convergencia, ya que los volumenes
de saturacidon se encuentran muy préximos entre si, pero el método
implementado del polinomio de Lagrange resulto ser el mas adecuado para
vencer esta dificultad. Sin embargo, la desviacién mayor en los volimenes
de saturacion y en la presién de vapor al aplicar el criterio de Maxwell, se
debe principalmente a que el modelo {ecuacion de estado MOBACK)
predice un punto critico un poco diferente al punto critico real, pero la
prediccién de las propiedades veolumeétricas en casi toda la regién subcritica
es bastante buena.

Una fase.

El calculo de propiedades PVT en una fase se obtuvo aplicando
directamente la ecuacion de estado MOBACK con los pardmetros antes
calculados. Este calculo se realizo con algunas sustancias tales como
Etano, Metano, Propano e Isobutano, cuyos resultados se pueden apreciar
en las graficas 2.4, 2.5, 2.6 y 2.7, donde se observa que la desviacién se
incrementa a presiones elevadas (supercriticas}, esto se debe a que en esta
zona la pendiente de las isotermas (dp/dV) es muy grande y un pequeho
cambio en volumen provoca cambios muy grandes en presién y con ello
desviaciones mayores en esta regién.

Estos resultados demuestran que para la regién de saturacién y una
fase a alta y baja presién los pardmetros de la ecuacidn de estado
MOBACK ajustados a datos experimentales de la regién de saturaciéon son
suficientes para la prediccidn de propiedades volumeétricas (PVT).
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B Desviacion promedio

2,4 METANO (una fase)

c
9
w
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2 -
K N ] 2
> o 8 = 8§ g
o g m] g a
o) o ] a m] s
3 g ] =] a
3 (m O O o
o
.7 : : : —
300 350 400 450 500
TEMP(K)
Datos de Kleinrahm et.al.
Pmin=1.0132 bar
Pmax= 160.35 bar
2,5 PROPANO (una fase)
m Desviacion promedio
i A o
15 | " o °
¥ B o 0 ]
T 14 E,' o 0O O
2 m] [~ B
& 05t m] . D a [B] %
-:c-:.—' 0 - O DDDDEIDDD DDDD£DD ] DDB]DEEDD Dcaum ooooo
s 05+ g o B
] (| o m] O
se -1+ 4
15+
5 o
2 + > f i : ' fo—_—
200 250 300 350 400 450 500 550 600
TEMP(K)

Datos de woodwin et.al
Pmin= 0.887 bar
Pmax=237.0 bar
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2,6 ETANO (una fase)
u Desviacion promedio

& il %%D?Dﬁﬁﬁj?n?nﬁg?aauﬁng é
0
1723
A4 o o
4 8o ag”
‘g- _2 B g o ] a (]
a
2 -4
‘5 *{' D: = T 1I T =
200 250 300 350 400 450 8600 650
TEMP(K)
Datos de Goodwin, Daulin y Morrison.
Pmin= 6.7020 bar
Pmax= 672.37 bar
2,7 ISOBUTANO [una fasa)
0 T B pesviacién promedic
0T E E
o :

A5 T

-2
375 380 ass 390 395 400 405
TEMP(K)

Datos de woodwin et. al.
Pmin= 3.022 bar
Pmax= 54.031 bar
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APLICACION DE MOBACK A MEZCLAS

3.1 INTRODUCCION

La aplicacion de las ecuaciones de estado a mezclas requiere el
desarrollo de las reglas de mezclado de los parametros especificos de los
componentes puros. Para ello se utiliza la teoria de van der Waals de un
fluido, esta teoria establece que para representar una mezcla de varios
componentes es necesario representarla como un pseudo componente puro,
equivalente a la mezcla. La mezcla estara entonces definida por los
parametros del pseudo componente. Estos parametros se obtienen mezclando
de alguna manera los parametros de los componentes puros.

Aqui desarrollaremos las reglas de mezclado para los pardmetros de la
ecuacion MOBACK. La manera mas usual de hacer esto es transformar la
ecuacion de estado en a una forma virial, y de la mecanica estadistica se
sabe que la regla de mezclado del segundo coeficiente virial es cuadratica,
esto nos permite entonces deducir a partir del segundo coeficiente virial las
reglas de mezclado de los componentes.

3.2 DESARROLLO DE LAS REGLAS DE MEZCLADO.

La ecuacion de estado MOBACK en su forma explicita en factor de
compresibilidad, se expande en series con respecto a densidad en el limite
cuando p — O para transformar la ecuacién a la forma virial. Se conoce de la
mecanica estadistica que la regla de mezclado del segundo coeficiente virial B
es cuadratica, es decir;

B=Y x5, 3.1



donde x/ es fraccion mol del componente /, Bif es el segundo coeficiente virial
de la interaccion de una molécula / con uma molécula j, cuando /i=j es el
segundo coeficiente virial del componente puro /. Por lo tanto la forma virial
permite deducir las reglas de mezclado de la ecuacion MOBACK.

La ecuacion MOBACK esta formada por dos términos:

=zZ%+2" (3.2)

ZMOBA cX

_1+Ga-2)£+0a’ 3ar)E a8

Zy 7 Termino repulsivo. (3.3)
(1-28)

Zy=2mD z7"¢ Termino atractivo. (3.4)

donde £=01617(p/p)[a+(1-a)T/T:)’]"  es funcién de densidad

y o= (T/TH( + n/kT) "

a=0.689 ¥ =0.3674

los pardmetros ajustables son o, 7o, @ y 77

Expansién en series con respecto a8 densidas en el limite p — 0O

Aplicando la expresion siguiente de la serie de Mcclaurin

fx) = f(0) + f'l('O) X+ _f;(!O) e

al termino REPULSIVQO de la ecuacion MOBACK obtenemos:

2(0) , 2°(0) ., = 6

Z(p) = 2(0)+ =, 21

2
donde Z'(0) = [—d Z") y Z''(0)= [—d Z?”J
dp J, dp” J,
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Necesitamos ahora evaluar estas derivadas, la primera derivada nos conduce
a:

[dZHJ _ | 0-9[Ba-2)+(6a’ - 6a+2)¢-307F+ 3+ (9a-6)¢+ (90" - 9a+ HE -3a’¢
dpJr (1-9°

c|:[(3a—2)+(6af2 —9a+4)E- (907 —6a+ D& +328]+3+(Qa-6)E+ (9" —9a +3)& —3&5}
(1-4*

simplificando obtenemos

3a+ )+ (6a” —2)E+(1-3a)é&
(dZHJ _ | [BarD )¢ (1-3a)& | .5
dp J; (1-¢&)
la segunda derivada nos lleva a:
d2Z (6 +12a+2+(18c% —6a—4)E—(6a—-2)&
—] =G 3 (3.7)
dp” )y (1-¢)
dil - -
donde C, = —g = de = M[ar +(1- a)(T/]’;)r] = constante
dp dp P,
Evaluamos ahora las derivadas en el limite cuando p — O
2
[lr%(rdﬁ) =C,(3a+1) Y lll’%i,(d ZzH) = C(3a® +6a+ 1)
oo\ dp p—02!1\ dp”
y obtenemos Z7 =1+p C,(3a+1) +,cv2C(,2(30:2 +6a + l) + - (3.8)
para Z total tenemos la siguiente ecuacion en forma virial:
Z=1+pCBa+)+p* Co(3c” +6a+ 1)+ - +> mD,, v" & (3.9)

que en forma genaral se representa como;
Z=1+pB+p" C+...+Z"

Para facilitar el desarrollo de las reglas de mezclado es conveniente
desarrollar la forma virial (3.9), por eso es que el término atractivo se escribe
en esta forma:

z4 =3 mD,, " =D, 7' 0.1617a+ (- axT/T,y]" % Zm D, e

m=2
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se sustituye en la ecuacion (3.9} y se desarrolla para obtener:

Z:l+/Dl:C},(3cr+l)+Dﬂl 0;617[ l—a)(/T)} }
+p2|:C‘ (3a +6a+1)+2D (01617( +(1—a)(%;)r)glJ2}

o

+> mD,, v "&" (3.10)

m-3

en esta ecuacién el primero y segundo coeficientes viriales corresponden con:

B=C@Ba+1)+D, v 01617[ (1-a)(ﬁ)]

_(0.1617 1Y
C=CBa’ +6a+1)+2D,7 [ 5 [a+(l—a)(T/7W)J J

)

desarrollando para la regla de mezclado cuadratica del segundo coeficiente
virial, ecuacion (3.1)

o).
El primer termino [C,(3a+1)] , de la ecuacion anterior se desarrolla
para obtener el pardmetro de mezclac,,;

[C(,(3a+l)]m :szij[ 3a+1] =>" > xx,3 Ca) +> > x:x;C, i

=S xxB =3 Y xx (Co(3a+1)ij D, xx [ "ﬂU) (3.11)

desarrollando para ZZx,.ij(Coa)‘_j obtenemos:

> xxCal, = ZinxJ.':O'}l:”[a +(1- a)(%)}a]

(]

que también se puede escribir como;

> > xx,(Ca), = XY xx, [

0.1617 (
a+(1- a)(Tn)r}

22 xx(va), =(Va), =Y, *a,) (3.12)

m

V,a),

a
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De esta ecuacion despejamos «a, y obtenemos

%x(ﬂa)
mzzzv’ Y (3.13)
donde:

= x. V.
szixj oL (3.14)

como se trata de volumen molar, la regla de combinacién adecuada es una
regla de combinacion aritmerica:

v+ (v

alf 2
y por lo tanto :

om sz oi (3.16)

de ésta forma llegamos a:

a, = Zzg‘j’ a)*'f (3.17)

a

(3.15)

g

Del segundo término Dﬂ{r"—:l de la ecuacioén (3.11}) se desarrolla el
Yo,

m

parametro de mezcla 7,

~£| -p,3 ( ,,:)
Dl 1 T *~m iy - (3.18)
" [T p],,, 25 * Py

{T-n EL _ ZZx,.leI—%)(l kT 0';6” [a+01- a)(T/T.,)’]_']

P o

ij

simplificando

S S xx,[T,0-n1hT)p,] =33 xx ( )U (3.19)

si tomamos en cuenta que de la ecuacion BACK:

(%)n =[7,(1-n/kT)], vy ulk=T/z
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entonces

sz‘_xj(: V(,] ) ZZx‘x,(ZV,,)U

Yl = L= (3.20)
(4):" Z_x‘_ 1/‘”_ qu ‘/ﬂj
despejando:

T=—1— (3.21)

22 XX

T usa la regla de combinacidén:

7, =(gxc)” (3.22)
la regla de mezclado para T, es

T, =2 x(T,), (3.23)

La regla de mezclado desarrolloda corresponde a las ecuacidnes 3.16,
3.17, 3.21 y 3.23. Con esta regla de mezclado se llevdé a cabo el calculo de
propiedades volumétricas de una mezcla binaria Metano-Etano, que se
presenta en la siguiente seccion.

3.3 CALCULO DE PROPIEDADES VOLUMETRICAS DE UNA
MEZCLA.

En la seccion 3.2 se desarrollaron las reglas de mezclado para la
ecuacion de estado MOBACK, estas son aplicables a mezclas binarias o
multicomponentes. La dificultad de aplicar las reglas de mezcladc es obtener
los parametros de la mezcla que representen la dependencia de la
composicién.

Para calcular tas propiedades volumétricas de una mezcla, en este caso
Metano-Etano, se utiliza la ecuacion de estado MOBACK explicita en Z
(ecuacion 1.29), y se evaluan los parametros de la mezcla con las reglas de
mezclado. Los resultados obtenidos para esta mezcla (fracciéon molar para
metano x, =0.68526) se presentan en la tabla 3.1 y grafica 3.1, para una

temperatura desde 235K a 320K .
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Se observa en estos resultados que las desviaciones maximas se
encuentran a presiones altas, esto se debe a que para Metano los parametros
se calcularon Unicamente para la regidn de saturacién y en este caso el rango
de temperatura se localiza en la regién supercritica, ademas para mejorar los
resultados es necesario utilizar parametros de interaccidon binaria, los cuales
en este caso no se utilizaron porque requieren de calculo iterativo.



TABLA 3.1

Mezcla Metano-Etano.
%DESV = (Pexp-Pcal)/ Pexp * 100

TEMP. / K |Pexp / bar |Pcal/ bar | %DESV.
| l | |

235
240
240
245
245
245
250
250
250
250
250
250
250
250
260
260
260
260
260
260
260
260
270
270
270
270
270
270
270
270
280
280
280
280
280
280
280
280

72.506
73.971
84.486
69.632
73.296
77.642
63.714
©68.13
72.101
75.892
80.503
86.008
93.41
109.236
71.682
77.708
83.261
88.699
95.308
103.191
113.538
134.468
79.482
87.17
94.408
101.566
110.316
120.647
133.961
159.934
87.174
96.541
105.503
114.457
125.388
138.205
154.489
185.478

72.502
74.058
84.474
70.096
73.450
77.643
65.582
69.480
72.978
76.363
80.625
86.010
93.409
109.177
74.336
79.426
84.243
89.132
95.371
103.216
113.637
134.294
82.706
89.114
95.409
101.933
110.339
120.705
133.961
159.488
90.746
98.559
106.437
114.731
125.390
138.294
154.489
184.398

.00495
-.11713
0142
-.6625
-.20913
-.00071
-2.8479
-1.9428
-1.2023
-.61637
-.16077
-.00266
00117
.05417
-3.56994
-2.16312
-1.16564
-.48583
-.06623
-.02386
.00054
.12943
-3.89863
-2.18155
-1.04915
-.36003
-.02096
-.04799
.0001
.27314
-3.93678
-2.04753
-.8772
-.23866
-.0017
-.06398
0
.58577
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Continuacion

290
290
290
290
230
290
290
290
300
300
300
300
300
300
300
300
310
310
310
310
310
310
310
310
320
320
320
320
320
320
320
320

94.773
105.823
116.551
127.308
140.466
155.795
175.063
211.038
102.298
115.043

127.53
140.118
155.515
173.362
195.634
236.5.76

92.493
109.7568
124.195
138.452

152.87
170.524
190.914
216.163

98.137

117.15
133.282
149.307
165.574
185.489
208.416
236.657

98.378
107.704
117.305
127.465
140.471
155.795
175.063
210.566
105.295
116.389
127.930
140.147
155.559
173.362
195.623
232.131
95.190
110.579
124.339
138.452
1562.870
170.524
190.814
214.3%4
101.318
118.124
133.451
149.307
165.574
185.489
208.301
234.817

-3.66422
-1.74685
-.64289
-.12279
-.00387
.0003
.00002
.22397
-2.84619
-1.15648
-.31254
-.0203
-.02846
.00002
.00569
1.91494
-2.83365
-.74224
-.11608
-.00003
.00003
.00001
.05229
.82524
-3.13934
-.82483
-.12647
-.00007
.00004
00001
.06513
. 78377

42
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PROPIEDADES TERMODINAMICAS

4.1 INTRODUCCION

Se requieren métodos confiables para la estimacién de propiedades
termodinamicas de los fluidos en muchos calculos de ingenieria quimica vy
diseno de procesos o equipos en la industria. Sin embargo, el calculo de las
propiedades termodinamicas con una ecuacion de estado puede parecer un
problema trivial que solamente necesita algunas definiciones basicas, esto
es cierto para algunas ecuaciones relativamente sencillas, pero cuando la
complejidad de la ecuacién se incrementa, crece tambien la complejidad de
la derivacion de las expresiones para las propiedades termodinamicas.

Para la derivacién de las propiedades termodinamicas de la ecuacién
MOBACK adoptamos el procedimiento modular de Mollerup y Michelsen
{1992).

4.2 PROPIEDADES RESIDUALES

Un procedimiento general para el calculo de propiedades
termodinamicas de .los fluidos esta basado en las llamadas propiedades
residuales, que se definen por las expresiones generales

M (TV .0 = M(T.V.n)- M (T.V.1n) (4.1)

donde M representa a cualquier propiedad termodinamica extensiva. Las
propiedades residuales M’ , definidas de esta manera proporcionan una
medida directa de la contribucién a la propiedad real de las fuerzas
intermoleculares a esas condiciones.

Pero las propiedades independientes mas importantes son 7 y P,
entonces conviene definir otra propiedad residual M®(T,P.n) que
representa la diferencia entre la propiedad del fluido real e ideal a la misma
T, P yn
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M®(T,P,n)= M(T,P,ny- M®(T,P,n) (4.2)
La relaciéon entre M” y M* es la siguiente
M (T.V.n)= M"(T,P.R)-[M* (T V.n)- M*(T,P.n)] (4.3)
el término entre paréntesis contiene unicamente propiedades de gas ideal

evaluadas a condiciones a las que existe el fluido real (7,V,P,/N); que se
puede calcular de la siguiente forma:

. M M*
[MS'(T,V)—M&'(T,P)]:j’f””( g ) dP:J':T P(‘;V ) dV  (4.4)
T.x T.x

La combinacion de las ecuaciones (4.3) y (4.4) produce el resultado
siguiente

&i
M’(T,V,n):M”(T,P,n)—JR”V(aM ) dP
T.x

3 oF
(4.5)

I
M (T.V .n)= M*(T.P.n)— :W[ﬁ(;\“;/) dV
T.x

ambas ecuaciones son equivalentes.

Existen dos tipos de propiedades; i} aquellas en que M?¥ depende
unicamente de 7y N, y en consecuencia tenemos

r— (fR Hr — HR Cvr — (‘.vvR (:[Jr - (‘va (46)

if) aquellas en que M* depende de 7, P vy N. La entropia del gas ideal §¥
y las propiedades relacionadas con ella pertenecen a este grupo.

Analicemos la entropia

T g1
S = 'SR _J’RT/V 55 dP (4'7)
F aP T.x

el efecto de la presidon sobre la entropia del gas ideal, Smith y Van Ness
(1989}

dS* =-RdJdP/P
sustituyendo en (4.7), integrando y desarrollando, obtenenmos

S'=8%-RInZ (4.8)
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para la energia de Helmholtz

& . .
a =4[ AT\ up (4.9)
£ aP T.x

uno de los planos tangentes de la ecuacion fundamental de la energia de
Helmholtz es:

g1
P= _[ﬁ) y para gas ideal P = L
AV Jr % v )

OA¥ oA* (ﬁV) ( RT) RT
pero = =-—P| - = |=—
op )., \ov ) \op )7 P

sustituyendo esta ultima expresiéon en (4.9) e integrando

A" = A" ~RTInZ {4.10)
para la energia de Gibbs
G =G*+RI'nZ {(4.11)

Las propiedades termodinamicas M®(T, P.n), se pueden revisar en el
texto de Smith y Van Ness (1989), ahi se indica como evaluarlas a partir
de ecuaciones de estado de la forma ZPT es decir explicitas en volumen.
Relaciones de este tipo aparecen invariablemente en los textos de
termodinamica, pero rara vez se usan, porque Z generalmente se expresa
como funcion de 7y V y debe ser diferenciada e integrada con respecto a
V. Entonces si la ecuacion de estado es de la forma ZVT & explicita en P,
las propiedades residuales a evaluar seran M'(7T,V,n), vy las ecuaciones

(4.8), (4.10) y (4.11) permiten evaluar M*(T,P.n).
La entropia residual entonces se obtiene de la siguiente expresion.

SR(T,P,H):S"(T,V,H)JrHRInZ (4.12)

si definimos la energia de Helmholtz residual reducida /' = 4 (I’I/"%T
entonces se puede demostrar que :
s (T.V.n) :_T(ff‘-,) ~F (4.13)
57 V.
Tomando en cuenta que P=ZpRT, y S(T,V,n) podemos obtener la

entalpia residual del procedimiento modular de Mollerup y Michelsen
{1992):

HYT, P,n)= A(T,V,n)+TS'(T,V.,n)+ PV - nRT (4.14)



48

y la energia de Gibbs.
G (T,P,n) = A (T,V,n)+ PV~ nRT -nRTInZ . (4.15)
Las ecuaciones (4.12), (4.13), (4.14) y (4.15) son generales vy

permiten determinar las expresiones para las propiedades termodinamicas
mas usadas para cualquier ecuacidén de estado explicita en AP.

4.3 DERIVACION DE LAS PROPIEDADES TERMODINAMICAS DE LA
ECUACION DE ESTADO MOBACK

Para la ecuacion MOBACK l|a expresién de energia libre de Helmholtz
residual reducida se escribe:

ATV (@ +3a)é-3as’ -
%:(a“—l)ln(l—§)+ 5 +3 3D, t"E (4.16)

y para el factor de compresibilidad:

F =

1+(3a-2)+(3a> —3a+1)E? - g2 &?
Z= ( 3 ( 3 )f ¢ +ZZmDm"z"”§'" (4.17)
(1-¢)
Dado que la fraccion de empaque £ y la temperatura reducida 7 son
funcién de temperatura

0

= 0.1617[£)[a (- a)(T/?;)’]", r= (?TJ(I + n/kT)”"

(2]

entonces para el desarrollo de las expresiones para las propiedades
termodinamicas de- la ecuacion MOBACK se requieren las siguientes
derivadas:

(‘3’:) {4.19a)

o7 ).

(E D "¢") (4.19b)
ST ]

o8 (4.19¢)

5T

g (4.19d)

cT
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Evaluando las derivadas obtenemos

.Z_jz_o.1617y(£)[%]{[a+(1_a)(r/y;)f]*[(l_’a)(r/z;)f']} (4.20)

o (24

%fr—z:0.3234(":’%T)(pﬁ)[a+(1—ar)(T/7;)’]'l (4.21)

o

AZE0 ) s [ (54)

cf'"[—n((T/I;,)(l + 1;/kT)*‘)" '((T/?;)(n/kT?(l + n/kT)'z) + (YT, X1 + n/kT) ‘)]}
(4.22)

Sustituyendo estas derivadas en {4.19) y desarrollando, obtenemos la
siguiente expresion:

(ﬁ) _ [ﬁf;arj(az - 1) . (ﬁééq-)(a:’ +3a) - (5"5” 0’7TJ(3‘1)
T )y, (1-¢) - &7

o % ) (e +30) o By Jar? AT L)
(1-&)' oT

5 (4.23)

Esta ecuacién y las expresiones para las propiedades termodinamicas (4.12),
(4.13), (4.14}) v {(4.15) determinan las propiedades termodinamicas
con la ecuacién MOBACK.

4.4 PROCEDIMIENTO DE CALCULO DE PROPIEDADES
TERMODINAMICAS.

El procedimiento para determinar con una ecuvacion de estado una
propiedad M a cierta temperatura 7 y presién P, es el siguiente:

- se establece el estado de referencia de el fluido.

La norma establecida para el estado de referencia es la convencion
de la Tercera Ley de la Termodinamica. Esto consiste en establecer que a:

pP= 1Pa  T=0°K
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Entalpia de formacion, H' =0
Entropia de formacion, §¢ =0

Con esto se determinan la entalpia y entropia de referencia de gas
ideal a 298.15°K y 1.01325 bar. Los valores correspondientes se pueden
calcular si se requieren, pero los mejores valores son los reportados en
'Selected Values of Properties of Hydrocarbons and Related Compounds’,
Thermodynamics Research Center, Texas A & M University, College
Station TX. (1983).

Entalpia de referencia a 298.15°K, H*
Entropia de referencia a 298.15°K, §°

- se determina la propiedad residual M*® a las condiciones del fluido
real.

MR = (M - M)

- se determina el cambio de la propiedad de gas ideal de 298.15°K y
1.01325 bar hasta las condiciones del fluido real

AM® = (M5 — M*)
- se determina la propiedad real sumando los términos anteriores

M=(WM-M+(M¥ - M)+ M°
M* AM*

De esta manera se determinan las propiedades termodinamicas con
cualquier ecuacion de estado. Este el procedimiento que se utilizd para
escribir tablas de propiedades termodinamicas que aparecen reportadas en
los textos de ingenieria quimica.

4.5 CALCULO DE ENTALPIiA DE VAPORIZACION CON MORBACK.
Ejemplo: (Etano)

Una vez desarrollado un modelo termodinamico es necesario probar
su capacidad de estimacidén de propiedades termodinamicas; esto se hace
comparando los valores calculados con datos experimentales.

Las desviaciones en la prediccion se evaluan por medio de
desviaciones entre los datos experimentales y los valores célculados con el
modelo. Se pueden reportar varios tipos de desviaciones:
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cap.i

e , Mm‘).i - Mru (o
desviacion puntual en porciento Di = [ i I )100

> D
desviacidn promedio D = ____fN

> D)

N

y desviacién absoluta promedio |5|

Durante este trabajo no dispusimos de datos experimentales de
entalpia y entropia, pero si de datos de entalpia de vaporizacion
experimental que se puede estimar de datos saturados PVT experimentales.

El calculo de la entalpia de vaporizacidn con una ecuacién de estado
requiere de la estimacién de las entalpias de vapor y liquido saturados, y
entonces se determina la diferencia AHV@P(calc) =(Hp— H, )=

(HﬁAP - Hf:g)

Para la obtencidén del Entalpia de Vaporizacion, AHV@P({exp), se utiliza
la ecuacion de Clausius-Clapeyron, y se requiere calcular la derivada de
presion de vapor con temperatura y los volumenes de vapor y liquido
saturados.

dapP AH™

= - 4.24
dr  T(ve= —yi) 424

Para calcular la derivada de presién de vapor se utilizo la ecuacién de
suavizacion para presion de vapor de Goodwin (1276):

In(P)=a+b*x+c*u+d*u’ +e*u’ + fru*({l —u)* (4.25)

xD=0-17/7)/(1-T/T) , W(T)=(T-T)/(T-T)

donde:
a =-11.3899624306 d=5.4284431006
h= 18.8452282876 ¢ =-13623270362
c=-7.6354151345 /= 07692492586
Te = tempertura critica = 305b.33°K

Tt= tempertua del punto triple = 90.348°K

cuya derivada con respecto a temperatura es:



(dP) b [ i'j] c 2ud 3eu’
= b+—5 |+ .3 2
a) (o e
7 .

(l—‘b‘«r)”_au(l—w)'Cl
+f[?:.—T, T -7 ]

c !

(4.26)
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Para calcular los volumenes de vapor y liquido saturados se utilizaron las

ecuaciones de suavizacién propuestos por Goodwin:

Para el volumen de liguido saturado:
X(T)=(T - T)/(T - T)
) =(p-p)/(p, - p)
Vi =a+b*x'" " +c*x

donde:
e =1/3 H»=0.281866182
a=0.719684501] ¢=-0.289937306

Para para volumen de vapor saturado:
(D =(T-T)/(T-T)
w(T)=(T/T-1)/(T/T -1)
6
V% =A *u+ A, *x‘+ZA‘. *x'"

donde: & =0.35b

A1 =1.202348669 Az =0.110005895
A3z =0.137169205 As =-0.980317935
As =1.338756298 As =-0.807762749

Aplicando la ecuacién de Clausius-Clapeyron:

Obtenemos gque:

AH = T(vee — yin) 42
dT

(4.27)

(4.28)

(4.29)
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De esta forma y aplicando directamente {(d P/d T) en ta ecuacidon anterior
obtenemos el Calor de Vaporizacion experimental.

TABLA DE CALOR DE VAPORIZACION (J/mol) PARA ETANO.

LTcmp./"K | AHY#P(cal) l AHY4P(exp) i % Desv AHvap |
90.348 R146.99 17820 1.801897
95.000 7856.66 17696 0.899720
100,000 7616.46 17553 0.360231
105.000 7417.70 17402 0.090138
110.000 7240.57 17246 -0.0313
115.000 7073.49 17086 -0.07327
120,000 16910.77 16924 -0.07823
125,000 16749 .81 16761 -0.06681
130.000 1658919 16597 -0.04708
135.000 16428.05 16432 -0.02404
140,000 1626590 16266 -0.004)23
145 000 16102 37 16099 002217
130 00O 15937 32 13931 0.039635
153 000 15769 98 15761 0.036944
160,000 153600.17 15389 0.071602
1635.000 153427.23 15414 0.085757
170.000 1523058 15237 0.0890406
175,000 15069.51 15055 0.096287
180.000 14883 .26 14869 0.0953812
185.000 14690.98 14677 0.093516
190.000 14492 .05 14478 0.09695
195000 14285.42 14272 0.093942
200.000 1407039 14058 0.088057
205 000 13845 95 13834 0.086307
210,000 13611.12 13599 0.089045
215,000 13364 84 13333 0.088591
220.000 1310608 13094 0.092171
225,000 12833.54 12821 0.097713
230,000 12545.96 12533 0.1033
235.000 1224177 12227 0.120652
240.000 11919.19 11902 0.144221
245000 11576.23 11556 0.174755
250.000 1121045 11186 0.21810
260,000 10398 |1 10363 0318423
265,000 vud3 174 Y903 1 383922
270.000 9447 966 94006 044418
275,000 8904101 8857 0.52965]
280,000 8299.277 8249 0.60580
283,000 7614 828 7561 0. 706884
290,000 6819.372 6763 0826645
300.000 4564 808 4487 1.704519
305,000 2253 458 1647 2691233

Ref. de datos experimentales (Goodwin ,1976)



Los resultados obtenidos para el calor de vaporizacién con la
ecuacion de estado MOBACK presentan una desviacién maxima en la
region critica, esto es debido a que se calculo con las propiedades
volumetricas estimadas con el criterio Maxwell {capitulo 2), las cuales
proporcionaron una desviacion mayor en la region critica, y por lo tanto
estos resultados tambien se dan en esta region. Sin embargo los resultados
obtenidos demuestran que son confiables en toda la regiéon subcritica con
excepcion del punto critico.
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CONCLUSIONES

La ecuaciéon de estado MOBACK es una ecuacidon basada en la
mecanica estadistica y tiene un fuerte fundamento tedrico. La predicciéon de
propiedades volumétricas es bantante aceptable sobre todo si se considera
que solamente tienen cuatro parametros.

Lo que se demuestra aqui es que; la determincidon de los pardmetros de
la ecuacién de estado con datos experimentales de la reqgién de saturacion,
son sufientes y necesarios para producir resultados adecuados aun a altas
presiones y altas temperaturas en la regidn supercritica.

La prediccién de propiedades volumétricas de la mezcla Metano-Etano
puede mejorar si se determinan los parametros de interaccién binaria ya que
representan una correccion a los datos experimentales de la mezcla.

La aplicaciéon de la ecuacion MOBACK es confiable para la prediccion de
propiedades volumétricas en la regién subcritica con excepcién de el punto
triple. En su aplicacién a Iia mezcla Metano-Etano presenta resultados
aceptables aun a alta presién. El calculo de propiedades termodinamicas se
aplico dnicamente al calor de vaporizacion por falta de datos de entalpias
experimentales, los resultados son bastante satisfactorios en la regién
subcritica con excepcion del punto critico.
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APENDICE

El tamano, la forma y la estructura de las moléculas determina las
fuerzas que actdan entre ellas y finalmente su comportamiento macroscopico.
Dos tipos de fuerzas actdan simultaneamente entre las moléculas: las fuerzas
atractivas que tiende a mantener las moléculas juntas, y las fuerzas repulsivas
que impiden que las moléculas se aproximen mas haya de cierta distancia.

Potenciales Intermoleculares

La forma de la funciéon potencial depende de las propiedades de las
moléculas individuales en una interaccién por pares de moléculas. Debe
hacerse un compromiso entre realismo y tratabilidad del modelo matematico.
Consideremos una funcién potencial arbitraria ¢(r) de un par de moléculas de
diametro ¢. A continuacién se describen cada una de las funciones potencial
mas utilizadas.

Potencial de Gas ldeal:

Este es el caso mas simple y trivial que se presenta cuando ¢l{r}=0 para
cualquier distancia intermolecular "r", no existe ninguna fuerza de atraccién o
repulsion entre las moléculas.

pix)

Potencial de Gas Ideal




Potencial de Esferas Duras:

Este modelo toma en cuenta el tamafo finito de las moléculas, pero
desprecia las fuerzas atractivas. Esta funcién potencial considera a las
moléculas como esferas rigidas de didmetro ¢ (semejantes a bolas de billar),
entre ellas no actian fuerzas de atraccion cuando sus centros estan
separados por una distancia mayor que o el diametro de una esfera dura, pero
la fuerza de repulsion se hace infinita cuando la distancia entre los centros es

o,

Este modelo se usa con frecuencia para extrapolar la funcion por su
simplicidad, es una representacion gruesa de las fuerzas repulsivas las cuales
pueden llegar a ser infinitamente grandes cuando se presenta el contacto
entre las moléculas.

o(r)
olr)

a0 r<oc
0 r>c

p(r)

] I

Potencial de esferas
duras

Potencial de Pozo Cuadrado:

Este modelo representa esferas duras de didmetro ¢ y un centro
atractivo de fuerza € (la profundidad del pozo) y R determina la anchura del
pozo en relacion al diametro de la esfera dura. Este modelo tiene tres
pardmetros ajustables.

w(r):oo rso
¢(r)=—£ c<r<Ro
qs(r):() r>Ro
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wir) s Ra

1 =

£

!
Poitencial de pozo
cuadrado.

Potencial de Sutheriand:

Este potencial representa esferas duras de didmetro ¢ las cuales se
atraen de acuerdo al inverso de la potencia, corrige el modelo de esferas
duras y ajusta bien datos experimentales de segundos coeficientes viriales con
solo dos parametros ajustables.

De la teoria de London de las fuerzas de dispersiéon, la energia
potencial de atraccion varia inversamente con la potencia sexta de la distancia

de separacién "r", es por eso que en algunos libro el termino & se presenta
como 6 =6.

px)

Potencial Sutherland.

Potencial de Lennard-Jones:

D C
Qo(r):;;—r—,s

El termino D/r‘s representa la energia repulsiva y — C/r‘s la energia
atractiva. Este potencial también se puede expresar de la siguiente manera:

w(r) = az((o/r)" ~(ofr)']
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Donde ¢ es el valor de r para el cual ¢fr/=0 y £ la energia maxima de
atraccion (depende del potencial del pozo) la. cual ocurre a r=2" o . El inverso
de la potencia a la sexta representa la atraccion puntual de la atraccién
inducciéon-dipolo-induccidn-dipolo y la contribucién repulsiva a la funcién
potencial es aproximada por el inverso de la potencial del termino repulsivo.
La eleccién de 12 para el termino repulsivo es fundamental por conveniencia
matematica.

Esta funcién muestra un ajuste simple y una representacion real para
moléculas esféricas no-polares.

pir)

Potencial de Lennard-

Jones.

El potencial de Lennard-Jones es probablemente el mejor potencial de dos
parametros para moléculas no polares pequenas. En este potencial la pared
repulsiva no es vertical, tiene una pendiente finita; esto significa que si dos
moléculas tienen una energia cinética muy grande, ellas pueden
interpenetrarse a separaciones menores al diametro de colision ¢, esto
representa una correccidn de esfera blanda.
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